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ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES UBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN



VORWORT DES HERAUSGEBERS

Der vorhegende zwe1te Band der Commentatwnes arithmeticae?) EULERS , der mit
Abhandlung 283 des ENESTROMSCHEN Verzeichnisses beginnt und mit Abha.ndlung 554
schheﬁt, umfaﬂt mit 26 Abha.ndlungen die Druckjahre 1764—1783. EuLkk ist 1766 von
Berhn nach Petersburg zuriickgekehrt und ist dort am 18. September 1783 gestorben. Es
handelt sich also in unserem Bande um die beiden letzten Jahre seines Aufenthaltes. in.
Berlin und um seinen ganzen zweiten Aufenthalt in. Petersburg. Die Dmcklegung des
ersten Bandes der Opuscula analytice, dem die beiden letzten Abhandlungen 552 und 554 -
_'(:les 'v'oﬂiegenden Bandes angehdren und der im Todesjahre 1783 erschien, hat EULER noch
selbst vorbereitet. Man wird sich tberdies erinnern, daB er seit 1766 volhg erbhndet war,
nachdem er schon 1735 das rechte Augc verloren hatte. = oo

Nach dem - Einteilungsplane der Gesamtausgabe von BuLkrs Werken, wie er’ im
‘Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 19, 1910, abgedruckt ist, -
hitten im vorliegenden Bande Is auch die beiden Abhandlungen 395 De inventione quotczmque
‘mediarum ploportw)mlzmn citra, vadicum eitractionem und 530 Recherches sur une nouvelle
espéce de quarrés magiques Aufnahme finden sollen. Bei genauerer Prufung hat sich aber
.gezeigt, daB die erste besser den algebraischén 'Abhandlungen urd die zweite besser den
kombinatorischen zuzuweisen ist. So wird demn 395 in Is und 530 in s erscheinen.
Umgekehxt sind in unsern Band 1s nachtriiglich noch zwei Abhandlungen aufgenommen
worden, die urspriinglich nicht . dafiir bestimmt waren,. nimlich die. Abhandlungen . 708a
- und 541. -Davon wird noch austiihrlicher zu reden zu sein.®)

“Von' den .26 *Abhandlungen unseres Bandes- gehoren -mur 23- LEoNHARD EULER an.
Eine; -namlich : die soeben erwihnte Abhandlung 708a, ‘stammt von ' NicoLaus Fuss
(1755—1826) und zwei, nimlich Ay und Asi;, sind von LroNusrps Sohne JOHANN

N 1) Siche das Vorwort zum vorhergehenden Bande.

") chhe p XIV—XV und ‘(hXI



. VIII ' ~ VORWORT DES HERAUSGEBERS

Avsricur EuLer (1734—1800) verfaBt, déssen Schriften, unserm Redaktionsplane gemib,
in die. Gesamtausgabe der Werke des Vaters mit aufgenommen werden sollen.?) .
‘Die grofie Mehrzahl der Abhandlungen des vorlieé‘enden Bandes ist in den Denk-
schriften der Petersburger Akademie erschlenen, nimlich 14 in den Novi Commentarii
(1764— 1776) und 6 in den’ Acta (1780—1783); 3, in Briefform gehaltene, sind in den -
Berliner Nouveaux mémoires (1174——1479) versffentlicht ~und je.eine in den Abhand-
lungen der churfiirstlich- baierischen Akademie (1764) und den Nova acta eruditorum
(1713; dlese Abhandlung 445 erschien nachher2) auch noch 1780 in den. Petersburger
Acta); endlich sind, wie schon bemerkt, di¢ beiden Abhandlungen 552 und 554 im Jahre
. 1783 im ersten Bande der Opuscula analytice versffentlicht. Mit Ausnahme der drei Abhand-
lungen As (J. A. EuLer), 708a (N. Fuss) und 541 sind alle Abhandlungen unseres Bandes
auch in der bekannten von P. H. und N. Fuss 1849 unter dem Titel Commentationes arith-
meticae collectae herausgegebenen Sammilung?®) enthalten. (Uber das Fehlen von 541 wird
noch gesprochen werden.*) Umgekehrt haben die Briider Fuss die beiden Abhandlungeﬁ
395 und 530 in ihre Sammlung aufgenommen, die, wie schon bemerkt, in unserer Ausgabe
in den Banden Is und I erscheinen werden.

Die Grundsat&e nach denen der vorhegende zweite Band der Commentationes anth-
meticae bearbeitet wurde, sind dleselben die auch fiir den ersten maBgebend waren. - Sie
sind im Vorworte zu jenem Bande ausfithrlich dargelegt worden und ich kann mich daher

darauf beschramken, auf dieses Vorwort zu verweisen.

.

Unser Band wird erdffnet durch die gfoBe Abhandlung 283 De numeris primis valde
magms, die EULER nach den Akten schon am 1. Dezember 1760 der Petersburger. Akademie
vorgelegt hatte.") Es sei gleich hier bemerkt, dab die Frage nach der Ermittelung groBer
P;xmza.hl}en in unserem Bande Is eine -nicht unbetrichtliche Rolle splelt. Aufler 283 smd

1) S1ehe b StACKEL,JOIIANNALBRECHTEULER,VlertelJa.hrsschrlft der Naturfm schenden
Gesellschaft in Ziirich 55, 1910, p- 63. Siehe auch ENESTROMS Verzewhms, p. 218—222. .

2) Siehe p. XXVIL , - .- : :

3) Siehe hieriiber das Vorwort zum vorhergehenden Bande. Was dort msbesondere p. XI—XII
. gesagt worden ist, gilt in gleicher Weise auch fiir den Abdruck der im vorliegenden Bande ent-

haltenen Abhandlungen. o '

4) Siehe p. XXXIL

5) Das Summarium der Abha.ndlung 283 ‘findet sich- auch abgedruckt in den Nova acta
~eruditorum 1764/5, p. 250. Weitere Bemerkungen sind dort nicht hinzugefiigt. Siehe: hierzu
auch die Anmerkung p. XXVIII des Vorwortes zum vorhergehbenden Bande. - )
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auch die Abhandlungén 369, 461, 467, 498, 708a dieser Frage gewidniet‘und diese 6 Ab-.
handlingen beanspruchen zusammen fast ein Viertel des ganzen Bandes. Im vorhergehenden
Bande I: war diese Frage nur gestreift worden. Nachdem EuLer dort in der kleinen
Abhandlung 26 (Is, p. 1) die Behauptung FERMATS, alle Zahlen 22" 4 1 seien Primzahlen,
widerlegt‘ hatte, hat er sich nur noch gelegentlich, nimlich in den Abilandlqngen 228 und
256 (Iz, p. 295 und 459), die den Aggregaten «® + b* und 2¢? + b® gewidmet sind, mit
der Untersuchung beschiftigt, ob eine vorgelegte Zahl prim sei oder nicht. An die Ab-
handlung 228 kniipft nun 280 direkt an. Zunichst zeigt EULER, daB es keine algebraische

’ Progressmn .
X=a+ﬁx'+ yat 4+ dat + - .-

gibt, die nur Primzahlen darstellt,’) und dann beschiftigt er sich speziell mit den Zahlen
der ¥Yorm a® 4 1. Von diesen hatte er in 228 bewiesen, dafl sie keine anderen Divisoren
als solche von der Form p* + ¢® zulassen. Aus dgn dort .gewonneﬁen Ergebnissen lafit
sich auch leicht ermitteln, von welcher Beschaffenheit @ sein mufl, damit ¢+ 1 durch
einé bestimmte Primzahl 4% + 1 oder auch durch eine Potenz davon teilbar sei. Die Ta-
bellen, die BULER hierfiir gewinnt, konnen aber auch umgekehrt dazu benutzt werden; fiir
alle Zahlen a die Divisoren von «® 4 1 anzugeben, wobei sich dann von selbst zugleich die
Primzahlen der Form a® + 1 eiﬁstellén Die grofe Tabelle, die den SchluB. der Abhandlung-
_ bildet, stelgt bis ‘@ = 1500 an und liefert als groBte darin enthaltene Primzahl (he Zahl 4

o L ©1494%4 1 = 2232037,

Auch in dér Abha.ndlung 369 Quomodo numeri praemagni sint explorandi, utrim sint
primi necne, die nach den Akten am 19. Dezember 1765 der Pete}sburger Akademie vor--
gelegt worden- ist,®) beschriinkt sich EULER auf Zahlen der Form 4 + 1. Von diesen hatte
er, im Anschlufl. an FERMAT und DiopHANT, in der Abhandlung 22,8.-bewiesqp, dall sie
prim sind, falls sie sich nur auf eine einzige Weise in der Folnfn a® + b? darstellen lassen.
Um also eine vorgelegte Zahl N = —dn 41 d&raufhin zu priifen, ob sie prim sei oder nichf

“ist im - Grunde genommen nur .erforderlich, von ihr der Reibe mnach, alle Quadrate, die
kleiner sind als sie, abzuziehen und zuzusehen, ob sich unter den auftretenden Resten nur

ein emz1ges Quadrat befindet ode;’ aber keines oder deren mehrere. Nun hatte zwar EUuLER

5

‘1) Diesen Satz hatte ihm einst Cur. GoLpsach mitgeteilt. Siehie hiérzu auBer dem- p. 4,
Anmerkuxiig 3, erwihnten Briefe auch noch GorLpBacHs Brief an EuLer vom 18. November 17 52,
borrqspondamce math. et phys. publice par P. H. Fuss, St.-Pétersbourg 1843, t.1, p. 592, insbesondere
594 (infolge eines. Druékfehlers mit 595 bezeichnet); Lrovaaror EvLer: Opéra omnia, series III. -

2) Das Summarium der Abhandlung 369 findet sich auch abgedruckt in den Nova acta
eruditorum 1770, p. .292. Weitere Bemerkungen sind dort nicht hinzugefiigt. Siebe hierzu-
auch die Anmerkung. p. \{‘{VIII des Vorwortes zum vorhergehenden Bande '

Leoxmanp: EuLess Opera omma 13 Commentatlones a.nthmet)ce.e ‘b

.
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‘schon in-228 zweckmiBige Vorschriften gegeben, durch die diese Rechnungen sehr verein-
facht und abgekiirzt werden konnen und die Subtraktionen sich sogar in'Additionen verwandeln,
indessen blieb bei einigermafien grofien Zahlen 4n + 1 die Anzahl der vorzunehmenden Ope-
rationen immerhin noch sehr gro#l, sodaf es wiinschenswert erscheinen mufite, womdglich
von Anfang an diese Anzahl tunlichst zu verringern. Diesem Gedanken ist die vorliegende
Abhandlung 369 gewidmet. . EULER zeigt darin, daB je nach -der besonderen Form der
vorgelegten Zahl N = 4n 4 1 auch immer nur Quadrate von besonderer -Form zur Sub-
traktion zuzulassen sind. Ist z. B. N von‘de_r Form 480n -+ 77, so braucht man nur die
Quadrate von Zahlen der Form 240p (19, 29, 61, 109) in Betracht zu ziehen, wodurch
die Rechnung bedeutend abgekiirzt wird. Auf diese Weise konnte EULER feststellen, daB

3861317 = 8044 480 + 197 und 10091 401 = 700 14-400 + 11401 -

-"anzahlen smd

Zu EuLERS Zeit reichten die Faktoren~ und Primzahltafeln nur wenig iiber 100000
hinaus.!) J. H. RAnN hatte seiner Zeutschen Algebra, Ziirich 1659, eine Faktorentafel fiir- die
uhgeradeh und. durch .5 nicht "teilbaren- Zahlen bis 24000 hinzugefiigt, in der allemal .die
- kleinsten Divisoren angegeben sind. 'In der von TH. BRANCKER unter Mitwirkunig von J. PELL
herausgegebenen ﬁbeisetzuhg, London 1668, hatte PELL die RABNSCHE Tafel unter- Beibehal-
“ tung ihrer Einrichtung bis-zu 100000 fortgefihrt und J. WaLLIS hatte in der kleinen Schrift -
A discom'se'of combinations, alternations, and aliquot parts, die seinem Tireatise of Algebra, .
London 1685, als vierte Zugabe a.ngehiil»lgt.i.st, 30 Fehler der PerLscuen Tafel verbessert.
.+ Sodann hatte 1746 J..G: Kricer in Halle seine Gedancken von der Algebra herausgegeben,
. worin ‘sich ‘eine bis zu 100999 reichende Primzahltafel befindet, die aber, wie KRUGER in
- § 84 seines Buches mitteilt, nicht vou ihm selbst, sondern von einem gewissen PETER JAGER
" in Niirnberg zusammengestellt wordén war. Endlick hatte J. H. LampegT die PELLSCHE
Tafel in' seine - Zusiitse su den logarithmischer rind trig rigonometrischen Tabellen (Supplementa),
Berlin” 17(0 aufgenommeu, den vour WALLIS gegehenen Verbusserungeu noch weitere hinzu-
wefiigh xind die Tafel berdies bis 102000 ausgedehnt.*) Aber LAMBERT hatte .sich da_mlﬂ
nicht. begniigt.. Der wesentlichste Unterschied seiner Tafel gegeniiber der PELLSCHEN be-
steht darin, daB niéht nut die: durch 2 und 5, sondern auch die durch 3 teilbaren Zahlen
als ube1ﬂuss1g weggelassen sind.  Dadurch aber war LaMBERT gezwungen, die alte Ranx-
PhLLSCHL Taielemnchtung zu verlassen und durch eine neue zu ersetzen, in. der die Zahlen ‘
entsprechend den Dlvxsoren 2,3, 5 uud den Fmdelungen der Dez1malrechnung, nach dem

1) Siehe dle“Anmerkung 3 p. 104 des vorhergehenden Bandes.
" 2) Siehe die Emleltung zu Lmnuus Ausutzm, wo a,uch ‘noch weltere thtcla,tur mltgetexlt
ist, jedoch keine von besonderer Bedeutunﬂ' ' s ' o
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Modul 300 fortschreiten und demgemi8 in drei Grﬁppen zerfallen, eine Einrichtung, die auch
fiir die Zukunft maBgebend geblieben ist.!) Der LAMBERTSCHEN Faktorentafel folgt. dann
noch eine Primzahltafel bis zu 101999, deren bis 100999 reichenden Teil LAMBERT der
~JiGERSCHEN Tafel entnommen hatte. - :

Das waren im wesentlichen dle Hulismlttel die EULER zu Gebote standen. Ihre Un-
zulinglichkeit hatte er von jeher sehr empfunden. Schon gleich in der aus dem Jahre 1732
stammenden Abhandlung 26 (12, p. 1) findet sich eine Bemerkung dariiber und in der Ab-
handlung 152 De numeris amicabilibus (12, p. 86) hatte BULER es in § 95 unentschieden
lassen miissen, ob 129503 (weil von der Form 4% + 3) prim sei oder nicht. So unter-
nahm er es denn selber, die Grundlagen fir eine bis zu einer Million ansteigende Fak-
torentafel zu schaffen und die dazu erforderlichen Rechnungen auszufiihren. Am 22.August ‘
1774 legte er seine Arbeit der Petersburger Akademie vor; es ist die Abhandlung 467 De
tabula numerorum primorum usque ad millionem et wllra continuanda, in qua simul ommnium
numerorum non pri.morum. minimi divisores - exprimaitur. - Unter  Ausschéidung der durch
2, 3; 5 teilbaren Zahlen ordnet EULER nach dem Modul 30, so ‘dah sich jede Zahl in der
Form 30q + 7 (r =1, 7, 11,13, 17, 19, 23, 29) darstellt. ‘Die Hauptarbeit ist dann in der
Losung der - folgénden acht Probleme “enthalten: Nach Annahme eines Primteilers
30a.+ b b=1,1 11, 13) sollen fiir die einzelnen Reste 7 die Quoten ¢ gefundén -werden,
fir die die Formel 30¢g + » durch 80a + b teilbar ist. Die ‘acht Tabellen, zu denen diese
- Losungen fithren, vereinigt EULER zundchst zu einer groBien Tabule auxiliaris uniersalis,
aus der man iur jede anmhl p von 7 bis 1009 den kleinsten Quotns q entnehmen kan.n,
© fiir den 30g + r durch p teilbar ist, und er zeigt sodann, wi¢ man mlt Hulte dieser Tafel
leicht die gewiinschte_ Faktorentafel herstellen kann. Verschiedene zweckmiillige An\velsungen
’fur die Drucklegung einer. solchen Tafel b11den den Schluﬁ der Abhandlung. Als Format
1st Quart vorgesehen und _)ede Selte soll 50 Werte von ¢. fminehmen -Bis zu ¢ = 33399
ausgedehnt wiirde die Tafel also 668 Selten umfassen Von diesen” hat EuvLer. die beiden
letzten selbst hergestellt_ und sie als Muster folgen ldbbell.

Fir die Benutzung einer solchen nach BuLer eingerichteten.’l‘afel hitte man also die
zu untersuchende Zahl zundchst durch Division mit 30 auf die Form 30q + » zu brmgen
Die nach den-Werten von g und » geordnete Tafel wiirde dann allemal den kleinsten Divisor
liefern. Die Notwendigkeit dieser jedesmaligen Division wiirde aber die Brauchbarkeit der
Tafel stark beeintrichtigen und -so haben sich denn _die Tafeln, die in der Folgezeit ent-

1) Laxserr hatte sich hieriiber schon in dem kurz zuvor erschienenen zweiten Baﬂde seiner
Beytrige zumn Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung, Berlin 1770, ausfiihrlicher aus-
‘gesprochen und als Muster eine bis' 10200 reichende Faktorentafel beigefiigt. Auch hatte er schon
. damals di¢ Winschbarkeit einer Ausdehnung bis zu einer Million betont. b o
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primorum divisibilia, quo pacto omries mimeros formae ‘aa 4 1 .sum adeptus,
qui non sunt, numeri primi; reliquos. ergo necessano primos- esse. oportet.
Primum autem manifestum est per binarium,. qui est etiam summa duorum
'quadratorum,. formam aa + 1 esse divisibilem, quoties a fuerit numerus impar.
Superest ergo, ut ii ipsius @ valores indagentur, qui reddant formam aa 4 1
divisibilem: per quemquam horum numerorum primorum 5, 13, 17, 29, 37,41 etc,
-qui ipsi sint duorum quadratorum summae; quem in ﬁnem praemltto sequens
problema - '

PROBLEMA 1

Proposzto NUMEro Primo formae 4n + 1 invenire oM quadmta, quae uni-
tate aucta per illum szmt dwzszbzha Y '

SOLUTIO -

Cum iste numerus primus: sit summa duorum quadratbrum, it
dn +1=p'+¢% quadratum vero unitate auctum per illum divisibile sit
aa+ 1. Demonstravi?) a,ﬁt'em," quando summa duorum quadratorum, veluti
aa -+ bb, divisibilis est per numerum primum pp -+ q¢, semper. dari duos
huiusmodi numeros r et s, .ut 'sit a=pr—+gset b=ps—qr. Nostro. casu.
ergo cum S1t bb—1, necesse est, ut sit ps—gr=+41, unde- persp1c1tur
fractlones v et L proxime inter se convenire, ita ut earum differentia 25 —%"
minorem numeratorem, unitate quippe aequalem, habere. nequeat. Quare cum
numeri p et g ex aequalitate 4n + 1 = pp -+ ¢gg sint cogniti, formetur fractio.
% quaeraturque in- numeris minoribus fractio si illi . proxime aequalis, ut

partibus per crucem multiplicatis productorum ps et gr differentia sit —1,

id quod methodo a' me ahbl 3) exposita facile fiet; tum .ad fractlonem % in-

1) Hoc problema. EuLERUs iam in epistola d. 9. Iulii 1743 ad Cur. GoLDBACH scnpta, per:
tractavit,  Correspondance math. et phys. publiée par P. H. Fuss, St.-Pétersbourg 1843, t. I, p. 237
(vide etiam eodem loco p. 299, 305, 587); Lronzaror Evcerr Opera omnia, series IIL. ~ F. R.

2) Vide § 8 Commentationis 228 supra, p. 6, laudatae. F. R :

3) Vide Commenta.tlonem 71 (mdxcls ENES’IROhMIANl) De fractionibus contmms, Comment.
acad sc. Petrop. 9 (1787); 1744, p. 98, imprimis § 14; Lrovmaror EuLerr Opew. omnia,
series I, vol. 14. Vlde etiam Burert Introductionem in analysin infinitorum, Lausannae 1748,
t. I cap. XVII, imprimis § 382; LroNzaror Evurerr Opera ommia, series I, vol. 8.° .

Problema, de quo hic agitur, WALLISIUS olim proposult atque ,magno studio pertra.ctawt
. solutionem vero dedit vehementer operosam atque difficilem* (Commentatlo 71, § 14). Vide
J. Watiis; A Treatise of Algebra, London 1685, chap. X; Opera t. 1I, “Oxoniae 1693, p.-40. F.R.
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venta hac fractione ?' erit quadrati unius quaesiti radix a —pr+ g5 vel
etiam ¢ = —pr —g¢s. Tum vero si multiplum quodcunque divisoris 4# + 1
addatur, habebitur quoque valor idoneus pro a. Generatim ergo erit

o —m(dn + 1)+ (pr + gs),

in qua forma ‘continentur radices omnium quadratorum, quae unitate aucta
per numerum primum propositum 4z -+ 1 sunt divisibilia. Q. E. L '

- SCHOLION 1

" Quemadmodum autem data fractione £ aliam fractionem =~ inveniri con-
. veniat, quae ab illa tam parum discrepet, ut producta per crucem orta ps
- et gr unitate tantum differant, alio loco ostendi. Scilicet pro numeris p et ¢
eadem. operatio institui debet, quae vulgo ad eorum maximum communem
divisorem inveniendum institui. solet, tum ex quotis ordine scriptis formentur
fractiones, quales ex fractionibus continuis prodeunt, earumque ultima erit
ipsa fractio %, penultima autem pro si assumi poterit eritque differentia inter
producta ps’et gr unitati aequalis, propterea quod numeri p et ¢ erunt inter
se primi, .quoniam alias numerus 4n + 1 = pp + qq non foret primus. Inventa
autem fractione ?’ manifestum est eius loco quoque assumi posse has fractiones .
z i:, ZZ 1’: et in genere -_II:-:’ nam et haec fractio cum fractione £ com-
parata dat producta per crucem mpgq -+ g7 et mpg + ps unitate differentia.
Quodsi autem fractioni 1[_;— haec :’;‘;—i—z adiungatur, ex iis pro radice quadrati
quaesiti obtinetur a = mpp + pr + mqq 4+ gs =m@dn + 1) 4+ pr + ¢gs ob
Pp+gg=4n-+41 seu, cum numeri » et s quoque negative accipi queant,
a=m(4dn 4 1) 4 (pr + g¢s), quae est ipsa forma generalis in solutione inventa.

Verum haec operatio commodissime per exempla docebitur.

- _EXEMPLUM 1

4Invém'.re omnia quadrata, quae umitate aucta sint per numér_wm primum 29
divisibilia. | ’ _

Sit ¢ radix quadrata ex quadratis quaesitis, et cum 29 sit numerus pri-
mus formae 4n -1, erit' certe summa duorum 'quadratorum, quae sunt 25
et 4, ita ut ob 29 —pp + g¢ =5+ 2° sit, p—5 et ¢ —2, unde formatur ista

{
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?

fractio 5 -
communem divisorem investigandum, quae ita se habebit:
2) 5 (2
4.

PECE
2

O .

Nunc inter numeros 5 et 2 instituatur operatio ad maximum

Sunt ergo quoti 2 et 2, ex quibus formantur fractiones sequenti modo.

2, 2
l.
O’

2 Y
12

. . 2 ; . o . a2 B
eritque penultima 4 = }1; -ex his autem duabus ultimis fractionibus - et &
valor idoneus pro @ erit productum numeratorum 2 -5 =10 auctum producto

denominatorum 1-2 =2, unde erit ¢ =10 + 2' =12 et in genere
0—=29m412;

omniumque horum numerorum qua,di'ata unitate aucta per 29 erunt divisibilia.

Quare omnes valores ipsius a-in his duabus progressionibus arithmeticis con-

tinebuntur: : : '

' 12, 41, 70, ' 99, 128, 157, 186, 215, 244, 273 etc.,

17, 46, 75, 104, 133, 162, 191, 220, 249, 278 etc.

EXEMPLUM 2

Invenire ommwia quadrata, quae umitate aucta fiant per. numerum primum 617
divisibilia. . A |

- Com sit 617=16+ 19, statuatur p=19 et ¢=16 fiatque inter numeros

16 et 19 haec operatio: : ' '
16) 19 (1

16

3) 16 (5

15

v 1) 3 (3
' ' 3
0

* Lronuarpt Eurxri Opera omnpia Is Commentationes arithmeticae

(&4
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Ex qﬁotis 1, 5,‘ 3 sequentes formentur fractiones

—
9"
o

1 1 6 19
o’ 1’ 5’ 16’
quarum binae postremae “dant numeratorum productum = 114, at denomina-

torum productum = 80, unde 1doneus 1sque minimus valor 1psms @ erit =194

et generatim
a= 617m -+ 194.

Omnes -ergo ipsius « valores in duabus sequentlbus pmgresswmbus arithme-
- ticis comprehenduntur: : -

194, 811, 1428, 2045, 2662, 3279 etc.,
423, 1040, 1657, 2274, 2891, 3508 etc.

EXEMPLUM 3
Tnvenire ommia qimdmm, quac unitate aucta sint per numerwm primuny 1709
divisibilia.
Cum sit 1709 = 22° -+ 357, mter numeros 22 et 35 sequens 1nst1tuatur
operatio .
' 22) 35 (1
22
13) 22 (1
13
9) 18 (1.
9

et ex quotis 1, 1, 1, 2, 4 formentur sequentes fractiones
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1,
1

2

ey
. ek
[\

4
8 3
5’7 29’

==
—| no

H

. o] & .

quarum duae ultimae dabunt pro uno ipsins @ valore @ — 8-35 + 5-22 = 390,
ita ut omnes ipsius a valores satisfacientes sint

@ = 1709m ~+ 390.

COROLLARIUM 1

Si. numerus primus 4z -+ 1 fuerit. ipse quadratum unitate auctum, veluti
4n + 1=p*+1, tum ob ¢—1 sequens operatio erit instituenda:

Hp(p
P
6.

Unicus ergo habetur quotus p, ex quo nascentur fractiones

1 »
'67 "i‘y

unde ﬁt a=1-p+ 0.1— p et genemtlm

a—m(éln—i—l)—}—p

COROLLARIUM 9

Si amborum quadratorum, quorum  summae numerus .primus 4n —|—1
aequatur radices’ unitate differant, ut sit 4n -+ 1= - PP +((p— 1) tum ob -

g=p—1 sequens habebitur opera,tlo '

p—1p (1
: p—1.
Dp—l@—l'
p—l

0.

PAd
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Quoti ergo 1 et p —1 has dabunt fractiones

1, p—1
r 1. _p»
o’ 17 p—1’

unde fit e =1-p41-(p—1)=2p—1 et in genere

@ =,.(.47‘z + 1)m - (2p — 1);

COROLLARIUM 3
Si quaérantur omnia quadrata, quae unitate aucta sint per numerum

primium 2 =11 divisibilia, etsi 2 non est formae 4n 41, tamen, quia
p=1 et ¢g=1, erit primo ¢ =1 per Corollarium 1 hincque in genere

a=2m-+41.

Unde sequitur, quod per se est manifestum, omnia quadrata numerorum im-
p q
parium, si unitas addatur, fore per 2 divisibilia. '

SCHOLION 2

Secundum hanc ergo regulam .omnes numeros primos formae 4n -+ 1
tractavi, et postquam singulos in summam duorum quadratorum converti,
quod semper et quidem unico modo fieri potest, cuique formam generalem
ipsius @, in qua radices omnium quadratorum, quae unitate aucta per quem-
que numerum primum sint divisibilia, [continentur,] adscripsi; unde sequens
nata est tabula. '
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quoram quadrata unitate aucta ea 41 sunt per quemlibet numeram primum -

Tabula omnium numerorum ¢,

formae 4n + 1 divisibilia®)

Numeri . primi

Valor ipsius a

2—1"4 1° a= 2m4+ 1
b=1"4+ 2° a= bm+4 2
13 =2+ 3 a= 13m+ 5
17T=14 &4 a= 1Tm+ 4
29 — 2! B = 29m 4 12
3T=1+4 ¢ a= 8Tm+4 6
4l=44 5 a= 4lm4+ 9
53 =24 T a= 53m -+ 23
61 =5+ 6° a= 6lm-+4 11
13=34. 8 a= T3m 4 27
89 — 54 .87, o= 89m+ 34
N=4+ 9 o= "9Tm+4+ 22
101 = 174 10* - @ =101m + 10
109 — 32+ 10° - Ca=109m + 33
113 =724 §° a=113m 4 15
18T =424 11° a=13Tm + 37
L 149 = T 107 o =—149m 4 44
157 =64 11° a=15Tm 4+ 28
173 = 22 4 132 0 =118m+ 80 =
181 == 9° 4 10? Ca=181m 4+ 19
193 = 72 4 122 a—193m + 81
197 =174 14 0 =19Tm + 14
1929 = 9 4 15° 0= 2299 + 107,

233 = 8?4 132 | a—233m 4+ 89
1) In editione principe haec tabula nonnullos. errores continet, qui omnes fere etiam in
Comment. arithm. (ed.'P. H. et N. Fuss; vide Prooemium voluminis praecedentis, p. VIII) in-
veniuntur, hac in editione autem correcti sunt. Quae correctiones pertinent ad valoves ipsius a
numeris primis 641, 653, 1021, 1033 correspondentes atque ad compositionem unumerorum 1381
et 1861. F. R~ ' o ’
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Numeri primi

Valor ipsius a

%l — 424 15°
957 = 124 16

269 = 10°4 18°
21T = 94 14°

281 — 5'+4 16°
293 — 20417
313 — 1224 18°
317 — 11° 4 14°

337 = 924 16
849 — 5%} 18%
353 = 8+ 17

13— T4 18

389 — 10° - 172
397 = 67 197

401 = 174207
409 = 3°+ 20°
421 — 14° + 15°

433 = 12' 4+ 17°
449 — T4 20°
457 = 42+ 21°
461 = 10° + 19°
509 = 54 22°

521 = 11° 4 20°
- 541 =10°421° -
55T = 1424 19°

569 = 13% 4 20°
577 = 1% 4 247
593 = 84 23°

601 — 5%4- 24°

613 = 17"+ 18°

617 —16°4 19*
64l = 474 25°

653 = 13° -+ 22°

«=241m + 64
a=25Tm 4+ 16
« = 269m -+ . 82
a = 21Tm + 60

' 'a% 281m 53

a = 293m -+ 138

o =313m + 25

a=31Tm -+ 114
a = 33Tm 148
o = 349m + 136
o= 353m 4 42

o = 3713m 4- 104
@ = 889m + 115
a=39Tm 4+ 63
o =401m + 20

« = 409m - 143
@ =421m 4 29

“a = 483m - 179

- a=449Im 4+ 67
 a=45Tm + 109
@ =461m 4 .48
~a=509m 4 208
‘@ = H21m -4 235

a=541m +- 52
a4 = 55Tm + 118
@ = H69m 4 806
6 =51Tm + 24
a=593m + 77

a.=601m 4125
a=613m+ 30
- a=061Tm 194~

a = 64‘1>m -+ 154
a = 653m + 149
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Numeri primi

Valor ipsius a

15

661 — 624 25°

673 = 12?1 28°

677 = 124 26°
701 = 5%+ 26
709 = 15° 4 222

1B3= 2427
BT= 924262
761 — 192 4 202
769 = 12° 4 25°
T8 =172 9222

197 = 11% 4 26°
809 = 57 28

821 — 147 257 -

829 — 10° 4 27°
853 — 18° | 23°

857 — 424 29°
877 = 624292

- 881 — 1624 257
929 — 20?4 23°

937 = 197 24°

941 — 10° 4 29°
953 — 13° 4 28°
977 — 4¥431°

997 — 62-I- 312

1009 — 15° 4 28°
1018 — 292% 4 232

1021 = 11° - 80*
1033 — 3?4 32

1049 = ‘52 - 32¢
1061 = 10*+ 81%

1069 = 13* + 30°

1093 = 24 33°
1097 = 16* - 29°

661m + 106
673m + 58

I

o= 6TTm+4 26 -

a= T01m -+ 135
709m + 96
783m + 353
a= T5Tm +- 87
@« = T6lm -+ 39

il

: = 769mj—_ 62

a= T18m 4 317
o= T9Tm 4 215
a= 809m 4 318
a = 821m + 295
¢ — 829m + 246

“a == 853m -+ 333

a = 85Tm 4= 207

a= 81Tm + 151

a = 881m + 387
a= 929m - 324
== _93Tm 4196

ca= 941m 4 97

a = 953m +- 442
a= 91Tm -+ 252
a= 997Tm 4 161

- a = 1009m -+ 469
a=1013m -+ 45

a=1021m 4 374

a = 1033m - 355 .
a = 1049m - 426

@ = 1061m -4 103

o = 1069m - 249 .

a = 1093m 4 530

‘@ =109Tm -+ 341
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[115—116

Numeri primi

Valor ipsius a

1109 — 22° 4 25°
1117 — 2124 260

1129 — 20° 4 272
1153 — 82 83?
1181 —- 5° 4 34°
1193 — 18° 4 322
1201 = 24* 4 25°
1218 = 22° 4 27°

1217 — 162 4 31°

1929 — 2! 4 852

1937 — 92} 347

1249 — 15° 1 32°
1277 — 1124 34
1289 — 8L 35

1297 = 124 36°

1301 = 25 4 262
1821 = 5%+ 36°
1361 = 20° 4 312
1873 — 204 372
1881 = 15° + 34

1409 — 25° |- 28

1429 — 23 4+ 80°
1433 — 8-t 37

1458 — 3°+ 38°

1481 — 162 -+ 35?
1489 = 20° + 33?

1493 — T 38

1549 — 18* -+ 35°

1553 — 23° + 32°

1597 = 212 4 34°

a = 1109m +- 354
a = 1117m -+ 214
@ —1129m + 168
a = 1153m 4 140
a=1181m + 243
a = 1193m 4 186

ca=1201m + 49 .

a =1213m +- 495

4 =121Tm 4- 18

a = 1229m + 597
@ = 1237m 4 546
a = 1249m - 585
a=121Tm 4 118

‘@ — 1289m + 479

@ ==129Tm 4 36
a = 1801 m + 51
a = 1321m + 257
a = 1361m -+ 614
a — 1373m +- 668 -

6= 1381m -+ 366 1)

a = 1409m + 452
@ = 1429m + 620
a — 1433m 4 542

o =1453m 4 497
a = 1481m + 465

a = 1489m - 225
a = 1493m - 432
a=1549m - 88
@ = 1563m + 889
@ = 1597m + 610

1) Omnes numeros, quorum quadrata unitate aucta per 1381 divisibilia sunt, in hac forma
1381m 4+ 366 contineri EurLerus uti-exemplum iam in epistola ad Chr (GloLDBACH exposult, quae
nota 1 p. 7 laudata est. . F. R
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" Numeri primi

Valor ipsius a

1601 = 17+ 40°

1609 = 3%+ 40* -
1613 = 13*+ 38°

1621 — 10° + 39°

1637 — 262+ 81

1657 = 19* -+ 362
1669 — 15 4 38
1693 = 18!+ 37
1697 = 4% 41°
1709 — 22°+ 85°

1721 — 1124 40° .

1733 = 17° -+ 38°
1741 = 29° 4 30°
1758 = 272 32°
1777 = 162 - 39°
1789 = 5°f 42°
1801 = 24* 4 35°
1861 = 30° -+ 312
1873 — 28° - 38°

1877 =147+ 41°
1889 = 17* 4 40*

1901 = 26* + 357

1918 = 8°443°

1933 — 132 42°
1949 — 10° - 43°
1973 — 23 4 38¢
1993 — 122} 48°
1997 — 29° - 34°

a = 1601m + 40
a = 1609m -+ 523
a =1613m + 127
a = 1621m - 166
a = 1637m 4 316

a = 165Tm + 783 .

a = 1669m -+ 220
a = 1693m + 92
@ = 169Tm - 414

o ==1709m 4 390

a = 1721m 4 473
a = 1733m 4 410
a=1741m + 59

a=1753m + T13

a=171Tm 4 175
a=1789m - 7124
a = 1801m + 824
a =1861m +. 61
a = 1873m + 737
a—187Tm + 137
a = 1889 + 331

a =1901m + 218
o =1913m + 712

a = 1933m -+ 598
a = 1949m -+ 589

- @ =1973m + 259

a = 1993m - 834

o =199Tm + 412 -

Tabula ergo haec in se complectitur omnes numeros primos formae
" 4n 41 infra 2000 existentes eiusque ergo ope omnes numeri inveniri possunt,

quorum quadrata unitate aucta per ullum horum numerorum primorum sint:

divisibilia. EKius ergo beneficio sequens solvi poterit’ problema.

Leonuarnr Kurerr Opera omnia Is Commentationes arithmeticae
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PROBLEMA 2

Omnium numerorum, qui unitate excedunt numeros quadratos, assignare ommnes
‘divisores radicibus . ipsorum quadratis minores. '

'SOLUTIO

Scribantur ordine omnes numeri ab unitate ad 2000, quandoquidem
‘praecedens tabula ad hunc terminum est producta, qui littera a des1gnent1u,
ita [ut] pro quovis numero inde nato ae 4 1 divisores sint assignandi. Con-
stat autem' hos numeros alios non esse habituros du_rlsmes primos nisi formae
4n 4 1; praecedens vero tabula omnes numeros a exhibet, quorum Quad_rata
unitate aucta sint per quemque numerum primum huius formae divisibilia.
Verum pro quolibet numero aa 4 1 sufficit notasse divisores primos radice a
minores, quoniam his cognitis etiam divisores radice a maiores sponte inno-
tescunt. Quamobrem singulis numeris o formae 2m + 1 adscribatur binarius,
quia eorum quadrata unitate aucta sunt per 2 divisibilia;  tum nunieris
a=>5m+ 2 adscribatur 5, numeris a=13m 4 5 adscribatur 13, numeris
a = 17m 4 4 adscribatur 17, et ita porro; ubi quidem valores ipsius a minores .
ipso numero primo proposito omittuntur, quia tantum de divisoribus ipso
numero @ minoribus quaeritur. Hoc ergo modo si ope tabulae praecedentis
cuique numero @ divisores convenientes adscribantur, obtinebuntur omnes _
-divisores numeri aa - 1 ipsa radice @ minores. Q. E. L '

COROLLARIUM 1

Si ergo hoc modo numeri a relinquentur, quibus nullus divisor fuerit
mdscrlptus hoc indicio erit numeros aa-+ 1 inde natos esse primos, nullos
quippe divisores admittentes praeter unitatem et se ipsos.  Quibus igitur
numeris- @ in tabula hoc modo condita nullus divisor fuerit adscriptus, de
iis certo affirmare poterimus eorum quadrata unitate aucta esse numeros
primos.?) ' |

© . 1) Vide tabulam p. 26—45. Ubi quidem notandum ést EuLerum ipsum numeris a=1,2,4,6,10
usque ad 66 integros valores a®+1=2, 5,17, 87,101, ... 4357 adscripsisse, quamquam’ sunt
numeri primi. Vide etiam notam 2 p. 21. F. R
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-COROLLARIUM 2

Quoniam igitur' haec tabula pro numeris a facile ad 2000 extenditur,

numeri inde nati ae+1 ad 4000000 exsurgent; unde ista tabula omnes
numeros primos formae aa + 1 exhibebit, qui 4 milliones non superant,
sicque ex ea numeri primi non solum centems millibus, sed etiam uno mil-
lione maiores depromi poterunt.

COROLLARIUM 3

Quibus autem numeris a unicus divisor e fuerit adscriptus, numeri inde

nati aa + 1 praeter unitatem unicum habebunt hunc divisorem « radice a

. . aa+ 1
minorem; ideoque .

-erit numerus primus. Ita quibus numeris o solus
aa -+ 1
2
atque adeo ex ista tabula omnes numeri primi formae %% + limite- 2000000

bmarlus fuerit adscrlptus ex iis certo hos obtinemus numeros primos

non maiores assignari poterunt.

. - . COROLLARIUM 4

Simili modo omnes numeri @, quibus solus quinarius est adscriptus,
praebebunt omnes numeros primos formae a“+ , qui infra limitem 800000

continentur. Atque omnes numeri a, “qui tantum d1v1sorem 13 habebunt ad-
ae+1

scriptum, . praebebunt omnes numeros primos formae

infra limitem
307692 contentos. ’

COROLLARIUM 5

Qui autem numeri a duos tantum divisores « et: ﬂ habebunt adscnptos
id indicio erit numeros a+

fore primos. Hinc quibus numeris a tantum
duo divisores 2 et 5 fuerint adscripti, ex iis reperientur.omnes numeri primi

formae “®T1, qui. quidem limitem 400000 non superabunt.

10

SCHOLION 1.

Verum ut hae conclusiones sint certae, probe notandum est inter numeros
aa+1, qui sant per numerum primum 4n + 1 divisibiles, etiam eiusmodi

numeros contineri, qui sint per quadratum (4n + 1)? 'vel etiam per -cubum
5.
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(4n + 1)° altloresve potestates (4n+ 1), (4n + 1)° etc. divisibiles. Quod quo-
ties accidit, numero ¢ non solum divisor 4n -+ 1, sed eius summa potestas,
per quam numerus a1 fuerit divisibilis, adscribi debebit, ut hoc modo
omnes divisores primi numerorum a¢ -+ 1 ipsa radice @ minores. obtineantur.
Si quidem divisor fuerit — 2, nulla eius altior potestas, veluti 4, 8, 16 etc.,
unquam numeri aa + 1 divisor esse poterit, id quod per se est manifestum,
cum existente @ numero impari forma  aa 41 sit numerus impariter par. -
At de numeris primis formae 47 4+ 1 dantur utique eiusmodi quadrata, quae
unitate aucta sint per quamvis eorum poteétatem divisibilia, quos idcirco
investigari conveniet. '

SCHOLION 2

Cum- antem sit 4% + 1 =pp + ¢¢, erunt ommnes quoque ipsius 4% +1
potestates summae duorum quadratorum, et quidem pluribus modis, ex quibus
vero id quadratorum par sumi conveniet, quorum radices sunt numeri primi
inter se. Sic cum s1t in genere (pp 4+ gq)(rr + ss) = (pr + ¢s)’ + (ps — g7,
erit '

(4n + 1) — (pp + 99)° = 4ppgq + (pp — 40)",
(4n + 1) = (pp + 99 = (0° — 3pqg)’ + (3ppg —

(An + 1) = (pp + 99)' = (»* — 6ppeg + ¢*Y + (4p°q — 4109 ).
Si simili modo quo ante valores 1ps1us a 1nvest1gentur, conﬁmetur pro

potestatibus numerorum primorum, quae infra terminum 2000 continentur,
sequens tabula.
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Tabula' omnium numerorum ¢,
quorum quadrata unitate aucta aa 4 1 sint per potestates numerorum
primorum 4# 41 d1v1s1b1ha '

Valor ipsius a - .

Potestates numerorum primorum

5= 34 4
5= 224 117
5= 74 94t
h* = 38%4 417
182 = 5'4 12¢
132 = 94+ 46?
13* = 119 4 190
177 =" 81 15°
17 = 47 4 52
297 — 20 21%
307 = 12* - 35°
412__ 92+ 402
53% — 28 4+ 45
612 = 1174+ 60°
730 = 482 55
89° = 89°+ 80°
97 = 65+ T2
1018 = 20° + 99°
109 = 607 + 91°
1187 = 157 4 112°
137 = 88 4 105°
149 = 512 4 140°
197° = 28° + 195%)

2577 =

32° - 255°

o= 2Bm+4 T

a= 125m+ 57

— 6% m 182

@ = 3125 m - 1068
a= 169 m-++ 70
0=219T m + 239

a= 13'm 4 239

La= 289 m+ 38
a= 17"m 41985

a== 841m-4+ 41
a=1369m + 117
a=1681 m + 378
a==bH3"m -+ 500
o= 61'm 4 682
a= T13m-4 776
a= 8%m - 3861
a= 97%m.- 4052
@ —=. 101°m + 515
a— 109m 4- 5744
o= 113'm 4 1710
a= 137m 4 6613
o= 149m - 1744
o= 197"m + 1393

o= 25Tm - 2072

His itaque subsidiis hic subiunctam®) construxi tabulam, ex qua statim
pro singulis numeris ¢ omnes divisores formae aa 41 habentur. Hanc quidem

1) Editio princeps (nec non Comment. arithm.): 197%=

2874952

Correxit F. R.

2) Vide p. 26. In editione principe haec quoque ‘tabula permultos errores continet, qui omnes
etiam in Comment. arithm. inveniuntur, hac in editione autem correcti sunt. Quae correctiones pertinent

ad numeros «=457,507,553,560,693,783,737,914,1090,1234,1292,1318,1388, 1395.

FR
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tabulam. non ultra 1500 in radicibus contmuam sed ope harum formularum
facile ad 2000 usque progredi licebit.

Ex hac autem tabula iam plures numeri primi formae aa '+ 1 desum1
poterunt, qui non solum centenis millibus, sed etiam uno millione sint malores; ‘

deinde etiam numeri primi formae a“: ! et ““+1 item .‘mlj , quos in sequen-
tibus tabellis exhibebo.
Numeri primi formae aa -+ 17)
Radices a Nur;zril_pilml Radiceg a Nug];n_i_p;lml_ Radices a Nur;l;ri}_plr m
1 2 146 21317 | 340 115601
2 5 150 22501 350 122501
4 17 156 | 24337 384 147457
6 37 " 160 25601 386 148997
10 101 170 © 28901 396 156817
14 197 176 30977 400 160001
16 257 180 32401 406 | 164837
20 401 184 33857 420 176401
24 L 57T 204 | - 41617 430 | 184901
26 677 . 206 42437 436 190097
36 | 1297 210 44101 440 193601
0 1601 224 Cos01TT | 444 197137
54 12917 230 52901 464 215297
56 3137 236 55697 466 . 917157
66 | 4357 240 57601 470 220901
70 5477 250 62501 474 224677
84 7057 256 | 65537 490 240101
90 8101 260 67601 .- 496 246017
94 8837 264 69697 536 287297
110 12101 270 72901 544 295937
116 13457 280 78401 © 556 309137
120 - 14401 7984 80657 570 324901 .
124 15377 300 . 90001 576 . 831777
126 15877 | 306 93637 584 341057
130 | 16901 314 98597 594 352837
134 - 17957 326 1106277 634 401957

1) Radices a huius tabulae EuLerus iam in epistola d. 28. Oct. 1752 scripta cum Cur. Gorp-
BACH communicavit, Correspondance math. et phys. publice par P. H Fuss, St.-Pétersbourg, 1843,
t. 1, p. 586; LEoNBARDI Eurerr Opera omnig, series IIL F. R
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Radices a - Nur;;n_i_pi'lml Radices a | ngzn_*_p;lél - Radices a Nur‘rllzrl_'_p ;1 s
636 404497 1936 876097 1274 11623077
644 - 414737 946" 894917 1276 1628177
646 417317 ~ 950 | 902501 1290 - 1664101

654 - 427717 960 921601 - 1294 1674437
674 454277 966 933157 ¢ 1306 1705637

680 462401 986 972197 1314 - 1726597
686 - 470597 1004 | 1008017 1316 - 1731857
690 | 476101 - 1010 1020101 © | 1320 1742401
696 484417 1036 1073297 * - 1324 1752977
700 490001 . 1054 1110917 . | 1340 1795601
704 495617 1060 1123601 1350 .| . 1822501
714 - 509797 . 1066 . 1136357 1354 1833317

716 512657 1070 1144901 1366 1865957
740 547601 - 1094 1196837 1874 1887877
750 | 562501 " 1096 1201217%) | 1376 - 1893377
760 577601 1106 1223237 1394 1943237
764 . 583697 . | - 1124 | 1263377 1406 1976837
780 608401 1140 |- 1299601 1410 1988101
784 614657 | 1144 1308737 1416 | . 2005057
816 665857 1146 1313317 1420 2016401
826 682277 1150 | 1322501 1430 2044901
860 - 139601 T 1156 | 1336337 .. 1434 2056357
864 746497 1174 1378277 1440 2073601
890 | 792101 1176 1382977 1456 2119937
906 | 820837 1184 1401857 - | . 1460 2131601
910 828101 1210 1464101°%) 1494 | 2232087
920 846401 1244 | 1547537 . -
930 | . 864901 1246 1552517

Habentm ergo th 109 numeri. . primi maiores quam 100000 et 48 numeri
primi mﬂhonem superantes. '

1) Numeros primos 1008017, 1020101, 1073297, 1110917, 1123601, 1136357, 1144901,
1196837, 1201217 uti millionem superantes Eursrus iam in epistola nota 1 p. 7 laudata cum -
Car. GoLDBACH communicavit. . R. _

2) In editione principe (atque etiam in Comment. arithm.) hic Sequitur numerus 1522757 °
(= 12342+ 1). Quem numerum utpote compositum delevi. Vide notam .p. 42. F. R.
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aat+1 aa—f'—i aa-41
_ 2 5 7 10
assignari -possunt, qui etiam centena millia superant, ut ex sequentibus per-

spicere licet.

Praeterea autem  plures numeri. primi formarum

. . . A 1 .
> Valores numeri @, quibus forma a“2+ fit numerus primus

1, 3, 5, 9, 11, 15, 19, 25, 29; 35, 39, 45, 49, 51, 59, 61, 65, 69, 71, 79, 85, 95, -
101, 121, 131, 139, 141, 145,-159, 165, 169, 171, 175, 181, 195, 199,

201, 205, 209, 219, 221, 231, 245, 261, 271, 275, 279, 289, 299,

309, 815, 321, 325, 329, 335, 345, 849, 871, 375; 379, 391, 399,

405, 409, 415, 425, 435, 441, 445, 449, 451, 459, 461, 471,

519, 521, 529, 535, B4, 559, 569, 571, 575, 579, 581, 595,

609, 631, 639, 641, 649, 661, 669, 685, 689, 695, 699, °

711, 715, 739, 145, 751, 779, 81, 791, 799,

© 815, 819, 821, 841, 855, 861, 869, 875, 831, 885, |

901, 909, 921, 925, 929, 935, 949, 951, 955, 959, 979, 981, 985, 989, 991,
1001, 1011, 1025, 1029, 1031, 1039, 1051, 1055, 1069, 1081, 1091, 1095, 1099,
1111, 1125, 1129, 1151, 1155, 1161, 1171, 1179, 1181, 1185, 1199,

1205, 1219, 1225, 1241, 1251, 1255, 1265, 1281, 1285, 1299,

1311, 1315, 1329, 1345, 1349, 1359, 1361, 1389, 1391, |

1405, 1411, 1419, 1421, 1439, 1459, 1465, 1469, 1489, 1495, 1499.

Valores numeri «, quibus forma aa:" fit numerus primus

2, 8, 12, 22, 28, 42, 48, 52, 58, 62, 78, 88, 92,
102, 108, 152, 158, 178, 188, 198, -
202, 222, 238, 248, 258, 262, 272; 292, 298,
'308, 312, 328, 352, 358, 362, 388,
402, 422, 498, 458, 462, 478, 488, 492,
508, 522, 558, 5712, 588,
602, 622, 628, 638, 652, 662, 692, 698,
702, 728, 7188, 58, 192, | :
828, 838, 842, 848, 862, 872, 898,



127] . DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS . : 25

908, 912, 942, 962, 972, 978, 988,
1008, 1062, 1072, 1078, 1088,
1108, 1112, 1138, 1192,

1208, 1288, 1272, 1278, 1298,

1312, 1342, 1358, 1372, 1378,

1402, 1442, 1452, 1472, 1488, 1498,

' . . 1 .
Valores numeri @, quibus forma %“t! fit numerus rimus
) 9 10 N

3,7, 13, 17,723, 21, 33, 87, 53, 63, 67, 71, 87, 91,
103, 113, 127, 137, 147, 153, 163, 167, 197,

293, 227, 247, 263, 267, 277, 283, 287, 297,

303, 323, 347, 363, 367, 373, 383, 397,

417, 427, 433, 453, - S

503, 513, 517, 527, 533, 53T, 547,) 573, 58T,

617, 627, 637, 653, 673, 677, 683,

158, 163, 113, 117, 197,

817, 823, 833, 847, 867, 873, 877, 883,

913, 917, 923, 927, 933, 937, 947, 953, 963, 997,
1047, 1053, 1063, 1073, |

1103, 1117, 1137, 1147, 1163, 1167, 1173, 1187, 1197,
1213, 1283, 1247, 1273,

1337, 1367, 1377, 1387, 1397,

1413, 1417, 1423, 1447, 1473, 1497,

Hinc autem iterum 9 numeri primi’ suf)m 1000000 obtinentur, ex forma

scilicet ““2+ !, quando a > 1414,

v

1) In editione principe (atque etiam in Comment. arithm.) hic sequitur numerus 553, quem
s ,

numerum delevi, quia

75— bon est numerus primus. Vide notam p. 33. F. R.

Lreonuarpi Evucerr Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae . 4



DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

2 [128—129
a Divisores ipsius aa + 1 a Divisores ipsius aa + 1
1 2 39 2.761
2 5 - 40 1601
3 2.5 41 2.29?
4 17 42 5-353
5 2-13 43 2537
6 37 44 13149
7 2.5 45 2.1013
8 5-13 46 2973
9 241 47 2.5.18-17
10 101 48 5.461
11 2.61 49 2-1201
12 5.29 50 41-61
13 2.5.17 - 51 2-1301
14 197 52 5.541
15 2113 53 2-5-281
16 257 54 - 2917 ’
17 2.5.29 55 2.17.89
18 52.13 56 3137
19 2-181 - 57 2.5%-13
20 401 58 5673
21 2-13.17 59 21714
22 5-97 60 13277
28 2.5.53 61 2-1861
24 577 62 5.769
25 2.-313 63 2.5-397
26 677 64 . 17-241
27 2-5.73 65 2-2113
28 5-157 66 4357
29 2-421 67 25449
30 17-53 68 -53.37
31 . 2.13.37 69 2.2381
32 50.41 70 138. 29
33 , 2.5.109 71 2.2521
34 i 13.890 72 5.17.61
35 2-613 73 2.5-13-41
36 1297 74
37 2.5.137 75 2.29.97
38 5-17%. 76 53109



129—130]

DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

27

Divisores ipsius aa +°1

a a Divisores ipsius aa + 1
77 2-5-.593 115 217
78 5 116

79 2 117 2.5.372
80 37-173 . 118 5 j
81 2.17 119 2.73.97
82 5%.193-269 120
83 2-5.13-53 121 2
84 122 5:13 ,
85 2 123 2.5.17-89
86 13-569 124 .

87 2.5 125 2-13
88 5 126

89 '2.17-233 - 127 2.5
90 128 5.29-113
91 2.41-101 129 2.53
92 5 130 ‘
93 2-5%.173 131 .2 ‘
94 132 53.17 .41
95 92 133 2.5.29.61
96 13-709 134 '
97 2.5 135 2-13

98 5-17-113 136 53
99 2.13%.29 137 2.5

100 73137 . 138 513

101 ¥ " 139 2

102 5 140 17

103 2.5 141 2

104 - 29 142 5-37-109
105 2.37 143 2.5%°

106 17 - 144 89

107 2.52 145 2

108 5 146

109 2.13 147 2.5

110 148 5.13

111 2-61-101 149 217

112 5.13 150

113 ° 2.5 151 2-13

41 152 5

114




DE NUMERIS PRIMIS: VALDE MAGNIS [130—131

a - Divisores ipsius da +1 - a | Divisores ipsius aa 41
153 2.5 ' : 191 . .2-17-29.87
154 37 : 192 5.73.101 .
155 2.41 : 1 193 2.5%.149
156 : 194 61
157 .. 2-5%.17.29 195 -2
158 5 : 196 41
159 . 2 : : 197 2.5
160 : 198 5
161 .4 2.13 199 2
162 ' 5-29 : 200 . 13-17-181
163 2.5 , 201 2
164 | 13 ' 202 5 .
165 - 2 : 203 .| 2.5-13
166 17 204 :

167 2.5 205 2

168 52 : 206

169 2 ' : 207 , 2-52

170 -~ 208 ;517

17 | 2 o . 209 2

172 5-61-97 ' 210

173 2-5-41-73 211 2-113-197
174 15-17-187 - 212 5-89-101
175 2’ 213 . 2.5.13
176 : B 214 41

177 ' 2.5.13 - 215 0 2.929

178 S 216 13.37.97
79 | . 2.37 : 217 2.5-17
180 o 218 5%

181 2 4 219 .2

182 ‘ 5¢.53 220 29

183 2.5-17 221 2

184 | - | 222 5

185 2.109-157 ‘ 223 2.5

186 29 : 224

187 .. 2.5.13 | 225 2.17

188 5 . 226 13

189 ‘ . 2.53 227 2.5

190 13 . 298 5-37



1131—133]

29

DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

Divisores ipsius aa -1

@ - Divisores ipsius aa 4 1 a

229 2.13 267 - 2.5

. 230 268 52.1382.17
231 2 269 2.97 -

232 5 270

233 2:5.61-89 271 2

234 17 272 5

235 2.53 973 2.5.29.257
236 , 274° 193

237 2.5-41-137 275 2

238 5 ' 276 17

239 2.18¢ 977 2.5

240 _ . 278 5-13-29-41

241 2.113 279° 2 -
242 . 5-13-17-53 280

248 9.5 281 2.13

" 9244 29 282 53

245 9 283 2.5

246 78 284 )

247 2.5 285 2.17

248 5 286 157

249 229 287 2.5

250 288 5-53

251 2.17%.109 289 2

2592 5-13 . 290 37

253 2.5.37.173 291 2.13

254 149 292 5

255 . 2.13-41-61 293 2-52.17-101
256 294 13-61-109
257 2.5¢ 295 2.53

258 296 41

259 2.17 297 2.5

260 298 5

261 2 299’ 2

262 5 300

263 2.5 301 '2.89

264 302 5.17-29-37
265 2.13.37.73 303 9.5

266 173 304 13



DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

30 . [133—134
5 T
a Divisores ipsius aa -+ 1 a Divisores ipsius aa + 1
305 "2.193-241 343 2.5%.13.181
306 ~ 344 17
307 2.5%13.29 345 9 -
308 5 346 13
309 2 - 347 2.5
310 17 348 5-53
311 - 2.137 349 2.
312 5 350
313 2.5-97-101 . 351 2.229.269
314 352 5
315 2 353 2.5.17
316 61 354 113
317 2.5-13 355 2-61 .
318 5% 356 13
319 2.17.41.73 357 2.5°
320 13 358 5
321 2. .359 2-13
322 5-89-233 360 29.41-.109
323 2.5 361 2.17
324 113 362 5
325 2 363 2.5"
326 564 37
327 2.5.172. 37 365 2.29
328 5 366 - 97
329 2, 367 2.5
330 13 368 - 5%
331 2.29 369 2.13
332 52 370 17
333 2.5-13 371 2
334 281 872 5-13
335 2 378 2.5
336 17-229-29 374 137
337 2.5.41-277 375 2
338 5.73-313 376 37 ‘
339 . 2.37 377 .2-5.61-233 .
340 378 5-17-41%
341 2-53 379 2
342 5149157 380 197




134—135]

DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS 31

Divisores ipsius aa + 1

a a Divisores ipsius aa + 1
381 2.181 419 2.41

382 - .5%13 420

383 . 2.5 421 2.13.17.401

384 . 422 5

385 2.13 423 2.5.29

386 424 13

387 2.5.17 425 2
388 5 426 173
389 2.29 © 497 2.5
390 89 428 5
391 2 429 2.17
392 5-173 430
393 2.52 . 431 2.293.317
394 29.53-101 432 5 R
395 2.13.17- 353 433 © 2.5
396 : 434 13
397 2.5 435 2.

398 5-13 436 _
399 2 437 2.5-13%113
400 438 5-17-37-61
401 2.37.41.53 439 2173
402 5 440
403 2.5-109 - 149 441 2
404 17 442 5.41
405 2 443 2.5% 157
406 . 444 _

407 2.52 445 2.

‘408 5-13%.197 446 17
409 2 447 2-5.18.29.53
410 97 , 448 5.137.293
411 2.13.73.89 449 o2
412 5.17 450 13-37-421

" 413 2.5.37 451 2
414 101 452 5.29 .

415 2 453 2.5
416 61 454 . 53
417 2.5 455 2-17
418 5%.29.241 456 269



DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS [135—137

a Divisores ipsius aa + 1 a Divisores ipsius aa - 1
457. 2.52 495 2-101
458 | 5 : 496
459 - 2 : 497 2.5.17
460 . 13- 41-397 498 5-193-257
461 2 499 2.13.61-157
462 5 ’ o 500 . 53%.89
463 2.5.13-17-97 501 2-41
464 ' 502 5.13
465 2.73 - 503 2.5
466 | - 504 - 389
467 2.5.118-193 505 2.29
468 59 506 -
469 ©2.109, 507 _ 2.52%.53-97
470 ' 508 5
471 2 . 509 | 2281461
472 5-17 510 - 29
473 2513 ] s 2-187
474 , 512 5-13-47-109
475 | 2-37 513 2.5
476 1329 514 17
477 2.5.61-373 515 | - 2.13-101°
478 5 _ 1 516 : 449
479 2.89 | s 2.5
480 17 | 518 52
481 2.29 ' 519 2
482 52 o 520 317
483 2.5.41 521 2
484 73 : ‘ 522 5
485 '2-337-349 523 2.5-17
486 13 o 524 37.41-181
487 2.5-37 525 2.13
488 5 526 337
489 2.13.17 ' 527 2.5
490 » 528 5.13
491 2.149 529 2
492 5 530 257
493 2-5% o 531 217
494 . 277 . 532 - 5?



DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

137—138] 33
a Divisores ipsius aa 4+ 1 a. | Divisores ipsius aa + 1
533 2.5 568 .5%.29. 89
534 29 569 2
535 2 570
536 571 2
537 2.5 - 572 5 .-
538 5.13.61-73 573 2.5
539 2.29 574 17
540 17 575 2
541 2-13 576
542 5-41 577 . 2.5.13%197
543 2.5% 578 5109
544 579 2
545 2 580 18-113- 229
546 241 581 2
547 2.5 582 59,17
548 517 583 2.5-41
549 . 2.37 584 ‘
550 - 113 - 585 2.137
- 551 2.13 586 37
552 .5-149 - 409 587 2.5
553 2.5.58Y) 7 588 5
554 13 589 2.89
555 "2.233 590 18
556 _ 591 2.17 -
557 2.5%.17-73 592 5.29
558 5. 593 2-5%13.541
559 2. 594 -
560 53.61-97 595 2
561 2.37 596 101
562 5-181-349 597 2.5.29
563 2.5-29 598 5.37
564 13 599 2.17-61-173
565 '2.17-41-229 600 157
566 457 601 - 2.3818.577
567 {2.5-13 602 5
1) In editione principe (nec non in Comment. arithm.) factor 53 omissus est, ita ut numerus
) éz?f%l — 30581 = 53577 inter primos numeratus sit. Correxit F. R, .

Leonmarnr FEuuerr Opera omnia Is Commentationes arithmeticae



DE. NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS [138—139

a . Divisores ipsius aa -1 a Divisores ipsius aa 41
603 - 2.5-13 ~ 641 2
604 97 : 642 5-13-17-373
605 2.197 _ 643 ¢ 2.52
606 13%.41-53 ' 644 ‘
607 252 - 645 | 2:18
608 517 646 ‘
609 2 L 647 2.5 41
610 233 . 648 5-137-613
611 . 2:13 649 : 2
612 5-173-433 -1 650 17.29
613 a 2-5.53 o 651 2.313
614 277 ' 652 5
615 - 92.9281 653 2.5
616 13-17%.101 - 654 B
617 2.5 . 655 2:13-29-569
618 .52 656 157
619 « 2-13 - 657 _ 2.5%.89.97
620 269 ' 658 5-13
621 ©2.29.61-109 659 . 2.17-53.241
622 5 660 ~ 37-61-193
623 2:5.37 . 661 2
624 . 41 ‘ 662 - 5 .
625 | 2-17 _ - 663 - 2.5-113.389
626 - 29 664 353
627 2.5 ‘ 665 C2.41
628 | . - 5. -1 666 : 53
629 2.13 - . 667 2.5-17
630 73 g 668 - . 5%13
631 2 669 2
632 ©5%13 670 593
633 .| - 2.5.17 671 2.13
634 ; ' 672 5.87
635 237 673 2.5
636 . : 674 : ‘
637 2.5 ‘ 675 | 2.409-557
638 5 . 676 17
639 2 677 2.5
640 149 Co |- ers 5.89




139—141]

DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

35

Divisores ‘ipsius aa + 1

a Divisores ipsius aa + 1
679 2.29 717 2-5.101- 509
680 718 52.17
681 2.13 719 2.53
682 53.61° 720 13
683 2.5 721 2.61
684 13.17-29-73 722 5-137
685 2 - 723 1 92.5.13
686 724 203
687 2-5-109-433 725 2.269 "
688 5-41 726 601
689 2 727 2.5.17
690 728 5
691 2193 729 2.41
692 5 . y 730 109 _
693 2.5%.17-113 731 2.397.673 .
694 13 - 732 5 ?
695 2 733 2.5.13
696 ‘ 734 37
697 2.5.18.37-101 785 - 2.17
698 5 ' 736 13
699 -2 787 2.5-29
700 738 5
701 2.17-97-149 789 2
702 5 740
708 2.5.73.677 741 £ 9.293
704 742 5.29
705 2.181 743 2.52.61-181
706 41 744 17
707 2.52.13 745 2
708 5.29 746 13%.37.89
709 2.37 747 2.5.41
710 13.17 748 5.317-353
711 2 749 2.13
712 5.53 750
713 "2.5.29 751 2
714 752 5.17
715 2 ; 753 2.5
716 754 97

5*



DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS - [141—142

a Divisores ‘ipsius aa 4 1 a Divisores ipsius aa -+ 1
755 2-25% 793 7 2.5%
756 521 794 229
757 .2.5%78.157 795 2-17-29 - 641
758 5. o 796 109
759 2.13 . 797 2:5
760 - , 798 . 5.13-97-101
. 1761 2.17 1 799 | 2
762 | 5.13 800 292. 761
763 2.5 801 2-18
764 ’ - 802 5-197.653
765 '2.53 803 2-5-17
766 | 29 . 804 61
767 '2.5.89-661 - 805 2. 457709
768 51 ' 806 113
769 2.17 . | sor- ©2.5% 521
770 41 A , 808 5.37
711 o 2.29.37.277 809 2.229
772 © 5.13-53-173 : 810 509
773 2.5 81 2.13-41.617
774 197 812 : 5.17
775 . '2.13% 813 ' 2.5-157-421
176 ‘ 732113 814 13
777 . 2.5 815 2
778 5.17 816
779 2 o 817 2.5
780 A . 818 5%.53.101
781 2 , o 819 2
782 ' 5% 61.401 820 17-37
783 2.5.37 g1 | 2
784 o ' . 822 5-337. 401
785 . 2-13-137.173 823 2.5
786 ; 17 . 824 ..13-29
787 2.5.241-257 825 2.53
788 5-13-41-233 . 826 ' .
789 2.149 . 827 | . 2.5-13
790 281 828 5 _
791 2 829 | 2-172.29 41

792 5 . : _ 830 73



142—143]

‘DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS . 37

a Divisores ipsius aa 4 1 a Divisores ipsius aa -+ 1
831 ' 9.449.769 869 2.
832 57 870 41- ‘
833 2.5 871 2.17-53.421
834 349 872 5
835 2.89 873 2.5
836 701 874 461.
837 2.5.13-17-317 875 2
838 5 876 13
839 2109 877 2.5
840 13 878 5-.53 ~
841 2 879 2.13
842 5 880 17
843 2.5%. 61233 881 2
844 757 882 5 29%.37
845 2.37 883 2.5
846 17 884 193
847 2.5 .885 2
848 5 886 181
849 2.73 887 2.5.29°
850 13-149.373 888 5.17
851 297 889 2.13-113- 269
852 5.41 890 '
853 2.5-13-29.193 891 2.277
854 17 - ' 892 5-13
855 2 893 2.5 41389
856 .89 894 - 37
857 2.5%.37.397 895 297
858 5.29 896 281
859- 2.137 897" 2.5.17 -
860 898 5
861 2 899 2-101
862 5~ , 900 241
863 2.5-13-17- 337 901 2
864 , 902 5.13
865 '2.61 903 2:5.73
866 13 904 61
867 ‘2.5 905 - 2.13-172.109
868 5 :

906




DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS [143—144

38

a - Divisores ipsius aa 4+ 1 a Divisores ipsius aa + 1
907 2.5 945 2.29.89.173
908 5 946 ,
909 2 947 2.5 »
910 948 5.17-97-109
911 2.929.41-349 949 2
912 5 950
913 2.5 951 2
914, 17-157-313 952 5.41
915 2.18° 953 2.5
916 " 29 954 13
917 2.5 955 2
918 52.13 956 1787

. 919 2.37-101-113 957 2.5%.13
920 : : 958 5.173
921 2 959 2
922 5.17-73.137 960 '
923 2.5 961 2.409
924 53-89.181 962 5
925 -9 963" 2.5
926 61 964 313
927 2-5 - 965 2.17-61-449
928 5.13 966 .
929 2 967 - 92.5-13
930 : 968 52.37
931 2-13-17-87-58 969 2.29
932 59 . 970 13-157-461
933 2.5 971 2.197
934 41 972 5
935 2 973 T 2.5.17
936 \ 974 29
937 25 975. 2.41
938 5-149 976 3
939 217 977 2.5.53
940 29 . 978 5
941 -2-13 979 2
942 5 980 13
943 2.5 981 2
944 132 982 5%.17



144—146]

DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

39

Divisores ipsius aa 41

Divisores -ipsius aa 4+ 1

a a

983 2.5.13 1021 2.233

984 53 . 1022 5-13

985 2 - 1023 2.5.229.457
986 1024 17 ‘
987 2.5-61 1025 2

988 5 1026 61

989 2 1027 2.5.29

990 17 1028 5.9241.877
991 2 1029 2

992 5-97 1030 3753541
993 2.5%.13-37-41 1031 2

994 269 1032 5%.13.29-113
995 2.73 1033 - 2.5-17

996 13-137.557 1034 41-89.293
997 2.5 . 1035 2.13

998 5-29 1036

999 2-17.149-197 1037 2-5.53

1000 101 1038 5.229.941

1001 2 1039 2
1002 5.113 1040 617
1003 2.5.29 1041 2-17
1004 1042 5.87
1005 237 1043 9.5
1006 13 1044 257 -
1007 2.5%.17 1045 2-13-97.433
1008 5 1046 193
1009 213 1047 2.5
1010 1048 '5.13-61-277
1011 2 1049 2.73
1012 5.257-797 1050 17
1013 2.5-89 1051 2
1014 109 1052 5-389.569
1015 2.373 1053 2.5
1016 1741 1054 C
1017 © 2.5-293 353 1055 2
1018 52 1056 29
1019 2-13. 1057 2.5%41-109
1020 101 1058 5-13-17-1013



DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS ‘ [146—147

a Divisores ipsius aa+1 | @ . Divisores ipsius aa 41
1059 2-137 - 1097 : 2.5.13
. 1060 | | o 1098 541
1061 . 2-13-29 : 1099 2
1062 5 : 1100 13 -
1068 | - 2-5 ' 1101 2.17-101 - 353
1064 857 1102 | - 5-89
1065 2317 1103. 2.5
1066 v ' 1104 | 37
1067 2.5.17-37. 181 - 1105 2.181.
. 1068 i 5%.73 : 1106
© 1069 2 1107 | 2.5
1070 - : . 1108 5
1071 | 2-13:157.281 1109 2.17-61-593
1072 5 1110 13
1073 2.5 1111 2
1074 13 1112 5
1075 2.17-41-829 1113 | 2-5-132.733
1076 -~ 233 1114 29
1077 2.5-193-601 1115 | 2-113
1078 50 1116 37-41-821
1079 2.37 : 1117 2.5
1080 © 778 : 1118 5%.17%.173
1081 , 2. . 1119 2.29
1082 5 , 1120 433
1083 ©2.5-53 o 1121 . g.101
1084 : 13%.17-409 : 1122 5-73
1085 2.29 , . 1123 . 2-5-13-89-109
1086 . 783 . . 1124
1087 2.5.13-61-149 1125 2
1088 5 ' 1126 1317
1089 2.97 - 1127 | 2.5-157 - 809
. 1090 2953773 | 1198  5-397.641
1091 2 1129 2.
1092 T 517 1130 577
1093 2.5 1131 2-173
1094 | 1132 ’ 5
1095 2 1133 | '2.5.137-937
1096 : 1134 541




48] » DE NUMERIS PRIMIS VALDE MAGNIS

Divisores ipsius aa -1 -a Divisores ipsius aa -+ 1
5 2.17 1173 |~ 2.5
6 13-53 S 1174
7 2.5 o o 1175 , 2-13
8 5 ' 1176 o
9 2.13.41 | tar 2.5-17-29.281
0 , - 1178 . 5.13.37-577
1 2.37.73.241 1179 2.
2 5.97 1180 41
3 2.5%.17.29.53 1181 2
4 . 1182 58
5 2.113 1183 ' 2.5.349-401
6 : 1184 '
T 2.5 - | 11ss 2
8 5-29-61-149 1186 - : 17-97-853
9 213 1187 2-5
0 | 1188 5-13
1 2. o © 1189 . 2-538
2 5.13.17 " 1190 37
3 2.5.37 1 1191 . - .2.13-89-613
4 " 817 _ 1192 5
5 2 . 1193 2.5°
6 1194 172
7 '2.5%.41-653 1195 2.73 .
8 5-269 997 1196 53-137-197
9 2.337 : | 1197 ' 2.5
0 1T : 1198 5-41
1 2 1199 2
2 5-13 , 1200 387
3 2.5 - 1201 2.13-29
4 1061 1202 5-101
5 2-13 ' 1203 2.5.17
6 109 -] 1204 | 13
7 2.5 1205 2
8 5%.197. 277 1206 | - 29 i
9 2.17 - | 1207 2.5%
0 - 61 I 1208 | 5
1 9. ' 1209 2.61
2 5.29 o 1210 '

#arpt Byuerr Opera omnia s Commentationes arithmeticae : . 6
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a Divisores ipsius aa + 1 a Divisores ipsius aa -+ 1

1211 2.17 : 1246 A

1212 5-89 A 1247 |- 125

1213 2.5 _ 1248 | 5-181

1214 13-73 : 1249 | 2.53
1215 237 1250 - 1201
1216 : 661 . ' 1251 2

1217 ' 2:5.13 1252 5-37%.229
1218 52 - 1253 ~2.5.13%.929
1219 - 2 ' 1 1254 17-233-397
1220 17 1255 . 2
1221 2.41 - 1256 13

1222 5101 1257 - 2.5%
1223 ' 2-5.373-401 1258 5-113
1224 569 , 1259 229
1225 2 1260 349
1226 509 = 1261 2-613

1227 " 2.5.13-37-313 S 1262 _ 51741457
1228 517113157 1263 25269593
1229 | 2-773.977 1264 2937,
1230 13-29 _ 1265 2

1281 - 2-61 . 1266 | 13
1232  52.109-557 1267 2.5.229.701
1233 2.5 1268 . 5%.73.881
1234 | 4217) - 1269 2.13.241-257
1235 . 2.29 _ 1270 61.137-193
1236 149 : 1271 2417
1237 2517 | 1272 5
1238 . 5 1273 2.5

. 1239 . 2-41-97.193 1274 :
1240 13 ’ 1275 2.109

1241 -2 4 ] 1218

1242 5.53 1277 2-5-313-521
1243 2.52.13 1278 5 :
1244 _ - 1279 21317
1245 217 ' 1280 T 41-89-449

1) In editione principe (nec non in Comment, arithm.) hic numerus 421 omissus est, ita ut
. numerus 12342+ 1 =1522757 =421 - 3617 inter primos numeratus sit. Correxit F. R.
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Divisores ipsius aa -1

a a Divisores ipsius ae + 1
1281 2 1319 2509
1282 52.13%. 389 1320
1283 -2.5.97 1321 2.13.41
1284 157 " 1322 5-17-29-709
1285 2 1323 2.5-.101
- 1286 181 1824
. 1287 2.5.73 1325 2277
1288 5.17-29.673-1033 1326 37
1289 2-37 ‘ 1327 2.5.293-601
1290 1328 5-521-677
1291 2.173 1329 2
1292 5-18-61-421 1330 17
1293 - 2.5%.929.1153 1331 2.13.61-1117
1294 o ‘ 1332 52
1295 2:13-53.1217 1333 2.5-187-1297
1296 17 1834 13
1297 2.5.149-1129 1835 2.461
1298 -5 1336 97
1299 2" 1337 2.5
1300 809 1388 5-37
1301 23789257 1339 2:17
1302 5.53 1340
1303 2:5.41%-101 - 1341 2:73-109-113
1304 178 1342 5
1305 2-18-17 1343 2.5
1306 1844 13-41
1307 2.5 1345, 2-
1308 5.13 1346 29
1309 2.233 1347 2451317821
1310 " 293 1348 5-53
1311 2 1349 2.
1312 5 1350
1313 2:5-17 1351 2.29
1314 - 1352 5.981-1301
1815 9 1353 - 2.5.61
1316 1354 :
1317 2:5.29 1355 253
5%.13-1069 17

1318

1356

6*
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a ~ Divisores ipsius aa -+ 1 a Divisores ipsius aa -1
1857 2.5%.13 1395 2.953.1021
1358 5 1396 13
1359 2. 1397 2.5
1360 13.73° 1398 5-17
1361 2. 1399 2.13
1362. 541 1400 37
1363 2-5-37 1401 253
1364 17 1402 5.
1365 2.197 14038 2.5.41
1366 1404 29.101-673
1367 9.5 1405 2
1368 52 1406 A
1369 9.89 1407 2.5%.17%.137
1370 13-853-409 1408 5-53
1871 2.113 1409 2.13.29
1372 5 1410
1373 2.5.13-17-853 1411 2
1374 1412 © 5-13.37-829
-1875 2.99.37. 881 1413 2.5
1376 N 1414 61-73:449
1377 2.5 1415 2-17
1378 5 : 1416
1879 . 2.7997-1193 1417 2.5 _
1380 29.97.677 1418 52 g
1381 2-17 ] 1419 2
1382 52.9241- 317 1420 A
1383 2.5-13 1421 2
1384 109 1422 5:13%
1385 2-41-149- 157 1423 2.5
1386 13 1424 117.101-1181
1387 " 2.5 1425 2.13
1388 5:373-1033 1426 41
1389 2 ' 1427 2.5.269 4757
1390 17-89-1277 1428 5-617-661
1391 2 ' 1429 2-181
1392 5-61 1430
1393 2.52.1972 - 1431 2-461
- 1432 54.17.193 .

1394
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e Divisores. ipsius aa 4 1 a Divisores ipsius aa + 1
1433 2.5.29.73.97 1467 . 2.5.29-41.181
1434 ' 1468 52
1485 2.13. 1469 2
1436 641 1470 137
1437 2.5.-37 1471 2.817
1438 5-13-29-1097 | 1472 5
1439 2 ' 1473 2.5
1440 1474 1337
1441 2.17.157-389 1475 2-17-61-1049
1442 5 ' 1476 769 a
1443 - 2.53 1477 2.5.13-97-173
1444 41 1478 5.433-1009
1445 2.277 - 1479 2.89
1446 149 1480 457
1447 2.5 1481 2.229
1448 5.13 1482 52
1449 2.17- 37 1483- 2.5.172. 761
1450 109 1484 113 )
1451 2.132 1485 2.41
1452 -5 1486 - 372 -
1453 2.5-61 1487 2.5-13.73-238
1454 '53-113.353 1488 5
1455 2653 1489 2
1456 o 1490 13-313
1457 2.5% , 1491 2.29
1458 «5-.17-89.281! 1492 5.17
1459 2 1493 2.5%.109- 409
1460 ‘ 1494 .
1461 2.13.53 1495 2
1462 5-29 1496 29.229.337
1463 2.5.193.1109 1497 2.5
1464 13-173-953 1498 5
1465 2 - 1499 2

17 1500 13-17

1466




ALBRECHT EULERS
BEANTWORTUNG EINIGER ARITHMETISCHEN
FRAGEN?)

Commentatio As indicis ENESTROEMIANI
Abhandlungen der Churfiirstlich-baierischen Akademie der Wissenschaften 2, 1764, II, p. 3 36

I

Man fmget'. Wenn von einer Billion die Zahl Tundert mach der gemeinen
Weise der Subtraktion und zw widerholtenmalen so oft abgezogen wird, bis nichts (0)
+ iibrig bleibt, wieviel Ziffern zu schreiben hierzu erfordert werden?

1. Diese Frage ist von wenig Erheblichkeit und ihre Beantwortung er-
fordert weder Scharfsinn noch Kunstgriffe: sobald dieselbe aber in einem
weiteren- Verstande genommen wird, so daB8 die beyden gegebenen Zahlen,
welche von einander bestindig abgezogen werden sollen, nicht bestimmt,
sondern nur durch allgemeine Buchstaben angedeutet werden: so setzet uns
eine analytische Auflosung dieser Frage schon in eine groBere Verlegenheit.
Man sieht sich gezwungen, auf gewisse Hulfsmittel zu denken, auf welche
man durch andere Untersuchungen nicht so leicht gefallen wiare. Ein Satz
folget dem andern, und wir gerathen durch die Auflosung dieser einzigen
“Aifgabe auf mehrere, welche unsere Aufmerksamkeit nicht weniger verdienen.
Netie Schwierigkeiten hemmen bey. der Auflésung jeder dieser Aufgaben
"unsern Fortgang: die Begierde wird grofer, und, indem der Verstand alle

1) Die Editio princeps enthilt ungewdhnlich viele Fehler, die nur zum Teil als Druckfekler
betrachtet werden konnen. Ich habe mich aber auf die notwendigsten Anmerkungen beschrinkt
und die iibrigen Fehler stillschweigend verbessert. F R
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Mithe anwendet, diese ,Schwierigk_eiten zu heben, so wird derselbe je linger
je geschickter, auch in niitzlichen Untersuchungen mit erwiinschtem Fortgange
arbeiten zu konnen. - Ob ich also gleich nicht .laugnen kann, daB gegen-
~wirtige Schrift ohne Nutzen sey, wenn anderst etwas, das den Verstand allein
scharft, unter die unniitzen Dinge gerechnet werden kann: so schmeichle ich
mir dannoch, daB die sonderbare Untersuchungen, auf welche ich bey der
Betrachtung eben dieser Frage gefallen bin, der Aufmerksamkeit der Mathe-
matiker nicht ganzlich unwiirdig seyn werden. Ich werde mit der Beantwor-
tung der Frage, so wie dieselbe hier vorgelegt worden, den Anfang machen.

2. Da eine Billion 1000000000000 aus 13 Ziffern, und die Zahl 100 aus
3 Ziffern besteht, so missen gleich vor der ersten Subtraction 13 + 3, das ist
16 Ziffern geschrieben werden.

Da nun ferner der durch die erste Subtraction entstandene Rest
1 Billion — 100 = 999999999900 nur noch aus 12 Ziffern besteht: so wird man
bis zur zweyten Subtractlon 12 4 8, das ist 15 Ziffern zu schreiben haben.
Und weil der daher entstandene zweyte Rest 999999999800 sowohl als alle
folgende, bis man namlich zu der Zahl 99999999900, das ist 100000 Millionen
— 100 gekommen, gleichfalls aus 12 Ziffern bestehen: so wird man so oft
12 + 3 oder 15 Ziffern schreiben mussen, als Subtractionen zwischen 1 Billion
und 100000 Millionen enthalten sind: das ist, man wird so oft 15 Ziffern zu
schreiben haben, als

"1 Billion — 100000 Millionen
' : 100 .
Einheiten enthalt; folglich 9000 Millionen 15 mal oder 135000 Millionen Ziffer.
Auf eine ahnliche Art wird man leicht begreifen, daB man von dem
Rest 100000 Millionen — 100 oder 99999999900 bis zum Rest 10000 Millionen.
. —100 oder 9999999900 " * |

100000 Mllhoneri 0; 10090 Millionen (11 + 3)

- Ziffern, das ist 900 Millionen 14 mal oder 12600 Millionen Ziffern - zu
schreiben habe.”

Ferner wird von dem Rest 10000 Millionen — 100 bis zu dem Rest
1000 Millionen — 100 die Anzahl der zu schreibenden Ziffern seyn’

L 90 Millionen - (10 + 3),
das ist 1170 Millionen. Und. so weiter. .
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Also wird dle Verlangte Anzahl aller zu schlelbenden Ziffern durch .die
Addition folgendel Zahlen gefunden: ‘

1. 1-(18438)  Ziffern 16
2. 9000 Millionen - (12 4+ 8)  Ziffern 135000000000
8. 900 Millionen - (11 +3)  Ziffern 12600000000

4. 90 Millionen - (10 + 3) Ziffern- 1170000000
5 9 Millionen-( 9+4+3)  Ziffern 108000000
6. 900000 ( 8 +8) - Ziffern 9900000
ki 90000-( 7+38)  Ziffern 900000

8 9000-( 6-8)  Ziffern 81000

9, 900-(5+8)  Ziffern - 7200
10. | 90-(4+43) - Ziffern 630
11.  9.(3+48)  Ziffern - 54

Also in allem 148888888900 Ziffern. .

Wie nun diese Frage beantwortet worden, so konnen auch alle ibrige
Fragen von gleicher Art aufgeloset werden. Man wird namlich durch &hn-
liche Schliisse die Anzahl aller deren Ziffern herausbringen, welche geschrieben
werden miissen, wenn eine jegliche gegebene Zahl von einer andern gegebenen
groBern Zahl nach der gemeinen Weise der Subtraction .so oft abgezogen
" wiirde, bis entweder, wie in diesem Falle, nichts (0) oder eine Zahl, so kleiner
als die zu subtrahirende ist, tbrig bleibt. Ich werde nun zeigen, wie auch
diese Anzahl der Ziffern konne gefunden werden, wenn die beyden gegebenen
Zahlen nicht. eigentlich bestimmet, sondern bloB auf eine allgemeine Art durch
Buchstaben angedeutet werden.

- IL

Lis werden zwey Zahlen a und b gegeben: wenn die kleinere derselben b wvon
der groferen a nach der gewohnlichen Avt so oft abgezogen wird, bis eine Zahl,
die kleiner ist als b, dibrig bledbt, so soll- die Anzahl aller hzerzu e fmderlechen .
/ﬂ/fem durch eine analytische Fornml ausgedmcl»t werden. ‘

3. Man setze zu diesem Ende, die Zahl a bestehe aus # Ziffern, und d'ie
zu subtrahirende Zahl U aus m Ziffern. Nun merke ich tberhaupt an, daB,
weil die grofte Zahl von einer bestimmten Menge Ziffern, z. E. von » Ziﬁ"ern,
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aus # neben einander gesetzten Neunern (9) besteht, dieselbe ganz bequem
durch 10"—1 angedeutet werden konne. Also wird die allergroBte Zahl von
n—1 Ziffern =10""*—1, von n —2 Ziffern = 10""2*—1, von n — 3 Ziffern
=10"°—1, und S0 weiter seyn. Hernach ist aus dem vorhergehenden offen-
bar, daB  man so oft werde n + m Ziffern zu schreiben haben, bis eine
Zahl von n — 1 Ziffern tbrig bleibt; imgleichen wird man so oft n +m —1,
n+m—2, n+m—3 u s w. Ziffern schreiben miissen, bis man auf Reste
von n—2, n —3, n —4 u. s.w. Ziffern kémmt. .

Ferner wird es nicht schwer seyn einzusehen, daB die Anzahl aller Sub-
tractionen bis zum ersten Rest von » —1 Ziffern durch den nachst groBten

n—1
Quotlenten von ——I—O——Jtl ausgedrickt werde. Deuten wir nun diesen nichst
—108—1 :
groBten Quotienten von L o 10b +1 durch
- a4+1—10"1
QI

b
an, so werden bis zu dem ersten Rest von # — 1 Ziffern

—_— n—1
(n + m) Q a+ 1 10
Zahlen . geschrieben werden miissen.

Da auf eine gleiche Weise die Anzahl aller Subtractionen vom Anfang
an bis zu dem ersten Rest von » —2 Ziffern durch den niachst gréBten Quo-
tienten von ~—19;—ﬂ oder. durch ‘

a+1—10""2
Q———

angedeutet wird: so muss die Anzahl aller Subtractionen von dem ersten Rest
von n — 1 Ziffern bis zu dem ersten Rest von » —2 Ziffern seyn

=Q

a+1—10" 2 Qa+1—~10" -1

Und -da man auch eben so oft n -+ m —1 Ziffern zu schreiben hat, so werden
in allem bis zu dem ersten Rest von n —2 Ziffern

(n+m)Q

+(n—|-m—1) ajig———— (n—{—m—l)Qw

a+1—10" 1

. b
Zahlen erfordert werden.

Lsownarpi Eurert Opers omnia Is Commentationes arithmeticae ) 7
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Auf eine ahnliche Art wird man leicht éewahr werden, daB die Anzahl
aller Subtractionen von dem ersten Rest von n —2 Ziﬁ'ern bis zu dem ersten
Rest von » — 3 Ziffern ‘seyn werde

at+1-—10"-3 a+1—-10" -

Und da man aﬁch wiederum ebén S0 oft’ n 4+ m — 2 Ziffern zu schreiben hmt
so wird vom Anfang an bis zu dem ersten Rest von n — 3 Zlﬁ‘em die An-
zahl der zu schreibenden Ziffern also ausgedrickt werden:

(n—}—m)Qw
+(”+m_’2)Qgi-l——b~lo——- _(n+m—2)Q9_i'_1_‘_b‘_l_(Z'__g.

Wann man nun diese Schlisse weiter fort setzet, so wird man sich
leicht " tberfiihren, daB die verlangte Anzahl aller zu schreibenden Ziffern,
namlich von Anfang an, bis daB man zu. einem Rest kommt, so weniger. als
m Ziffern hat, seyn werde. ‘

(1 + m) Q —-~——-“+1b10“ (n+m—1)@t 110"
+(n+m—1).Q'a+1_:,lO"_2—(n—l—m 2>Qa+1—10“ :
'+(n+m_2)Qﬁ+_1~jL__(n+m_3)Qw.
+(n—|—m—3)Qa+1—10 a+1—10"-+

—(n+m—4)Q 5
und so weiter bis zum Gliede |

+(n+m+m¥n)Q

a+1—107-n+m-1
. :

Oder da man, auBer dem letzten, allezeit je zwey und zwey Glieder bequem
zusammen bringen kann, so wird die begehrte: Anzahl aller zu schreibenden
Ziffern also ausgedrickt werden: '

a+1—10" 1 a-l—l—lO” t a+1—10 a-}-l——lO" -4
R R e R

+Q
a+1—10’"

4+ ¢

(l+1—10m 1

Heto +2m Q-
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Oder besser, Wahn diese Reihé umgekehrt geschrieben wird,

a+1—10"‘ 1 a+1—10"‘

a+1—-10’”+1

27@

+ @-
1_101n+" 1__101:1+3 1 —10" 1 -
+tEs .+Q“+ - +@5"i——_—-

+ @

Und die Anzahl aller Glieder dieser Reihe ‘belauft sich auf % — m + 1.

4..Da in der Aufgabe eigentlich vorausgesetzt worden, daB b von a so
oft abgezogen wird, als es die Zahl a zulassen will, und wir in der Auf:
l6sung nur gesetzt haben, daf b so oft unter den Resten geschrieben werde,
bis eine Zahl heraus kommt, die aus weniger Ziffern besteht, als die zu sub-
_trahirende Zahl b hat: so wird unsere gefundene Formul, wenn sie ‘den Be-
dingungen der Aufgabe ganzlich ein Geniigen leisten soll, noch einige Zusitze
und Verianderungen nothig haben. Man wird zu diesem Ende auf den letzten
Rest Achtung geben miissen, und. wenn befunden wird, daB derselbe so wie
die zu subtrahirende Zahl b noch aus m Ziffern besteht; so wird man von
der angezeigten Anzahl aller zu schreibenden Ziffern die Zahl m abziehen
" miissen. . Und wenn dieser letzte Rest aus weniger als m Ziffern besteht, so
wird man zu der gefundenen Formul die Anzahl der Ziffern eben dieses
- Rests noch hinzu zu thun haben. Der letzte Rest aber wird, wie bekannt,
durch die wirkliche Theilung der Zahl a durch b gefunden. .

Da nun aus der Natur der Division erhellt, daB der Rest von ¢ der zu
theilenden Zahl ¢ weniger dem Theiler 5 mit dem nichst kleinsten Quotient
. von % velmehrt gleich sey, wenn wir diesen nichst kleinsten Quotienten von
2 durch 9 b andeuten, so werden wir auch die eben erwihnte Bedingungen
mlt in der analytischen Formul folgender Welse eintragen konnen. -

Wenn niamlich der letzte Rest a —b g+ b aus m Ziffern besteht, so wird
die verlangte Anzahl allel zu schreibenden Ziffern also ausgedriickt werden:

QMQ““;?O’" ‘1o

a+1—10

a+1—10 a+1—10"'+1

+@

- n—1
_._l_ _i_Qau____:qn,

+ @
und wenn a —b- _q_% aus weniger als m Zlﬁ"ern, zZum 'Exempel- aus r Ziffern
besteht, so wird die verlangte Anzahl aller zu schreibenden Ziffern seyn:

: .
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' 1—10m-1 1—10™
2nQ +@“‘ +@

a+1—10 i+ 2

a-l—1—10'"+l

a+1—10""1

@ b @I

* 5. Einige Exempel sollen dieses noch deutlicher machen.

I Die Zahl 12 wird von der Zahl 1763") so oft abgezogen, bis. eine
Zahl, die kleiner ist als 12, tubrig bleibt; man verlangt zu wissen, wieviel
Ziffern zu schreiben hierzu erfordert werden?

Hier ist also a =1763, n =4, b=12, m =2,

a+1 - '==1764, : : . b a

a

- q_l)_

a+1— 10=174, Q=1 —147, 4Q 0= 5eg 13) 1763 (148

1664 _—55
a+1— 100 = 1664, Q_E__ _ 139 48
| : - ' | - 83
' ' 72
@+ 1—1000 = 764, . Qiﬁ_‘{: 64 =

Summa 791 Ziffern, Rest 11=a—b-q%-

Ziehen wir nun ferner den in dem vorhergehenden§ gedachten Umstand
in Erwagung weil der letzte Rest a —b- q—— 11 aus 2, das ist aus eben
soviel Ziffern besteht, als die Zahl b =12 hat, so werden von der eben ge-
. fundenen Zahl 791 noch diese 2 abgezogen werden miissen. Also ist die ver-

" langte Anzahl aller zu schreibenden Ziffern 791— 2, das ist 789.

I Man setze die' Zahl 12 werde von 1765 so oft, abgezogen, bis eine
Zahl, die kleiner ist als 12, ubrig bleibt, und es wird gefragt: wieviel Ziffern
hierzu zu schreiben erfordert werden? ‘

1) Nach C. G. J. Jacost wurde die vorliegende Abhandlung am 30, Juni 1763 in der Ber-
liner Akademie gelesen. Auch LeoNsarp Eurer hatte die Gewohnheit, bei Zahlenbeispielen das
Jahr der Abfassung zu- benutzen. Siebe die Anmerkungen p. XIX uud 289 des vorhergehenden
Bandes.  F. R. ' :
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Da also ¢ =1765, n =4, b =12, m =2, so wird

a1 = 1.766, | b a q%—
a+1— 10—1756, 4@ — 588 | 12) 1765 (147
= ' 1666 s
a+1— 100 — 1666, Q—-—-—139 B 48
o . 4 85
o ‘ : ‘ . 84
o+ 1—1000— 766, Qﬁ“—'— 64 | 5

. Summa 791 Ziffern, Rest l=a—b-q%-

Nun zeigt uns die wirkliche Theilung, daB. der letzte Rest nur aus einer
Ziffer besteht, folglich muB zu der gefundenen Anzahl der Ziffern 791 noch 1
hinzu gethan werden. Also wird die verlangte Anzahl aller zu schreibenden
Zlffern in diesem Falle seyn 91 + 1, das ist 792. '

II. Wann die Zahl 10? von der Zahl 10? so oft abgezogen wird, bis
nichts ubng bleibt, so flagt man: wieviel Zlﬁ'ern zu schrelben hlelzu erfmdert
‘werden?

Weil hier ¢ <p and also 107 durch 107 theilbar ist, so kann der im
4. § erwihnte Umstand nicht Statt finden, und die im 3. § gegebene Formul
wird uns die verlangte Anzahl aller zu schreibenden Ziffern folgendermaBen
geben. :

Es sey also a =107, n.=p + 1, b =—'- 100, m=q + 1; 80’ wird

at+1—10m"1 Q1'orf—'107+i

Q 5 = 107 107-1 — 1+1_10M
Q_“i'l_b—l(l"'_ —10°-7—10 +1,
A ~10°+ 1,
— m+4 3 .
Q“_"_”_l_bl()_+ — 1070 — 10°+ 1

ete.
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Da nun die Anzahl aller dieser Glieder » —m + 1=p —q¢g -+ 1 ist, so
wird, wenn das erste Glied 2m =2¢ + 2 mal genommen wird, die Summe
aller Glieder seyn -

S @+r+ q)10” "fp—gq—10— 10— 10°— 10*— . .- — 107,
Fo]ghch weil ‘

10+ 10° 4 10°+ 10+ 1o5+-,.10p-«=101-—01’:)——.q__1:l,
so wird die Anzahl aller zu Schl'eibenden Ziffern seyn

. ‘ 10P-2—1
Ct+rp+ Q0" —10—r——+p—q.

Wann demnach, wie in der vorgelegten Frage, a =1 Billion und b = 100,
so wird a==10", b=10° p =12, g—2 folglich die verlangte Anzahl aller
zu schreibenden Ziffern seyn.

‘

1001 + 10 — 148888888900,

16.10°— 10

so wie dieselbe oben gefunden worden.

6. Man erlaube mir “hier einige Satze, den nichst groften und néchst
kleinsten Quotienten der Briiche betreffend, anzufiihren; da ich zumalen ins-

kiinftige ofter werde Gelegenheit haben, dleselben mit Vortheile zu ge-
brauchen. *) :

I Wenn a—5b- _q— =0 oder wenn a durch b theilbar. ist, so wird
a a a
15—

I. Wenn a—b-g4=+0 oder wenn « durch b nicht theilbar ist, so :
wird ' ’ ' -

‘Aa- a -
Qy=a7+L

1)-Tn der Editio princeps sind die Satze IV—VII durch Druckfehler arg entstellt. Ich habe
sie so formuliert, wie sie sich der Autor wohl gedacht hatte, doch schien es mir nicht nétig, die
Fehler einzeln namhaft zu machen. F. R.
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m. - R S L
R = ST TP S
V. o chl)_a=c—q%=c+‘1+Qbﬁ.
VII. Also
be+a be—a be+a be—a

Q- A=20—q4 o und g = 20— Q= '
VIIL - Wenn a+¢_—b(q‘§+,g§)>b, so ist.
o ‘_ Q&?=Q%+Q%=q%f.q%+_»2-'
'IX.l Wenn a+lc—b(q%-1'-q%)<b;' 50 ist. |
QL Qi @l =gt + Q-
X Wenn a——c—b_(q'%——‘q%)>b, 80 ist
e L ks el R
XL Wenn a—c—b(q%'—q%)'<b‘, so ist |
,a'_c ‘ ¢

n & [ s 1

| Q——= Q@'—Q_g‘l'l-—: Q@3 —4ay-

Ich hatte konnen noch mehrere dergleichen Satze anfithrven, da -aber

diese wenige zu meinem Vorhaben schon fiberfliissig sind, so will ich es nur

immer hierbey bewenden lasser. Ich glaube auch nicht, daB es nothig seyn

mochte, die Beweise dieser Sitze beyzulegen, weil dieselben mit leichter:

‘Miihe aus der Natur der Theilung heraus gebracht.werden konnen. Ich fahre
fort, meinen Untersuchungen freyen Lauf zu lassen.
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7. Durch Hulfe des zweyten Satzes Q-‘i} = ¢+ + 1 konnen ‘wir sogleich
die in dem 3. § gefundene Formul in eine andere verwandeln, worinnen, an-
statt der nichst groBten, die niichst kleinsten Quotienten der Briiche vor-
kommen. ' , :

a+1-—10""! a+1—10" , ‘a4+1—10"*!
Img—————+ b T4

1_10m+2 On 1
+.q“—+———+ 44 ~————-+m+n)

~wird namlich die Anzahl aller Ziffern andeuten, welche geschrieben werden
missen, wenn die Zahl b von m Ziffern von der Zahl @ von # Ziffern so
oft subtrahiret wiirde, bis nichts dbrig bleibt. Hier setzen wir namhch zum
voraus, daf die Zahl a durch b theilbar sey.

- Wenn aber die Zahl ¢ durch b nicht theilbar ist, und der letzte Rest
a—bfq% noch aus m, das ist, aus eben soviel Ziffern besteht, als die zu
- subtrahirende Zahl b hat, so wird die Anzahl dieser Ziffern seyn:

a4 1—1omet 1—10m
2mqﬂ-——b—,—_—+qa+ 5 + g

: 1—10m+? ' 1—10*-t
+q9—t—b-+--_-+qa~+——-—+

a+1—10m+!
b

und wenn der letzte Rest a —b- g nur aus 7, das ist, aus weniger Ziffern,

als die zu subtrahirende Zahl b hat besteht, so wird die verlangte Anzahl
aller zu schreibenden Ziffern seyn: '

a+1—10m1 a+1—10m a41—10m+1
2mg 5 +g——F—+1¢ - 5

-1 —10m+3 . ' 1101
gt T g

IIL

Wenn einer von der Zabl ¢ bis zur Zahl « mit eingeschlossen alle mittlere
Zahlen, ihrer natiirlichen Reihe nach, schreiben wollie, so wird gefragt, wie viel
Ziffern hierzu erfordert werden? ' ' ‘

1) In der Editio princeps steht in dieser wie auch in den béiden folgenden Formeln unrich-
tiger Weise tiberall @ statt ¢, wibrend doch ausdluckhch gefordert ist, alles in den niichst klein-
sten Quotienten darzustellen. - F. R.
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8. Meine. Absicht ist hier eigentlich, die- vorgelegte Frage durch Hilfe
der im 3. § gegebenen Formul zu beantworten, und dieses wird auf folgende
Art sehr leicht geschehen konnen. Wir wollen erstlich suchen, wieviel Zif-
fern erfordert werden, alle Zahlen der nattirlichen Ordnung nach von 1 bis «
mit, eingeschlossen zu schreiben: und da eben dieser Ausdruck uns auch
dienen wird, die Anzahl aller zu schreibenden Ziffern von 1 bis ¢ —1 mit
eingeschlossen anzugeben, so wird uns die Differenz dieser beyden Ausdriicke
die verlangte Anzahl aller Ziffern von ¢ bis ¢ mit eingeschlossen darreichen.

Wenn wir nun in der Formul des 3. § & =1 setzen, so wird auch m'=1,
und wenn die Zahl @ aus n Ziffern besteht, so wird uns diese' Formul

A.2Qa+1—1 a+1-—10 a+1—10

+ ¢

a+1

+@

1—10"-1
_|_Q “_'L___

“rot0
die Anzahl aller Ziffern andeuten, welche geschrieben werden miissen, wenn
von der Zahl @ die Zahl 1 so oft abgezogen werden wiirde, bis nichts (0) tibrig
bleibt. Nun sieht man leicht ein, daB hierzu nicht nur alle Zahlen von
1 bis @ zu schreiben erfordert werden, sondern man wird auch iber das die
Zahl 1 so oft schreiben miissen, als Subtractionen zwischen @ und 1 ent-
halten sind. Das ist, unsere eben jetzt gegebene Formul wird die Anzahl
aller Ziffern, welche zwischen 1 und a mit eingeschlossen enthalten -sind, an-
deuten, und noch iiber das a Ziffern: folglich wird diese Anzahl aller Ziffern
von 1 bis zu einef Zahl ¢ von # Ziffern mit eingeschlossen seyn

a+1—1 a+1 a+1—10

2Q + @ +Q

+Qﬂ1____,+ +Q.“i}__1ql_1__a_

Da nun jederzeit Q]—:{ — M ist, so wird eben diese Anzahl also ausgedriickt
werden ' ,
A+ Datn—104+10+ 104+ 10°+ .- +10"") — @

. oder kirzer ,
S107—1

n@t+ =31

Leoxuaror Eutert Opera omnia Is Commentationes arithmeticae = - | 8
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_ Setzen wir nun, die Zahl ¢ —1 ‘bestehe aus m Ziffern, so Wira auf eine
ahnliche Weise die Anzahl aller Ziffern, welche von 1.bis ¢—1 mit ein-
geschlossen enthalten sind, folgendermafen ausgedriickt werden

me — 10" —1

» 10—1 "~
folglich wird die verlangte Anzahl aller Ziffern, welche erfordert werden, um
von.der Zahl ¢ bis ¢ mit emgeschlossen alle Zahlen ihrer natiirlichen Reihe
-nach zu schreiben, seyn

1 10™

n(a-l—l)——ll%'—_:l———mc—l—TO—__—ll— oder ‘n(a+1)—mc—'u-

10—1

9.- Wenn wir also @ =1 Billion, und folglich # =13 setzen, so wird die
Anzahl aller Ziffern von 1 bis einer Billion mit eingeschlossen seyn

10 —-1

13 (1 Billion + 1) — —

~das ist S :
' -13000000000013 — 1111111111111 oder» 11888888888902.

Und die Anzahl aller Ziffern von 1700 bis 1763 mit eingeschlossen ist

—1

4 >< 1764 — —i— 451700+ XL

10 —
oder
4><1764—4><17OO das 1st 4 >< 64 = 256.

Und die Anza,hl aller Ziffern von 12 bis 1763 mlt emgeschlossen wird seyn

41764 —2< 12 — 1—202_31_01 das ist 7056 — 24 —1100 oder 5932,

IV.

Man soll zwey Zahlen finden, eine griflere a von n Ziffern, und eine klei-
nere b von m Ziffern, dergestalt, daf wenn dic kleinere b von der griferen a so
oft abgezogen wird, bis entweder nichts oder eine Zahl, die Kleiner ist als b, ibrig
bleibt: die Anzahl aller hierzu erforderlichen Ziffern der groferen Zahl a gleich sey.
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. 10. LaBt uns erstlich zwey solche Zahlen a und b suchen, da zugleich
@ durch b theilbar ist, und weil solchergestalt bey dem bestandlgen subtra-
hiren zulétzt n1chts tbrig bleibt, so erfordert unsere Aufgabe, daf da sey _

_ m—1 - m - _— m+1
9m Qa-}—l 10. a+1 10 at+1—10 .

+Q + 00—
+Qa+1—10m+ +Qa+1—-10" !

=a.

Um nun in dleser Gleichung die nachst groBten Quotienten von der
GroBe a zu befreyen, als welche man hauptsichlich zu suchen hat s0 nehme
‘'man den V. Satz des 6. § zu Hulf, und setze fir

10m-1—

a+1—10""t a—(10""!— 1)_a
- QIS geolifTaD_ st
. imgleichen . .
‘ a+1—10™ o 10" —1
e N R I
a+1=10"+1 g 10m+1—1
e L

und so weiter fiir a,lle: iibrige nachst groBte Quotienten.

Hierdurch wird nun unsere Gleichung in die folgende verwandelt

@ qom-1—1 10" —1 . 10m+i—1
(mtn)g—2mg———— g — 45—
_glomiox o aormion

b b -

Man setze der Kiirze halber

10m=t—1 = 10m"—1 10"'+1—1 10" 1
" so wird - . | '
. . .
. (m—{—n)T—R=a, |
- folglich - ,
— '-R_____.b ‘ .
7;a+12—b .

" Wobey folgende Stiicke zu beobachten sind: erstlich ¥ <m-+mn, 7weyténs Rl

muB durch m 4 n —b theilbar seyn, drlttens a muf aus n Ziffern, so wie
v1ertens b aus m Zlﬁ’eln bestehen. ' : o
8*
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Der ersten und zweyten Bedingung wird am leichtesten ein Geniige
geleistet; wenn b=m 4 n — 1 gesetzt wird: es wird aber in diesem Falle

om- 1_1 10m—1 101114-1__1. . lon—l_
R==2mg m+n— +qm+n—-1+q m+n—1 +"'+4m:—i—

" und die verlangte Zahl o -
' a=Rb,

welche aber aus % Ziffern bestehen muB. Da nun b<m -+ %, so kann die
.Zahl b nicht wohl aus mehr als einer Ziffer bestehen, die Zahl a bestinde dann
aus 9 oder mehrern Ziffern; wenn wir also keine allzu groBe Zahlen fir «
~ verlangen, so konnen wir immer setzen, b bestehe aus einer Ziffer, das ist
m ware = 1; folglich in unserm Fall b=m+n—1=1+4n—1=n,

- 109—1 10—.1 X 10—-1 10"’—1
k=2q +9——+1¢ +--+q

n : n

>

oder weil 2_q 00—t —2_21;(1—:0, so wird

'10—1- 102 — 1 105—'1 : 10"~1—1
R=q +q— +q + g

n n n n

imd die beyden verlangten Zahlen
a=nR und b=n,

wo also 2 <9 und a aus % Ziffern besteht. - _ ,

LaBt uns also fir # alle Zahlen von 2 bis 9. setzen, und wir werden
folgende Zahlen fir a und b erhalten, welche alle der Aufgabe ein Genugen
leisten.

Wesn n=| 2| 38 | 4 | 5] 6 | 7 8 9
sowird R— | 4 | 36 | 25 | 2218 | 18515| 158727, 1388883 | 12345678
und 4 — | 8 |-108 | 1100 | 11090 ?1110901111089} 11111064 111111102
| b=|21] 38 | 4 5 i 6 T 8- I 9

Wo alle Zahlen fiir ¢ aus n Ziffern bestehen, die allereréte 8 ausgenommen,
welche aber nichts destoweniger der Aufgabe ein Gentigen leistet. Uberdem
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so ist hier allenthalben die kleinere Zahl b der Anzahl der Ziffern. de1 gro-
Beren a gleich, und diese ¢ hinwiederum durch jene b theilbar. |

Wir konnen nun auch, um der lten Bedingung b < m -+ % ein Geniigen
zu leisten, setzen b=m+4-n—2, oder b=m +n—3, oder noch b=m-+n—4
und so weiter; aber man wird sich leichte tuberfihren konnen, da8 wenn
alsdann auch Rb durch m + » —b theilbar wird, die fir ¢ gefundene Zahl
allemal aus weniger als » Ziffern, wider die 3te Bedingung, bestehen wiirde. .

- 11. Nun laBt uns solche Zaﬁlen fir ¢ und b suchén, daB ¢ 41 durch b
theilbar werde. Weil alsdann vermoge des V. Satzes (§ 6)

a+1—10m-1 _a+1 om-1
0= =% 94T

so wird man folgende Gleichung aufzulosen haben

a1 1om-1  1om  1omt o°-!
—2mg—— ; —q—b——q—b——---‘—q ;- t1l=agq,

(2 +m)—5—

wo namlich das Zeichen + gilt, wenn b aus mehr als einer Ziffer besteht, -
und das Zeichen — wird allemal Statt haben, wenn b nur eine Ziffer ist.’)
Nun setze man wiederum- der Kiirze _haplber

om-t o o1om 1 0"-

— R’
so wird '

(_”'_":ﬂ%(i‘t}_)_lgii;a

und folglich der gesuchte Werth von a

_bRBF1)—n—m
T adwm—b

wo nunmehro aber das Zeichen — 1 gilt, wenn b aus mehr als einer Ziffer,
und 4, wenn b nur aus einer Ziffer besteht.

1) Der letzte Rest von 7 ist nicht, wie ALBRECHT FUHR zu glauben scheint, gleich 1,

sondem gleich b—1. Da sich der Verfasser aber in der Folge auf m=1 beschl.mkt 80 ist
der Fehler ohne Bedeutung. F R :
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Da nun hier wiederum b <m + n seyn muss, so laBt uns setzen b be-
stehe nur aus einer Figur, das ist, m sey =1, '

1 10 10t 1 10" 1
RB=2¢3+95+a5 +14 + 9

oder weil g—;—=0, |

10n 1

JJPEUNTPE LR +qb+ +4

da wir dann erhalten
' _WR+1)—n—1
o n+1—2>

‘Wobey wohl zu merken, daB 1lich b 'aus einer und @ aus  Ziffern bestehen
mufl, 2tens b<n+1, folglich #» <10, 3tens muB b(R41)—n—1 durch
n+1—b theilbar seyn.

Wir wollen also sogleldh den Nenner # 4 1-—b=1 setzen, ode1 es sey
wie in dem vorhergehenden § b= n, so wird

02' 103 or- 1
Reg )+ a5+ 0+

und die gesuchte Zahl
» : ‘ a=nR—1.

Wenn wir also fir .» alle Zahlen unter 10 setzen, so werden wir aus dieser
Quelle folgende Zahlen fir ¢ und b finden, die der Aufgabe in so fern ein
- Gentigen leisten, als die Zahl o wirklich aus » Ziffern besteht.

Wemn n—| 2 | 3 4 | 5 ‘ 6 7 8 9

sowird B— | 5 | 36 | 217 | 2222 | 18515| 158727 1388888 12845678

wmd  e—=| 9 | 107 | 1107 | 11109 |111089[1111088] 11111103 |111111101
b—| 2 | 3| 4 5 6 ki l 8 9

Wo die Zahlen 9 und 2 nichts destoweniger der Aufgabe ein Gentigen leisten,
ob gleich hier 9 nicht aus 2 Ziffern, wie es seyn sollte, besteht.

Endlich so wiirde es uns hier eben 80 wenig, als in dem vorhergehenden §
‘helfen, wenn wir nun ferner b=n-+m—2=n—1, oder b=n+m—3=n—2
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und so weiter setzen 'wolltén wir wiirden dadurch keine Werthe fir ¢ und b
‘erlangen, so der Aufgabe ein Gentigen leisten konnten, weil die Zahl a alle-
zeit aus weniger als » Zlﬁ‘em bestehen wiirde.

12. Nun sey drittens a-+2 durch b theilbar, und die Zahlén, welche in
dieser Hypothese der Aufgabe ein Gentgen leisten, werden folgender Gestalt
gefunden. Da wir immer voraussetzen konnen, daB die Zahl b nicht wohl
aus mehr als einer Ziffer bestehen kann, es sey -dann, daB die Zahl a sehr
groB seyn soll, so lasst uns setzen m =1; und weil der letzte Rest von -
hier 2') ist, und folglich so, wie die Zahl b, aus einer Ziffer besteht, so wird
man folgende Gleichung aufzulosen haben

1—1 +1 1—10? | 1—10"-1
202F —+@“,+,, +Q“+ +o @t 1oy
oder, weil _ _ ‘ .
ne+1—10" a+2—(10”‘+1)_a+2_ 10m 41
W=7 =¢ b — 173

und q—:— =0 (wenn namlich > 2),

(rt1)(@+2)  10+1 ) LD 1041 107141

b 2 > =3 T4 —l=e

Es sey wiederum

JECEE SIS UL S W U 1 10t+1 o1om- 1+1
++q Il e g

so wird . _ .
——~<n+1)b(a+2)—R—é1 =0
und folghch die -gesuchte Zahl .

0 b(R+1)—2n—2
n+1—>

Damit nun der Zehler b(R+1)—2n —2 gewiss durch den Nenner # 41—
theilbar - werde, und dabey die Zahl ¢ aus # Ziffern bestehe, so laBt uns, wie

1) Er ist elventllch b—2, was aber 1ur das Fo]gende ohue Bedeutung 1st Sielie die An-
melkuncr p- 61. F. I :

b .





