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L'ALGÈBRE D'AL-KHÂMZMi

N

LES MÉTHODES INDIENNE ET GRECQUE.

Il est admis à peu prèsuniversellementparmi les
historiens des mathématiquesque Mobàmmed ben

Mouça Al-Khàmmi, chargé par le khalife Al-Mà-
moun d'initier les Arabesà la sciencemathématique
telle que la possédaientles Hindous, a Cdèlement

rompu sa mission et consigné dans ses écrits les

principes et les méthodesde cette science, et c'est

persuadés de la légitimitéde cette croyanceque les
savantsqui se sont le plus occupésde l'histoire du

développement des mathématiquessous l'influence
des Orientaux, Woepcke,Sédillot,MM.Cantor,Th.
Henri Martin et autres', se sont crus autorisés à

Je ne nommepointiciM.Cha~ei,bienqueMatravauxsur
l'histoiredesmathématiquessoientsanscontestelosplusjustement
Mtin)&),parceque,commoil ne possèdepasleskngue!!orien.
tales,ni m<t))cq'tetqttes-untt<)e!langues<no<)efnMderKorepe
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apprécier les méthodes indiennes d'après les
ouvrages

d'Ai-KMrizmiqui sontparvenusjusqu'ànous.
Ces savants, du reste, avaient été confirmés dan&

leur opinion par les notes dont Rosen a accompagne
son édition, faite à Londres en t83), de l'Algèbre
de Mohammed ben Mouça. Dans ces notes en effet,
il cite parfois, en sanscrit, des

passages empruntés
à i'Âtcharya* 1 Bhâskara, lesquels sont assez bien d'ac-

cord, ou du moins paraissent l'être avec les doc-
trines et ies procédés de Fauteur arabe. ils ont cru
sans doute, en voyant ces citations faites dans le lan-

gage original par Rosen, cehu-ci au courant du sys-
tème des Indiens, et ils ont

accepté de confiance
toutessesassertions,quise trouvaientd'accord,du
reste, avec la tradition musulmane.

Il n'eût pourtant pas étë difficile aux écrivains
dont je parle de se faire une idée exaote des mé-
thodes indiennes en se reportant tout simplement

dans )e<qtMUetont été écrits plusieursouvrageocontenantles dota-
menb ongiatM de ia question, il a dd )i'<;arapporterau (Mtct.
gnaged'autrui,et lesK-ptochMquej'adH-sMa sesconseilleraM
sauraient lui êtreadressés personnellement.

On nommehabituellement cetaoteuf Bt~~tetAya. et e'<tt
ainsi que Colebrooketa detipM dans son ~~<-tm o/' tAeNtm~w.
Mais<<<!<<<yoa)~pf n'est qu'un titra hoaorMquequi signifiequelque
chosecomme< docteur*.et !t eonttentde débarnMterde cetteNaak
encombrantelenom de natte penonnage, qui devientbienpluscoû-
tant sousseforme simplem~r

BAthtafn.
Je Kprendsplus loin une des citatioM doRosen, cellequi con-

cemeta r&o)a)!ondet'tquation trinôme du seconddegré,et je fais
voir que, même dans !o textedont il s'agit, i'auteuf omploiue.'f-
taines expressionsqui sont purement indicnoM. nuuemcnt aNbe<.



–~f( 7 )*M*–

au bel ouvragede Coiebrooke JMtM ~~etra <c<<A

mcMtt~oM, où M trouvent traduits avec une très-

grande exactitudescientifique,et expliquésau moyen
d'emprunts fort judicieux fitits aux commentateurs

indigènes, les traités authentiques de Bhâshara

(xti*siecto) et de Brahmagoupta (vm' siec!e), ce
dernier un pou antérieur par conséquent à AI-
Kharizmi. Jis n'auraient pu manquer de recon-

naître, comme je l'ai (ait moi-même, que tes cita-
tions de Rosen, et en particuliercette qui concerne
la résolution de l'équationtrinôme du seconddegré,
sont empruntées non pas au Traité d'Algèbre(~«-
y<!{u<<t)de Bhaskara,mais à la JMMpo<<,c'est-à-dire
au Traité d'Arithmétique J~ «ne ~emmf' pas-
cet auteur, traite qui no devait, par conséquent.
fournir qu'un procédé rapide, empirique, méca-

nique même si l'on veut,pour atteindrerapidement,

<!rt<t)K~tMMcn<,à ia solution de proMemes~ont
t'énonce donnait lui-même t'équation à résoudre~.
Dans le F)/(!-ya(!<<tils auraientrencontré, expliqués
dans le plus grand détail, des procédés de prépa-
ration et de résolution de t'équation du second

degré cn~rcmcnt ~rcH~ desprocédés suivisparles

1MdMt<quitertdetitMautraitéd'arithmétiquedeBM'tKtM.
veutdire<c)t))nt)<mtet.Lm)!none&deproblèmesdonnésdantcet
ouvragesontttdMMestousàunefemmeà quil'auteurprodigueles
pfui'gfMieutc!PptthetMd<mttayeej~tJatMdolagahtnterioonen-
teleestciriche.

ToutceciserademontMplusloinioniquej'étudieraicep«x<d<!
doroMtution.ttMMdofaiMteMoftit-lesnotionsd'unegéneMUK
etonmMttoqueDOt~dMt'ntIe!mathmatioMOtimiient.
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t-mL–––– tt~t~ <Arabes et particulièrement par Ai-Khanzmi, leur

mattre à tous; et en voyant ces mêmes procédés et
les méthodes qui y conduisent se retrouver au moins
en germe (le laconisme du texte ne permet pas d'y

fvoir davantage, mais ce germe porto bien déjà tous
les caractères spécifiques propres à le fairerecon- t
na~ro) chez Brahmagoupta, ils auraient, je n'en
doute pas, été convaincus comme moi que Mo-
hammed ben MouçaAt-Rhanzmin'a nullement con-
signé dans son Traité dalgébre le principe de la
science mathématique telle que la possédaient ses

contemporains de iinde, et nous pouvons même

ajouter ses prédécesseurs, aujourd'hui que ia pu-
blication par M. Kem d'un ouvrage d'Aryabhata
(vf siecte)~1 nous donne le moyen do véru!er que

NousconneioMMaujourd'huitr&t~Nfectementrtged'Atyabhaja
parledistiquosuiventtme)'<auchapttre!Hdor~~j~e,.

a~O~Frt '!<B!S~ af~)~<t<H ~n~T!

9<d~ R~f!~)~~ <tT aM!~ < fnnT: u~tt a

~f~MihdN ~<jt'ryod<t tyatfMt
<nt)r«fea~t-~b,

y~~MM .Mt~M-.t~ «MtMh.
)t<)))M~<u)')M))e'«Mt.

QtMmdM)MatoM'M)Mnt<tm
Et troisyougm ont teand, MM doutance
J'ai pNcomptervingt et trois ans

Dema propre <iMt<act.

L'auteur«aitdoncnéenran36oo ~3= 3677duMi-youga.
Or <'&reactuelledesIndiens,quirépondà l'an~odenotreère,
a commence.suivanlBrahmagouptacitépar Colobrooke(/<ttre-

'<
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tatriarche des mathématiciens indiens tMMso.déjà ce patriarche des mathématiciensindiensposso.
dait les mômesnotions, et sur bien des points pra-
tiquait ies mêmes procèdesque nous voyons déve-

loppés et expliqués de plus en plus clairement par
sessuccesseurset disciples.

Je me propose, dans ies pages qui vont suivre, i

d'établir ce fait d'une façon irréfutable en ce qui
concerné les principes de l'a~M. J'aborderai peut.
être un jour une démonstration analogue pour

l'on~tm~ae, et particulièrement le calculdesfrac-
tions; mais je n'ai point encore entre les mains les
documents nécessaires, entre autres ie Traite /l~o-
rismi de nameroy~oram qui contient, dit-on, la

doctrinede MohammedbonMouçasur cette science.
Pour le Traité d'algèbre, nous possédons le texte

arabe, en une édition assezimparfaite, il est vrai',
mais enfin que nouspouvons regarder commesutS-
samment authentique pour en conclure les méthodes
et les notions scientifiquesde l'auteur. Aussiai~je

duction,p. idiij).en )'M3~} du ttati.youga.dontlapremière
annéetombedoncen3)0; ou3to:'avantJ.C.!pareuite.AryaMta~
estneen36~7–3i09ou~5 denotreero,eta pucommcncf)'&
écrireà partirdot'anSoo.Lejournalde t'Écotepohtectxuque
contiendm.danssonproehamnuméro,unessaidotraductiondu
chapitren (tet'~aMa~a oùsontexposéslesprincipesd'anth)n6-
tiquo.dogeoMetrioetd'atgebnirédigésparcetantiqueauteur.

Onsaitquecetteéditiona étéfaiteparRbsend'anrbanMt<<
manuscrittellementpeusoignéqu'ilneportaitmêmepaslespoints
diacritiques,c'ett~-dire(j'ajouteceeipourla satisfactiondeslccteun
quineconnaissentpointl'écriturearabe) lespoinbà t'aidedesquels
ondistingue,parexemple,un6d'unt, d'unfA.d'unnoud'uny,
unt- d'unt, un/d'un etc.J'auraiplusloin&tirerargumentde
rettoimperfectiondutexte.
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––A.A'i'i'~L'At 1choisi ce traité pour en taire l'objet de ma première

étude critique.
Je passeraisuccessivement on revue lespoints sui-

vants

i" Manière do considérer et de traiter les termes
uHectësdes signes+ et qui entrent dans tes ex-

pressions algébriques;
a" Moyens employés pour passer'de l'équation

primitive d'un problème, c'est-à-direde t'énoncé tra.
duit en langagealgébrique, à l'équation finale, celle

d'où, par un procédé quasi mécanique, le même

pour tous les problèmes, on tire la valeur de fin-

connue;
3" Mode particulier do résolution de t'équation

complète du second degré
4. Interprétation de la double solution de cette

équation dans le cas où elle en a doux positives.
Je ne m'occuperai que des problèmes à uneseule

inconnue, puisque At-Khânzmi n'a pas abordé dans
son livre de questions où il en entre plusieurs.

J'exposerai d'abord les doctrines de Mohammed
bon Mouçasur chacun de ces points, en citant tou-

jours à l'appui le texte original, et discutant, toutes
les foisque la chose me paraitra nécessaire,la valeur
des termes dont il fait usage. Ceci me paraît d'une

grande importance les expressions choisies par un
écrivain créateur, comme At-Kharizmi, d'un voca-
bulaire scientifique,permettent souventd'apercevoir
quelle est au fond l'idée qui t'a conduit au choix de
ces expressions, et, par conséquent, de. se rendre
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compte, jusque dans les plus intimes détails, de ses
notions scientifiques.Je démontrerai ensuite, par
des citationsempruntées &Bhaskara,que l'École in-
dienne avait, sur les points en question, des ma-
nièresde voir et des pratiques entièrement opposées
à cellesde l'auteur arabe. Je montrerai que ces ma-
nières do voir et ces pratiques existaientdéjà dans
l'écoledu tempsde Brahmagoupta, et même d'Ârya.
t~a, et par conséquentqu'Al.Khârizmieût pu, s'il
en avait pris la peine, s'assimilerces notions. Pour
les extraits de Bhâskara et d'Âryabhata, je pourrai
donner égalementle texte original j'aurais bien dé-
sire. pour les motifs exposésplus haut, pouvoir en
faire autant à l'égard do Brahmagoupta; mais par
malheur le seul manuscrit renfermant l'ouvrage de
cet auteur (le Bn~ma-~KMMtt<<t)que nous possé-
dions à Paris s'arrête la fjn de la seizièmesection,
et c'est dans la dix-huitièmeseulement que se trouve
le Traité d'algèbre. J'ai donc dû me borner à faire
mes citations d'après la version anglaisede Colo-
brooke, dont l'exactitude n'est pas douteuse, ainsi

que j'ai pu m'en convaincred'après les parties dont

je possèdele texte original, c'est-à-diretout L'ouvrage
de Bhâskara et les chapitres de Brahmagoupta lui-
même relatifs à l'arithmétiqueet à la géométrie.Seu-
lement, comme l'anglais de Colebrooke n'est pas
l'CBuvremême de l'écrivain indien, je me bornerai
&en donner tout de suite la traduction française.

Je dois avertir aussi que dans mes citationsd'Al-
Kharixmije me permettrai souvent, pour raccourcir
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i~te un uan tt*nn nfntiYn tt'MttttLtMnt. t.i ~ntsuu texte un peu trop prolixe, d'employerla nota-

tion des nombres on ohiSres. et de taire usagedes

signes algébriquesretrouvés par Woepdkodans deux
manuscrits de l'auteur espagnolAI-Qaleadi,sur les-

quels il a publié une notice étendue dans le Jour-
nal o~M<<~oeen t854. Je m'enserviraiuniquement
parce que ces signessont adaptésà l'écriture arabe
au milieu de laquelle ils ne jurent pas, et qu'Usme
fournissent le moyen, je ie répète, d'avoir un texte

plus court et plus iacile à lire.
La comparaisonque j'établirai, comme il vient

d'être dit, entre les notions scientifiquesd'Al-Khâ-
rizmi et cettesde l'école indienne démontrera sans

peine qu'il n'appartient pas&cettedernière. Maisce
n'est pas là la seule chose que je prétendsprouver
je veux faire voir encore qu'il est purement et sim-

plement disciplede récole grecque; et a cet effet, à
ia suite de chacune des questions énumérées ci-
dessus, je citerai également des textes empruntés
à Diophante, et se rapportant aux mêmes sujets.
L'identité absolue des manières de voir et des mé-
thodes de l'algébriste alexandrinet de cellesde l'au-
teur arabe démontrera, je l'espère, la véritédu se-
cond côté de la question que je désireétablir.

Et à ce propos, qu'on me permette d'exposer ici
ma professionde foi sur deuxpoints de l'histoire do
la propagation desmathématiques

i L'influence des Grecs sur la civilisation in-
dienne postérieure à notre ère est un fait historique
tellement bien établi qu'il n'est plus possiblede le
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nier aujourd'hui, et, dans l'état acttx'l df nos con-

naissances,on doit penserque desnotions importées
de la Grèce ont servi de base aux mathématiques
commeà l'astronomietelleque nous la voyonstraitée

par lesauteurs indiens dont lesouvragessont arrivés

jusqu'à nous. Mais tandis que les Grecs étaient en
géométried'une force quinousétonnetous lesjours,
et en calcul les ignares que l'on sait, pour qui une

simple multiplication était une tache des plus pé-
nibles, lesIndiens, au contraire, ont été peu habiles

géomètres, même après les leçonsqu'ils ont pu re-
cevoirdes Grecs, tandis qu'ils ont eu pour le calcul
une disposition naturelle toute particulière, ainsi

qu'il ressort des exemplesbien connus de calculs

compliqués eBectuéspar eux à des époques qui re-
montent jusqu'à une antiquitéquasilégendaire. Les

premières notions de l'algèbreleur ont été égale-
ment, je l'admets jusqu'à plus ampleinformé, ap-
portées de la Grèce, et je pense en avoir retrouvé
un indice dans l'emploi de quelques termes tech-

niques que je relèverai plus loin. Mais tandis que
lesGrecs ne faisaient rien, même en algèbre, sans
le secours de la géométrie, et qu'en particulier ils
n'étaient arrivésà la résolution de l'équation du se-
cond degré que géométriquement, les Indiens au
contraire ont donné, et de très-bonneheure, au cOté

purement spéculatif et abstrait du calcul un déve-

loppement des plus remarquable; il s'est formé une
véritableÉcoleindiennequi aperfectionnéetsimpliné
les opérationsde l'arithmétique, et introduit en al-
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gèbrc des conceptions d'une g<im'ru[tt<'et d'une élé-
vation que nous sommes tout étonnésdotrouverchez
eux à une époque où l'Occident tout entier se traî-
nait encore dans des considérationsétroites et abso-
lument terre à terre. Ces idées leur seraient-elles

venues, soit directement, soit par l'intermédiairedes
Perses, de Babylone où les découvertesmodernes,
d'accord avec la tradition historique, nous font en-

trevoir que les connaissancesmathématiquesavaient
atteint dé]a un degré de perfectionnement assez re-

marquable La chose est possible; mais on tout cas
les Indiens auraient su s'assimiler ces connaissances
et nous les conserver, ce qui constitueraità soi seul
un assez beau titre de gloire pour l'école indienne.

a" On a fait valoiren faveur de l'origine indienne
de l'algèbre d'Al-Kharizmi ce fait que Diophante, le
seul auteur grec à nous connu qui ait écrit sur cette

science, n'a été traduit en arabe que postérieurement
AMohammed ben Mouça. Maisd'abord, de ce que
Diopbante n'était pas traduit en arabe, il n'en résulta

pas d'une manière absolue qu'il n'ait point été connu
dans l'empire des Khalifes, et notre auteur aurait

pu lire ce traité soit en syriaque, soit peut-être en

pehlevi, soit même en grec. Pais, d'un autre côté,
il est bien établi aujourd'hui que Diophante n'estpas
l'inventeurde l'algèbre son livre n'est pas un traité

didactique d'un art nouveau, mais simplement une

application de cet art à la solution de certains pro-
blèmes de la </)~rMdes Homh'M,et leséléments<f<

j~c qui se trouvent dans son introduction ne sont
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-iAA.. 1- f <et ne peuvent ett'equun de ces résumes, de ces f«~-
~eb <~ m~to~ que tous les auteurs, m~mo de
nos jours, sont dans l'usagede faire figurer en tête
de leur livre pour venir en aide à la mémoire du
lecteur.Il n estdonc pas impossibleque lesprincipes
de t'atgèbregrecque aient été connus des Arabes, et
surtout des Persansbactriensau milieu desquelsétait

né, comme son surnom t'indique, Mohammed ben

Mouça Ai-Khâmmi.Quoiqu'il en soit, sa méthode
est purement grecque c'est un fait qui s'impose
avec toute la brutalité ordinaire d'un fait.

Ces préliminairesétablis, j'aborde l'étude des dif.
férentesquestionsque j'ai enumëréesplus haut.

I.

MANt&M M COMMC~MR ET M TBAtTSR t.M TEttMM AfFBCT~

CM St6!iN -t- BT –.

MohammedbenMouça,Qnradëjàremarquë bien
des fois, ne donne pas de règlegénératepour établir

l'équation d'un problèmeet en dégagerla valeur de

l'inconnue; mais nous allons voir, part'ëtude des

exemplesque je vais citer, qu'il suivait exactement
la règle<ormutéeplus tard par sessuccesseurs,règle
dont je donnerai en son lieu l'énoncé d'après Bchtt

ed-Dîn, et qui se retrouve chez d'autres auteurs

cités parWoepcke dans sestravaux.Maisaprès avoir

exposé la manière d'oBectuerles quatre opérations
fondamentales(énuméréesdanst'ordre suivant mul-

tiplication,additionet soustraction,division)sur des
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expressions ëontenant des inconnues ou des radi-
caux, il passe &la dëOnitiondes «six problèmes a

<~J) j!LA) ou des «six cas <{xJ)~~t, savoir:

a~ a~+~c
t

a~c c n~+e '=-Afc
!t *cc bx ~-c =*'a.

et &la démonstration ~om~<r!~ae(une démonstra-
tion spéciale pour chaque cas) de !a manière d'en

dégager la valeur de l'Inconnue.
Une semblable distinction ne se rencontre nuHe

part chez les auteurs indiens, et nepct)<pas s'y ren-
contrer, ceci pour deux raisons

t Les trois premiers casne sauraientexistersous
cette forme pour les aigebristes indiens, Acause de
la façon même dont ils écrivent leurs équations.
Voicien effetla règle que donne à cesujet Bhâskara

«M~~ iM~~<~

!T~ft!!B~tt~~)

~rwt~rr~prt~a~~ooM'
Y<!M!«dM<kalpam<!<ya~a-M!)!<rm&tam

<<Mn)MAtt~a~my<t<M-a<M<~<)mMa;
7'«~<Mp<M!e<t~<~<!)!~a<tp!Ht~<))<<<

<f~<<'a,p<tMf<)~) ~<«~a, bhaktvd.

Le!numéirosquej'ajouteauxdistique*(tet'ameut-Mffe~pcndf
& MMttelatraduction(teCokhMote.
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J.As.Eïtttutn't.ft~]

Appetant la mesurede laquantitéinconnue,on feraà
l'aidede ce~symbote~cequiMtpruscnt[par renonce'] puis
on prépareraadroitementdeuxmem~ en~MtMrp.ennjou-
tant, retranchant,multipliantoudivisant

L'adjectif <M~o,par lequel l'auteur de ce dis-

tique caractérise le genre d'égalité des paxau, des
«deux membres de i'cquation, derh'o de <«M«ba-
lance<) voi}&pourquoije l'ai traduit par «en équi-
libre », terme qu Hfaut prendre ici dans son sens

primitif, et pour ainsi dire matériel, w~««M'ra; or,
la <<<M,la« batance'), ne peut s'établir qu'entre quan-
tités de même espèce: il faut donc que les deux
membres de l'équationrenferment des quantités de
même espèce, c'est-à-dire les mêmes puissances de
l'inconnue (ycomprislapuissancez~ ou ie nombre
absolu ft?~), sauf à donnerie coefEcient o à celle
de ces puissancesqui ne figure pas en rëauto dans
te problème. En un mot, pour les Indiens, les deux
membres de l'équationdoivent 6tre ~om<~< Les
trois premiers cas d'At.Khâriiimi.pour lesquels cet
auteur donne les exemplesnumériques suivants

~J?

5.p'<=~0ic ~.e'=.)oo 5<p~to
9

Jertonncraip)u<hu'.),0) !onlieu.)a suitedelarègle.
J'cmp)ei<!icicetteenpf-eMionvagnepaMequ'ifMmMemitsou.

ventquolapartieouversdu~'a.~ttt'fonesoitpas)'o-avredeBM!)-
kam.maisnousdonnedosformulescourantesdanst'Écote.qu'ilil
reeuei))eetcommenteensuiteenpmtc.Si<-cfaitpouvaitdirecons.

.t.A.EttH)!) f.ft.ft)
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s'écrivaient donc chez eux

pftKM~ncAS.

~o

5<e'+O.P+0=O.C'+~0.{-0~foiarr~~o

MOX)ÈMe<:AS.

96.
_r –.t"+0.<'+0=oa"+ow+t00Z~o!~o ~~00

9

TMOtMÈMECM.

?"
5~+o=*o.<;+to

~0

Les deux premiers cas rentrent ainsi dansta <b)'-
muiegeneratedu seconddegré; ie troisièmeconstitue

l'équation du premier degré, dont A~M font
commeMM~anc~am! Apart, qu'its étudient tout

spëciaiement avant d'aborder les équationsde degré
supérieur, et à iaquoue ils ramènent ces dernières,
ainsi que nous le verronsph<stard pour les équa-
tions du second degré. La résolution de celles.ci

porte en effet chez eux, et des t'époque de Brah-

magoupta, !c nom de ~TM~ ma~oma-ayM-
mnam, o ablation du [terme] moyena, c'est-à-dire

taté, il donnefotauxr~tet aieM(ofmatM')envor.<UMimpor-
tMCt*p)u!'gnmttfenforepot))')cpointquino<nOM-upc.
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tfinntnf ~)o enrnnJ <tofTr<H A ).t*

t.

a réductiondu trinôme (du seconddegré) ù un bi.

n0me(du premier)".
a" La distinction des trois autres cas par les

Arabes est due à cette raison toute spéciale qu'ils
tiennent a n'avoir,dans une équation définitive, que
des termestousp<M!< en conséquence, dans la for-

tnu)cgënera)<*

a~±&z±c~o 0

ils changent do membre tout terme atTectedu signe
–, d'où tes trois cas énonceset étudiés à part par
At-Khâriiani.

Les Indiens n'éprouventpas le même besoinet ne
sont pas gênés par un terme négatif, parce que.
pour eux qui ont, comme nous, ia notion du
nombrenégatif, le signe porte, non pas sur le

terme, maissur le co<~«:tM<numériquede ce terme
lestrois casen question, ou plutôt les exemplesnu-

mériques que Mohammed ben Mouça en donne,
savoir

f f ~t~, "t~
f~f~

14 rl
J~tf~~A

~.g~'+(~+-)~'="9
'o.t!=..F'+~ .<<a.)-+a88

s'écrivaient dans l'Inde, comme résultat dénnitif

auquel il n'yavait plus a retoucher,

-L~'+-L..+o=.+o~
zn?oq~o=~~
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––t~ ~U )t~

~t~O )

~'+<oa'+o='o;t'OA'+9)qraroa~o~ )

~o –

qy,~ i 0
.<"+ta.);+o~oa''+o~+a88

a~o~o~~ )

J'ai place ici te signe
– ae~cMtMdes coeHtcients

(comme on le fait pour les logarithmes Acaractens-

tique seule négative),ann de suivre plus fidèlement

rexemple de ta notation indienne qui place egate-
ment son point, signe du négatif, au.dessus du l,
cocSicient et non au-dessusdu terme entier.

Et qu'on ne croie pas que j'invente ces formules

plaisir outre tes exemptessans nombre que l'on
en rencontre dans Bhaskara, et dont je citerai

quelques-uns pius tard, on verra, par exemple.
Brahmagoupta (problème n" ~9, question t6dans

Cotebrooke) partir de t'ëquation primitive

en~o ~o sr~
lI0:r-8=te'1to<c–8!='<r+ti

° J

pour en déduire

!~o arroo sr~
-a-.f'-to~

~t 1 !n"to s~o

avec deux <crmM<t~a< qu'it résout, comme nous
te verrons pius loin, sans se préoccuper aucunement
de cette particularité.
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Ceci tient, je l'ai dit, à ce que lesmathématiciens

de l'Inde ont, comme nous aujourd'hui, ia notion

du nombrenégatifet de son interprétation comme

symbole en géométrieet en physique. Ce fait est

tellement important pour l'histoire de la scienceque

je crois nécessairede rapporter ici quelques textes

sur lesquels il s'appuie.
Le premier Livre du ~a~a. le «Traité d'al-

gcbre') de Bhâskara, po~e pour titre général

~f<h4<f~ ~a«nm~a< p<!r<rm<<<!<,<'les 36

opérations'). Il se subdiviseen cinq chapitres comp-

tant pour six commesuit

) eta ~)<tJr. <<huM-H«t )')u<tt ttMtins.
v.

3 ~.0 Ma g g tero.

4 ~?'0 at~aA«t
g rinKMMUe.

5 ~~h~0 <M«<M.f«MMt4 pluuicuraitt~nnues.

6 St~~t'O <'<tf<mf'S )o!)ffati<'t)nei!.ottM
dieatMt.

Bhâsi:ara compte <t!Bopérations, parce que,

comme quelques mathématiciens ont récemment

proposé de le faire, il joint à nos quatre opérations
ordinaires M~<t<tona<MCpa~MMtcMet f~racttW~

racines.

Or, le premier de ceschapitres est conçu dans les

termes suivants je supprime, bien entendu, les

exemples, et ne donne que les règles, les ~<!<nM,

comme disent les Indiens
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:¡'A.~ r.

~<~)7r:9n~'a~t~Tt
~nî4)~)) li

~~<t<~ ~~t~Htdt

~~<~(d~<<~!)

~t~t:t!3r~t 1

nn~f~~r~m a

~r~ ( ~r~~pr~<
~<~)fMd~t~)) Il

). y<~e~M/M<y<<t.c<yfyM~'«)'e~<~

JAaaa-~e/cr antoMM)exay<K;<«.
~aoj'e~am~am; M<tMf'<<

Matxam.f<~a<~(K<f «t<<n'oco«.
3. 5oa)'<)r<ttM~<Ma)!tM/ta<; <c<tnta'~«f<;Baj'<M,

M~oAe~a <y<caoMo)''«~am.
4. ~)'h'«M!.n;<t)'o<n'<!m;M'am< J~« rt<

na ?<)&)<caya)ya<M<<<a<yaa~WM<.

t. Dans l'addition, on ajoute deu< ~ef~ ou deux~r~
<MOM;!a dUKrenceentreun~w et unedetteesttour somme.

a. Pour ta MUttraction,!c bien passe a t'etat de a~,
&l'état de tt'a))!a /)fr<e;puis on fait Fadditioncomme il
est dit.

3. Le produit de deux t<M<ou de deux Mn-t<m<est
un tM< de celui d'un MMpar une ~e«ere<u)teune p<r(e.
– Le mente principes'applique&ladivision.

4. Le carré d'un tw< oud'uno < e<t un~'M; !et<M
a deut racines, uneen ~<tM.Fautreen <&«e.La racined'une

peWen'existe pas, ptreequecelle.ci n'Mt pasun carré.

Je me suis attache à traduire ce passageaussi )i<t6-
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-1.J- _H 1 L-nuement que possible, afinde bien taire ressortir les

termes mêmes dont les mathématiciens indiens se
sont servis pour designer les deux espaces de quan-
tités en question. Les vrais noms, usités en prose à
J'exclusionda tous autres, sont, pour les quantités

positives, <~<tMm un bien une propriété, une

richesse, un profit", pour lesnégatives, ~{tam.
une dette n; et leseul fait du choix de cette dernière

expressionprouve que les Indiens concevaientt'exis-
tenco de ces sortesde quantités par eues-memes, in.

dépendamment de tout nombre dont euespouvaientt
être soustraites: car il n'arrive que trop souvent, et
dans i'fnde comme ailleurs, que certains individus
sont criblés de dettes sans posséder le moindre ca-

pitat où puiser pour les payer. Le synonyme qu'on
donne en versàce mot, à savoir~Z~ a!ayay,aperte,
déchet", conlirme encore cette manière de voir.

Puisque nous parions de synonymes, celui de dha-

~<!m, M)om,signifielittéralement suum propnum.
Ce qui prouve encore que par les mots en question
les Indiens entendaient bien représenter des choses

distinctes, existantes, réelles, c'est qu'ils ont pu
former, ainsi qu'on le voit à la règle de ta sous-

traction, les ttonMd'~at~tP! ~)o<Mm, (.l'état de

dette". ~3R~ ~ateom, «t'ëtatde propriété'), comme
un peu plus loin 'Hcj)~d<~«<~wm, Mla qualité de

n'être pas uncarrén. La phrase ~!J~ ~t

~Pt: pourrait.a la rigueur se rendre en latin par c
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M«miu (M<<a<H<cnt«,MMt((t(<'<n(tm~MM),en créant
les mots ~<aMï, MtM~,de <~<<«met ~«m, sur te
même modèle que Mn~cM.<etjawnMjt, de wn<'a;et

juvenis.
En(in. et j'insiste encore sur ce point capita!, r

BA~'ora connaissait/e doublesigne du ruo!'c<!<du ;)
cond puMqu'Hdit en 'propres termes au n° 4 ·

des règles précédentes ~af~ <a~ oplusa deux

racines, une positive et une négativen. Nousverrons

plus loin qu'i! en fait usage dans fa resoiution des

équations du seconddegré.
Un autre détaitimportant à signaler estcelui-ci qui

fbrme !a première regte du ~f~ ~«! ~a~AaM.
«tes opérations sur zéroM

~~r
~t~ w~

~<~H~M~<t n

JÏAa-j'o~~<~eJ/M))an;«wfa<Ad-6~«c)-<<fe
f~a<<M~~atyayam eti.

Augmenteoudiminuade*z6M,bienou detterestelemême
retmnchëde xero.!tdevientl'inverse.

De ià à dire que la quantité négative n'est autre
chose qu'une quantité positive comptée au-dessous
ou en orr~re de zéro, il n'y a qu'un pas, et nous ver-
rons tout à l'heure que ce pas était franchi depuis
longtemps pour l'écote indienne.

Brahmagoupta s'exprime à peu près dans les
mcmes termes
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<g. Lusomme de deux CtCtt):est un Met);cette
<-dedeux ~Mune Jc«p; d'un A/cnet d'une </c«c,
"teur diCërence, ou. si ettcs sont égaies, zéro. Lu
usommede zéroet d'une ~«c est une </<?«<d'un ~'cn

et de zéro est un ttcn de deux zéros est xëro.
HS ao-a<. Règlepour ta soustraction. t.e moindre

Mseretranche du plus grand, ttpn de 6:'en,<~c de
<~«c;maissi i'on soustrait le p!us grand du plus

Hpetit, l'excèsest change[de signe]. DcMcretranchée
«de xcro devient un bien, et 6ten devient une ~«c.
nDeMemoins zéro Mste~~c, &tMreste ~tpM.Si l'on
«doit retrancher un &<? d'une f/e«<?ou une «!e«c

d'un &<en,on en iait !a somme, o

Cepassageestsumsantpour démontrer d'une iuçon
indubitable que Braltmagoupta avait déjà, sur les

quantités négatives,tcs~~ESt~ns gëncrates que
son successeurBhâstjs~a. ~S~

Âryabha{a~t~Mf!5~ tu* aussi termesd/)a-
'tom ou ~om,

''na~u ~~M~ns que nous
venons de voir: a&si dans son c~j~tre ÏH. ou it

exposete mouvement~des tg~an~tes, propos de ta
correction a t'aide de laqucHeon passe de ta position
fictivesur t'orbite, en vertu du mouvement moyen.
a la position rëetto, il dit

~4'&

S!) M~Mn
7)j}<t-<<<M)!a,<N«!))e.<'<t~!<<y«r.maa<hff~,

<y<t<)'maf)'~rocc<!<.

Que~cctcofrectMn:.M. ceHede )antesMet cettede ta
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puMtiutt] soient ~«<«-e et~e~'fe, on~'h'ce et <«~«fw, a

partir du sutntuct de lenteur, eUes tant l'opposé ri partir du
souMact de vitesse'.

Et il continue u
indiquer queiit's sont celles des

j)):tnètex qui, à partir du c sommet de iuntcur.), ont
ces con'ections ou ~quations~to-J/taftatt), quelles sont
celles qui tes ont f~MtfMfMomou t!hoK«-.Boy<)~.

Il estit).ti.sj)en.<at)te.puur i'intettigtncedu<ett)<n),d<mp))<:kr
bt'ieten~ttt )t façon duut L'*~tfonomM indienstateutmt la t«)!.i.
tion vruie

~t~tf~ ~«{o.ffAt'ftfKd'uu attM!sur ..onorbite. Je la
resut)~ t'e< Motetde HurgaMuu Sthy<t..S't'(!<~<hht.tt< i-uppeiteut.
j oufles planètesmp<;nt-ur.t.un ttstrofi tifpttftounmtt'ortti~tt'MM
Htouvemftttuniformemu~tt estn: ia vitesseatemox)!tt'ephetie,ou,
(omtue ils di~ut. au <omn)et de Mpidi~t fM~f e~Ant-MM~,et

la vitesse mMtMMau .Mntmet de tcnt.-u)-.tt~r ?«))<<<<-M<its
obtienneut ainsi4chaqueinstantune <po<itioMmoyennet <n<t<r'Ma.
<<&)-<Mt<M<,qu'il t'ttgitde tectiCM'au moyen de deux<wnTcM'MMou
<-quatioa<.rutte rBtttu~a la ))OM~)H.t'autre d la vitase. Si t'on
part, commenotfe auteur, du ttommet de teateur* où L'*deux
aitr~). le fi,tif et le réel, cototideat. t'a-stroréd. marchant moius
vite qui h titetM moyenne,est con-.tatnment(n arrière de t'a.<tta
fictifou de lapositionmeyettHH.et ft~Hoffet)depMt<M<tet xt<!M<M

<n!r f"W! la viteMe.au eontraife,va on (foirant, et t'<~M<tOt)<<<-
vitesseest pQMTtVt! dAttnam.LeeotttmiruatMuévid'-tnmt-ntapfNt
le pMsagt:au sommet de rapidité.. – Je dois dit- toutetbitque.
d'après to mntmeutateuf. Cettedistinctionde et – dos con'.c-
tions ~'appiiqMeraita la dkHutre comptéesur t'orhi~à partir d<!
deut points JiametralementoppoM-sdu todiaque. Pour les pta-
nete< inferieurex. on prend pom- <)fM)~OMK~OMMK,t~ition
t)M)'enn<ieiieuduSoIeii.~ourMtua'iot)detap)anetf.)e)ioudo
M'ttnœuda'c.n.)ant, <-(.'qui changeles signesdes <teu)tfonction'.
C'ej-tà cause de cela qu'Afyabha~dit dam le distiquecité a silei
tom-ctiont sont M~e~c et poHftMou bienpott'ftfeet o~aftM en
(m'tant du tommetde )<-nteurt.la premièrei)ypothe.<es'al'l'lil)ullllt
aua ptanetcs tupfneure!. ta MM)n!eaux intérieurs.
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Maistu ne se bornaient pas ses connaissances il

nous ibm'nit, dans son chapitre o, ta preuve qu'il
savait (n<<r comme nous le faisonsaujourd'hui
les solutionsnégativesdes ~f'o~mM.

oici le cas il s'agit du fameux problème des

courriers on suit que si désigne t'intcrvaHcqui i''s

scparp. p ctv' leurs vitesses respectives, lu distance.

qu'ils parcourent encore avant de se rencontrer est

donnce par la formule

fdd.t't=––,
t' =t! t'

Le signe + au dénominateur se rapportant au cas

uù, marchant en sens contraire, ils vont au-devant

l'un de t'autre, le signe – au cas où l'un fuit et =

l'autre le poursuit. Dans ce dernier cas, si v', la vi-

tesse de celui qui estle plus loin, est ;>o, vitessedu

plus rapproche de l'observateur, la valeur de x est

négative, et son signe
–

indique à t'atgebristc mo-
derne que la distance.c doit être comptée en arrière
du point d'observation la rencontre a déjà eu lieu.

Ces principes rappelés sommairement,voici la so-

lution d'Âryabha{a,qui la donne sans aucun calcul

pretiminaire; mais on peut s'en passer assurément.

(~~n~~td~MM~t 1

~t! TP~Mn~ M~ttIl

6~~ vildmaMca)~~«<(-y<~<M,«««Mma-t)'))~drè

Ga~ao<a~<t~MAan</t'«-A<)Mt',«<f<«-<j'a«.
(<;te~ :h du MtM U.)
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itbsotumontmot à mmtJe traduis absolument mot & mot

Si t'en d!vise t'utten'aite en comte oppose par la somme
des vitesses. t'intenatte en course de même sens par ta diffe.
renée des vitesses, les deux quotients sont les temps de !a
jonction des deux, o« p«M~e<t <faMra~)'

Deux points essentiels à noter

t° Cet énonce n'est autre chose que ia lecture, on

tangage ordinaire, de la jfbrmuie

2
u f±o'

donc Âryabha{a avait sous les yeux quelque chose

d'analogue cette formute

(~ n'<ittpas te Mu)et* o&Aryabh<t}a<<t(&-<yi)fm(t&Mque MM
cfoyoMaYM)-decouvertMdepuis~u on tiaitque dans uue progM!.sion )M-ithm''tiqMde taiton r. ie nombre n du terme! nue t'on a
pris pour arrivera une tomme S e~tdonné par ta <ormuh)

~_t-3a~~Tr-aa)'+8T~
-a f

qu'on peut etrire encore

H-if.+r~~E~S~s~
3\ r

Or. voici)t r~g)edonn~ par Aryabbajapour ce cas

n~ ~M~fuM~f&~))~~at)<i)<~t<t~M

~f <~tm'~ M)~tR~ a?~ ~on o

t.' nombrede termMe!t: ia temme touhiptKCpar 8 fox la raison.
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a tj)nstant ne ta rencontre oxpo~cou (tan~«)t'f<

(~t~d a~o, participe passé de <!<<+<; ~B~M~o,

participe Rtturdc t).
S'it est vrai, comme on veut ie soutenir, que les

Indiens aient tout emprunta aux Grecs, je deman-
derai quel est l'auteur grec qui a donné une pareille
solutiondu problème dee courriers, avec ie double

signeau dénominateur et le double~MCM~~</<'
M~tt~on1

Puisque j'en suis à revendiquer pour tes Indiens

l'honneur d'avoir eu quelques idées en mathéma-

tiques, qu'on me permette une petite digres$ion.

qui n'a rien à voir avec notre sujet, mais qui ne

nuira pas à la cause.

Brahmagouptaavaitd~a dit, quelquesstancesplus
loin que ies règlesque j'ai rapportées ci-dessus,et en
continuant &enseignerfamanière deffectuer les«six

opérationsMsur ~Aana-rHa-Mam,«bien, dette et

zéroa:

«Un bienou une dette, divisé par zéro, est~
khacchédam',la quantité qui a zéro pour dénomina-
teur. n

tjeutëcauCMMdet'Me~!dodeuxtohk premiert.'rtneMrlarai.
tononenprend)aMt)Mcarref,qu'ondiminuedodeuxfoislepre-
miertunne)ondiviieparla raiton,onajouteMet t'enpnndla
moitié.

On'voitqu'Âfyabha}~lit notrefonnuleavecuneexactiht<)e<cru.
puleuse.

Je meperMettici<tccorrigercemot.queColebrookea lu

ff~' <«<<~A&tO),«tqtti a e~apourdénominateurs,m'appNVttnt
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H en taisait dunc une quantité d'une espace pm'-
ticulière.

Bh~skara, t-eprcnunt la question dans son cha-

pitre ~~f~ ~a-~MWAom.o tes six opérationssur
xÉrot. s'exprime en ces termes.

~3< 1 t~T!~K:o) 1 mit Wt~~) Il

U~t~ ~s~: ))11

~t~n~st~) 1

!~r f~~M

JV~M~M~~ ~M~<M7. «M~.
bha-haraac~-afe.~~t'M na ~MnM;

~a.))«M Maht h!j-<i<tp~<Mr~<txw~M &a;ttM<t).eva
~< f<!M.~<M,MMnaute ~e Mtt<a.a A<ya~<.

E\emp!e i dindendo3; diviseuro nattât de la divisionTcette quantitéqui est :n!;nie e'appdte quotientpar o. Elle
n éprouvepasdechangements.

A la quantitéappâta quotient par z~o,. ni addition ni
soustraction si grande qu*eUesoit ne peut faire éprouver
perte ou accroissement.pas plusqu'au tempoMMËnet sans
déclin des sertes

d'eottem'tM.

Et ceci a été ~crit au commencement du xn'

sur raMt.nt" de BM.~ qui. e.n,m. va k voir. t'.pp.))..
~r= M< .quoti~t par Mr. Je n-~it. past attribuerhe.t.~ de Colebrookoi~une f.ate < copiste,bienque, je <).i<
.v.u<-r. t.< tet.~ <t c, dansaucunede-,.crit! <).t Mequ..j<!ccnmai<M.,.j reMembtent~e. pourexpliqut-rcette
conl'u~cion,



-t«(31)~<

."1.· Li!sit'etc Je demanderai encore qu'on n~' fassevoir Ct'if
idées chez un écrivaingrec.

Ainsi, il estbienétabli que, dès leV)'sièclede notre
ère, tes Indiens ont eu la notion du nombre négatifet
doson interprétation dans lasolutiondosproblèmes
que. pour eux comme pour nous, le signe placé
devant un nombre indique quel'on doit, dans l'addi-
tion,soustraire lesunitésdont secomposecenombre,
les ajouter dans la soustraction; que, dans la multi-

plicationou la division, le résultat obtenu avecdeux
nombres demêmesigneestpositif, avecdeux nombres
de signe contraire est négatif; que par suite le carré
d'un nombre négatif est positif, et qu'un nombre

positif a deux racines carrées, une positive, une né-

gative qu'un nombre négatif, produit de deuxquan-
tités, l'une positive, l'autre négative, n'est pas un
carré (fin desrègles de Bhâskara)et ne saurait avoir
de racine carrée.

Dès iors, pourquoi se seraient-ils préoccupés
d'avoir dans leurs équations, au moment de les ré-
soudre, des termes tous positifs?Voilà pourquoi,
comme je t'avançaisen commençant cette digression
peut-être un peu longue, la distinction des «trois
formesn de l'équation complète du second degré,
comme lafaisaientlesArabes, n'a paseu lieu d'exister
dans l'Inde.

Mohammed bén Mouça a-t-il su rapporter de
l'Inde au moins un souvenir de ces notions? Il n'y
parait guère. Le mot dont il se sert pour désignerl'
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les termes d'une équation atfectésdu signe est
u~b n~M, qui signifie, comme on le sait, «man.
quant de, privé de') un amputé, par exemple, est
t~M de son bras ou de sa jambe; c'est donc très-
improprement qu'Al-Rhânzmi emploie cette expres-
sion pour désigne «!a partie enlevéeM.Aussi le mot
en question n'a-t-il plus été employépar ses succes.
seurs, et Bohâed-Din qui, au moment d'exposer la

règledessignesdansla multiplicationalgébrique, avait
dit

(~~ )~ ~x~ ,(j,
La-~ us'il y a soustraction, on appelle ce dont on
soustrait

(additif), et ce que l'on soustnut n<
~M(manquant de) », ne nommeplusdans la suite les 1
termesnégatifsque ~L~))t a lessépares, mis &part,
retranchésn.

D'où vient ce mot ~b? Ji répond, si l'on veut,
au sanscrit <!n<Mou au préfixe f~o au

moyen desquels on indique la soustraction S~SR;
<<M ou <)': ~M~ veut dire <.dont on a re-
tranché t mais l'adjectif ~(Mse rapporte ici au
A~<~x~ «ce dont on a retranchen. de Behâ ed-
Din, et non à la quantité retranchée.Or, le grec pos.
sedeet emploie en langagealgébriqueune expression
tout à faitanalogue, c'est l'adjectifm< dont Dio-
phante se sert, par exemple, pourdéfinir le signede la

soustraction <<('~Mr~ xar~ )'«!of«un incomplet
inclinéversle bas».L'arabe, j'en prends à témoin tous

J'app.Hcmi.enpayant,l'attentionf)uLcteut'Mrrettentani~'
peuMt)!i&ant!:dedéfinirl'additif



-~«( 33)t~

J.At.EittMitn't.S.) 3

--n>"1 0101L~·

les arabisants, traduirait ~<wA par (jaïUt M-n~M.

Dans l'indication des opérations atgëbriquos, Dio-

phanto !it, Ata place do son signa ~e~e<: ~of<f-

JM 6 A' Âe~'H <!p<Cj!<oSA' dit-i) mot A mot o a uni-

tes manquant d'une inconnue pour exprimer a – fc.

Dono, s'il est possible qu'Ai-Kh&rizmi ait emprunté.
sauf t'entptoi qu'ii en fait, son )j<~ au sanscrit 3~f,

it pourrait tout aussi bien se &iro qu'il l'eût pris au

grec A<Ae~et. Un autre indice va, je crois, &iro pen-

cher }a balance du côte do cette seconde hypothèse.
L'auteur arabe énonce en ces termes la R~e ~M

~ne<

<~ !A~t ~& &L.! t~M) <a~

~&~Jt A ~< A ~X <"M~ <~

~J! j~ <~ t~ taL~t A &L~t, &LJ)

~U !&!)~L~:t
~J! t~t!tA L<~ '~t) &~t)

(&uMb <~J~ ~b~t, K~.<

S'!t y a des ~<M, et, ajoutées ou rctmnehëM à ceux-ci

dos unit~, il n'y a pas moint do quatre prodtuts a MM

t° te<~<M pM'tM S<<~<M;a" ies unitë~ par ie< St~ 3* tct

~M par les unM!, et A"les unités par les unihit. Et si te~

Le texteest MdeMmentici tr~d~etue<M it y mmKjMh me<
ticn la plus !nt<Stetiante,eeMedu cas eu te* deux term<MMat tout
dem nêg&t!f<,et o&leur produit est potitifi il Ctt certain, toatefoM.
et par les exempte!qui taivent. et par ta p~ence de t'edverbeUtt,;)

<~g«!eMent',que ce membm de phntM devait exister.Au reste,
cette !nute et bien d'autres sont tre~expttMMe~pour cetteédition.

qui a été (aita, je fai d<)a dit, d'opret un MotMantMoit,fort peu
toi~ne,et qui ru M))«)t<Mtm~Mepa< patnX<<«ter<f<~<.



~(.(3~

unitésquiaccoMpagnentles8«qddsontadditif toutesdeux,
atoMlequatri~neproduitest[additif,et Heitetsonttoutes
(k'u<tx~gative~.te

(tuatriemeproduitMt]additifegatement:¡
mait)i ellessont 1uneadditive,l'autredéficiente,ator<le
quatrièmeproduitestdéficient.

Jo passe sur ce que cet énonce, qui ne parle que
du « quatrièmeproduit e.a d'incomplet j'en aidonné
en note l'explication, l'excuseprobable; je ne veux
m'attacher qu'à i'entrée en matière. Qu'est-ce que
l'auteur a entendu par ces <!a~Mopposésauxunités?
H n'estpas besoin d'être beaucoup versédans Fhis-
toire des mathématiques pour reconnaître ici une

rdistinctiontr~s-famiuèreauxécrivainsdumoyenâge,
distinction que l'on retrouve dans Behâcd-Din,éta-
blissant comme suit les divers cas de la multiplica-
tion en arithmétique &L~! &L~T~~L.TLtt

A te premier cas, c'est quand
on a à multiplier des unités par des unités, ou des
unitéspar ce quin'enest pas,ou cequin'enestpas par
cequin'en est pas'), que l'on retrouve plus nettement
encore chez Aben-'Ezra, qui, expliquant la manière
d'écrire ies nombres à l'indienne, nous dit

anp 0'~ n~nna Q~ntt oisco ?< Qttea~y'?n)n~
~n isco p inMio<int<nicoo n~nna3iM<'nnw

Ortoujours,si leur nombreestcomposéd'unitéencom-
mentantet d'unMm&nerond(cesontlesdiNines),onécrira
encommençantle nombredes unités,et ensuitele nombre
rond.

Et plus ioin
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3.

n~c~ nit<o p i'?c *n Bt<')

Etsi tu))Mowtro<wtJse composede centaineset dedi.
Mine);

La distinctionen question est cfl!n des~M~'et ar-
<<eaK(te Bo&ceet do son école.

Or, 11n'est pas difficile de faire voir que non-seu-
iement At-K.h8rizmia eu en vue cette distinction.
maisque, bien plus, te terme de ~M pourrait bien

n'être que la traduction de ar~ca~. En euct, ~-ï~
est, suivant les }exiqucs arabes, te pluriel do

JJie qui signifie«guirlande, coHier.noeuda, ce

qui justifieWoepcko, lorsqu'il a rencontre ce mot
dans les auteurs arabes, de l'avoir rendu par «tes
MOKMbdes dizaines, etc. ?; n'est-il pas permis, vu ie
mauvaisëtat du seul manuscrit d'après lequel a été
faite l'édition d'Al-Kharizmi, d'admettre ici une er-

reur, soit du copiste arabe, soit de l'éditeur an-

glais, et delire J~e ~~? On aurait ainsi le pluriel

régulierde <tjJ<e~<!a< a articulation, jointure0, et
la traduction littérale, comme je l'ai annoncû, de

rarticuli deBoèce, qui n'était lui'meme. comme on
l'a déjà dit,que l'écho d'une dénomination analogue
usitéecbezles Grecs.

L'adoptionpar notre auteur de cette idée exclus!.
vement occidentale nous autorise aussià admettre

que l'expression(ja~best copiée, non sur le sanscrit

dna, maissur le grec Mnr~ ou A' ~e~M, commeje
l'avançaistout à l'heure.

4
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~Ittesumon!), car il on est temps, cette digression

p~t.ëtrc un peu trop longue, et revenons &notre
sujet.

LesIndiens, établissantune distinction de nature
entre les nombres positifset lesnombres nëgatHs.et
ayant défini, une fois pour toutes, lamanière d'effec-
tuer les opérationsde l'arithmétiquesur les unsetsur
lesautres, n'ont pius eu besoinde se préoccuper si les
termes de leurs opérations étaient positifs ou néga-
tifs, et n'ont jamaiseu lieu(j'e/aw distinctiondes
<M!~6~mM qu'Ai-KbaMmi et son école prennent
pour base de toute leur algèbre.

Mais, dira-t-on, ies Grecs non plus n'ont pas fait
cettedistinctiondos six cas.Qu'en sait-on?Diophantene la formule pas, il estvrai; mais, encore une tbis.
Diophanten'a pas écrit un 7~ d'algèbre;il suppose
connus de seslecteurs une foule do principes essen-
tiels; et comme,eft/a~, ilramène toujours ses ëqua.
tions à l'un des «six casedes Arabes on est en droit
de supposer tout légitimement que quelque auteur
antérieur, traitant des méthodes algébriquesthéori.
quement, t'aura etaMie, et qu'elle sera passéedo là
au père do l'algèbre musulmane.

Onpeuti<-i.je croit. t'enrapporterau«moignMedeNeMeit-mann,quiM.~ toutun chapitredeson<< derG~ AretrouverdantDiophantete<eNmpte<decessixcas.
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H.

ttAMtMU!tt'AUMVEBAt.'BQUA'fOftt)ef)X<T<VE.

Je puMemaintenant à t'cxameo do ta maniée dont

Mohammed ben Mouça traitait les problèmes d'ai-

gebre, et a ta comparaison que j'ai promise entre sa

méthode et ceUe qui a été suivie par tes Indiens

d'une part, par Diophantc do l'autre.

Prenuor exempte.

< (~~ ~!<~ <y&e Jb

<(y~~<J~J~(~t~J~te~L!)

t~J, ,L~) ~&e t)t A ~)

(~A~ ~t JU) ~LH <tt&i~Ga)L.(~t

L~&(~~t J~j~ p~! (~~ ~L ~t ~)

(~ <j< Je L~ <~J! (j~J~ ~t*
~Ht ~(j)~) j~b ~(~~)) <~t ~~Atjj~,

J~.t~J) <LA ~~) (~&e J~, t$)& J~

(~<~X!! ~.t~ ~b jj~

Si l'ONdit toit te, partage-ieen deux parts, muhipUe
chaque part par eUe-meme,pub diminue !e plus granddu
p!)Mpetit, il restera 4o. La <o!ut!onest que tu mutupUet
to–ie* partal'meme, cequi donne too+~'– aoa'.pub
<!pa)-.p,eequidonnej!))',quetadedmrMdetoo+fe'–9o<e:
il rettera toc – ao.f ==~o.

L'auteura d<!jatraMptuMeunproMttncsdn m~)Mgenre,et
apprisa se!tecteu)'!'p)elesdeuxportons :M)t et to– .r.
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,u..1--~WtC/tM<MtOOdes!t<M'quetuuJOUtWM«MX40, il t)M)-

dra too = aofc + 4o; enteveles 4o des too, il restera
60= 90.f, d'oit un seulx ~e 3 c'estunede: deuxparts.

Co qui nous intéresse dans cette solution, c'est

uniquement ie procédé suivi par Al-Kharizmi pour
dégager de l'équation

too–ao.c~~o

ia valeur de l'inconnue. H commence par faire dis-

paraître le terme négatif aoa;, en enrichissant,
comme il dit les <oounités du déficitque leur a
causé la soustraction des aoo. Pour compenser cet

<'nnc~MMtKM<,il doit natureUement ajouter 3 oa;dans
le second membre de l'ëqoation, il arrive ainsi à l'é-

quation <~vnM (oo~positifs,

tOO'=='~0+20<C

de laquelle, retranchant 4o aux deux membres, il
arrive déSnitivement à

6o'==aoa?

N'ai-jepas eu raison d'annoncer plushaut que cette
manière d'opérer était absolument celle que Behâ
ed-Din a formulée en règle do la façon suivante?

~)) J~e JJ& J~ J~ J~ ,m~ï~)t
,L~ ~J~ ~M) ~t

D'aprèsFreytag,y~~<um, construit«MtaceMatmepo-«Mw
ft ~tvf. si~tutn.pottp<tt)pn'fa<<M<<t<«Mt(amicum).
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~J)~eJ&<~<&)JJ~;

Le cotéqui t'enfermeun déficientestMM~M<det on ajoute
l'égal de ceci à t'autrc ~c6te] c'est la ~t!<'&r. Puis leses-

pèces semblableset égates des deux cotésse retranchent ft
c'est t&E<-<HM~M'<)!<t<Et alors, si l'équationexisteentre

espèceet espèce, etque cesoientdes nombre!pgauxà desa;.
divise par le nombre [de ces derniers), et tu anrat ta vateur
de la chose inconnue.

Règle qui, de son côté, sembie.être ia traduction

littérale de ceUc que nous lisons dans Diophante

É<~<br~wpe~~ttT~e TtfMyet~ererate~ T«~<cr<tt~M~<
TO&tt<rc!<t, tf<Mt~~ !<, <hr6<«<[r~p<M'vaf fMpMf~o~et

<~tp~ ïA AtMM(hre T&f &~<M',<~ <?<? <6e<
<iMfy<<~r<itt'Mf w<w<f ower~ <twr<p~ <<' <!(t~r~-
poM~f ~e<~e( T«~ <<3)/,Se~« tfpoorCeaw T<tA<<<r<M~<!

e<~ ~f <(ft~CT<pOMTO&f<ep&TH',<&'< ~«tï~ T<5f~ep&f
Tele<X~<MMt<tp~<wr<tyAw«< )M<~Â<t' <e~e<i' T<tt(MM
<hroT~' ô~M~f, ~< &MtT~t)T~tt~paf tf < <Mtf)t-

~et~ 1.

Si d'un problème quelconque il résulte que certaineses-

pèces (il s'agit des diBerentespuissancesde l'inconnueoudu
nombre connu) soient égales aux mêmes espèces,mais en
nombre différent, de l'un et de l'autre coté. il faudra enle-
ver les semblablesdes semblables,jusqu'Ace qu'il ne reste

qu'une espèce égaleà une autre espèce. Et si, de l'un des

J'établisle textedoDiophante,danste pMMguetdaascemqM
vontsuivre,nond'aprèsl'éditionde Buhet doMtMtKM:quej'ai fieu
de croireimparfaite.maisd'aprbsitamanastntsquepc~de ta Bi-

bMothe<}ueoatioaaie,au nombredoMptet*M'trouventtesdeuxquii
ont servih Hachetitti-Metm-.



-*M*( 40 )<M"-

cotée,ou danatous tu deux, se trouventquelquese<pece<ex
<~Af<,onmanquant(touttraites), il faudraajouterà l'un et
l'autre membre!e<etp~eeasoustraites,jusqu'à ce que. dans
lesdeuxmembres, lesespècessoientadditives puisa!onre-
trancherlessemblablesdessemblables,jusqu'àcoque. dans
c!mcun3e<deux membres,il ne reste plus qu'une espèce.

L'application que l'auteur grec fait de cette règle
à la solution des problèmes va naturellement nous
faire assister à un procédé tout à fait analogue à ce-

lui de Mohammed ben Mouça, par exemple

Livre problème to.

Aw<<c~n)' <tp<~e&t~ ~<<<~M'<e~rSf~peoCettw,
MB~<W<W~t~t!)' TAf«Mf <tp~ <M<<M)M~t~

yH~t~ ~P~ ~<M~~< ~M"MoftAw.
Ë))tT<T<i~Mï~ f<efti <fpM~eaw<,<h~ ? wOp ~e~e~

TOy<t<tAf<!p~P, )M<«Mea'Tè fM~OMtT<)tfe~tt<M~tW

OnMMMtHpMMquecetterèglene «'apptiqMqo'ttuttmitpM.
ntittt CMdesArahM,savoir

t~ '= c )W''= c <<.<<=<

etnonpointeuxtroisautoscasoù

(M(*t=.c a <M'tz+e c t~ct(Kt'e c

Diophanteen avaitpromisla solution,car itdit deux)igttMplus
loin <M<(X)fdé Mt~$!)t«' X~~<~<MNt)<MWM )MtM)~
Mt~Wf T<xe6r<M'A~tm.Cetteexplicationne MtrouvenaMepart
danseuquinousrettedeDiophante,Monquedanslestfobdemiert
tivreie)!Mtaabil )'eMtvodesproM~me~qui conduisent&deséqua-
tionscomptetM,commeNMMimannt'afaitvoir;c'estcequiacon.
duit t'ettivainallemandAsupposerquel'ouvragederetgebt-Mtegrec
nenousétaitpatYKtutqu'incomplet.
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tMp<H~<t<M<t.Ter~ &wpe<<w M<<<p«p<~wM
&«tT~ <!p<C~, ? ~6s- T~ K <pM?eC9,~erat
'?'SftOfS! MTOSp<<P<Mp~fM-<M(«?<<:<?p ~M
<<p~oCMe' M< ~M< ~oMt ï~ ~«wAfw e~«<

TtTp<tWÂ<~(<t.Terp&<M<p<t ~<t(WWt(y~~Mt ~M'<~M9.

~M <!p<~f T(t9T<t<<M<<p(~ M (<oMiw,n. – K<M~

-apo<n«Mw~e~M, xal<!p~cr~ <hr~AfM~w~oM, ~otwot

ttp<~) e )~o<f«M~<w?w. t(«<y<feT«&<<p(~ f<e~S<twe$.
Étrt -r~ twoa~~M, <'r<t~ti-~ -mjM<t?<M(<e<wM! <)p<t<pot.
fM<W<tp'&MtT~p<Wftp~pO, A~' M<H~'o~. tM~

T~ K'fMP<i)<WO? WpM~~&Tt,y~tWfttt <it" ? TOCp

<~<t<p<~<, ~Ot1t<t!ftM~~M M< (t~et fM<!<W<T&f
<~<tt7<MtW«M'aTerp<HfA<i<rM.

Deux nombre*étant donnés, au pluspetit ajouter,du plus
grand retrancher le même nombre, et iture que te résultat
{det'addition] soitau reste [de !a soustraction]dam un rap-
port donné l,

J'euraitbien aimépouvoir(tcanofcommeMempterésolupar
DiophantejemômeproMëmequej'ai cMtouta t'heuM.d'apt~<A!-
KhurMmi,mai!cepmbfttnc(3~duma.deJosephAurialtenumé-
rotagedeBachetdiO~Mde unoudeuxnumérosseulement)esttraité
unpeudiuS~-mmentpo-DiophantetilappettcMlattitfe~ncedcsdoux
parts,quisontalors5+< et5 < teuMcaiffo)sontt5+ «w+e*
et25 )o<)-o~. donttatfiOcn'nreest 90.0,eequiconduitdupre-
miercoupà t'etjuation9<M-=.40. a laquelleiln'yap<HdotMntfb)--
matioaa raicooubir)voici,du Mtte. te textemêmede Ceerivain
d'Ateiandrie

E~' A!<t< ~< )m)j)<nitOM««M~ tMd))))Mpe~)(TNx
<!<*<a)r~Q, <fc<?M~«< <<p~(M<!<.

Ê)t<Ttt<~<MA) T<f~« ~t~Mrtfe)!t~fCMt&'ftOtxHetK~t~

ttttpe~ l~x <!t!'<[t)Taxttfp«yt5t«ffWMiip(MM~tt T<T<t~aMIl

~tpt~<)<K)Tef?'<M~Ta'fE.'i, ~~M~<M.;E"ii
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SuppMOMqu'il <auiede ao retranchet'. à too qjouter,lemêmenombre,et faire eu Mfte que le plus gi-Mtd[de*deux
résultats soit le quadrupiodu piuspetit. Appelonste~oNtbre
à ajouteret a retranche)' si nousFajoutoMà ao.i!vieu-
dM if + ao. et <i nom le retranchoM de too, il viendra
t oo a-,et il faudraque le plusgrand soitquadrupledu plus
petit. Or, quatrefoisle pluspetit sera 4oo 4-e. et ceciégalex + ao. ~M<<<t(o<ttMcommunla manquant,et <n~M lestem-
AtaMe~M~mMaMM,il restera 5.p ~38o. d'où i'on tire poura', 76. En revenantauxdonnées,j'a! etaM:que te nombrea
ajouter et à retrancherdes deux [données] était .e; ce sera
donc 76: et si nous ajoutent à ao unités 76. il viendra<)6:si nous le retranchonsde t oo. it resteraa4. et le plusgrandest quadrupladupluspetit.

Ce calcul est accompagne, dans ies manuMnts, du
tableau suivant, que Bachet n'a point reproduit

M~« <«,Xti~Mt~<<A)fparO~t~M<M~ K, ~p<)~
~6- Aenr~M ~<p< T~<tit'~t~). Q w,~
~« X.A~')t ~pe~ Ta<.<t)t'«(!r~ttTpft~t~t. <tpt~x ,r'-
M?M<M~<yM<w~~A)t~w~~ ~Ml~
f.t~MM'ff' X<t<Wto< <t~))fM.

AvectetableaureMmétuivant

K 5

«~t.7 ï ~« ¡¡

Wf~tWOt <~<tesK ~.p J)' ~.p K

~fX~ C ?

ftpfot~f t.
a_ f<t§

<{'t f f:')}

C.'e<tpourceMu)motifqu~ jx-t-soMneu'apat-)ede'.f! tab)caut.
w ont'en est toujoursMpportéà l'éditionde Bachetdanstoutce
quia étécent surDiophMtedepuisdeuxtiecte:.
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~a

d

d

ïZ f.t:'pT, s biSa~K ~'(i~?'<f
t<t'ff:'K

fCc~.?:
j;

9< < j~o
Se"s < ~w
Sad

S'.<i?r ~K'X.

ou, en notatton modèle

<?
.B+90 tOO-<C

iC+90 f 400-~
5.f+90~4o0
5.B -38o

=76
te pttMgrand,~6¡ te pluspet:<.a~.

Où l'on voit que, comme notre auteur arabe, lea
Grecs faisaient successivement, l'une après l'autre,
les opérations que Diophante indique par les mots
xe<~ ~fpo<n:e~<M ~M et <~p)/<~ <b~ 6fM<<M'
<OM.

Tout autre est te procède des Indiens que nous
allons étudier d'abord chez Bh~t~ara:voici, pour
commencer, sa regte, qui &it suiteau c!oka que j'ai
donné plus haut (p. <6 et t ? ).

~T~d~
~t(!t~ ï~T~t 1
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~~4)<~m~

s~~f~na~~a~)) Il

~M~ettaM fd~ayett<)~ep<MM<<
h!/xh.yo~M <<«tWM<<eMjM.~<;

ÇM/td<y~<M<!<«HAoM<!f~a.yM&<tt)t;

~<~<<)mmdM~~yate'tya~a~jw.

Les inconnuMdupremiermembreMretranchentde ce)te<
du second, les etpeceB[Bonnante*'] du Mcondde ceUe<du

premier; par k diOerence[de< coeBBcientt]des inconnoot.
ondtVMela ditf&rencede<nombreaon connaîtraaia<ila va.
leur Sxodo ta quanUMinconnue.

Ce qu'il développe ensuite en prose dans ios termes

suivants

~t~s~~Trf!tn~
~~T~: ttSt~ztdt~tt~~)~

~~MtH~M~
~<M~'U<hW t dtM)~d! H~m<~

~ft ~Mt!) H~) ~mt ~~t.
{~<d<!tM~t<d~~)t?T~d~p~

W~!T ~T (toi le manuscrit a pass~ quelque chose.)

D'apte te dtttionaairedoBOhttmgk[t Hoth.9~hip<M).tnot
~r tc<[ue(t<HmatMmM:e!eMindictnd~igeentt'tmMnum&'iquc.
<;5tMuycat~tMnymcde9~ t-~e, tnoaMueheOtpet(den~a,
<C)i~rot).C'Mt.ja croMbien,k ocn!)qu'it fautlui t)on<Mici.Le
tcrm.!do~ tMrtfM.quclesmatMataticicMafaixtondoientdjtm
)<-m~meMM,teraittieMiatMductionMat: dur)~'<mtin')ien.
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Le questionneur ayant formuléson problème,la quantité
inconnue est posée égalea x, unefois, deux fois, etc. et là.
dessus on eoectuo les opérations prescritespar t'enonc~.

multiplication, division, rigle do troH ou de cinq, diffé-

fence, somme, etc.. toutes les opemtton9[preMdtM].Alors
on forme adroitementdeuxmembres égaux.Si l'égalité des
deux membres ne résulte pas [immédiatement]de l'énoncé
lui-môme,on les amené&être égauxen ajoutantà t'un ou à
t'autrc quelque chose, ou on en retranchant, multipliantou
divisant [Ators tes inconnues doFundes membresdoivent
être retranchées des inconnues de l'autre, et de la même

taeon les carrés ou autrespuissancesdes inconnues.]On re-
tranche do même les nombres connus du second membre
desnombres connus du premier; s'i! y a des radicaux(des
MOFt~tcomme on dit en anglais). on en fait de même la
soustraction.Alors par la diuerenco [des nombres]d'incon-
nues divisant la différencedes nombresconnus, le quotient
fait connaître la valeurdéterminée*do la quantitéinconnue.

H n'est pas question de compléter les îoa~ra!

cpocr~?Mt<T~f Xe~tf, d'enrichir Rn nombredes choses

~CM lai a retranchées, M)Lo:UJ!<)~M)~b<)J).

Je complètela lacuned'aprèsColebrooke.enenfermantceque
jetui emprunteentrecrochets.

RcMatqMoaocetteMptemon <nyatta-t<tt<raMbMettyottan),
dontlemotàmotc!t <vetenrGxedelaquantMvariablef.LestntUem

dM)gna!enten reantet'inconnucd'unproblèmeparte nomde*va-
riaMe.tndek~Minee'a-f~M, commenomle hitonten AMtyto.
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noua te itM(HMtûUt A t'hfnra NtMM n<tMM« t.ncomme noua te tuions tout à l'heure. Noua allons voir
dans l'application, du reste, que ce n'était pas ainsi

qu'on opérait. Je prends pour exemple !e premipt'
proMemo de Bhaskara:

~ts~~parr

'?!?!!P~(

~!ï~)f!S~~a~) 1

~r<~f~ '<nt<<jf~n

JMaya h)~a<ftM(!a~~ ap~:
o~Mt<~a a~<yo <«~'am<t~,

~~M <o<!<t~tthpatam mt<~<t;
tau (<t~<t~n<««:Met m«apeom~n).

Un hommea six chevauxet trois cents piècesd'or;
Sonvo!Mn, pris dejtdouMe.
Fait entrer dans son ecune

Dix chevauxtout parei): hélas! ildoit encor
Sur leur valeur centpièces d'or:

U<poMèdentpourtant le mêmecapital.
Quel e<tdonc le prix d'un cheval

Je laisse ici parler encore l'auteur indien dont je
reproduis l'explication

'H~ zn~~s!~) l

t<d~ ~~pa~ ~T«~ ~) ?r<t
~Rt: t'U!!T'U~t ~H~Ul!

t~PP~ t«M~)t<H< t~ ~M
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=~fg~?n~ (art~tt n

~~Rn~~) ~r~< 1 a~tn~~c~

~rf~~f!) 1 anrto~oM Il ~r

!r~n~~H?r:< 1 =

~t~)rn~m:

~00

~<h~~ a~H~t~fd tH!~H~

~~u~)~t~r Snt ~T&$ f~~<
=

~~t~: S! S~ ~~oo t

~<<r y~ ~f ?~ ~r?n~

~sa~ "t too 11 !<an~n~t

~r~~i~ ~rt ~mnd~~)

~n~n~T~Ft tfoo))Il ~f~~Tcj~

~~oM Il

Ici ie pnx d'un chcvat étant utconnu.poMno-ieégal&a';
atort par la règte de troM si !a vateu)'d'nn chevai est<p,

quelleeittcellede Mxchevaux. –TaMeau i .p 6 te revenu

muMpliépar la demande et divMepar le type' donne pour

Mettapeinea<eet!atMd'MpiiquertMMpretsieMparie~eHet
BhMtaMdttigaete* tanne*cen«Mtt'anep)t~w<ien!t)atMa:a<t:<c,BhAskaradësipe lestermesCOIIDued'uneproportiondansa:III 6:
«, ta pMtni~requeottié<!oanH'Mtta tqutatit~ty)M''(~nMtMbxt).a, Iapremiàrequantitéft0p111!1`Mt la squetHitétypP· (Prnmdrraj,
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quotientla valeurdes 6 chevaux.6ar.AloMajotHant&ceei
3oo piècesd'or, on connattla richessedu premier. savoir1
O-e+ 3oo. Do même !a valeurde to chevauxsera )o«'; à
quoi ajoutant (w) too piècesprisesnégativement(oupas.séel en dette*r~aea<e)on connaîtrala fortune du second,
savoir: tofp– too. ToMie*deux étant, dit-on, également <
riches, lesdeuxmembres(p<MM«)sontparoux.memeaégaux.

TaNeaudesdeux[mombrot]prépare:pour la soustraction
dos quantité:de mêmeespèce t

6<c+3oo

to<e–too

Or «que l'on retranche les inconnue*du premier de
ceUeadu Mcond'. e<t.iidit retmnchant les inconnuesdu
premier membrede cellesdu Meond.la dUTereneout ax.
et en retranchanttes nombresconnusdu secondmembrede
ceux du premier, la diBeroneeest 400. Divitant par la
différencedes inconnues la diBerencodes nombre*o
quotient détermine ia valeur de un x, soit 100..Si teue
est la vateurde i .c. quelle est celle de 6<c?. dira-t-on:
le quotient, par ia régie de trois, valeur de 6.p. ajoutea 3oo piècesd'or, fora connattrela fortunedu premier.M.
voir: Qoo;en procédantdo même, on connattra!a fortune
du second,savoir goo.

Ainsi Bbâskara ne traite pas le terme – t oo de
son second membre autrement que les termes posi-

ayantapportéle.[Sïtam ouplustMmtemattle <fmitt(nA<t!<t))t)m dansIelquostionsd'inter4ls,mfcraille4 tut del'intêr4h,lIlalamvaleurktquMtMMtt'intt~.m MMitrentem.Le t'intcret. la'vakar nominate.CMte .ccunt de ta reoh)m.Le termet etHa
<tu<mt:t6pour laquelle~demandetterevena~.parab)~gé.ta de.
mande (tMA<t).

Voyetcbaprhtpourquoije traduisiciMMa~oMotpar<Mt)t.
ttaeticadesquMtite<de mêmec<pece)'et nonpar .MuâtMtbtMe-
tion tommeCokbrooke.
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Mtstes aeunde.

J.At.E~e;tn*t.(t878.) 4

tifs de son équation il le retranche,suivant la règle
générale, de 3oo,et appelle le résultat obtenu 400

(" 3oo+too) «la différence))~Mm entro 3oo et
– t oo.Losdeux «différencesn~a;et ~oo sont obte-
nues par une m~me opëmUon,que tous les algé-
bristes indiens appellent Mma'~MttKMt.

Qu'on me permette une digressiona l'occasion
de ce mot, que Colobrooketraduit par «equai sub-
traction ». Je suis disposéAcroire que le savant an-

g!ats n'a pas bien rendu l'idée dos Indiens, et qu'il
faudrait dire «soustraction des choses semblables,
des quantités de m6me espècee. &tm<<MonaNtse-

rait alors latraduction ojNctede l'expressiongrecque
<~)r&&t<e~)f8j!(««:.Je dis tl'adaotion,car j'admetspar-
faitement que les Indiens ont reçu de la Grèce les

premières notions des mathématiquesaussi bien que
de fustronomie, avec unefouled'autresconnaissances

intellectuelles.Ce que je crois,c'est que ces notions

premières, ils ont su les développerà leur manière,
faisant fairedesprogrèsimmensesà tapartie abstraite

de la science,aux calculs et auxconsidérations théo-

riques de taîgèbre, mais restant fort en arrière sur

leurs maîtres dans la partie pour ainsi dire visible,
dans la géométrie.

Ce qu'il y a de curieux, c'est que les Arabes,

disciples fidèles, et je dirais presque serviles des

Grecs, n'ont rien conservé qui traduise exactement

le <{w&~M~w<o<a, tandis que nous le retrouvons

dans le sama-fddhanamdont font usage tous lesalge-
bristes de linde.
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Pour en revouir à t'exptictHiondu pt-oMemede

Bhâskara,je ferniremarquer encore ia taconorigi-
nale dont il indique la manière d'évaluer la fortune
de sonsecondpersonnage après avoir établique les
<o chevaux valent KM. il dit: <a<ntMi~a<c ~o~te
praxipte, «il oela too roupies' «'~t!~ n~<!<~
étant ajoutéesM.C'est une additiond'lin nombren<<oa(tf
qu'Heueotuc.

Ces mémosprocédés que nous venons dovoir ap.
pliquer aux équationsdu premier degré serventéga-
lomont à transformer les équations du second, pour
lesamener a la forme toujours trinôme, dansi'Inde,
tantôt binôme et tantût trinôme, suivant les pro-
blèmes. pour les Grecs et les Arabes, ces derniers
distinguant, nous t'avons vu, cinq cas (sixavec celui
du premier degré)de ceséquations définitives.Ainsi
Ai-Khariani expose comme suit son exemple type
du cinquième cas

~J~<(~i~

J~' J~ ~t~ < L~xj~~ <

t~A't~h.
a JI¡..

L<~t~L<,jj~tj~)..t

~b~

~&~)~)?~)..

Vo:rà lanotep.44pourquoije tracluisicini/xtpar.roupies.ainsiquedan.renonceptr <pièce!d'or*.r.
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etc.
A.

-J.M ~t( 11 .&.<)..(OLtJH

etc.

"t"7'

J~ Utaj~ &LJ) ,~tJt (~<~ (~~ ~t~t

~(~J.
«

f.~f~

~~<~ JL~ L<ut~ J~.b J~ JL<J! dJ& M~

«

t.,t~)~.

(~Ae&<~ (~<~ (~~ ~) ~t

~tt.

Ct'~e~ate <*<Mto, partage-leen deax parta, ntuittp!ie

chaque part pareUe-m~me.ajoute~Mproduits et Uviendra

58 dirhenM.– <SM<t<<OM.PoMt'unede<deux parts.c~rautro

to–je.'mutttpMe ccHe-ci par eUo-n)6me. il viendra

too+a;'–90<B, puis muhipMe.cpM'a~Hvient.e'; ajoMte-
les et il viendTa

t oo+ 3~ 90!B='88dirheme.

EnrichM)e<too +a~ de<ao~dëftcientt. que tu ajou-
teras aux68, il viendra

too+:.?*== 58+90.e

Ramené ceci &un Mut<?'.ceque tu feras en prenant la
moitié de tout ce que tu M. il viendra

5o+.e''=90+to<e

Fais la bntonceta-dedant, c'esKktire enteve des 5o tt!

30. il refera

at +.e*'=to.e
etc.
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DtOphantë agit de même. témoin son probt&me S
du second livre.

T&p~<T«~~T<tTerp~wof 8M~~ t<<!<oTeTp«y<&wxe.
Ëw<TM-<<~«)3~ T~f.<?.St~a&' eh Mo Terp«y<~M. K«<

Ter~~ y. ~~(M<w << S<~M<i(M(tw~M.t?. Xe~e*
~t~(M<MX. ~<t<e~MtB* n~Mt) b" ~'<(pt~<~

T!i<fM'~nMre, ~e< Toarati-aw <hfM. T~w
ftOf~M.~MfMt ~W <? X'.A<T~<ip«b B" ~a<

3w~(tewS.fC.?. ?<?. Toera<<Mt(<o~<<?~« ~w<i-

f<t<~t'< – K<Mf~-MpOMeMM ~tt, Mt'~ &fM<<~
6fMM!e~eM 4p<tB~«<<tp~<t!!r<?.«<t)~f<r<t<&~<~
-c~w7w.

MMM ~a â (<:<?~5 â

<M~<twA<Mr«K~A~8(!(«r~'M<? < f<t<?')'S
`

~'B~ i f5i?M ?
~<tte A~Bë i ?<?

M ?ë < ff<?

f<epMr<<~ iaâ < ft!

Étantdonn6 un carrt. te partager ondeuxcarréB.
Soit par exempte t6 partager en deux cMre:.Je pose

pour te premier ic* il faudraatoN que t6–a~ <oitégalà
un wre. Joforme ce carréau moyend'an certainnombre
de fois ?moiat autant d'Mwtét qu'u y on a don: te cotede<
16 unité*donnée: par exemple,aa:– te carré ttu.mome
sera donc 4a!'+ t6- tO~. Tout ce!aMt cgat&t6–a!
– Broutons te dettclt commun et entevon!te! MmbtaMes

Je n'aipas ta roconao!tMque)motMp~entela O~e qui
tndiqae.dan<CMtaMeauï.te nisuttat<!<lafempcnMtiondesterme<
B~g<ttitt.)e~rdMA)f))te!.
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.1:1.1. t:. _n _a _U.1.hde<MmbtaMM 5 <en égalà t6<t', et a*vaudra <6cin

(jt)itmt!). L

TABLEAU.

HypotMse~. tG-
Con~s 4.P'+'6-t6.t- )6-.c'
HettMration 5<t'*+<66 =: t6+)6.t a.~
AMat:on 5~' =. tCa-

Sa?' t6

DitMion ;(; =Il'181011 œ
o T

Nos auteut'8 indiens, de tcur cût~, appliquent en-

eorc ici leur r6gie sans se préoccuper des signes des

termes contenant les diverses puissancos voici par

exemple te premier probieme du second degré traite

par Bhaskara

~<<n~

P)<~<t<

~t!~m~

~T~s~~t?~~))II

~M<tta'<&)&<-m<!hMm<)<a~my~am~a~ax
H(AA<?<t-KeMmatM~ eo; aha~ M~am ~am

?}!(pe'feMto-M~act ~ma-ma<~a «(<'a<M/t<M<

pM<tM))j<<<<m~N<om.BntAt,~<c, 'N-MnMyam.

D'ua cMatmde mouchea&m!et
Prends la mo!tie,puis b mcine

Da<Mun champ dojaMMtMcettptroupebutine;
Huitneu'i<)me$du tout j~o!t!gentdans le cie)]¡

Une abetUcsciitatrc
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Entend dons un lotus ton mile bourdonner:
Attiré par l'odeur, pendant k nuit dernière

n s'était fait omprieonnor.
De contbien e<t t'eMaim, le MurMs.tu. ma ch~re ?

CeproMOnead~jt Egunidans iatfMMttfou a Traitéd'tnthm)~-

tiquet: voit&pourquoil'autour s'adresse<itMeh~Mélèves.Il a Até
résolu )a au moyende la règle empiriquecitée par Rosendans sa

P~&ceuMotMtnmettbwMoutt!

~)~<t! ~BWgttt~ Q'm~KRn )1

~t 'p!T~T ami~ H§~~)fM M ))

Ox~hta mtttt~heyxttuyot~)f<r
<tf<t<My<tytA<<t)y<)j;o~)KHta~)<)f<t,

MttM gttt~nMt~ yntm)fithoot t
M~&~atttpn~(a)'tMf~M~h.

y
(36 dant Mttioc deCaicutta. )83<. 6t. dam Cotebrootu).)

MM mot:

UnequantitéétantMtptMttMeoud)mioH&)de M)racinomuMp!Mcpaf un
tMfMeat[e) la MmcMon h dNiitenceégaleà un omabM'bant}. do
nembtedoM< MmueeKdu can')'dola n«MtMducceBici<!t)[,la tMincplus
oumohxla )amN4o ceeBidtnt<ttt<ete can~t h volourdemanda par
l'auteurdela qtM<t!eo.

Énonced<mtlequelou retonntdtet Mquatien

<-tta<onnuh' .r±p~~t=~

~[~+~~]'
Cft <noneÉ.ce que n'a pas Mt remarquer RuMn. dt&erode la

méthodeantbe, dont nous partetoM tout à t'heure, par le (fettMc

~M Je oe~cfmt.
Ho<cnn'a cM que ce premier ~toka! )a rogh) de Bt~are et)

comprenddeux. car fauteur dit

a~gmsHff'na~~tf~ ~n~qaxa~'

Atha;)tt~.A<t)mmft!hfm <<f«)«-t~~d<<)tt;<t«ntKt)-<t)(n)mfffta-dfeyem.
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Voici)'op<*Mt)ondu codEdentt)4 en tonnett[h fttofd'MMt!qutntit'i
et de M]fMine) h larègledofonction secomposededcm[dbuquMJ«fKa.

Or leM-conddislique,qui est traduit par Cott'broofM,chMqui «tt
eût pu le voir,e*t te suivant

a~ <i' ~tfS~t HH))~~ )

~fMT ~H)pn<!))TMt<fM~n!ï! t~tfaï~af~t~f: x'~ Il

YaddtttMt~«).<fm.yttfM«t-)~r, <)t<mtA~e~bMy<tt«t<)tMM,
Dt~on <<)<Ad);)<M~x<X«')Mi'Ay<m<d<My<M<e<M~ttMft tMn~tf.

(37<:d.Catc..63C()kt)r.)

Si toqttMtit~a d08ttMticot(d'oUe-mtme)retranchéesju tjo)tt<<t,on
(Mtitfpar un plusou moiuslala &<M)mnot )'<)))a h q<mntiMdonnéeuti'i
cecffitiextdela rMMe.aumoyendetqudtot)obtientta Mieufdehtquimtit~.

8/8
Or dans le cMp~n), l'essaim~z* moins <<

)-9.c*)
qui

whigent. moins tt racineduMmoitM (w)qui butiuu, est r&tuitait

Coupleisolé,

tic*–ae'–o'=9 ou [)–-)<.)'*–<=t
9 9/

alors,dit notre auteur,ondivisepar
t – j

9
ou

et t'ona

~=9."=9.

d'ou l'onprend le ceeNeient–Set le terme connu 9 pour les re-

porter dan: la tbrmnte. et

9 /9'9+t6.9 9 3
~?+V––~–– ~+<

~2+~~e i.t'c.~t
a
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t~<~n~~ ~~< <H~)~

~n~tat!~

t~o~ro 0

~w~a~

an~o~o

~'?~~6

tît~sn~

~{~o

an~ro~o~~

tct [ii fautpoMr] la valeur de t'eMaimd'abeitteta~ h
racine de M moMé est !Mhait neuviAmetdu tout fbnt

'-<e'; augmenta du coupled'aheiHeaet de h racine, ils

Mntégau)ta9~:dpne

9<t'+0<C+(,t=.<e'+.C+9
9

RamenantIe<deuxmembrctAundénominateur commun,
et ehaMantce denominateu!*

t8«!'+0!e+o~t6je*+9a!+t8

Et en faisantla MUttraction[dM quantité)BemNaMea],on
trouvepour ie<deuxtNembre*

!«<()~+0'=0~'+0<C+t8
ou

t~t)<e'= t8
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L'exemptequej'ai cité plushaut de Brahmagoupttt
est traité exactementde la même façon.

Donc, dans la préparation des équations, les In-
diens ne se préoccupaientaucunement du signedes
termes, et ils retranchaient les semblablesdes ~m-
Mo6~ sansavoirpréaioMomeatcom&~ manquants.

Mais il est encore un autre détail de la prépara-
tion des équationssur lequel je demande au lecteur
la permissionde l'arrêter un instant. f/ëquation à !a-

quelle parvientnotre auteur est

a~c'a~+fC+a
9

Or, it nous dit: ?<?<)« MmacM~a, chcdagame
"ayant ramené les deux membres &un dénomina-
teur commun, et ce dénominateur parti, [il vient]:

)6~.=.t6~+<~i8

Les Indiens, ou tout au moinsBhaskaraet sessuc-
cesseurs (car, sur les procédés de ses prédécesseurs,
les documentspositifsnous font défaut), nemanquent

jamais de chasser,commenous, au préatahie, les dé-
nominateurs qui peuvent se trouver dans l'équation
du problème; et je ferai remarquer t'anatogio des

expressions sanscrite ~ttt) chéda-game,aie déno-
minateur parti, en allén, et française « chassantle
dénominateur".

Or tout le mondesait que Diophantc ne prend ja-
maiscette précaution, et qu'il ne craint pasd'embar-
rasser ses calculsde fractions enchevêtréesles unes
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dans les autres. Quant aux Arabes, nous auonsvou-
tout u l'heure qu'Usont bien garde do pratiquer eux
non plus cotte opération.

m.

n~SOtUTtO~ M h'~QOATMt) Ttt!K6MBOt) SBCONDMGnt.

J'aborde maintenantl'étude des procédés spéciaux
de résolution de i'equation complète du second de-

gré, torsqu'oUea été ramenée, pour les Grecs et pour
tes Arabes, a l'une des trois formes

<M!~+~~Co <M~+C'='~C (M~c c

et pour tes Indiens a la seule et unique forme

<M~=h~=bc e

Cette étude comparative n'est pas moins intéres-
sante que cellesauxquellesnous noussommes tivrés

jusqu'ici nous allons même trouver les Arabesen
retard, il me semble du moins, sur Diophante lui-
même. Quant aux Indiens, ils vont nous présenter
encore ici une supérioritémarquée surleurs coîtegucs
de l'Occident. En effet, tandis que Arabes et Grecs
faisaientusaged'une formule

chez ks premiers,

a
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chez lesseconds, formule &laquelle ils étaient par-
venus, nous en avons la prouvaconvaincantedans
tout un chapitred'Ai-Kharizmi,parun raisonnement

purement géométrique, les Indiens, procédant uni-

quement par l'algèbre, avaient inventé un procède
des plus éiégantsqui setrouve exposéen détail chez

Bhaskara, sommairement et brièvementchez Brah-

mngoupta maiscomme le calculque fait celui-ciest
entièrement conforme à une règleadditionnetio at-
tribuée par Bhaskara à unancien Âtchârya nomme

Çrtdhara, lequel, par conséquent, est antérieur à

Brahmagoupta lui-même, il est Aprésumer que le
mode de résolution en question était connu dans
l'Inde avant le vin' siècle,et que, si Mohammed bon

Mouça ne l'a pas fait connaître &ses disciples, c'est

qu'ici, comme partout, ou il ne s'est pas donné la

peine d'étudier la question, ou il ne l'a pas com-

prise en tout cas, il n'a pas reproduit fidèlement !a
théorie qu'il était censé aller chercher.

Ainsique Fadéjà fait remarquer Nesseimann, ce

qui nous reste de l'ouvragede Diophantene donne
nulle part la régie promise par lui (<Mepof <ro<

~/§)ftef xot) ~o <)'&tw<arM' «ftT«~e<T&.f
ï~ To<oCTOf~Jerott,Def. xt) pour enseignera tirer ta
valeur de l'inconnue d'une équationcomplète du se.
cond degré nulle part nonplusdansaucun des pro-
bt~mes qui t'amenent à une semblableéquation, il
ne décrit on détail la manière dont il arrive à la ré-
soudre. Maisnous pouvonscependanttirer argument
de la façondont il discute certaineséquations et )'M<
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d dearc donnons-en (fuoionoscxom~«~ du second degré donnons-en quoique! cxom-

pies d'abord, en nous guidant sur le relevé bien
consciencieux qu'en fait NeMeimann.

LivreVI, proMemc6.

E~R' Tp<y<MWcpfcy<~«M',otf<MAdvr~ ~~«~ -!<fp<w.
ÂttMf TOf T&f <M)~M~M <)p<~f.

ËO?Mb M<< ft( Ter~~W-C~tf b Tp<y<MM<M~~fM

~< ? <? S, ? ?, w) ~w< ?. y~.

Trouverun trinnglcrectangto.telque!aeurfacc,augtncntde
de l'une des cathètes [écrit j. dans lesmanuscrits),)<utscun
nombredonne.

Soitle nombre7 supposonsde nouveauletriangle donné
do figure 3<e. 4a'. [Les conditionsdu probMtMo]de.
ncnncnt 6.c' +3.r -=y.

Or il continue

Ka<~erT&' ?? ï~ ~Mre<~'&Mfû epoe~eR~t ir~ SuM-

~ew[<w7<btM'yefo(t<MN),x<t<-eo<e!)'B" ot wetef)-«3é.

Or, il faut qu'en ajoutantau cami de la moitiédu nombre
des x le nombre des .e* [multipliépar ~J' on trouve un
carré; il ne se faitpas.

1 Lesmots<<7<&M<y<M(<AweatMcrochetsn'Nttttemtpas<t«)t
lesmanusorits,maisth totrouventdanslasuite:i <t ~et)~«~pt&
Tp~we)'<!fOoy~Mf,~<«<}id Te<t ~M~;«<!<Ta« ~patAa~f
ïAt) Têt!<))if <(tg!i we~ B". Me'iMttqu'ittau~rattouvo un
triangleMf)<u)gktel quele carr)!de laMcit!)'-d'un';(te!'c!tth<ct
augmcntédeseptfoista surface)it<s<)t)MMtTe.
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t/autonr veut donc ottrmrc

~+6.7 7 ou

H ne commence donc pas par diviser par a.
Dans le courant du problème 45 (iiv. IV), i! a)

rive à cette condition a remplir.

t t"Cf! ? <M<WM~etM J~ ë~' <F M;~ ~po<r.
«~<rP<M<Mf«< ?. 'M"? ~~WWMr' '?. ÔT«f

S~TOM~'<MWM'<<T<&<TWftH'0«9f<M't<5f~T~J.MT~-

y~M-<<<& &~T<~ § MT<~ y<'M~a< wpo<~
vc& ~,y~M-<(( &' w\M~ c~ ~<M<&f~< ~jw<
TÔ ~~MfM T~ <Mp<i&tXe-a)'~ Tù ~~M T&f J~,
y<feT<t<o~x~Ae~cx s.

6o?+ta<ajc*6:<aouton< en commun les 6 unité*.
donc. 6<c+18<9~ Pour ré$ot;tdrecette équation, &)Mn<
io carré de la moitiédu nombre dos <e:coet g! le produit
du nombredM~. ~.parcctoidMunitëe. t8.Mt36: ajouté
aux 9 [de tout l'heure], N vient45. dont ta racine n'o~tpa~
moindre que y (c'o<t.a-direcompriM entre 6 et 7, mais 6
serait trop faible). Ajoutezla moitié du nombre de* <c(il
vient to] et divisezpar le nombre desa! te réBuitat(valeur
de a') n'est pas moindre que 5.

Ici donc, Diophante calcule, en extrayant la

racine à moins d'une unité près, par excès,

~3+~-+~8 ,+\/F~
a

ou x
«

ac

a a
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Pareillement. dans V, 13, nous lisons

Ëe~MA~t~TO~MW<!ptC(i~<'< S, X<t<<~T&X<tT~T~'WpOt-

~Mpt~of M' ?. <f j~cp~ 8w<i~ew~S (<M<i!<wS ~e~ooo

pèv~M<<?",~<i<wcM« iC" <!Me ? -a~

dk S 5 ~OM AAyM'~«f <~p <~~p&<?. Tou.

t~w eg ~<<~ow<f<~<WMe~<tt <! < T&y<? T&

~Mro ~a~ y~M<tt ~t. ~e r~ J~' T<t< T<w.

T<<~<< ~o<w<t<ip<t TC~rw <!r~p<~o&~e~ ~a.

-ap~M ï~ )~xn<raf ?*. ytMTM06 (M<{o«?. -a<tp~e«~

<t<p~ '~Cw t<5f!ut~(<eMty~er<ttoCfM~cfK~.

Soit donc le nombrecherchéx, je cherche, d'après
tesdOimihttioMpréliminaires,àce que 1 soitplus grand

que~et plus petitqooiS. ouque le rapportde 6.c&.e'+t11:1 1:1
soitplusgrand queceluide t? à ta (6.f a)*+ x~ ) a),
c'e~t-A-diroque 730!doiventêtre plus grandsque t ~.e*+t y
(~M)>t~!e'+~). La moitié du nombre de: ? ëtevé au
carrefait ta()6i retranchez-enle nombre des o' par celui
desunités, c'ett-à~i!re289, il reste tooy, dont ta racine ne

surpaMepas31; ajoutezla moitiédes ;?, il vient< 67 dinsM

par le nombre des if', il vient < -2.
'7

Encore ici, Diophante caieule

T-36+~7X,7~ a+V~x~3fi* ~yxy ;& + 4 ne
17 a

H est inutile de multiplier davantage ies exemptes;
ceux-ci nous suffisent bien pour nous faire voir que

Diophante
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t'NedtVtsattpaiiptu'Iccoemcientde~
a" Employait, nun pas notre formule

&±~4<!C
2a

mais, et dans tous les cas, celle dont nous faisons

usageseulement quand est un nombre pair

6. /p––

X ~ac,VT-~
a

Je passemaintenant à l'étudede la méthodearabe.
et je vaisciterpour cela quelquesexemplespris dans
Al-Kharizmi.Je no m'occupepas, bien entendu, de
la distinctiondes trois casdont il a été questionplus
haut la choseest jugée; je chercherai seulement le

procédé général suivi pour la solution de l'équa-
tion.

t. – Dans un de sesproblèmes, où il cherche a
diviser to en deux portions telles que l'une d'elles

multipliée par 5 et diviséepar la seconde, puis la
moitiédu quotient augmentée do 5 fois la première
part, on obtienne 5o, l'auteur arrive à l'équation

~5 t .j;

~)~)~).Je;f

c'est-a-dire

(.+-~
-5o~.
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puis it ajoute

,JtH ~J<!) JJ LtM*j~ (~ d)! M~& <M)

(j~tt. ~~) ).
(~L~fdJL~JH.t

~t~ <

)~).<«..

JJ~ t~ JLt Jt ~U&

<< ~) )

.~j) u~ j~ ,~< (~~i) ~m j~tt

1--

~M~a~

~m L~j~ ,j<tju<3 t~t A .t<~< ut~t

<~ P t.J~M ~bai MX;)~ j~ L.

~(.Jit) Js~)

Tu sais d~ que ai tu multiplies le qnottOtt. ou ce qui
résulted'une division,par te d!nMur,tu obtiens ia quantité

primitive. Or, ici, ta quantité primitire e<t
a.<c:mutt!ptig

atoMto–a? par 5o– 5~, et il viendra

5oo+5<B'–tO<w=9 ~e.
a

Ramènececi&un seul f~. il viendrx

t00+~' –~oa;!=~.B.
a

E
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J.A~.EïttMtn'(~8.)
·

&

K~ttbut&t'intenté les too+fc'. et ajoute-les90.0au la-.

tttcrcttom

too +ie''='ao~a".
a

Prends alors fn moitié du nombre des x (to+*-),ma~

tipMe-hpareue-mome~06 ~.i. *J, retmnche-~enles too

(&+~). pMnda!a Meinedu.rMte
~8~ 9~-Y

retranche-iade ttt moitiédes raetnes (to+*-–a–~8)<4 4
il Mttem8, qui est une deaparts.

Donc, Ai-Kbânxtni non-seulement conserve !e

coentcient fractionnaire 9 + de la premt&re puis-

sance de i'inconnue dans son équation primMve,
mais il ie divise encore par 5, !e cueSciont de

«pour ramener, dit-it, l'équation a n'avoir qu'un

seul a~ N. Par bonheur, ici a + 9.=. 9
et la division

par 5 ne complique pas beaucoup ce coeiBcient;
mais l'auteur arabe n'en aurait cure et n'en a rëe!!e-

ment cure, puisque le coefEoient rëoi est ao + -=~.

C'est donc l'équation à coemcients fractionnaires

~–<C+tOO'='0
o

qu'il résout en se tenant rigoureusement a la formule

réduite

~'='9
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H. Un autre probMme t'amène à i'équauon

<

J'
r

3<)!'+a<C<=' t +-
9

cti) dit encore

AjL~ J~t J~ J~.b <)~ J!~ J!

jj~~JJ<M~e~J~t~iixt

~~LxJ~!I

R<'dnM-tMAunaeut< eoquiMferaonprenanttamottic

detoutce quetu tM,ettu dirasif*
+«?=' puis tu ré<ou-

4
drMcommeje te foi onMignéau con)mcncen)cntdu livre.

Or, dans cette solution, non-seutemcnt ie terme

tout
connu

mais !o demi-coetncient de acseront
4
fractionnaires.

Je dois dire, pour être juste, que ce sont les deux

seulsexemplesou ie coeBBcientdoa~soit un nombre

entier; dans !es autres cas, H GsUractionnaire, et

souvent même, en faisant disparaître cette &action,

oh rend tous les coeNcients entiers. Mais, encore

une fois, telle n'est pas la préoccupation d'Ai-Khâ-

rizmi, et voiciun exempte qui va nous prouver qu'H
ne cherche nullementa éviter ies complications qui

peuvent résulterdu maniement de.fractions parfois
fort peu simples.

j~ L<Mf~ ,~))&)~ «~) t=*J~:JL<Jb
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5.

LL~a j~b ~) A~H <~ )t a~ j~ <J~
<.

f~j~)~~) < j.~

t~i~ ~jit p
tt-' ~) t

(~A~ <~< «)~.)'Je~it ,)~)
')<)<~< JJM ))<)<~~j~ t~< )fj) t~G t~

)f (~ ,) &~ ~j!jt <

~J) ~~)) )~ )~ ), p. (~

<~ tj~ H
~jj) &~)t

(~ << ))<)< fe J«Me~ !t

~a JU! Jj~, L~ tt J~

J-~ ''< <~ ~j J~ ~Jt e~b

~L. JL. w

t~e Xj~~ e ~jLx~Lt
<.yM

~)

~L~t <
))~ < ?. ~)M M

~t~~ M t~ <, ~~J)

~<(~!?~~(~

Arrêtons-nous d'abord ici, afin de ne pas nous

perdre.

Si l'on dit [soit) un nombre; retrancheson tien et <on
quartet 4 unités, et multipliece qui rottera par Mi-meme.
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et il viendra le nombre [demandé) et une augmentation de
t a unités. – Voici!eeateut

Prend: <e[pour te nombredemande], prends-en un tiers.

puis un quart tou-2-),
et il restera 5 parts sur ta dana ff

(e'est-a-dire–.?).
Retranche-s-enquatre unité:, il restera

–~–A. que tu multiplieraspar soi-même; H viendra

5 partiespar 5 parties font a5 parties, et en muhiptiant <aa

par ini-meme, it vient t~; ce qui Mt a6 part: Mn'.t~

dana«!
(~'– «!*) puMtu multiplierastes4 unités par 5 pitr

tiea sur t a de a*deuxMs
(a. – .cj.ctit

viendra Gopn)'

ties dont en tout ta dansa?
)'

<? fauteur ne simptitie c

mémo pas sa fraction, qui eût pu M réduireù
a;):

enfin.
u

les 4 unités par unités font t6 positits. Puis, tu réduiras

les 4o parties [de .r] en
3.f + ~a' négatifs,et i) te resteraen

définitive
–+ '6- )3a'+~a!)

égauxa la quantité pri-

mitive qui est<fptus taunités(-~–fc*+ t6-'°a''=-a'+ )a).

Restitue [tes manquants] en ajoutant Ics3<e+~a'aa![du
second membre] + ta, puis fais la balance, en retranchant

ta de t6. et il restera +~==4~' Il faut maintenant
t<4

que tu compiotestes .c*,ce que tu obtiendras en muttipnant

tout ce que tu as par 5 plus tf) parties sur a 5 [a t'unité]

/cM-i~~+~S.t-
si tu muttipties ~para6 a6 a8 a5/ tM

519. H viendra .e*.et en multipliant les unités par 5
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(4. [~ ?– .S=-s).~
Mtu nttUtipMM + ~<Bmu-&

il viendra a4a) + ~a.aO a;)

Donc, i'équation est ramenée & i'oxpressiun peu
MtMpto

~+~

C'est sur cette équation que l'auteur continue

L~~ ~j~ t~j~. ~j~)

~-LU!~jJLaJL<~b~K~t~

JLt!)~{~
=

t~M~~ ~b~tt~j~

JJ& (j~ L~& )~ ~< ~)~)! j~

~~HJH'

Maintenant. prends la moitié [du non)brc] des.);, qui eM

~)' 'Muttipuo.hpar oUe-m~mc il nendra

6a~ 'M-eniM a3
–

uoit~ qui eont Mec~.

il re<tot3a + pfeadt la racine, quifait <t + et

ajoutc-ia&ta moMédM .p,qui cwtta
+

cela devienta<4a5
qui est )o nombre demanda

On voit, comme je le disais plus haut, que notre
auteur ne redoute pas do s'embarquer dans !es cat-
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cuisles pius comptiques des nombres tractionnairos;
et pourtant, avec queue lourdeur il s'en tit'o

Arrivons a ia méthode élégante dos Iudiens dont

j'a! parlé de}&plus haut, nous l'étudierons, comme

toujours, dMtsBM~ttra, qui, ayant donné plus de

développement &son exposé,nous pennct de mieux

juger du véritableesprit des méthodes de son école.

Nousremonterons ensuite, pour faire voir que son

procédéde résolution était connu déjà de ses prédé-
cesseurs.

Voici ta regtc qtt'il donne sous ce titre

~t~~tf~4~~ t ~t~")fï<~ n

Voicit'equationcontenantl'inconnue,sonmn'd,etc.; et
<~fts'appellema~«M«-t<M)~am,l'ablation du tenne

moyen8.

Nousaiions voir <roù vient cette dénomination.

~~f~ ~r ~s!~ i~t

<~ (~~ (~hP~~ <

~a!~4~

<H< s~t~~M ~)) It

S!~R~~r9!M)~

~~n~~?!K)?~t1

~fj'<!A<a.w<~««<<(\)'a<M't'o~/«<m,waM
<«A~cM«ntA<t<~f,t«i<'t<
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~W.t~

y~am <Mj'ot'~oM~(f~t~t ~<i(/ti

«u)'«t<a-/)«.t'e;'~a~<t'f)a~)'Mt
)~«A<<My«W<MM)MMO~dCfMM

«tya~a.m~taMM<(tM<<fMy<«e~.f.

Si )'on a tMrette<des carrésdei'mconouc,etc. [ttansun
des Mtembres],on m~tipticm tc~datMmembres{Mrun (ac-
teur arbitraire, et t'on ajouteraMqu'il faut pour que te
Membredes inconnuesait une mcino;égalantensuitecotte
racine à colledesnefxbrc' connus,on obtiendrala valeurde
t'mconnue*

~ran~t 1

~t~R~~)~t
'~)~ ~~ff!)! f~~Tt~M Wt) il

~<MÇfMAan!-<!e<))y«<<!<MM

Ca<tM'A<t<«-<K!~a-MeMth~ef<j)e.e<!J<'ay«M~)<t)a~<,

P<!rMt-a)y«<r(<xya~MM'Mf~K .r~ye<(eyoretw.

Et ici, unerègledu docteurÇrtdhara
C'estpar de$ unitéségalesà quatrefois[le nombre des]

carre; qu'il faut mutUpUerles deuxmembres; et des unitM

égales au carré [dunombreprimitif]des inconnuesMmptes
qu'it hut teur ajouter.

Cette dernière règle revient à étant donnée

l'équation

<hB'+&=C

MtuttipUozpar Aa et ajoutez ce qui la change eu

A«~ + ~<<'i);.+. +/t«c
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Ce qu'il développe en prose de ia façon suivante c

~r~(~~

~a~~)~ ~iH~<4~! ~Tt~~t

~(~?n~!p!~<t~a)Y

~<3~srr~~g~~

~t~r~ ~~n~m~ t~~r

~)~r~Ht!tt~~)n~.
!t) ~dMrH~: ~f:

~H~~t: ~~K

Or. la MUttracttondes semblables (nouxavotMvuce qn'itilentend par ces taots) étant faite entre les deux membres
égtux. les inconnues au carre, etc. réuniM dans un des
membres, tesquantité connuesdans l'autre, puisles deux
membresmultipliésou dtvM<par un facteurarbitraire (ici
Mplacentet la suppressiondesfacteurs communs,et la dis.
pantion des dénominateurs, et une multiplicationpar un
facteurparticulierquenom Mtronsplus to:n);atoNon ajouteoul'on retrancheauxdeuxmembreaune mêmequantitételle
que te membredes inconnues devienneuncarré pxr&it(mot
&motsoit MMceptiMede donner une racine MOh~M,de
<M,«donner'); par ce même fait, le membre tout connu
devient nécessairementaussiun carré parfait; car les deux
membressontégaux, provenantde deux membre.égauxpar
soustractionde semblables, et soustraction ou addition de
quantité!)égales'. On prend atoM la racine de l'an et de

CentitM)nent)'t)ttt'Mtj~ mu)pour MMt'o-ivainindien du
xn' siècle,nfMne fjirinuiipasoutt-nx-ntttujouKt'hui.
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)'autrc, puiségalantcet!racines(cequidotutcunu(iqmtif't)
du premierdeg't~),on 0) tirefitvatcurdct'ioconnue.

Voyons maintenant l'appticationqu'it en tait dans

ta pratique.
On se rappeuo que te probteme que j'ai cite plus

haut. p. 5y, nous a amenés a i'ëquation

9<~–aa:'=' t8

dans laqueUc,commeio ditEhaskafaMtesinconnues,

au carré,etc. sont réunies dans le premiermembre.

et tes quantités connues dans ie second, Suivons

t'oxpiicationqu'il donne do l'opération

[~] '~f!?: ~F d4)~h)~!d ~iïf~

~r !r ~f: ~~n~ ~n~:

~tf

!n.~w

~~ït! $t 'a~ ~~<~ ~n-

dt~ m

MuttipUant!<?douxmembre!parM(eequidonne16.e'

ya.B=t44) et ajoutant8t (t6.B'-79~+8)~995 et les

deuxmembre:sontbiendes carrea).prenantlesracineset

~gâtant&ncofeaucesMcine!.onobtient4'c – 9 =*5d

l'on tire pourvaleurde .c==6.Enrelevantaucarreetdou.

bhnt. on obtientte nombredesabeittes79.

Donc )cprocède suivi par notre auteurconsiste&:



–M*( 74 )<
v "A _.9 _0_(t" rendre le tonne en un carréparfait;

a" compiler le carrédans le premier membre;
3° abaisserle degré do l'équationen extrayant lit

«tcinodes deux membres;
résoudreàta façonordinairel'équationduprc

mierdegréqui en résulte.
Et ce procédés'appelleà bondroitMablationdu

termemoyen,npuisqued'un (Wttdmeduseconddegré

<M~-t-&a'+ec.

il fait un bindmedu premier degrécommençantpar
Ma;(oumêmepar aa;si b est un nombrepair) d'où,
parconséquent,ia trace du terme&-Ba disparu.

Bhâskaraqui, comme nous te verronspius loin
savaitappliquerce procédéà certaineséquationsde
degrésupérieurau second, ajoute, pour compléter
sonseconddistique

~f~)~<~ M M

NaxtnMteccedghana,va~ao~M~ wam,
<a<Mj'Myantidam(M~tt<M~.

SiJa chosene réussitpasainsi,pouhkt cube<ou les
carrésde carrés,OMchercherala sotutionpar sa propre
intdiigeace.

Et en prose

~afs~fir

sar~~ ~rw~T ~n f:~

~)~ ) m~t~m «
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Ousiayantopèrecommeil estdit. iorsqu'Uya descubes

desc(M'r<!acarre*,etc., quellequesoith)structurede ia ra-
cinédu membreconnu, lachosene réussitpas, il fautalors
chercherla valeurde l'inconnuepar sapropreintelligence:
carl'intelligenceest )ameilleuredesalgèbres.

Voicimaintenant ta régie de Brahmagoupta
Mets le nombre connu danste côté opposecelui

où sont les restesde la soustraction de l'inconnue et

dn son carre. Aunombre connu, multipliépar quatre
=

foisle nombre des a~ ajoute le carre du [coeHicicnt

du] terme moyen ta racine de ceci, moins te [coo~
licient du] terme moyen, étant diviséepar deux fois =

le nombre des carrés est la valeur de x.

Et appliquant cette règle sur t'ëquation

!n~o:tTo ?tf)
ou–g='a:–tu«;

=

~n~oj

voy. (p. ao), il dit

Dunombreconnu(– g)multipliéparquatrefoislenombre
dese*(~.tx(-Q)'=–36)etaNgmentoduca)'redu[cocu).
cientdu}termemoyen(- 36 + too<='C4)extrayantlaracine

(8), on retranchete coefficient(- io) du termemoyen
(8–[–to]'=~8): le reste (sic) t8 divisepar deuxfois le
nombredescarrésdonnepourvaleurde <='g.

Brahmagouptaajoute ensuite un second énoncé

pour le cas ou b est pair il multiplie simplement

pur a et ajoutei t~.

J'avoue qu'en lisant cette règte et en étudiant

l'exemple à l'appui j'ai longtemps cru que Brahma-
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goupta avait ignoré ie procédé éiégant et pu.-c.«nt
atgcbriqw par lequel Bttaskam abaisse le dcg.-éde
son équation. Maisen considérant que

t° La préparation de ia quantité à soumettre au
radtcai indique nettement que notre auteur multi.
plie son équation par 4a et ajoute aux deux t.
membres, c'est-à-direse conforme à la regto de Cr{- S
«/«H-a,énoncéeparBhaskara comme corollaire à la
préparation du carré du premier membre;

a" Il appeuo.au témoignagede Cotebrooko. t'opO.
ration

t~~t~ m~am<<ant{«tM<
« ablation

du terme moyeno, tout comme Bhashra; et nous
avons vu que cette expression désigne ia réduction r
d'un trindmedu seconddegré a un bindmedu prc.
mier; s

J'ai acquis ia conviction que Brahmagoupta avait
aussi recours à l'abaissement du degré do son equa.
tion.

En tout cas, ce qui est certain, c'est qu'il ne di-
visaitpas, comme lesArabes, par iecoeNtcicnt do~.1
et que son énoncé répond Anotre formule

~+~c
aa

Âryabba~an'ayant point traité, dans son chapitre
relatif aucalcul, les équations du second degré, nous

BhMtMditM<!<~aM.t<t~<Mt.BmbMageupta.(t'ap~.Co.
;bfo.)n,.M<~<MM.~<M~:la M:utcd,CSM~c.i~ dans
tcm~e,part~<-n):Mttt.)tp~po,;tionp~cd quin'ajouteqM'u.M"UMC~iadgai)!Mttoau-e.)!du~ri.c /Mr,.prcn.)~.entewr,
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ne pouvonssavoir quctk r~g)''il suivuitdans CfMu;i
toutefois, ta formule dont nous avons parte plus
haut (note à ta p. -!8)et qui donne !e nombre « des
termes d'une progression arithmétique qui a fourni
une sommeS,

r ao± ( r ae)' +SrSn
I&r9f

n'f'st autre chose que l'inconnue de l'équation

n~–(f–9<!)n–S'==o o

qu'on obtient en ordonnant par rapport aux puis- o.
sances de n la formule connue donnant S. On voit
ici que ia solution est absolument conforme a la
nôtre et de ia forme

-6dbv'&<taca;==.––ï–––
aa

Donc Âryabhala non plus ne divisaitpas par le
coefficientde

J'ai dit tout à l'heure queBrahmagoupta, dans un
seconddistique, modifiaitsa solutionpour le cas o<t
b est pair, en multipliant simplement par a, et ajou
tant. Bhâskara, bien qu'i!n'énonce pas cette déro

4

gationà la règle de Çrîdhara, ne la met pas moins
en pratique ainsi, dans un problème, ayant Aré-

soudre

~!?<n~?o 8x'4x= c4ou~
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itditsimptement:

<n!«! ~n~tf~~ ~~)~)
~n~:

~t:

MdUpUmtlea deuxmembre, p.). 8..jouhmt te Mrr~
de a? [Mtt]79~. etprenant ÏM racine!,Mv~nt

8<p–a~='a().

Bien mieux, dans te proMème suivant, il arrive
AMquatiott

~r<farr~~e
9a.iax~Go9~+.6.

Comme ici ie premier terme est un carre, et 6
est pair, il dit seulement

~nf~tr<

~r~

~b

Ajoutantauxdeux mcmhrM4 uniMt.et prenant têt ra-
ctnM,ona denouveau3<p+ a =.8.

Assurément, il avait trouvé toutes ces sunp!i(!-
cations dans sa ~f<S ~a&a<HM.

J'ai préjuge également, d'après la première res.
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triction & sa règle, qu'il savait appliquor le mémo

procède purement analytique A quelques équations
de degré! supérieur je ne puis résister &l'envie d'en

citer quolques exemples.
?~M~me J~~ il se propose de chercher un

nombre tei que multiplié par o et ajouté a son

propre cube, it donne une somme égale à six fois

son carre augmenté de 35; en d'autres termes, il

cherche à résoudre

~t~o~e ) aa laai,a doxa+35
~T~ o ~~r qT o t ~a!'+t9a;=.&<+350 zrt1J" 1ft 0

~ai3Tn~ l

< ~4t ~n~! ~n~ar ( Var.de Co-

lebrooke
~<f nf~f)

~T~1

~T''

Ayant fait la MUttMctiondessemblables,il vientdans le

premiermembre a)* –6.e*+ tajf, dans le second35 retran-
chant de ces deux membres (d'après Colebrooke ajoutant
négativement) 8 unités, et eittrayant les racines, il vient
~–9=3.

Oaa~me degré l'équation à résoudre est

~n~r~~r~~r~~
,“ a~4ooa?='9QQ9

n iT~ o xiTo ..r..r.r..r
a:o1.4ooœ-=9999

~~o~~re~e
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tt~ttB~ÎM~< -ticiBhâskarava nous taire voir ce qu'il entend par

tuM'aM~t.1

~r
~R~R~~q~Fn~ <~n~Rf

~f~~?P~t~)T~3~

~oe~ooee~~r,

~t~~ttW~t)~

~a~R~ T)~

~~4~ tn~) <~an~~f~s~tf~r ~f~~ q

) !?r~ ~n? ~oo ~woo(

~t~

~t ~t~l

~00

~n~r~3n~t~

~i~

~oa~o~~

T~t~~t~a~

~0 ~0

t<=<h~ I!P3R~ ~)~ )1

~F~tt a
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J.A~Ettttaitn't.f'S~.) 6

Iciilestvraiquesi l'onajouteaupremiermembre4oo.f + )r
cepremiermembrea pourracine<t!'– t: maisle second

tnembreaugmentedotamomequanttte.Aoo~+toooo,n'aa

pu de racine la chosene réussitpasainsi,et il fautavoir
recoursà un arlilice.Ici, en ajoutantauxdeuxmembres
4< + 4oox + t lesdeux membresontchacununeracine =
si l'onajoutecettequantitéau premiermembre,il devient
.c'+ a~B*+1 au secondmembre.A<c'+4oo.c+ toooo,dont
lesracinoasont o'*+ et 9.c+ too; faisantsur cesdeuxex.

pressionsla MtMtractiondeaMmbiaMe~,les deuxmembres
deviennent.c*–9~et ~0 enleségalant,ajoutant 1dopart
etd'autretesracinessontm <et <o épatanta nouveauon
entirex =n. ~<texcogitandamest

Jo ne puis m'empêcher de revenir encore sur

l'étonnement que me fait éprouver la rencontre de

raisonnements si clairs, si coulants, si purement al-

gébriques, si bien et facilementexposés, lorsqueje

songeque leur auteur vivaitdans l'Inde au Xtt*siècle

de notre ère, A uneépoqueoù sescontemporainsde

l'école grecque agonisante, de l'écolearabe alors au

M!M)m<!Mde sa prospérité, de l'école italienne nais-

sante à peine., pataugeaient(qu'on me pardonne ce

mot d'argot) dans des raisonnementslourds et pâ-
teux, recourant à tout instant à dos démonstrations

géométriques dont ils ne savaient plus tirer parti
et n'étaient pas même arrivés, depuis bientôt deux

mille ans que leurs maîtres et'eux faisaientdes ma-

thématiques, &lanotion si simpleque les termesné.

gatifs d'une expression algébriquene diCercnt des

positifs que par un simple signe, et peuvent et

doiventdès lors être traitésde la mf'me façon et il
t. ti'-t- <.B-t) R
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y avait six siècles de~ que dans i'Jade. pays réputé
barbare at quasi sauvage, cette notion était devenue

vutgaire et avait port~ tes fruits que l'on vient de
voir.

IV.

DOUBMKACtNBM t.QCA'nONDUSBCOKt)MOt~.

Encore un petit détail intéressant pour terminer.
Bhaskara ajoute &sa règle pour la solution de

l'équation du second degré un troisième distique.

't~H~

~m~jr~t
~!<3~ !!rH~
~<~ ~n ')

.4!y<t~<«.n«!!<ft)a~ar~a<o*~<w(
v)'<~f<My<tp<M'a~)'<!p<t<&<my«<&<)-<)<,

(tttom <<t«Mmfacca?<?<))'«,~<!&y<!m
<Ky<~<aMa'KMt~fM«&«m~t-ocX.

Si ta racinedu membre connuestplus petite que te nombrp
négatif qui figure dana ta racine du [membre] inconnu, en

prenant cotte [Mcine]négativeou positive on obtiendradans
certtuM cas une double valeur de l'inconnue.

znf~ 9K~~nf~ ~t

~!a~ 4~~H~t~f<)} HT~r~~T

~T~T 4H~~(tt~: !tT ~w
~t)
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6.

titë!)qui M trouventdans la Mcincdu tMtOr Mtôt unités qui M trouventdans ia racine du membre
def inconnuessont tte~ativeset tëMesque soient moindre'!

qu'eues !osunités provonantde la raciac du membre connu,
en tMMntceUe~-ctpoaitiveaou ncgaM~e<.on obtient [ton.
jounj h vatourde t'inconnue, et ellee<t double.

Ce qu'il appuie sur tes eXethpics suivants

<~?~?r~iEfapm~:

~(~ ~r~ n

~~<<~):

~T:rO)p'M~)) à

t~M'anta~/ep~Mt~a-a~~M~M
Mm~~tto <M~<t<<j'<!<M~

8~<-toM-n<<<ptw(<n<<<h~(~
f/)?«b~ttYHtM<&tfa.?'C&0))<<M?

De<singeas'amuMicnt de ta troupe bruyante
Un huitièmeau carré gambadaitdans le bois.

DouMcriaient tousa ta fois

Au haut de h coMinpverdoyante.
Combienétaient-Hsan totat?

Stjft!~ iM~~t!U4<~ ~)~~)

3~)~t

~f~

~n~ o ~T t o
6.
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~r~t<n~~

~l~<
a~~oq~e

~F~: ~f~!M~d~~

~r ~t~H~~t~~r~ct~ <M<

~ï~ a~ ?~ ~)o~

~M n

Ici [poMM]ta troupe de Mnge<=' ? !ocarréde son hai-
ti~meaugmentede 13 Mt la troMpeottti6re.dit~n )<?!dctn
membresMnt

.B'

-–
+oa?+ t3 =(?' + a- +o.

c4

ReduiMnt!e<deux membres au mémo dénominateur.
chaMamcehn-ci. te! deunmembre: deviennent

~-6~768

njontantde part et d'autre le carréde 3a, et extrayantlesra-

cinea,il vient

.B-3a~!6.

Iciles unités négative!de la racine du premiermembre
sont tet!e<que te* unités de ia racinedu secondsont plus
petite*qu'euee on peut doncprendre ceedernièrespMitive*
ou negativet. et l'on a âne double valeur de .e. ~8 et t6.
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aRf ~~(~ ~t~~ t

'~n~mn~'t~a~a u

X<!~a.M~M.Md<xM<~o~tt<<t-~M~A<)
Ott(tn~j!a~Hg<tM~«); ~<M;<t&«,~h!A<«<m~tram.

t)o )'ombMd'un gnomondo douMdoighde haut,
OHretrmche ic tier*do son hypoteomet1
Rettentquatortedoigt). si pointje ne m'abtMe.
Ctieuttteur <p'onn'e jamait pris en défaut,

Dit-me!h tottgaturdo cetteembn'.

'a~rw f~ ~t ~m~Ht
~n~< ~)~~) ~t~ s~

~)<Tf~f: ~f~

?r~: ~f:) ~s~

t ~<!t~)~ !n~ !t!

xrF~t~

~?~0 o

o
o ~~o

~Pp~g~R~p~

~0

~F~: ~R~ m~ni!~ ~H~)~ ~Mf

~S~T H)) ~ï <B~ ~!p~
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~n~)~r~~

a~M H~~m~~
s~ ~~H~tt: t

~r~t ~rr fï<(d:<t

«t«~t~ ?~ s!r n

Soit ici t'ombre a- ccMe-cidiaunuée du ttOKde t'hynoté-nuse Mt ëgtde& do:g<s donc, réciproquement. si l'on en
retranche t4, te reste est le t:CMde i'hypotëntMO<p-
ceci mutt:pUépar 3 est t'hypotenuMeUe.ote<ne.3<f- 49; te
carre de cette cxpreMMn gie'-a5a<p+ 1764 est égal au
carréde t'hypoténuee + t44 égalant ces valcur<et faisant
ta MUttractionon a }'e~Mtion

S~aSa~tCao

muitipitanipar a. ajoutant te ca)-rede – 6S unit~. et pré.nant Ie<racines
4<p 63 *=9~

Égalant eeUe~i et prenant le quotient, on obtient une
douMevaleur do .r, c'est.a~ire de l'ombre, Mvoir~et8.

a i
Ici !a secondeombre, étant moindreque t~, ne doitMBêtre
priMpour cau<ed'impropriété. Voilapourquoi on adit une
douNo valeur~tte~a~M. Donc ce qui est entoignedans t'ai-
gebrede Padman&bha

*Si la racine du côté connu est moindre que tes unité:
négativesde l'autre membre, en prenant positiveou né-

'gativo on a une double valeur, <

t.ecMp~ntte~etend~iaut.

Que resuttc-t-Jt <te cette r~gte et des exemptes à
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i'appuii' Bhâskara(et, on le voit. tes prédécesseurs
égulement) est amené, par une règle antérieure et

que nuns avons citée d6)a. ~a-M<!<c,

<~o<!ar(te« plusa deux racines, une positive et une

négative)), à donner le double signe a la racine du

nombre connu qui se trouve former te second
membre de son equution. Il s'en abstient toutes les
foisqu'it serait conduit ainsi&une solution négative,

parce que, dit-il a ta fin d'un autre problème queje
n'aipas cité,S~ !t! ?~ T!~ <yo~ /-M.

gale loliasyapra<~om«H y a dans un nombre déter-
minenégatifquelque chosequi choque lesgens (c'est'
a-dire !c sens commun, !e bon sens)'). C'est ce qui
arrive dans le cas où cie nombre contenu dans lu

racine dumembre aux inconnues oest positif, parce

que, passédans le secondmembre,il devient négatif:
c'est ce qui arrive également quand ce nombre.

quoique négatif, est plus petit que la racine du se-
cond membre. Mais quand le nombre en question,
négatif dans ie premier membre, donc positif dans
te second, est plus grand que la racine du second

membre, quel que soit le signe de cette dernière. !a

solution sera toujours positive et i'écote indienne,

représentéepour Bhaskarapar Padmanabha, admet
une double solution de l'équation. C'est par Fa!gebre
pure, sans intervention d'autres considérations, que
les Indiens sont arrivés à cette conclusion. Bhâskara

y ajoute, de son propre fonds, la discassionde ces

valeurs, et le choix de celle qui, lorsqu'elles sont

positivpstoutes deux, convientau problème posé, et
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it rejette la solution impropre en so basant unique-
ment sur des raisons

arithmétiques ou algébriques.
Nous avonsvu plus haut qu'Âryttbhata savait in-

terpréter les valeurs négativesde certains problèmes
du premier degré ce souvenir ne s'était pas perdu
dans l'école, et si Bhâskarane prend que !a solution
positive de cesproblèmes, c'est que seule elle répond
au problème pose; mais nous avons, chez un de ses
commentateurscité parColebrooke, Krichna-Bha~,
un exemple curieux d'une interprétation du même
genre. Hs'agit, dans un problème de Bhâskarad'une

troupe do singes dont un cinquièmemo<n<trois au
carre s'est caché dans une caverne, un seul singe
restant à gambader dans le bois le problème con-
duit à l'équation a~–55ic-.–95o, et aux deux
solutions

a;5o ~~5.

Bhâskara rejette cotte dernière, parce que 5 3
serait négatif. Krichna-Bba~adit alors «Si l'énonce
eût été <ocinquièmede la troupe retranché de troist
c'est la secondesolution, 5, qui eût etë la bonne,
et non ao; car le cinquième de ce nombre ne peut
se retrancher do 3. n

Voyons un pou maintenant comment l'écolo

grecque, ou son unique représentant pour nous,
Diophante, et le fondateur de l'école arabe, Al-Khâ.
rizmi, ont traité ce casd'une double solution possible
de l'équation du second degré.

On lit dans Nessehnann (~~e&~< der Griechen,
p. 3~o) le passagesuivant
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« Diophantene considère qu'MMMa~ racine de

l'équation quadratique, ne paraissant pas connaître

la valeur négativedu radical. Cette omission ne sau-

rait nous étonner quand une des deux racines est

négative, c'est-à-diredans le cas des équations de la

formea~± pa~-t- mais le faitest surprenant dans

le troisièmecas, a~–?«:'='–?. oftles douxracines,

lorsqu'elles sont récites, sont positives dansée cas

lesArabes, aussi bien que les vieuxItaliens (il cite

en note Léonard de Pise), considèrent les deux ra-

cines. a

ït est vrai, Diophante ne parle nulle part de cette

double valeur, mais encore une fois il n'écrivait pas
un Traité d'algèbre, mais résolvait par l'algèbre une

certaine sériedoproblèmesde la théoriedes nombres,

et il s'est trouvé que dans ceux de cesproblèmes qui

conduisaient a une équation susceptible de deux so-

lutions positives, l'une d'elles était répétée a pnbn.

Ainsi, par exemple, dans le problème V, t3 dont

j'ai cité un fragment plus haut (p. 6a), l'inégalité

résolue dans ce passage, 73.e>-)~+'7
con.

duit bien à deux valeurs positives pour x, a/<~

~<~A~ mais il y a une autre inégalité il résoudre.

?9.c< t oa~-t- 9. laquelle amène aux deux autres

solutionsa/> ~> or comme ~< il
19 19' 7 19

1

n'est pas possiblede trouver une valeur de x qui.

inlericurc à lapremière, soitsupérieure à laseconde,

et le groupe des racines à radical négatif doit être
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rejeté. Diophante n'en parle pas, et nous n'en parle-
riuns certainement pas plus que lut.

« Les Arabes, nous dit Nesselmann. tenaient

compte de cette double solution, a Ceci est vrai
jusqu'à un certain point, que je vais éclaircir par
quelques citations. D'abord, ils en admettaient la
possibilité en principe, et s'appuyaient pour cela sur
une démonstration géométrique que je vaisrapporter
tout au iong d'après Al-Kharizmi, parce qu'on y
reconnaîtra encore tous les caractères des procédés
géométriques des Grecs je supprime seulement ie
texte, pour ne pas allonger inutilement cet article.

<tDEMONSTRATIONDOCAS + 2 t 1OiC
t Nousreprésenterons a~par un carré de côté in-

connu AD. Nous y joindrons un parallélogramme

dont la largeur soit égale au côté du carré AD, soit
UN, et soit le parallélogramme HB la longueur des
deux figures prises ensemble étant GH. Or nous
savons que cette longueur vaut t o en nombres caf
toute figure carrée a ses angles et ses cotes égaux, et
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l'un quelconque de ses côtés multiplié par i est une

racine du carré, par M,deux racines, etc. Or il a i

été dit que .E'+ a t est égal&t oracines do a; nous

savons donc que la longueur du cûtéGH vaut i o en

nombres, puisque GD représente x. Partageons
maintenant GH en deux parties égalesen J, et alors

la ligne HJ est égaie à la ligne JG; il est également
évident que JT-='GD. Maintenant ajoutons à la

ligne JT, dans la même direction, quelque chose

qui soit égal a l'excèsde GJ sur JT, afin de faire de

la figure un carré alors la ligne TK devient égale A

la ligne KM, et nous avons un quadrilatère équila-
téral et équiangle, à savoir MT. Nous.savom déjà

que lu ligne TK vaut 5 telle est aussi la valeur des

autres côtés, et la figure vaut a 5 or c'est ce qu'on
obtient en

multipliant la moitié [du nombre] des

racines par elle-même, car cette moitié est 5 et

5 x 5 '==a5. Nousavons déjà dit que le quadrilatère
HB représente les a ) unités ajoutéesà nous avons

tranché le quadrilatère HB par la ligne TK (qui est

l'un des cotés du carré MT) de sorte qu'il n'en reste

plus que TA. Maintenant nous prendrons sur la

ligne KM une ligne KL égale à JK, et il est évident

que TJ'='ML; or la portion LK de la ligne MKest

égale à KJ, par suite la figure MR est égale à la

figure TA, et il est évident que le rectangle HT

augmenté du rectangle MR est égal au rectangle HB,

qui représente a t. Mais le carré MT tout entier a

été démontré égal a a 5. Si nous retranchons de ce

carré MT les rectangles HT et MR dont la somme
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vaut a), il nous restera une petite figure RK, qui
représente la différenceentre aS et a t. Or il vaut fi
et ia racine, ia ligne RJ, qui est égaleà JA, vaut a.
Sinous retranchons cette lignede GJ qui représente
la moitié [du nombre]des racines, il restera ia ligne
AG, valant 3, qui est la racine de <A Et si nous

ajoutons cotte ligne(M) à GJ, qui est la moitié [du
nombre] dos racines, la somme est 7, représentée
par RG, qui est la racine d'un carré plus grand que

cependant sim ajoutes à ce carré a ), ia somme
sera égale à t o desesracines,n

En usant attentivement cotte démonstration peu
eiegante, on l'avouera, on reconnaîtra aisément
douxpoints capitaux

)° Al-Kharizmi enseignequ'il faut prendre régu-

lièrement la valeur négativedu radical
~–~ qui

seuleconduit à trouverpour l'inconnuedu probiëme
la racine du premier terme représenté par le
carré AD dans sa figure.

a° H accepte par <?<-<?'<que la valeur positive
peut aussi fournir une solution de l'équation pro-
posée,mais il s'embrouilledanssa démonatrationparce
que RG, qui représentecette solution, estplusgrand
queAGqu'il a tout d'abord choisipour représenter ?,
et que AG n'est le côté d'aucun carré tracé sur la

figure.
Et en effet, dans lesexemplesqu'il cite plus loin

et qui conduisent à des équations rentrant dans le
casonquestion, c'esttoujourslasolutioncorrespondant
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HMradical négatif qu'il admet, alors même (et cela
arrive presque toujours) que la secondesolution ré.

pond également au problème. Exemples

I. Lorsqu'il arrive plus loin a résoudre atgébri-

quement cette équation a t +~*=*toa: sur laquelle
il a fait sa démonstration géométrique,après avoir

trouvé que la valeur du radical est a (\/a5– a <i
'='

A a), il ajoute simplement uUa~ (~e *j)aJLttt

~V~~(~<~)<t~&J~)~&~)
nretranche ceci de la moitié des racinesqui est &, il
restera 3 qui est l'une dos parts (de to) et l'autre

est y. »Or il eût eu cette seconde valeur 7 en ajou-

tant son radical a à Cqui est 5.

II. Plus loin encore il divise de nouveau to en

deux parties dont les propriétés écritesaigébriqup-
ment J'amènent à !'éqùation

a~+a~~toa?

iciS~.5, ~='a&, \/35–9~'=°<, et dit encore

cretranche ceci de la moitié des racinesqui est 5, il

restera 4 qui est l'unedes parts.?Et encore ici l'autre

part, qui est 6, n'estautre chose que 5+ ).
DoncMohammedben Mouçaadmetbienen ~nc

que l'équation qu'it écrit i~+~pa) a deux solu-

tions, maisenpratiqueil n'en emploiejamais qu'une,
alors même que laseconderépond auproblème posé.
ït est remarquable, du reste, que la seule solution
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dont il fasse usage est celle qui répond au signe–

du radical, contrairement à ce que nous avons vu
chez Diophante qui. lui, ne fait jamais usage que
du radical avec le signe +. Noussommes loin, on
l'avouera du procédé net et précisde Bhâskara, qui
même pour la forme d'équation en question p~voit
le cas où ie radical serait imaginairepour le mettre
de côté, et lorsqu'il est réel, formeles deuxsolutions

positives et en discute la convenance et l'accord avec
t'énoncé du problème.

CONCLUSION.

Les nombreux exemples que je viens do citer
auront amène, j'en ai l'espoir, le lecteur qui aura eu
!a patience de les suivre, à se convaincrede l'exacti-
tude des faits que j'énonçais en commençant et que
jo résume ici a nouveau

Il a existé dans l'tnde, à partir de la fin du
v*siècle au moins, une école de mathématiciens al-

gébristes qui avaient fait faire a cette branche de la
science des progrèssurprenants. Cetteécole, inspirée
peut-être par un premier fonds d'enseignementvenu
de la Grèce, peut-être aussi en possessionde notions

scientifiques empruntées à une autre sourcequi pour-
rait être la Chaldée, est infiniment supérieure à
l'école grecque pour les idées générales et pour l'élé-

gance du calcul.
a* Les Arabes, qui sont censés, sur leur propre

assertion, avoir importé en Occident la science in-
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dienne, ne t'ont point fait leur maître t'ttous, Mo-
hammcd bon MoucaAt-Khârizmi, soit qu'il ait eu
la maicchance de tomber sur de mauvais maîtres

qui ne t'ont pas bien enseigne, soit qu'il n'ait pas

compris l'enseignement, généralement pou iiltelli-

gible, des Pandits indiens, n'a consigné dans son
Traité d'algèbre rienqui rappelle les doctrines ni de
son prédécesseurdo près d'un siècle Brahmagoupta,
ni même d'Âryabha~a, qui lui était pourtant anté-
rieur de trois cents ans. Ses idées, sa méthode, ses

procédésde calcul sont ))(M'e<HM<~MM,et dans bien
des cas absolumentidentiquesà ce que nousvoyons
mis on pratique dans l'ouvragedo Diophante.

Ces deux faits, dont, jo le répète, je crois avoir
démontré surabondamment la réalité, sont d'une im-

portance capitale pour l'histoire des mathématiques
d'une part, de l'autre pour celle du développement
de l'esprit humain chez nos frères d'origine, les

Âryasde l'fnde. Le premier d'entre eux prouve d'une
manière irréfutable que tout, dans le domaine de la

science, n'a point été inventé parles Grecs. Il dé.
montrera aux personnes qui trouvent quelque in-
térêt à savoir oo, par qui, comment et à quelle
époque tel ou tel progrès scientiuquo a été réalisé,

qu'il leur faut de toute nécessitédonner place dans
leurs recherches aux œuvresdes vrais savants qu'a
produits la vallée du Gange ou la cote occidentale
de la péninsule hindoue. Les indianistes sont tout

prêts, si on le leur demande, a fournir les maté-
riaux nécessaires à ces recherches, A continuer les
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études des Colebrooke, des Burgess, des Kern, &pu.
blier et à traduire les documents sans nombre que
renferment nos bibliothèques et celles de l'Inde 1
documents qui fourniront certainement des rensei.
gnements précieux sur ce qu'a pensé et enseigné ce

peuple éminemment intelligent et naturellement
porté vers lesconsidérations spéculativeset abstraites
dans lesquelles rentre ce qu'on appelle en mathé-

matiques MMt~C.

Je viens de faire voir que les Arabes ne nous ont
donné aucuneidée de lafaçon dont lesIndiens avaient
compris et pratiqué le calcul algébrique j'ai tout
lieu do croire, comme j'en ai dit un mot plus haut,
que sur plus d'une question un peu difficilede l'arith.

métique pratique ils ne nous ont pas mieux rensei-
gnés. La géométrie de l'école indienne n'a jamais
encore été étudiée plusieurs traités de cette science
existent en manuscrit dans nos bibliothèques, que
l'on a laissés de coté sans les examiner parce qu'ils
sont dits traduits des Éléments d'Euclide; mais il se-
rait au moins curieux de savoir comment cette tra-
duction est faite, si elle reproduit plus ou moins
Melement l'original grec, ou si elle y a introduit

quelques changements, ne serait-ce que de détail.
Tout du reste, dans la géométrie des Indiens, n'est

pas d'origine hellénique j'ai fait voir dans ma tra-
duction du chap. n de l'~oH~am que l'auteur
de ce traité, qui connaît dé~ pour w la valeur si

~~te~3,t<tt6, donne pour expression duu~oooo
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votume de ta pyramide te produitde ta hase par <«
moitié de ta hauteur". et pour celui df la sphère «la

puissance-d'un grand cerctc. RhMarM tui-m~me

donne, dans sa Mdpa<<,pour évaluation du votons
d'un tas de blé supposa conique « te sixième de la
circon~rence de la baso, élevé au can'6 et multiplié

par ta hauteurs ou "2.wR*. Ces ibrmules fausses

n'ont .jantais otû enseignées par tes Grocs< L'astro-

notnic dos Indiens ne me paraît pas non plus avoir

dit son dernier mot à l'histoire jusqu'ici l'on n'a

etud~ A fond que le système du .S~'<t-<SKMA<:n~t

ouvrage qui. bien qu'on en ait dit, m'a paru, rap-
proché de t'~tya~~am, porter les traces évidentes
d'une rédaction relativement moderne. En parcou
rant tes chapitres consacrés l'astronomie dans

t'œuvre d'Âryabha~ que je viens de nommer, j'ai

aperçu plusieurs énonces qui, au premier abord, et

sauf examen plus approfondi, m'ont semblé difteror
notablement de renseignement du 'S<!r~tSt<MA<!n<«,1
et avoir été, pour ce motif, mai interprètes par le

commentateur.

En somme, ce que t'en enseigne actuellement en

Europe sur les doctrines mathématiques et astrono-

miques dans t'Indo me parait entièrement à refaire.

Quet champ d'études plein d'intérêt s'ouvre ainsi

pour la pépinière de jeunessavantsque nous prépare

HfauteMeptffpmt-ttrcdec: queje dis ici la publicationet
tatraductionde )'a:awedeVafaha-tnihir!)parM.Kern queje n'ai
pointencoreeuOMa~ondelire.
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en ce moment notre Écoledes Hautesétudes! Ceux
d'enté eux que leur dispositiond'esprit ne porterait
point vers la littérature pure ou vers les idées abs-
truses do ta philosophie hindoue, et qui d'autre part
auraient acquis dans leurs études étatiques une con-
naissance suffisante des premiers ctdmentsdes ma- r
thématiques, connaissancequ'it leur sera faciled'aii- )
leurs do rendre plus parfaite au besoin, trouveront
là dos sujets intéressants et relativement facites à

aborder, et t'oooasionde produire quelquestravaux

qui seront pour sûr bien accueillis d'une certaine

catégorie d'hommes de scienceparfois trop disposés,
jusqu'ici, a n'accorder aucune valeurauxtravauxdes

linguistes, parce que ces travaux ne traitent, on gé-
nérât que des sujets qu'us ne connaissentpas. Ils en
retireront le double avantage de s'acquérirun renotn

bien mëritc, et de rendre service à la sciencephilo-
logique que ion accuse un peu trop encoreden'abou-
tit' a rien de pratique et d'utitc.
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