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DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS

OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM RATIONALEM INTEGRAM

UNIUS VARIABILIS

IN FACTORES REALES PRIMI VEL SECUNDI GRADUS RESOLVI POSSE.

1.
Quaelibet aequatio algebraica determinata reduci potest ad formam

2" Ax™ ' Ba™ 4 etc. +M =0

ita ut m sit numerus integer positivus. Si partem primam huius aequationis per.
X denotamus, aequationique X = 0 per plures valores inaequales ipsius z sa-
tisfieri supponimus, puta ponendo # = a, # = 6, # = y etc. functio X per
productum e factoribus ¢ —a, £—86. x— 7 etc. divisibilis erit. Vice versa, si
productum e pluribus factoribus simplicibus #— a, # — 6, # —7 etc. functionem
X metitur: aequationi X — 0 satisfiet, aequando ipsam z cuicunque quanti-
tatum o, 6, y etc. Denique si X producto ex m factoribus talibus simplicibus
aequalis est (sive omnes diversi sint, sive quidam ex ipsis identici): alii factores
simplices praeter hos functionem X metiri non poterunt. Quamobrem aequatio
m" gradus plures quam m radices habere nequit; simul vero patet, aequationem
m% gradus pauciores radices habere posse, etsi X in m factores simplices resolu-
bilis sit: si enim inter hos factores aliqui sunt identici, multitudo modorum di-
versorum aequationi satisfaciendi necessario minor erit quam m. Attamen con-
cinnitatis caussa geometrae dicere maluerunt, aequationem in hoc quoque casu m
radices habere, et tantummodo quasdam ex ipsis aequales inter se evadere: quod

utique sibi permittere potuerunt.
1 ¥



4 DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS

2. .

Quae hucusque sunt enarrata, in libris algebraicis sufficienter demonstran-
tur neque rigorem geometricum uspiam offendunt. Sed nimis praepropere et sine
praevia demonstratione solida adoptavisse videntur analystae theorema cui tota
fere doctrina aequationum superstructa est: Quamvis functionem talem ut X sem-
 per in m factores simplices resolvi posse, sive hoc quod cum illo prorsus conspirat,
quamvis aequationem m* gradus revera habere m radices. Quum iam in aequatio-
nibus secundi gradus saepissime ad tales casus perveniatur, qui theoremati huic
repugnant: algebraistae, ut hos illi subiicerent, coacti fuerunt, fingere quantita-
tem quandam imaginariam cuius quadratum sit —1, et tum agnoverunt, si quan-
titates formae a—+by—1 perinde concedantur ut reales, theorema non modo pro
aequationibus secundi gradus verum esse, sed etiam pro cubicis et biquadraticis.
Hinc vero neutiquam inferre licuit, admissis quantitatibus formae a4 by—1 cui-
vis aequationi quinti superiorisve gradus satisfieri posse, aut uti plerumque ex-
primitur (Qquamquam phrasin lubricam minus probarem) radices cuiusvis aequatio-
nis ad formam a-by—1 reduci posse. Hoc theorema ab eo, quod in titulo
huius scripti enunciatum est, nihil differt. si ad rem ipsam spectas, huiusque de-
monstrationem novam rigorosam tradere, constituit propositum praesentis disser-
tationis. .

Ceterum ex eo tempore, quo analystae comperti sunt, infinite multas ae-
quationes esse, quae nullam omnino radicem haberent, nisi quantitates formae
a-+by—1 admittantur, tales quantitates fictitiae tamquam peculiare quantita-
tum genus, quas imaginarias dixerunt, ut a realibus distinguerentur, consideratae
et in totam analysin introductae sunt; quonam iure? hoc loco non disputo. __ De-
monstrationem meam absque omni quantitatum imaginariarum subsidio absol-
vam, etsi eadem libertate, qua omnes recentiores analystae usi sunt, etiam mihi
uti liceret.

3.

Quamvis ea, quae in plerisque libris elementaribus tamquam demonstratio
theorematis nostri afferuntur, tam levia sint, tantumque a rigore geometrico ab-
horreant. ut vix mentione sint digna: tamen, ne quid deesse videatur, paucis
illa attingam. ‘Ut demonstrent, quamvis aequationem

"+ Ax™ ' Ba™" 4 etc. +M = 0



OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM ETC. 5

sive X — 0, revera habere m radices, suscipiunt probare, X in m factores
simplices resolvi posse. Ad hunc finem assumunt m factores simplices z— a,
z—78, x—7yetc. ubi a, 6, yete. adhuc sunt incognitae, productumque ex illis
aequale ponunt functioni X. Tum ex comparatione coéfficientium deducunt m
aequationes, ex quibus incognitas a, 6, y etc. determinari posse aiunt, quippe
quarum multitudo etiam sit m. Scilicet m—1 incognitas eliminari posse, unde
emergere aequationem, quae, quam placuerit, incognitam solam contineat.” Ut
de reliquis, quae in tali argumentatione reprehendi possent, taceam, quaeram
tantummodo, unde certi esse possimus, ultimam aequationem revera ullam radi-
cem habere? Quidni fieri posset, ut neque huic ultimae aequationi neque propo-
sitae, ulla magnitudo in toto quantitatum realium atque imaginariarum ambitu
satisfaciat? __ Ceterum periti facile perspicient, hanc ultimam aequationem ne-
cessario cum proposita omnino identicam fore, siquidem calculus rite fuerit insti-
tutus; scilicet eliminatis incognitis 8, y etc. aequationem

a4+ Aa™ ' 4 Ba™ 4 etc. +M = 0

prodire debere. Plura de isto ratiocinio exponere necesse non est.

Quidam auctores, qui debilitatem huius methodi percepisse videntur, tam-
quam azioma assumunt, quamvis aequationem revera habere radices, si non pos-
sibiles, impossibiles. Quid sub quantitatibus possibilibus et impossibilibus in-
telligi velint, haud satis distincte exposuisse videntur. Si quantitates possibiles
idem denotare debent ut reales, impossibiles idem ut imaginariae: axioma illud
neutiquam admitti potest, sed necessario demonstratione opus habet. ~Attamen
in illo sensu expressiones accipiendae non videntur, sed axiomatis mens haec po-
tius videtur esse: ‘Quamquam nondum sumus certi, necessario dari m quanti-
tates reales vel imaginarias, quae alicui aequationi datae m% gradus satisfaciant,
tamen aliquantisper hoc supponemus; nam si forte contingeret, ut tot quantita-
tes reales et imaginariae inveniri nequeant, certe effugium patebit, ut dicamus
reliquas esse impossibiles.’ Si quis hac phrasi uti mavult quam simpliciter di-
cere, aequationem in hoc casu tot radices non habituram, a me nihil obstat: at
si tum his radicibus impossibilibus ita utitur tamquam aliquid veri sint, et e. g.
dicit, summam omnium radicum aequationis 2™+ Az™ ' etc. = 0. esse
= — A, etiamsi impossibiles inter illas sint (quae expressio proprie significat,
etiamsi aliquae deficiant): hoc neutiquam probare possum. Nam radices impossi-
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biles, in tali sensu acceptae, tamen sunt radices, et tum axioma illud nullo modo
sine demonstratione admitti potest, neque inepte dubitares, annon aequationes
exstare possint, quae ne impossibiles quidem radices habeant?*)

4.
Antequam aliorum geometrarum demonstrationes theorematis nostri recen-
seam, et quae in singulis reprehendenda mihi videantur, exponam: observo suf-
ficere si tantummodo ostendatur. omni aequationi quantivis gradus

"+ A" ' Ba™ fetc. +M = 0

sive X = 0 (ubi coéfficientes A, B etc. reales esse supponuntur) ad minimum
uno modo satisfieri posse per valorem ipsius # sub forma a-+by/—1 conten-
tum. Constat enim, X tunc divisibilem fore per factorem realem secundi gradus
xx—2ax-+aa-+bb, si b non fuerit — 0, et per factorem realem simplicem
z--a, si b=10. In utroque casu quotiens erit realis, et inferioris gradus quam
X; et quum hic eadem ratione factorem realem primi secundive gradus habere de-

*) Sub quantitate imaginaria hic semper intelligo quantitatem in forma a 4 &y—1 contentam, quam-
diu b non est = o. In hoc sensu expressio illa semper ab omnibus geometris primae notae accepta est, ne-
que audiendos censeo, qui quantitatem a-5y—1 in eo solo casu imaginariam vocare voluerunt ubi a = o,
impossibilem vero quando non sit @ = 0, quum haec distinctio neque necessaria sit neque ullius utilitatis. —
Si quantitates imaginariae omnino in analysi retineri debent (quod pluribus rationibus consultius videtur, quam
ipsas abolere, modo satis solide stabiliantur): necessario tamquam aeque poassibiles ac reales spectandae sunt ;
quamobrem reales et imaginarias sub denominatione communi guantitatum possibilium complecti mallem: con-
tra, impossibilem dicerem quantitatem, quae conditionibus satisfacere debeat, quibus ne imaginariis quidem
concessis satisfieri potest, attamen ita, ut phrasis haec idem significet ac si dicas, talem quantitatem in toto
magnitudinum ambitu non dari. Hinc vero genus peculiare quantitatum formare, neutiquam concederem.
Quodsi quis dicat, triangulum rectilineum aequilaterum rectangulum impossibile esse, nemo erit qui neget.
At si tale triangulum impossibile tamquam novum triangulorum genus contemplari, aliasque triangulorum pro-
prietates ad illud applicare voluerit, ecquis risum teneat? Hoc esset verbis ludere seu potius abuti. — Quam-
vis vero etiam summi mathematici saepius veritates, quae quantitatum ad quas spectant poseibilitatem mani-
festo supponunt, ad tales quoque applicaverint quarum possibilitas adhuc dubia erat; neque abnuerim, huius-
modi licentias plerumque ad solam formam et quasi velamen ratiociniorum pertinere, quod veri geometrae
acies mox penctrare possit: tamen consultius, scientiaeque, quae tamquam perfectissimum claritatis et certi-
tudinis exemplar merito celebratur, sublimitate magis dignum videtur, tales libertates aut omnino proscribere,
aut saltem parcius neque alias ipsis uti, nisi ubi etiam minus exercitati perspicere valeant, rem etiam absque
illarum subsidio etsi forsan minus breviter tamen aeque rigorose absolvi potuisse. — Ceterum haud negaverim,
ea quae hic contra impossibilium abusum dixi, quodam respectu etiam contra imaginarias obiici posse : sed ha-
rum vindicationem nec non totius huius rei expositionem uberiorem ad aliam occasionem mihi reservo.
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beat, patet, per continuationem huius operationis functionem X tandem in facto-
res reales simplices vel duplices resolutum iri, aut, si pro singulis factoribus
realibus duplicibus binos imaginarios simplices adhibere mavis, in m factores
simplices.

[ ] 5.

Prima theorematis demonstratio illustri geometrae o’ ALemsErT debetur, Re-
cherches sur le calcul intégral, Histoire de ' Acad. de Berlin, Année 1746.
p. 182 sqq. Eadem extat in BoveannwviLe, Traité du calcul intégral. & Paris 1754.
p-47s8qq. Methodi huius praecipua momenta haec sunt.

Primo ostendit, si functio quaecunque X quantitatis variabilis z fiat . 0
aut pro # — 0 aut pro £ = 0o, atque valorem infinite parvum realem positi-
vum nancisci possit tribuendo ipsi # valorem realem: hanc functionem etiam va-
lorem infinite parvum realem negativum obtinere posse per valorem ipsius x vel
realem vel sub forma imaginaria p-}¢y/—1 contentum. Scilicet designante Q
valorem infinite parvum ipsius X, et o valorem respondentem ipsius #, asserit
o per seriem valde convergentem aQ®—-bQf{cQVetc. exprimi posse, ubi ex-
ponentes a, 6,  etc. sint quantitates rationales continuo crescentes, et quae adeo
ad minimum in distantia certa ab initio positivae evadant, terminosque, in qui-
bus adsint, infinite parvos reddant. Iam si inter omnes hos exponentes nullus
occurrat, qui sit fractio denominatoris paris, omnes terminos seriei reales fieri tum
pro positivo tum pro negativo valore ipsius Q; si vero quaedam fractiones deno-
minateris paris inter illos exponentes reperiantur, constare, pro valore negativo
ipsius Q terminos respondentes in forma p-+g\/—1 contentos esse. Sed prop-
ter infinitam seriei convergentiam in casu priori sufficere, si terminus primus (i. e.
‘maximus) solus retineatar, in posteriori ultra eum terminum, qui partem imagi-
nariam primus producat, progredi opus non esse.

~ Per similia ratiocinia ostendi posse, si X valorem negativum infinite par-
vum ex valore reali ipsius @ assequi possit: functionem illam valorem realem
positivam infinite parvum ex valore reali ipsius # vel ex imaginario sub forma
p-+gy—1 contento adipisci posse.

Hinc secundo concludit, etiam valorem aliquem realem finitum ipsius X
dari, in casu priori negativum, in posteriori positivam, qui ex valore imaginario
ipsius @ sub forma p-¢\/—1 contento produci possit.
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Hinc sequitur, si X sit talis functio ipsius x, quae valorem realem V
ex valore ipsius z reali v obtineat. atque etiam valorem realem quantitate in-
finite parva vel maiorem vel minorem ex valore reali ipsius z assequatur, eandem
etiam valorem realem quantitate infinite parva atque adeo finita_vel minorem vel
maiorem quam V (resp.; recipere posse, tribuendo ipsi x valorem sub forma
p+qV—1 contentum. Hoc nullo negotio ex praecc. defvatur, si pro X sub-
stitui concipituar V4 Y, et pro 2, v4-y.

Tandem affirmat ill. p’ALEMBERT, 5i X totum intervallum aliquod inter duos
valores reales R, 8 percurrere posse supponatur (i. e. tum ipsi R, tam ipsi S,
tum omnibus valoribus realibus intermediis aequalis fieri), tribuendo ipsi x valo-
res semper in forma p-q\—1 contentos; functionem X quavis quantitate fi-
nita reali adhuc augeri vel diminui posse (prout 8> R vel S<<R), manente x
semper sub forma p-¢\/—1. Si enim quantitas realis U daretur (inter quam
et R supponitur 8§ iacere), cui X per talem valorem ipsius x aequalis fieri non
posset, necessario valorem mazimum ipsius X dari (scilicet quando 8™>R; mi-
nimum vero, quando S<R), puta T, quem ex valore ipsius z, p+4¢y—1,
consequeretur, ita ut ipsi # nullus valor sub simili forma contentus tribui posset,
qui functionem X vel minimo excessu propius versus U promoveret. Iam si in
aequatione inter X et # pro x ubique substituatur p-}¢\/—1. atque tum pars
realis, tum pars, quae factorem \/—1 implicet, hoc omisso, cifrae aequentur:
ex duabus aequationibus hinc prodeuntibus (in quibus p, ¢ et X cum constanti-
bus permixtae occurrent) per eliminationem duas alias elici p&sse, in quarum al-
tera p, X et constantes reperiantur, altera a p libera solas ¢, X et constantes
involvat. Qamobrem quum X per valores reales ipsarum p, ¢ omnes valores ab
R usque ad T percurrerit, per praecc. X versus valorem U adhuc propius acce-
dere posse tribuendo ipsius p, ¢ valores tales a—+yy/—1, 648y —1 resp. Hinc
vero fieri # = a— &+ (y+6)y—1, i.e. adhuc sub forma p-4-q\/—1 esse, con-
tra hyp. '

Iam si X functionem talem ut 2™+ As™ '+ Ba™ *+ etc. + M deno-
tare supponitur, nullo negotio perspicitur, ipsi # tales valores reales tribui posse,
ut X totum aliquod intervallum inter duos valores reales percurrat. Quare
valorem aliquem sub forma p-g\/—1 contentum talem etiam nancisci poterit,
unde X fiat — 0. Q. E. D.*)

*) Observare convenit, ill. o’ ALxusear in sua huius demonstrationis expositione considerationes geome-
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6.

Quae contra demonstrationem p’Avremsertianam obiici posse videntur, ad
haec fere redeunt.

- 1. Tl P’A. nullum dubium movet de existentia valorum ipsius @, quibus va-
lores dati ipsius X respondeant, sed illam supponit, solamque formam istorum
valorum investigat.

Quamvis vero haec obiectio per se gravissima sit, tamen hic ad solam dictio-
nis formam pertinet, quae facile ita corrigi potest, ut illa penitus destruatur.

2. Assertio, o per talem seriem qualem ponit semper exprimi posse. certo
est falsa, si X etiam functionem quamlibet transscendentem designare debet (uti
D'A. pluribus locis innuit). Hoc e. g. manifestum est, si ponitur X = e¥, sive
= l”oElI’t' Attamen si demonstrationem ad eum casum restringimus, ubi X est
functio algebraica ipsius # (quod in praesenti negotio sufficit), propositio utique
est vera. __ Ceterum D’'A. nihil pro confirmatione suppositionis suae attulit; cel.
BouvaamwviLLe supponit, X esse functionem algebraicam ipsius @, et ad inventio-
nem seriei parallelogrammum Newrovianum commendat.

3. Quantitatibus infinite parvis liberius utitur, quam cum geometrico ri-
gore consistere potest aut saltem nostra aetate (ubi illae merito male audiunt) ab
analysta scrupuloso concederetur, neque etiam saltum a valore infinite parvo ip-
sius Q ad finitum satis luculenter explicavit. Propositionem suam, Q etiam va-
lorem aliquem finitum consequi posse, non tam ex: possibilitate valoris infinite
parvi ipsius  concludere videtur quam inde potius, quod denotante 2 quanti-
tatem valde parvam, propter magnam seriei convergentiam, quo plures termini
seriel accipiantur, eo propius ad valorem verum ipsius w accedatur, aut, quo
plurium partium summa pro w accipiatur, eo exactius aequationi, quae relatio-
nem inter © et Q sive # et X exhibeat, satisfactum iri. Praeterea quod tota
haec argumentatio nimis vaga videtur, quam ut ulla conclusio rigorosa inde col-
ligi possit: observo, utique dari series, quae quantumvis parvus valor quantitati,

tricas adhibuisse, atque X tamquam abscissam, z tamquam ordinatam ourvae spectavisse (secundum morem
omnium geometrarum primae huius saeculi partis, apud quos notio functionum minus usitata erat). Quia vero
omnia ipsius ratiocinia, si ad ipsorum essentiam solam respicis, nullis principiis geometricis, sed pure analyti-
cis innituntur, et curva imaginaria, ordinataeque imaginarize expressiones duriores esse lectoremque hodier-
num facilius offendere posse videntur, formam repraesentationis mere analyticam hic adhibere malui. Hano
annotationem ideo adieci, ne quis' demonstrationem p’ArzueErTianam ipsam cum hac succincta expositione com-
parans aliquid essentiale immutatum esse suspicetur.

2
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»

secundum cuius potestates progrediuntur, tribuatur, nihilominus semper diver-
gant, ita ut si modo satis longe continuentur, ad terminos quavis quantitate data
maiores pervenire possis ¥). Hoc evenit, quandb cotfficientes seriei progressionem
hypergeometricam constituunt. Quamobrem necessario demonstrari debuisset, ta-
lem seriem hypergeometricam in casu praesenti provenire non posse.

Ceterum mihi videtur, ill. p’A. hic non recte ad series infinitas confugisse,
hasque ad stabiliendum theorema hoc fundamentale doctrinae aequationum haud
idoneas esse.

4. Ex suppositione, X obtinere posse valorem S neque vero valorem U,
nondum sequitur, inter S et U necessario valorem T’ iacere, quem X attingere
* sed non superare possit. Superest adhuc alius casus: scilicet fieri posset, ut in-
ter 8§ et U limes situs sit, ad quem accedere quidem quam prope velis possit X,
ipsum vero nihilominus numquam attingere. Ex argumentis ab ill. p’A. allatis
tantummodo sequitur, X omnem valorem, quem attigerit, adhuc quantitate
finita superare posse, puta quando evaserit — S, adhuc quantitate aliqua finita
Q' augeri posse; quo facto, novum incrementum L' accedere, tunc iterum augmen-
tum Q" etc., ita ut quotcunque incrementa iam adiecta sint. nullum pro ultimo
haberi debeat, sed semper aliquod novum accedere possit. At quamvis multitudo
incrementorum possibilium nullis limitibus sit circumseripta: tamen utique fieri
posset, ut si incrementa 2,2, Q"etc. continuo decrescerent, nihilominus summa
S+4-2+4-Q2+4 Q" etc. limitem aliquem numquam attingeret, quotcunque termini
considerentur. ~

Quamquam hic casus occurrere non potest, quando X designat functionem
algebraicam integram ipsius #: tamen sine demonstratione, hoc fieri non posse,
methodus necessario pro incompleta habenda est. Quando vero X est functio
transscendens, sive etiam algebraica fracta, casus ille utique locum habere potest.
e.g. semper quando valori cuidam ipsins X valor infinite magnus ipsinus 2 respon-

*) Hacce occasione obiter adnoto, ex harum serierum numero plurimas esse, quae primo aspectu maxime
convergentes videantur, e. g. ad maximam partem eas, quibus ill. EvLer in parte poster. Inst. Cale. Diff.
Cap. VI, ad summam aliarum serierum quam proxime assignandam utitur p. 441—474 (reliquae enim series
P. 475—478 revera convergere possunt), quod, quantum scio, a nemine hucusque observatum est. Quocirca
magnopere optandum esset, ut dilucide et rigorose ostenderetur, cur huiusmodi series, quae primo citissime,
dein paullatim lentius lentiusque convergunt, tandemque magis magisque divergunt, nihilominus summam
proxime veram suppeditent, si modo non nimis multi termini capiantur, et quousque talis summa pro exacta
tuto haberi possit?
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det. Tum methodus p’ALEMBERTIana non sine multis ambagibus, et in quibusdam
casibus nullo forsan modo, ad principia indubitata reduci posse videtur.

Propter has rationes demonstrationem »’AremBERTianam pro satisfaciente
habere nequeo. Attamen hoc non obstante verus demonstrationis nervus probandi
per omnes obiectiones neutiquam infringi mihi videtur, credoque eidem funda-
mento (quamvis longe diversa ratione, et saltem maiori circumspicientia) non so-
lum demonstrationem rigorosam theorematis nostri superstrui, sed ibinde omnia
peti posse, quae circa aequationum transscendentium theoriam desiderari queant.
De qua re gravissima alia occasione fusius agam; conf. interim infra art. 24.

7.

Post p’Avemeerrun ill. EvLEr disquisitiones suas de eodem argumento pro-
mulgavit, Recherches sur les racines imaginaires des équations, Hist. de I Acad.
de Berlin A. 1749, p. 223 sqq. Methodum duplicem hic tradidit: prioris summa
continetur in sequentibus.

Primo ill. E. suscipit demonstrare, si m denotet quamcunque dignitatem
numeri 2, functionem z*™-+Ba*™*+ C2*™*+ etc. +M = X (in qua coiffi-
ciens termini secundi est — 0) semper in duos factores reales resolvi posse, in
quibus 2 usque ad m dimensiones ascendat. Ad hunc finem duos factores assumit,

2™ —ua™ ' 4 ar™ B2 4 ete., et 2™ ua™ A - pa™ S ete.

ubi coéfficientes %, a, 6 ete. A, petc. adhuc incogniti sunt, horumque productum
aequale ponit functioni X. Tum coéfficientium comparatio suppeditat 2m —1
aequationes, manifestoque demonstrari tantummodo debet, incognitis , a, 6 etc.
A, p etc. (quarum multitudo etiam est 2m —1) tales valores reales tribui posse. qui
aequationibus illis satisfaciant. Jam E. affirmat, si primo u tamquam cognita
consideretur, ita ut multitudo incognitarum unitate minor sit quam multitudo
aequationum. his secandum methodos algebraicas notas rite combinatis omnes
a, 6 etc. A, petc. rationaliter et sine ulla radicum extractione per u et coéffi-
cientes B, C etc. determinari posse, adeoque valores reales nancisci, simulac u
realis fiat. Praeterea vero omnes a, 6 etc. A, p etc. eliminari poterunt, ita ut
prodeat aequatio U = 0, ubi U erit functio integra solius u et coéfficientium
cognitorum. Hanc aequationem ipsam per methodum eliminationis vulgarem evol-

vere, opus immensum foret, quando aequatio proposita X — 0 est gradus ali-
2%
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quantum alti; et pro gradu indeterminato, plane impossibile (iudice ipso E: p. 239).
Attamen hic sufficit, unam illius aequationis proprietatem novisse, scilicet quod
terminus ultimus in U (qui incognitam % non implicat) necessario est negativus,
unde sequi constat, aequationem ad minimum unam radicem realem habere, sive
u et proin etiam a, 6 etc. A, p etc. ad minimum uno modo realiter determinari
posse: illam vero proprietatem per sequentes reflexiones confirmare licet. Quum
2™ —ua™ '+ oa™ "+ etc. supponatur esse factor functionis X: necessario u
erit summa m radicum aequationis X =— 0, adeoque totidem valores habere de-
bebit, quot modis diversis ex 2m radicibus m excerpi possunt, sive per princi-
pia calculi combinationum ZFimlAm— R '”'H valores. Hic numerus sem-
per erit impariter par (demonstratlonem haud d1ﬂic1lem supprimo): si itaque po-
nitar — 2k, ipsius semissis & impar erit; aequatio U= 0 vero erit gradus
244, Iam quoniam in aequatione X — 0 terminus secundus deest: summa
omnium 2sm radicum erit 0; unde patet, si summa quarumcunque m radicum
fuerit 4+ p, reliquarum summam fore —p, i. e. si +p est inter valores ipsius
%, etiam —p inter eosdem erit. Hinc E. concludit, U esse productum ex &
factoribus duplicibus talibus uu—pp, uu—qq, uu—rr etc., denotantibus —-p,
—p. +¢, —qetc. omnes 2k radices aequationis U =0, unde, propter mul-
titudinem imparem horum factorum, terminus ultimus in U erit quadratum pro-
ducti pgqr etc. signo negativo affectum. Productum autem pgr etc. semper ex
cogfficientibus B, C etc. rationaliter determinari potest, adeoque necessario erit
quantitas realis. Huius itaque quadratum signo negativo affectum certo erit quan-
titas negativa. Q. E. D.

Quum hi duo factores reales ipsius X sint gradus m% atque m potestas
numeri 2: eadem ratione uterque rursus in duos factores reales {m dimensionum
resolvi poterit. Quoniam vero per repetitam dimidiationem numeri m necessario
tandem ad binarium pervenitur, manifestum est, per continuationem operationis
functionem X tandem in factores reales secundi gradus resolutam haberi.

Quodsi vero functio talis proponitur, in qua terminus secundus non deest,
puta ™4 Ax*™ ' 4 Ba*™* 4 etc. + M, designante etiamnum 2m potestatem
binariam, haec per substitutionem z = y—% transibit in similem functionem
termino secundo carentem. Unde facile concluditur, etiam illam functionem in
factores reales secundi gradus resolubilem esse.

Denique proposita functione gradus n*, designante » numerumn, qui non
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est potestas binaria: ponatur potestas binaria proxime maior quam n, = 2m.
multipliceturque functio proposita per 2m—mn factores simplices reales quoscun-
que. Ex resolubilitate producti in factores reales secundi gradus, nullo negotio
derivatur, etiam functionem propositam in factores reales secundi vel primi gra-
dus resolubilem esse debere.

8.

Contra hanc demonstrationem obiici potest

1. Regulam, secundum quam E. concludit, ex 2m—1 aequationibus
2m— 2 incognitas a, B etc. A, p etc. omnes rationaliter determinari posse, neu-
tiquam esse generalem, sed saepissime exceptionem pati. Si quis e. g. in art. 3,
aliqua incognitarum tamquam cognita spectata, reliquas per hanc et coéfficien-
tes datos rationaliter exprimere tentat, facile inveniet, hoc esse impossibile, nul-
lamque quantitatum incognitarum aliter quam per aequationem m—1% gradus
determinari posse. Quamquam vero hic statim a priori perspici potest, illud ne-
cessario ita evenire debuisse: tamen merito dubitari posset, annon etiam in casu
praesenti pro quibusdam valoribus m res eodem modo se habeat, ut incognitae
a, 6 etc. A, p etc.. ex u, B, Cetc. aliter quam per aequationem gradus forsan ma-
ioris quam 2m determinari nequeant. Pro eo casu, ubi aequatio X — 0 est
quarti gradus, E. valores rationales co&fficientium per u et coéfficientes datos eruit;
idem vero etiam in omnibus aequationibus altioribus fieri posse, utique explica-
tione ampliori egebat. __ Ceterum operae pretium esse videtur, in formulas il-
las, quae a, G etc. rationaliter per u, B, C etc. exprimant, profundius et gene-
ralissime inquirere; de qua re aliisque ad eliminationis theoriam (argumentum
haudquaquam exhaustum) pertinentibus alia occasione fusius agere suscipiam.

2. Etiamsi autem demonstratum fuerit, cuiusvis gradus sit aequatio X —0,
semper formulas inveniri posse, quae ipsas «a, G etc. A, g etc. rationaliter per
u, B, C etc. exhibeant: tamen certum est, pro valoribus quibusdam determinatis
coéfficientiom B, C etc. formulas illas indeterminatas evadere posse, ita ut non
solum impossibile sit, incognitas illas rationaliter ex u, B, C etc. definire, sed
adeo revera quibusdam in casibus valori alicui reali ipsius » nulli valores reales
ipsarum a, 6 etc. A, p etc. respondeant. Ad confirmationem huius rei brevitatis
gratia ablego lectorem ad diss. ipsam E., ubi p. 236 aequatio quarti gradus fusius
explicata est. Statim quisque videbit, formulas pro coéfficientibus e, & indeter-




14 DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS

minatas fieri, si C=0 et pro u assumatur valor 0, illorumque valores non so-
lum sine extractione radicum assignari non posse, sed adeo ne reales quidem esse,
si fuerit BB— 4D quantitas negativa. Quamquam vero in hoc casu u adhuc
alios valores reales habere, quibus valores reales ipsarum «, 6 respondeant, fa-
cile perspici potest: tamen vereri aliquis posset, ne huius difficultatis enodatio
(quam E. omnino non attigit) in aequationibus altioribus multo maiorem operam
facessat. Certe haec res in demonstratione exacta neutiquam silentio praeteriri
debet.

3. Il E. supponit tacite, aequationem X — 0 habere 2m radices, ha-
rumque summam statuit — 0, ideo quod terminus secundus in X abest. Quo-
modo de hac licentia (qua omnes auctores de hoc argumento utuntur) sentiam, iam
supra art. 3 declaravi. Propositio, summam omnium radicum aequationis alicu-
ius coéfficienti primo, mutato signo, aequalem esse, ad alias aequationes appli-
canda non videtur, nisi quae radices habent: iam quum per hanc ipsam demon-
strationem evinci debeat, aequationem X = 0 revera radices habere, haud per-
missum videtur, harum existentiam supponere. Sine dubio ii, qui huius paralo-
gismi fallaciam nondum penetraverunt, respondebunt, kic non demonstrars, aequa-
tioni X — 0 satisfiers posse (nam hoc dicere vult expressio, eam habere radices),
sed tantummodo , ipsi per valores ipsius x sub forma a--b\—1 contentos satisfieri
posse; illud vero tamgquam azioma suppomi. At quum aliae quantitatum formae,
praeter realem et imaginariam a-+b\/—1 concipi nequeant, non satis luculen-
tum videtur, quomodo id, quod demonstrari debet, ab eo, quod tamquam axioma
supponitur, differat; quin adeo si possibile esset adhuc alias formas quantitatum
excogitare, puta formam F, F', F" etc.: tamen sine demonstratione admitti non
deberet, cuius aequationi per aliquem valorem ipsius 2 aut realem. aut sub forma
. a+by—1, autsubforma F, autsub F'etc. contentum satisfieri posse. Quam-
obrem axioma illud alium sensum habere nequit quam hunc: Cuivis aequationi
satisfieri potest aut per valorem realem incognitae, aut per valorem imaginarium
sub forma a--by—1 contentum, aut forsan per valorem sub forma alia hucus-
que ignota contentum, eut per valorem, qui sub nulla omnino forma continetur.
Sed quomodo huiusmodi quantitates, de quibus ne ideam quidem fingere potes
— vera umbrae umbra — summari aut maultiplicari possint, hoc ea perspicuitate,
quae in mathesi semper postulatur, certo non intelligitur *).

*) Tota haec res multum illustrabitur per aliam disquisitionem sub prelo iam sudantem, ubi in argu-
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Ceterum conclusiones, quas E. ex suppositione sua elicuit, per has obiectio-
nes haudquaquam suspectas reddere volo; quin potius certus sum, illas per me-
thodum neque difficilem neque ab EvrEriana multum diversam ita comprobari
posse, ut nemini vel minimus scrupulus superesse debeat. Solam formam repre-
hendo, quae quamvis in tnveniendis novis veritatibus magnae utilitatis esse possit,
tamen in demonstrando, coram publico, minime probanda videtur.

4. Pro demonstratione assertionis, productum pgqr etc. ex coéfficientibus
in X rationaliter determinari posse, ill. E. nihil omnino attulit. Omnia, quae
hac de re in aequationibus quarti gradus explicat, haec sunt (ubi @, b, ¢, b sunt
radices aequationis propositae '+ Bzz—+ Cz-+4D = 0):

‘On m'objectera sans doute, que j'ai supposé ici, que la quantité pqr étalt
une quantité réelle, et que son quarré ppgqrr était affirmatif; ce qui était en-
core douteux, vu que les racines a, b, ¢, b étant imaginaires, il pourrait bien arri-
ver, que le quarré de la quantité pgr, qui en est composée, fut négatif. Or je ré-
ponds & cela que ce cas ne saurait jamais avoir lieu; car quelque imaginaires que
soient les racines a, b, c, b, on sait pourtant, qu'il doit y avoir a+4-b—4c—+d = 0:
ab+ac+ab4bctbdb4-cd=B; abc4abdb4-achb+bed = —C*); abcb=D,
ces quantités B, C, D étant réelles. Mais puisque p — a-+b, ¢ = a—+-c,
r = a-4bd, leur produit pgr — (a-b)(a--c)(a+b) est déterminable comme on
sast, par les quantités B; C, D, et sera par conséquent réel, tout comme nous
avons vu, quil est effectivement pgr — — C, et ppggrr = CC. On recon-
naftra aisément de méme, que dans les plus hautes équations cette méme cir-
constance doit avoir lieu, et qu'on ne saurait me faire des objections de ce
c6té.’ Conditionem, productum pgr etc. rationaliter per B, C etc. determi-
nari posse, E. nullibi adiecit, attamen semper subintellexisse videtur, quum abs-
que illa demonstratio nullam vim habere possit. Iam verum quidem est in ae-
quationibus quarti gradus, si productum (a--b)(a-4-¢)(a—b) evoluatur, obtineri
aa(a+4-b-4c+4b)+abc+abd+acdb4-bcb = — C, attamen non satis perspicuum
videtur, quomodo in emnibus aequationibus superioribus productum rationaliter

mento longe quidem diverso, nihilominus tamen analogo, licentiam similem prorsus eodem iure usurpare
potuissem, ut hic in aequationibus ab omnibus analystis factum est. Quamquam vero plurium veritatum de-
monstrationes adiumento talium fictionum paucis verbis absolvere licuisset, quae absque his perquam difficiles
evadunt et subtilissima artificia requirunt, tamen illis omnino abstinere malui, speroque, paucis me satisfactu-
rum fuisse, si analystarum methodum imitatus essem. .

*) E. per errorem habet C, unde etiam postea perperam statuit pgr = C.
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per coéfficientes determinari possit. Clar. pE Foxcenex, qui primus hoc obser-
vavit (Miscell. phil. math. soc. Taurin. T. 1. p. 117), recte contendit, sine demon-
stratione rigorosa huius propositionis methodum omnem vim perdere, illam vero
satis difficilem sibi videri confitetur, et quam viam frustra tentaverit, enarrat®).
Attamen haec res haud difficulter per methodum sequentem (cuius summam ad-
digitare tantummodo hic possum) absolvitur: Quamquam in aequationibus quarti
gradus non satis clarum est, productum (a—b)(a+-c)(a—bd) per coéfficien-
tes B, C, D determinabile esse, tamen facile perspici potest, idem productum
etiam esse — (b+a)(b—4c)(6+bD), nec non = (c+4a)(c+b)(c+bd), denique
etiam — (b-+a)(b4b)(b+c). Quare productum pgr erit quadrans summae
(658 €) (a4 )+ (b4 a)B—4-0) (b ) (e a)(c+-B)(e+-b)+(b )b+ B)(b+-<),
quam, si evolvatur, fore functionem rationalem integram radicum g, b, ¢, b ta-
lem, in quam omnes eadem ratione ingrediantur, nullo negotio a priori praevi-

“deri potest. Tales vero functiones semper rationaliter per cofficientes aequationis,

cuius radices sunt @, b, ¢, b, exprimi possunt. __ Idem etiam manifestum est,
si productum pgr sub hanc formam redigatur:

+@4-b—c—bd) < $(a4+c—b—>d) < $(@a4+b—b—¢)

quod productum evolutum omnes g, b, ¢, b eodem modo implicaturum esse facile
praevideri potest. Simul periti facile hinc colligent, quomodo hoc ad altiores ae-
quationes applicari debeat. __ Completam demonstrationis expositionem, quam
hic apponere brevitas non permittit, una cum uberiori disquisitione de functioni-
bus plures variabiles eodem modo involventibus ad aliam occasionem mihi reservo.

Ceterum observo, praeter has quatuor obiectiones, adhuc quaedam alia in
demonstratione E. reprehendi posse, quae tamen silentio praetereo, ne forte cen-
sor nimis severus esse videar, praesertim quum praecedentia satis ostendere vi-
deantur, demonstrationem in ea quidem forma, in qua ab E. proposita est. pro
completa neutiquam haberi posse.

Post hanc demonstrationem, E. adhuc aliam viam theorema pro aequationi-
bus, quarum gradus non est potestas binaria. ad talium aequationum resolutio-
nem reducendi ostendit: attamen quum methodus haec pro aequationibus quarum

) In hanc expositionem error irrepsisse videtur, scilicet p. 118. 1. 5. loco characteris p (on choisis-
sait seulement celles oh entrait p etc.), necessario legere oportet, une méme racine quelconque de ?égua-
tion proposée, aut simile quid, quum illud nullum sensum habeat.
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gradus est potestas binaria, nihil doceat, insuperque omnibus obiectionibus praecc.
(praeter quartam) aeque obnoxia sit ut demonstratio prima generalis: haud necesse
est illam hic fusius explicare.

9.

In eadem commentatione ill. E. theorema nostrum adhuc alia via confir-
mare annixus est p. 263, cuius summa continetur in his: Proposita aequatione
2"+ A2 '+ Ba""*etc. = 0, hucusque quidem expressio analytica, quae ipsius
radices exprimat, inveniri non potuit, si exponens n>>4; attamen certum esse
videtur (uti asserit E.), illam nihil aliud continere posse, quam operationes arith-
meticas et extractiones radicum eo magis complicatas, quo maior sit 2. Si hoc
conceditur, E. optime ostendit, quantumvis inter se somplicata sint signa radica-
lia, tamen formulae valorem semper per formam M--Ny—1 repraesentabilem
fore, ita ut M, N sint quantitates reales. :

Contra hoc ratiocinium obiici potest, post tot tantorum geometrarum labo-
res perexiguam spem superesse, ad resolutionem generalem aequationum algebrai-
carum umquam perveniendi, ita ut magis magisque verisimile fiat, talem resolu-
tionem omnino esse impossibilem et contradictoriam. Hoc eo minus paradoxum
videri debet, quum id, quod vulgo resolutio aequationis dicitur, proprie nikil aliud sit
quam ipsius reductio ad aequationes puras. Nam aequationum purarum solutio hinc
non docetur sed supponitur, et si radicem aequationis 2™ — H per VH expri-
mis, illam neutiquam solvisti, neque plus fecisti, quam si ad denotandam radicem
aequationis 2"+ Ax" '+ etc. =— 0 signum aliquod excogitares, radicemque huic
aequalem poneres. Verum est, aequationes puras propter facilitatem ipsarum ra-
dices per approximationem inveniendi, et propter nexum elegantem, quem omnes
radices inter se habent, prae omnibus reliquis multum praestare, adeogue neuti-
quam vituperandum esse, quod analystae harum radices per signum peculiare de-
notaverunt: attamen ex eo, quod hoc signum perinde ut signa arithmetica addi-
tionis, subtractionis, multiplicationis, divisionis et evectionis ad dignitatem sub
nomine expressionum analyticarum complexi sunt, minime sequitur cuiusvis aequa-
tionis radicem per illas exhiberi posse. Seu, missis verbis, sine ratione sufficienti
supponitur, cuiusvis aequationis solutionem ad solutionem aequationum purarum
reduci posse. Forsan non ita difficile foret, impossibilitatem iam pro quinto gradu

omni rigore demonstrare, de qua re alio loco disquisitiones meas fusius proponam.
) 3
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Hic sufficit, resolubilitatem generalem aequationum, in illo sensu acceptam., ad-
huc valde dubiam esse, adeoque demonstrationem, cuius tota vis ab illa supposi-
tione pendet, in praesenti rei statu nihil ponderis habere. -

10.

Postea etiam clar. pe FoNcexex, quum in demonstratione prima Evrert de-
fectum animadvertisset (supra art. 8 obiect. 4), quem tollere.non poterat, adhuc
aliam viam tentavit et in comment. laudata p. 120 in medium protulit¥*). Quae
consistit in sequentibus.

Proposita sit aequatio Z = 0, designante Z functionem m% gradus in-
cognitae 2. Si m est numerus impar, iam constat, aequationem hanc habere
radicem realem; si vero m st par, clar. F. sequenti modo probare conatur, ae-
quationem ad minimum unam radicem formae p-+g¢\/—1 habere. Sit m = 2",
designante i numerum imparem, supponaturque zz-+wuz-+M esse divisor
functionis Z. Tunc singuli valores ipsius % erunt summae binarum radicum ae-
quationis Z = 0 (mutato signo), quamobrem % habebit 2" — m’ valores,
et si 4 per aequationem U — 0 determinari supponitur (demgna.nte U functlo-
nem integram ipsius u et coéfficientium cognitorum in Z), haec erit gradqs m'Y,
Facile vero perspicitur, m' fore numerum formae 2" 'i', designante i’ numerum
imparem. Iam nisi m' est impar, supponatur iterum, uu+-u'u— M’ esse divisorem
ipsius U, patetque per similia ratiocinia, &' determinari per aequationem U'=0.
ubi U’ sit functio ™-"—'t gradus i xpsms «. Posito vero ™ '”': =m", erit m"
numerus formae 2° %3 ", designante i” numerum imparem. Iam nisi m” est im-
par statuatur »'uw'4-u"u'4M" esse divisorem functionis U, determmablturque
u’ per aequationem U”= 0, quae si supponitur esse gradus m"™, m” erit nu-
merus formae 2" %". Manifestum est, in serie aequationum U_ 0, U= o,
U"= 0 etc. a™™ fore gradus imparis adeoque radicem realem habere. Statue-
mus brevitatis gratia n — 3, ita ut aequatio U"==0 radicem realem u” habeat,
nullo enim negotio perspicitur, pro quovis alio valore ipsius » idem ratiocinium
valere. Tunc coéfficientem M" per u" et coéfficientes in U’ (quos fore functio-
nes integras coéfficientium in Z facile intelligitur), sive per «" et coéfficientes in

*) In tomo secundo eorundem Miscellaneorum p. 337 dilucidationes ad hanc commentationem continen-
tur: attamen hae ad disquisitionem praesentem non pertinent, sed ad logarithmos quantitatum negativarum,
de quibus in eadem comm. sermo fuerat.
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Z rationaliter determinabilem fore asserit clar. de F., et proin realem. Hinc se-
quitur, radices aequationis w'w'4 4"+ M"= 0 sub forma p-{g\/—1 conten-
tas fore; eaedem vero manifesto aequationi U = 0 satisfacient: quare dabitur
valor aliquis ipsius «' sub forma p-}qy—1 contentus. Iam coéfficiens M’ (eodem
modo ut ante) rationaliter per «/, et coéfficientes in Z determinari potest, adeoque
etiam sub forma p-+gq\/—1 contentus erit; quare aequationis wu—-wu-- M’
radices sub eadem forma contentae erunt, simul vero aequationi U= 0 satisfa-
cient, i. e. aequatio haec habebit radicem sub forma p—-{¢\/—1 contentam. De-
nique hine simili ratione sequitur, etiam M sub eadem forma contineri, nec non
radicem aequationis zz-+uz-+4M — 0, quae manifesto etiam aequationi propo-
sitae Z — 0 satisfaciet. Quamobrem quaevis aequatio ad minimum unam radi-
cem formae p--g\/—1 habebit. '

11.

Obiectiones 1, 2, 3, quas contra EuLErr demonstrationem primam feci (art. 8),
eandem vim contra hanc methodum habent, ea tamen differentia, ut obiectio se-
cunda, cui EvLert demonstratio tantummodo in quibusdam casibus specialibus eb-
noxia erat, praesentem in omnibus casibus attingere debeat. Scilicet a priori de-
monstrari potest, etiamsi formula detur, quae coéfficientem M’ rationaliter per u’
et coéfficientes in Z exprimat, hanc pro pluribus valoribus ipsius % necessario
indeterminatam fieri debere; similiterque formulam, quae codfficientem M” per
u" exhibeat, indeterminatam fieri pro quibusdam valoribus ipsius u” etc. Hoc
luculentissime perspicietur, si aequationem quarti gradus pro exemplo assumimus.
Ponamus itaque m — 4, sintque radices aequationis Z=—20. hae a, 8, v, 8.
Tum patet, aequationem U =0 fore sexti gradus ipsinsque radices — (a—-8),
—(@+7), —(@+9), —(B+7), —(6+38), —(y+8). Aequatio U'=0 au-

tem erit decimi quinti gradus, et valores ipsius «' hi

204647, 20+6-+439, 20+7+8, 264+a—+7, 26+a—+9, 2647+,
27y+a+8, 2y+a+8, 2y+6+49, 26+a+6, 20+a+7y, 204+647,
a+6+47+96, at+64+749, a+6+4 7498

Iam in hac aequatione, quippe cuius gradus est impar, subsistendum erit, habe-

bitque ea revera radicem realem a—+46-+y-+48 (quae primo coéfficienti in Z mu-

tato signo aequalis adeoque non modo realis sed etiam rationalis erit. si coéfficien-
3 *
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tes in Z sunt rationales). Sed nullo negotio perspici potest, si formula detur,
quae valorem ipsius M’ per valorem respondentem ipsius ' rationaliter exhibeat,
hanc necessario pro ¥ = a-+ 647498 indeterminatam fieri. Hic enim valor
ter erit radix aequationis U — 0, respondebuntque ipsi tres valores ipsius M’
puta (a—6)(y+40), (a+7)(6+8)et (a+-3)(6457). qui omnes irrationales esse
possunt. Manifesto autem formula rationalis neque valorem irrationalem ipsius
M’ in hoc casu producere posset, neque tres valores diversos. Ex hoc specimine
satis colligi potest, methodum clar. pe Foncenexii neutiquam esse satisfacientem,
sed si ab omni parte completa reddi debeat, multo profundius in theoriam elimi-
nationis inquiri oportere.

12.

Denique ill. La Granee de theoremate nostro egit in comm. Sur la forme
des racines imaginaires des équations, Nouv. Mém. de T Acad. de Berlin 1772,
p. 222 sqq. Magnus hic geometra imprimis operam dedit, defectus in Euvrerr de-
monstratione prima supplere et revera praesertim ea, quae supra (art. 8) obiectio-
nem secundam et quartam constituunt, tam profunde perscrutatus est, ut nihil am-
plius desiderandum restet, nisi forsan in disquisitione anteriori super theoria eli-
minationis (cui investigatio haec tota innititur) quaedam dubia superesse videan-
tur. __ Attamen obiectionem tertiam omnino non attigit, quin etiam tota dis-
quisitio superstructa est suppositioni, quamvis aequationem m" gradus revera m
radices habere.

Probe itaque iis, quae hucusque exposita sunt, perpensis, demonstrationem
novam theorematis gravissimi ex principiis omnino diversis petitam peritis haud
ingratam fore spero, quam exponere statim aggredior.

13.

Lo, Denotante m numerum sintegrum positivum quemcunque, functio
sing.2™ —sinme.r™ 'z sin(m—1)p.r™ divisibilis erit per xx—2cos.re—-rr.

Demonstr. Pro m — 1 functio illa fit — 0 adeoque per quemcungque facto-
rem divisibilis; pro m — 2 quotiens fit sin ¢, et pro quovis valore maiori quo-
tiens erit sing.2™ *4-sin2¢.ra™ *4-sin3p.rra™ ' 4-etc.--sin(m —1)p.r™ >
Facile enim confirmatur, multiplicata hac functione per zex—2cos¢.rz—-rr,
productum functioni propositae aequale fieri.
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14.
LemMa. 8i quantitas r angulusque ¢ ita sunt determinati, ut habeantur ae-
quationes

7™ cosmep—+ Ar™ ' cos (m—1) o+ Br™*cos (m — 2) o+ ete.

_ + Krrcos2¢—+4 Lrcoso+M=0 . . [1]
r™sinm e+ Ar™ 'sin (m —1) o+ Br™ 2sin (m — 2) ¢} etc.
+ Krrsin2¢+4 Lrsing=10 . . [2]

functio 2"+ Axz™ '+ Ba™ 4 ete. +-Kxz+ Lo+ M= X divisibilis erit per
factorem duplicem 2 — 2 cosp.rx +-rr, simodo rsingp now = 0; sivero rsing=0,
cadem functio divisihilis erit per factorem simplicem x—r cos .

Demonstr. 1. Ex art. praec. omnes sequentes quantitates divisibiles erunt
per xx—2cosp.rx-f-rr:

sing.rg™ — sinmp.r"z + sin(m—1)p.r"H
Asing.ra™ " — Asin (m—1)¢.r™ 'z Asin (m —2)p.r"
Bsing.ra™*— Bsin(m —2)¢.r™ *z-+ Bsin (m—3)¢. 7™

etc. etc.
Ksing.rzx —Ksin2¢.rrz + Ksing.r*
Lsing.r# — Lsing.rx *
Msing.r * —+ Msin(— 9).r

Quamobrem etiam summa harum quantitatam per x2—2cosgp.rx—rr
divisibilis erit. At singularum partes primae constituunt summam sing.rX;
secundae additae dant 0, propter [2]; tertiarum vero aggregatum quoque eva-
nescere, facile perspicitur, si [1] multiplicatur per sin¢, [2] per cos¢. pro-
ductumgque illud ab hoc subducitur. Unde sequitur, functionem sin¢.rX di-
visibilem esse per 22— 2cos¢.rz—+rr, adeoque, nisi fuerit rsing = 0, etiam
functionem X. Q. E.P.

II. Sivero rsing =20, eritaut r— 0 aut singp — 0. In casu priori erit
M = 0, propter [1], adeoque X per 2 sive per x —rcos¢ divisibilis; in poste-
riori erit cos = +-1, cos 2¢ = -1, cos 3¢ —-1 et generaliter cosnp = cosy™.
Quare propter [1] fiet X — 0, statuendo # = rcos¢, et proin functio X per
z—rcosyp erit divisibilis. Q. E. S.
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15.

Theorema praecedens plerumque adiumento quantitatum imaginariarum de-
monstratur, vid. EvLer Introd. in Anal. Inf. T.1. p. 110; operae pretium esse duxi,
ostendere, quomodo aeque facile absque illarum auxilio erui possit. Manifestum
iam est, ad demonstrationem theorematis nostri nihil aliud requiri quam ut osten-
datur: Proposita functione quacunque X formae 2™ Aa™ '+ Ba™* etc.
+Lx+M, r et ¢ ita determinars posse, ut aequationes 1] et [2] locum habeant.
Hinc enim sequetur, X habere factorem realem primi vel secundi gradus; divisio
autem necessario producet quotientem realem inferioris gradus, qui ex eadem ra-
tione quoque factorem primi vel secundi gradus habebit. Per continuationem hu-
ius operationis X tandem in factores reales simplices vel duplices resolvetur. Il-
lud itaque theorema demonstrare, propositum est sequentium disquisitionum.

16.

Concipiatur planum fixum infinitam (planum tabulae, fig. 1), et in hoc recta
fixa infinita G'C per punctum fixum C transiens. Assumta aliqua longitudine
pro unitate ut omnes rectae per numeros exprimi possint, erigatur in quovis puncto
plani P, cuius distantia a centro C est r angulusque G CP = ¢, perpendicu-
lum aequale valori expressionis

r"sinmo—+4 Ar™ 'sin (m —1)¢+ etc. + Lrsing

quem brevitatis gratia in sequentibus semper per T designabo. Distantiam r
semper tamquam positivam considero, et pro punctis, quae axi ab altera parte
iacent, angulus ¢ aut tamquam duobus rectis maior, aut tamquam negativus
(quod hic eodem redit) spectari debet. Extremitates horum perpendiculorum (quae
pro valore positivo ipsius 7' supra planum accipiendae sunt, pro negativo infra,
pro evanescente in plano ipso) erunt ad superficiem curvam continuam quaquaver-
‘sum infinitam, quam brevitatis gratia in sequentibus superficiem primam vocabo.
Prorsus simili modo ad idem planum et centrum eundemque axem referatur alia
superficies, cuius altitudo supra quodvis plani punctum sit

. cosmp—4 Ar™ ' cos(m—1)¢p—+ etc. + Lrcose+ M

quam expressionem brevitatis gratia semper per U denotabo. Superficiem vero
hanc, quae etiam continua et quaquaversum infinita erit, per denominationem
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superficiei secundae a priori distinguam. Tunc manifestum est, totum negotium in
eo versari, ut demonstretur, ad minimum unum punctum dari, qued simul in
plano, in superficie prima et in superficie secunda iaceat.

17.

Facile perspici potest, superficiem primam partim supra planum partim in-
fra planum iacere; patet enim distantiam a centro r tam magnam accipi posse,
ut reliqui termini in 7' prae primo r™sinm¢ evanescant; hic vero, angulo ¢ rite
determinato, tam positivus quam negativus fieri potest. Quare planum fixum ne-
cessario a superficie prima secabitur; hanc plani cum superficie prima intersectio-
nem vocabo lineam primam; quae itaque determinabitur per aequationem T = 0.
Ex eadem ratione planum a superficie secunda secabitur; intersectio constituaet
curvam per aequationem U=— 0 determinatam, quam lineam secundam appel-
labo. Proprie utraque curva ex pluribus ramis constabit, qui omnino seiuncti_
esse possunt, singuli vero erunt lineae continuae. Quin adeo linea prima sem-
per erit talis, quam complexam vocant, axisque G'C tamquam pars huius curvae
spectanda; quicunque enim valor ipsi r tribuatur, T' semper fiet — 0, quando
9 aut — 0 aut = 180°. Sed praestat complexum cunctorum ramorum per omnia
puncta, ubi T'= 0, transeumtium tamquam unam curvam considerare (secundum
usum in geometria sublimiori generaliter receptum), similiterque cunctos ramos
per omnia puncta transeuntes, ubi U= 0. Patet iam, rem eo reductam esse,
ut demonstretar, ad minimum unum punctum in plano dari, ubi ramus aliquis
lineae primae a ramo lineae secundae secetur. Ad hunc finem indolem harum li-
_ mearum propius contemplari oportebit.

18.

Ante omnia observo, utramque curvam esse algebraicam, et quidem', si ad
coordinatas orthogonales revocetur, ordinis m., Sumto enim initio abscissarum
in C, abscissisque « versus G, applicatis y versus P, erit 2= rcos¢p, y = rsing,
adeoque generaliter, quidquid sit #,

reinng = naly — PE R gndyS g PR Sys ete,

1. .

eosng =a"— 222 ’f’;'w""yy—}-"':'_—;".':’:"‘—aw""‘y‘— etc.

Quamobrem tum 7T tum U constabunt ex pluribus huiusmodi terminis azy,
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denotantibus a, 6 numeros integros positivos, quorum summa, ubi maxima est,
fit =m. Ceterum facile praevideri potest, cunctos terminos ipsius 7' factorem
y involvere, adeoque lineam primam proprie ex recta (cuius aequatio y — 0) et
curva ordinis m —1% compositam esse; sed necesse non est ad hanc distinctio-
nem hic respicere.

Maioris momenti erit investigatio, an linea prima et secunda crura infinita
habeant, et quot qualiaque. In distantia infinita a puncto C linea prima, cuius
aequatio sinmcp—l—ésin(m —1)<p+% sin (m — 2)¢ etc. =0, confundetur cum li-
nea, cuius aequatio sinm¢ = 0. Haec vero exhibet m lineas rectas in puncto
C se secantes, quarum prima est axis G'C G’, reliquae contra hanc sub angulis
ml 180, % 180, %180 etc. graduum inclinatae. Quare linea prima 2m ramos in-
finitos habet, qui peripheriam circuli radio infinito descripti in 2m partes aequa-
les dispertiuntur, ita ut peripheria a ramo primo secetur in concursu circuli et axis,
a secundo in distantia '—:'-180". a tertio in distantia '%180" etc. Eodem modo
linea secunda in distantia infinita a centro habebit asymptotam per aequationem
cosme = 0 expressam, quae est complexus m rectarum in puncto C sub aequa-
libus angulis itidem se secantium, ita tamen, ut prima cum axe CG constituat
angulum -90°, secunda angulum 290° tertia angulum ~90° etc. Quare li-
nea secunda etiam 2m ramos infinitos habebit, quorum singuli medium locum
inter binos ramos proximos lineae primae occupabunt, ita ut peripheriam circuli
radio infinite magno descripti in punctis, quae %90", ,—:—90°, '-:—90° etc. ab axe
distant, secent. Ceterum palam est, axem ipsum semper duos ramos infinitos
lineae primae constituere, puta primum et m-1""". Luculentissime hic ramo-
rum situs exhibetur in fig. 2, pro casu m = 4 constructa, ubi rami lineae secun-
dae, ut a ramis lineae primae distinguantur, punctati exprimuntur, quod etiam
de figura quarta est tenendum *). __ Quum vero hae conclusiones maximi mo-
menti sint, quantitatesque infinite magnae quosdam lectores offendere possint:
illas etiam absque infinitorum subsidio in art. sequ. eruere docebo.

19.
TreorEMA. Manentibus cunctis ut supra, ex centro C describi poterit circulus,

*) Figura quarta constructa est supponendo X = z'—2zz+3z+ 10, in qua itaque lectores dis-
quisitionibus generalibus et abstractis minus assueti situm respectivum utriusque curvae in concreto intueri
poterunt. Longitudo lineae C'G assumta est = 10 (CN = 1,26253.)
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in cusus peripheria sint 2m puncta, in quibus T = 0, totidemque, in quibus U= 0,
et quidem ita, ut singuln posteriora inter bina priorum saceant.

’ Sit summa omnium co#fficientium A, B etc. K, L, M positive acceptorum
=S8, accipiaturque R simul >>8y2 et >>1%: tum dico in circulo radio R
descripto ea, quae in theoremate enunciata sunt, necessario locum habere Sci-
licet designato brevitatis gratia eo puncto huius circumferentiae, quod —45 gra-
dibus ab ipsius concursu cum laeva parte axis distat, sive pro quo <p = —-45°
per (1); similiter eo puncto, quod -—45° ab hoc concursu distat, sive pro quo
:p_-—45° per (3); porro eo, ubi ¢ = —45° per (5)etc. usquead (8m—1),
quod 145 gradibus ab illo concursu dlsta.t si semper versus eandem partem
progredens, (ant ;45” a parte opposita), ita ut omnino 4m puncta in peripheria
habeantur, aequalibus intervallis dissita: iacebit inter (8m—1) et (1) unum
punctum, pro quo T = 0; nec non sita erunt similia puncta singula inter (3) et
(5); inter (7) et (9); inter (11) et (13)etc., quorum itaque multitudo 2m; eodem-
que modo singula puncta, pro quibus U= 0, iacebunt inter (1) et (3); inter
(5) et (7); inter (9) et {11), quornm multitudo igitur etiam = 2m; denique prae-
ter haec 4m puncta alia in tota peripheria non dabuntur, pro quibus vel T vel
U sit = 0. ’

Demonstr. 1. In puncto (1) erit mep = 45° adeoque

T = R™'(Ry4+ Asin (m—1) ¢+ sin (m — 2) 9+ ete. + zossing)

summa vero Asin(m—1)¢ +-§ sin (m —2)¢ etc. certo non poterit esse maior quam
8, adeoque necessario erit minor quam Ry/$: unde sequitur, in hoc puncto valo-
rem ipsius T' certo esse positivam. A potiori itaque T’ valorem positivam habe-
bit, quando m¢ inter 45° et 135° iacet, i. e. a puncto (1) usque ad (3) valor
ipsius 7' semper positivus erit. Ex eadem ratione 7' a puncto (9) usque ad (11)
positivum valorem ubique habebit, et generaliter a quovis puncto (8 X-4-1) usque
ad (8%-1-3), denotante k¥ integrum quemcunque. Simili modo T ubique inter
(5) et (7), inter (13) et (15) etc. et generaliter inter (84— 5) et (344 7) valorem
negativum habebit, adeoque in omnibus his intervallis nullibi poterit esse = 0.
Sed quoniam in (3) hic valor est positivus, in (5) negativus: necessario alicubi
inter (3) et (5) erit = 0; nec non alicubi inter (7) et (9); inter (11) et (13) etc.

*) Quando § >4, conditio prima secundam ; quando vero 8 <y}, secunda primam implicabit.
4
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usque ad intervallam inter (8m—1) et (1) incl., ita ut omninoin 2m punctis ha-
beatur T=0. Q.E.P.

- IL. Quod vero praeter haec 2m puncts, alia, hac proprietate praedita, non
dantur. ita cognoscitur. Quum inter (1) et (3); inter (5) et (7) etc. nulla sint,
aliter fieri non posset, ut plura talia puncta exstent, quam si in aliquo intervallo
inter (3) et (5), vel inter (7) et (9) etc. ad minimum duo iacerent. Tum vero ne-
cessario in eodem intervallo T alicubi esset maxrimum, vel minimum, adeoque
:Tf' = 0. Sed :—T = mR™*(Rcosmp+ "~ Acos(m—1)p- etc) et cosmgp
inter (3) et (5) semper est negativus et >>\/$. Unde facile perspicitur, in toto
hoc intervallo :—g esse quantitatem negativam; eodemque modo inter (7) et (9)
ubique positivam; inter (11) et (13) negativam etc., ita ut in nullo horum inter-
vallorum esse possit 0, adeoque suppositio consistere nequeat. Quare etc. Q.E.S.

III. Prorsus simili modo demonstratur, U habere valorem negativuam ubi-

-que inter (3) et (5), inter (11) et (13) etc. et generaliter inter (84— 3) et (84} 5);

positivam vero inter (7) et (9), inter (15) et (17) etc. et generaliter inter (8 X} 7)
et (84+9). Hinc statim sequitur, U = 0 fieri debere alicubi inter (1) et (3).
inter (5) et (7) etc., i. e. in 2m punctis. In nullo vero horum intervallorum fieri
poterit :—:g = 0 (quod facile simili modo ut supra probatur): quamobrem plura
quam illa 2m puncta in circuli peripheria non dabuntur, in quibus fiat U= 0.
QETetQ.

Ceterum ea theorematis pars, secundum quam plura quam 2m puncta non
dantur, in quibus T = 0, neque plura quam 2m, in quibus U = 0, etiam
inde demonstrari potest, quod per aequationes T'=— 0, U = 0 exhibentur cur-
vae m" ordinis, quales a circulo tamquam curva secundi ordinis in pluribus quam
2m punctis secari non posse, ex geometria sublimiori constat.

20.

Si circulus alius radio maiori quam R ex eodem centro describitur, eodem-
que modo dividitur: etiam in hoc inter puncta (3) et (5) iacebit punctum unum,
in quo T = 0, itemque inter (7) et (9) etc., perspicieturque facile, quo minus
radius huius circuli a radio R differat, eo propius huiusmodi puncta inter (3) et (5)
in utriusque circumferentia sita esse debere. Idem etiam locum habebit, si cir-
culus radio aliquantum minori quam R, attamen maiori quam Sy2 et 1, descri-
bitur. Ex his nullo negotio intelligitur, circuli radio R descripti circamferen-




OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM ETC. 217

tiam in eo puncto inter (3) et (5), ubi T'= 0, revera secari ab aliquo ramo li-
neae primae; idemque valet de reliquis punctis, ubi T'=0. Eodem modo pa-
tet. circumferentiam circuli huius in omnibus 2m punctis, ubi U= 0, ab ali-
quo ramo lineae secundae secari. Hae conclusiones etiam sequenti modo exprimi
possunt: Descripto circulo debitae magnitudinis e centro C, in hunc intrabunt
2m rami lineae primae totidemque rami lineae secundae, et quidem ita, ut bini
rami proximi lipeae primae per aliquem ramum lineae secundae ab invicem sepa-
rentur. Vid. fig. 2, ubi circulus iam non infinitae sed finitae magnitudinis erit,
numerique singulis ramis adscripti cam numeris, per quos in art. praec. et hoc
limites certos in peripheria brevitatis caussa designavi, non sunt confundendi.

21.

Iam ex hoc situ relativo ramorum in circulum intrantium tot modis diversis
deduci potest, intersectionem alicuius rami lineae primae cum ramo lineae secun-
dae intra circulum necessario dari, ut, quaenam potissimum methodus prae reli-
quis eligenda sit, propemodum nesciam. Luculentissima videtur esse haec: De-
signemus (fig. 2) punctum peripheriae circuli, ubi a laeva axis parte (quae ipsa est
unus ex 2m ramis lineae primae) secatur, per 0; punctum proximum, ubi ra-
mus lineae secundae intrat, per 1; punctum huic proximum, ubi secundus lineae
primae ramus intrat, per 2, et sic porro usque ad 4m—1, ita ut in quovis puncto
numero pari signato ramus lineae secundae in circulum intret, contra ramus li-
neae secundae in omnibus punctis per numerum imparem expressis. Iam ex geo-
metria sublimiori constat, quamvis curvam algebraicam, (sive singulas cuiusvis
curvae algebraicae partes. si forte e pluribus composita sit) aut in se redeuntem
aut utrimque in infinitum excurrentem esse, adeoque si ramus aliquis curvae al-
gebraicae in spatium definitum intret, eundem necessario ex hoc spatio rursus ali-
cubi exire debere*). Hinc concluditur facile, quodvis punctum numero pari signa-

*) Batis bene certe demonstratum esse videtur, curvam algebraicam neque alicubi subito abrumpi
posse (uti e. g. evenit in curva transscendente, cuius aequatio y = fo;_z)' neque post spiras infinitas in ali-
quo puncto se quasi perdere (ut spiralis logarithmica), quantumque scio nemo dubium contra hanc rem mo-
vit. Attamen si quis postulat, demonstrationem nullis dubiis obnoxiam alia occasione tradere suscipiam. In
casu praesenti vero manifestum est, si aliquis ramus e. g. 2, ex circulo nullibi exiret (fig. 3), te in circu-
lum inter o et 2 intrare, postea circa totum hunc ramum (qui in circuli spatio se perdere deberet) circum-
meare, et tandem inter 2 et 4 rursus ex circulo egredi posse, ita ut nullibi in tota via in lineam primam
incideris. Ho¢ vero absurdum esse inde patet, quod in puncto, ubi in circulum ingressus es, superficiem

4 *
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tum (seu, brevitatis caussa, guodvis punctum par) per ramum lineae primae cum
alio puncto pari intra circalum iunctum esse debere, similiterque quodvis punctum
numero impari notatum cum alio simili puncto per ramum lineae secundae. Quam-
quam vero haec binorum punctorum connexio secundum indolem functionis X
perquam diversa esse potest, ita ut in genere determinari nequeat, tamen facile
demonstrari potest, quaecunque demum illa sit, semper intersectionem lineae primae
cum linea secunda oriri.

22.

Demonstratio huius necessitatis commodissime apagogice repraesentari posse
videtur. Scilicet supponamus, iunctionem binorum quorumque punctorum parium,
et binorum quorumque punctorum imparium ita adornari posse, ut nulla inter-
sectio rami lineae primae cum ramo lineae secundae inde oriatur. Quoniam axis
est pars lineae primae, manifesto punctum 0 cum puncto 2m iunctum erit.
Punctum 1 itaque cum nullo puncto ultra axem sito, i. e. cam nullo puncto per
numerum maiorem quam 2m expresso iunctum esse potest, alioquin enim linea
iungens necessario axem secaret. Siitaque 1 cum puncto n junctum esse sup-
ponitur, erit n< 2m. Ex simili ratione si 2 cum »' iunctum esse statuitur, erit
n<n, quia alioquin ramus 2...n" ramum 1...n necessario secaret. Ex eadem
caussa punctum 3 cum aliquo punctorum inter 4 et ' iacentium iunctum erit,
patetque si 3, 4, 5 etc. iuncta esse supponantur cum 2", n”, n" etc., #” iacere in-
ter 5-et n”, n” inter 6 et n” etc. Unde perspicuum est, tandem ad aliquod
punctum A perventum iri, quod cum puncto A2 iunctum sit, et tum ramus.
qui in puncto 241 in circulum intrat, necessario ramum puncta % et A4 2 iun-
gentem secabit. Quia autem alter horum duorum ramorum ad lineam primam,
alter ad secundam pertinebit, manifestum iam est, suppositionem esse contra-
dictoriam, adeoque necessario alicubi intersectionem lineae primae cum linea se-
cunda fieri.

primam supra te habuisti, in egressu, infra; quare necessario ali:ubi in superficiem primam ipsam incidere de-
buisti, sive in punctum lineae primse. — Ceterum ex hoc ratiocinio principiis geometriae situs innixo, quae
haud minus valida sunt, quam principia geometriae magnitudinis, sequitur tantummodo, si in aliquo ramo li-
neae primae in circulum intres, te alio loco ex circulo rursus egredi posse, semper in linea prima manendo, ne-
que vero, viam tuam esse lineam continuam in eo sensu, quo in geometria sublimiori accipitur. Sed hic suffi-
cit, viam esse lineam coutinuam in sensu commauni, i. e. nullibi interruptam sed ubique cohaerentem.
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Si haec cum praecedentibus iunguntur. ex omnibus disquisitionibus expli-
catis colligetur, theorema, quamvis functionem algebraicam rationalem integram unsus
indeterminatae in factores reales prims vel secundi gradus resolvi posse, omni rigore
demonstratum.

23.

Ceterum haud difficile ex iisdem principiis deduci potest, non solum unam
sed ad minimum m intersectiones lineae primae cum secunda dari, quamquam
etiam fieri potest, ut linea prima a pluribus ramis lineae secundae in eodem puncto
secetur, in quo casu functio X plures factores aequales habebit. Attamen quum
hic sufficiat, unius intersectionis necessitatem demonstravisse, fusius huic rei bre-
vitatis caussa non immoror. = Ex eadem ratione etiam alias harum linearum pro-
prietates hic uberius non persequor, e. g. intersectionem semper fieri sub angulis
rectis; aut si plura crura utriusque curvae in eodem puncto conveniant, totidem
crura lineae primae affore, quot crura lineae secundae, haecque alternatim posita
esse, et sub aequalibus angulis se secare etc. .

Denique observo, minime impossibile esse, ut demonstratio praecedens, quam
hic principiis geometricis superstruxi, etiam in forma mere analytica exhibeatur :
sed eam repraesentationem,.quam hic explicavi, minus abstractam evadere cre-
didi, verumque nervum probandi hic multo clarius ob oculos poni., quam a de-
monstratione analytica exspectari possit.

Coronidis loco adhuc aliam methodum theorema nostrum demonstrandi ad-
digitabo, quae primo aspectu non modo a demonstratione praecedente, sed etiam
ab omnibus demonstrationibus reliquis supra enarratis maxime diversa esse vide-
bitur, et quae nihilominus cum p’ALeMBERTiana, si ad essentiam spectas. proprie
eadem est. Cum qua illam comparare, parallelismumque inter utramque explo-
rare peritis committo, in quorum gratiam unice subiuncta est.

24.

Supra planum figurae 4 relative ad axem CG punctumque fixum C de-
scriptas suppono superficiem primam et secundam eodem modo ut supra. Accipe
punctum quodcunque in aliquo ramo lineae primae situm sive ubi T'=20, (e. g.
quodlibet punctam M in axe iacens), et nisi in hoc etiam U =0, progredere
ex hoc puncto in linea prima versus eam partem, versus quam magnitudo abso-
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luta ipsius U decrescit. Si forte in puncto M valor absolutus ipsius U versus
utramque partem decrescit, arbitrarium est, quorsum progrediaris; quid vero fa-
ciendum sit, si U versus utramque partem crescat, statim docebo. Manifestum
est itaque, dum semper in linea prima progrediaris, necessario tandem te ad
punctum perventurum, ubi U =0, aut ad tale, ubi valor ipsius U fiat mini-
mum, e.g. punctum N. In priori casu quod quaerebatur, inventum est; in poste-
riori vero demonstrari potest, in hoc.puncto plures ramos lineae primae sese in-
tersecare (et quidem multitudinem parem ramorum), quorum semissis ita compa-
rati sint, ut si in aliquem eorum deflectas (sive huc sive illuc) valor ipsius U ad-
hucdum decrescere pergat. (Demonstrationem huius theorematis, prolixiorem
quam difficiliorem brevitatis gratia supprimere debeo.) In hoc itague ramo iterum
progredi poteris, donec U aut fiat — 0 (uti in fig. 4 evenit in P), aut denuo
minimum. Tum rursus deflectes, necessarioque tandem ad punctum pervenies,
ubisit U=20.

Contra hanc demonstrationem obiici posset dubium, annon possibile sit, ut
quantumvis longe progrediaris, et quamvis valor ipsius U semper decrescat, ta-
men haec decrementa continuo tardiora fiant, et nihilominus ille valor limitem
aliquem nusquam attingat; quae obiectio responderet quartae in art. 6.. Sed haud
difficile foret, terminum aliquem assignare, quem simulac transieris, valor ipsius
U necessario non modo semper rapidius mutari debeat, sed etiam decrescere non
amplius possit, ita ut antequam ad hunc terminum perveneris, necessario valor
0 iam affuisse debeat. Hoc vero et reliqua, quae in hac demonstratione addigi-
tare tantummodo potui, alia occasione fusius exsequi mihi reservo.

Principia quibus haecce demonstratio innititur deteximus Initio Octob. 1797.
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DEMONSTRATIO NOVA ALTERA THEOREMATIS
OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM RATIONALEM INTEGRAM
UNIUS VARIABILIS

IN FACTORES REALES PRIMI VEL SECUNDI GRADUS RESOLVI POSSE.

1.

Quamquam demonstratio theorematis de resolutione functionum algebraica-
rum integrarum in factores, quam in commentatione sedecim abhinc annis pro-
mulgata tradidi, tum respectu rigoris tum simplicitatis nihil desiderandum relin-
quere videatur, tamen haud ingratum fore geometris spero, si iterum ad eandem
quaestionem gravissimam revertar, atque e principiis prorsus diversis demonstra-
tionem alteram haud minus rigorosam adstruere coner. Pendet scilicet illa demon-
stratio prior, partim saltem, a considerationibus geometricis: contra ea, quam hic
exponere aggredior, principiis mere analyticis innixa erit. Methodorum analyti-
carum, per quas usque ad illud quidem tempus alii geometrae theorema nostrum
demonstrare susceperunt, insigniores loco citato recensui, et quibus vitiis laborent
copiose exposui. Quorum gravissimum ac vere radicale omnibus illis conatibus,
perinde ac recentioribus, qui quidem mihi innotuerunt, commune: quod tamen
neutiquam inevitabile videri in demonstratione analytica, iam tunc declaravi. Esto
iam penes peritos iudicium, an fides olim data per has novas curas plene sit liberata.

2.
Disquisitioni principali quaedam praeliminares praemittentur, tum ne quid
deesse videatur, tum quod ipsa forsan tractatio iis quoque, quae ab aliis iam de-
5
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libata fuerant, novam qualemcunque lucem affundere poterit. Ac primo quidem
de altissimo divisore communi duarum’ functionum algebraicarum integrarum unius
indeterminatae agemus. Ubi praemonendum, hic semper tantum de functionibus
integris sermonem esse: e qualibus duabus si productum confletur, utraque huius
divisor vocatur. Divisoris ordo ex exponente summae potestatis indeterminatae
quam continet diiudicatur, nulla prorsus coéfficientium numericorum ratione ha-
bita. Ceterum quae ad divisores communes functionum pertinent, eo brevius ab-
solvere licet, quod iis, quae ad divisores communes numerorum spectant, omnino
sunt analoga. )

Propositis duabus functionibus Y, ¥’ indeterminatae .2, quarum prior sit
ordinis altioris aut saltem non inferioris quam posterior, formabimus aequationes
sequentes

Y =qY' 4+ Y"
Yl=q'Y"+ YI"
Y"'— qnym+ Yy

etc. usque ad
YY) = e y®

ea scilicet lege, ut primo 'Y dividatur sueto more per Y'; dein ¥ per residuum
primae divisionis ¥, quod erit ordinis inferioris quam Y’; tunc rursus residuum
primum per secundum Y™ et sic porro, donec ad divisionem absque residuo per-
veniatur, quod tandem necessario evenire debere inde patet, quod ordo functio-
num Y’, ¥", ¥"etc. continuo decrescit. Quas functiones perinde atque quo-
tientes ¢, ¢, ¢" etc. esse functiones integras ipsius #, vix opus est monere. His
praemissis, manifestum est, .

"~ L regrediendo ab ultima istarum aequationum ad primam, functionem
Y(*) esge divisorem singularum praecedentium, adeoque certo divisorem commu-
nem propositarum Y, Y.

II. Progrediendo a prima aequatione ad ultimam, elucet, quemlibet divi-
sorem communem functionum Y, ¥’ etiam metiri singulas sequentes, et proin
etiam ultimam Y®). Quamobrem functiones ¥, ¥’ habere nequeunt ullum di-
visorem communem altioris ordinis quam ¥, omnisque divisor communis eius-
dem ordinis ut ¥ (*) erit ad hunc in ratione numeri ad numerum, unde hic ipse
pro divisore communi summo erit habendus.
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IL. Si Y® est ordinis 0, i. e. numerus, nulla functio indeterminatae x
proprie sic dicta ipsas ¥, Y’ metiri potest: in hoc itaque casu dicendum est, has
functiones divisorem communem non habere.

IV. Excerpamus ex aequationibus nostris penultimam; dein ex hac elimi-
nemus Y * % adiumento aequationis antepenultimae; tunc iterum eliminemus
Y adiumento aequationis praecedentis et sic porro: hoc pacto habebimus

YW=k YyeI_y) y (e—1)
= —KY®=S) g Yyt
= 4K Y _ "y
= — k" Y0 gyl
etc.

si functiones £, X, k" etc. ex lege sequente formatas supponamus

k=1
K = ¢®
¥ = q(p.—!) ¥ + k

= KK
K= ¢tk
etc.
Frit itaque
G Y RN Y = y®
valentibus signis superioribus pro p pari, inferioribus pro impari. In eo itaque

casu, ubi ¥ et ¥’ divisorem communem non habent, invenire licet hoc modo
duas functiones Z, Z' indeterminatae 2 tales, ut habeatur

ZYH-Z'Y' =1
V. Haec propositio manifesto etiam inversa valet, puta, si satisfieri potest
aequationi
ZY+Z'Y' =1
ita, ut Z, Z' sint functiones integrae indeterminatae x, ipsae Y et ¥ certo di-

visorem communem habere nequeunt.
5%
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3.

Disquisitio praeliminaris altera circa transformationem functionum symme-
tricarum versabitur. Sint a, b, ¢ etc. quantitates indeterminatae, ipsarum multi-
tudo m, designemusque per )" illarum summam, per A" summam productorum e
binis, per A" summam productorum e ternis etc., ita ut ex evolutione producti

(x—a)(z—b)(z—¢)....
oriatur
™ — Nz™ - Na™ 2 — "™ - ete.

Ipsae itaque X',1",A\"etc. sunt functiones symmetricae indeterminatarum a,b,¢ etc.,
i. e. tales, in quibus hae indeterminatae eodem modo occurrunt, sive clarius, ta-
les, quae per qualemcunque harum indeterminatarum inter se permutationem non
mutantur. Manifesto generalius, quaelibet functio integra ipsarum X\, 1", A" ete.
(sive has solas indeterminatas implicet, sive adhuc alias ab a, b, ¢ etc. indepen-
dentes contineat) erit functio symmetrica integra indeterminatarum a, b, ¢ etc. -
4. ‘ )

Theorema inversum paullo minus obvium. Sit p functio symmetrica inde-
terminatarum a, b, ¢ etc., quae igitur composita erit e certo numero terminorum’
formae :

Mabécr. ...

denotantibus a, 6, y etc. integros non negativos, atque M coéfficientem vel de-
terminatum vel saltem ab a, b, c etc. non pendentem (si forte aliae adhuc indeter-
minatae praeter a, b, ¢ etc. functionem p ingrediantur). Ante omnia inter sin-
gulos hos terminos ordinem certum stabiliemus, ad quem finem primo ipsas in-
determinatas a, b, c etc. ordine certo per se quidem prorsus arbitrario dispone-
mus, e. g. ita, ut a primum locum obtineat, b secundum, c tertium etc. Dein
e duobus terminis

MabSct. ... et Ma®b%cv.. ..
priori ordinem altiorem tribuemus quam posteriori, si fit

vel a>d, vel a=a' et 6>6', vel a =a,, 6 =756"et y>7, vel etc.
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i. e. si e differentiis a—a', 6—76’, y—7 etc. prima, quae non evanescit, posi-
tiva evadit. Quocirca quum termini eiusdem ordinis non differant nisi respectu
coifficientis M, adeoque in terminum unum conflari possint, singulos terminos
functionis p ad ordines diversos pertinere supponemus.

Iam observamus, si Ma®*5¢7.. ... sit ex omnibus terminis functionis p is,
cui ordo altissimus competat, necessario o esse maiorem, vel saltem non mino-
rem, quam 8. Si enim esset 6>>a, terminus Mafb*cT.. ... , quem functio p,
utpote symmetrica, quoque involvet, foret ordinis altioris quam Ma*tber. . ...
contra hyp. Simili modo & erit maior vel saltem non minor quam y; porro y
non minor quam exponens sequens O etc.: proin singulae differentiae a—7®,
6—7, y—0 etc. erunt integri non negativi.

Secundo perpendamus, si e quotcunque functionibus integris indetermina-
tarum g, b, c etc. productum confletur, huius terminum altissimum necessario
esse ipsum productum e terminis altissimis illorum factorum. Aeque manifestum
est, terminos altissimos functionum X, X", " etc. resp. esse a, ab, abc etc. Hinc
colligitur, terminum altissimum e producto

p = MYyt

prodeuntem esse Ma®bScT..... ; quocirca statuendo p—p = p, terminus al-
tissimus functionis p’ certo erit ordinis inferioris quam terminus altissimys functio-
nis p. Manifesto autem p, et proin etiam p/, fiunt functiones integrae symme-
tricae ipsarum a, b, c etc. Quamobrem p’ perinde tractata, ut antea p, discer-
petur in p4-p", ita ut p’ sit productum e potestatibus ipsarum X, )", A" etc. in
coéfficientem vel determinatum vel saltem ab a, b, ¢ etc. non pendentem, p” vero
fanctio integra symmetrica ipsarum a, b, c etc. talis, ut ipsius terminus altissi-
mus pertineat ad ordinem inferiorem, quam terminus altissimus functionis g
Eodem modo continuando, manifesto tandem p ad formam p-p'—+p'+p” etc.
redacta, i. e. in functionem integram ipsarum X, 1”, \" etc. transformata erit.

5.

Theorema in art. praec. demonstratum etiam sequenti modo enunciare pos-
sumus: Proposita functione quacunque indeterminatarum a, b, cetc. integra sym-
metrica p, assignari potest functio integra totidem aliarum indeterminatarum
U, 1", 1" etc. talis, quae per substitutiones I"—=N\, {"=N\", I”" =\"etc. transeat
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in p. Facile insuper ostenditur, Aoc unico tantum modo fieri posse. Supponamus
enim, e duabus functionibus diversis indeterminatarum ', I”, I” etc. puta tum
ex r, tum ex # post-substitutiones I'= N\, " = 1", I”" = L\"etc. resultare ean-
dem functionem ipsarum a, b, ¢ etc. Tunc itaque r—+’ erit functio ipsarum
U, l", I" etc. per se non evanescens, sed quae identice destruitur post illas sub-
stitutiones. Hoc vero absurdum esse, facile perspiciemus, si perpendamus, r—r
necessario compositam esse e certo numero partium formae

Mrerst .. .

quarum codfficientes M non evanescant, et quae singulae respectu exponentium
inter se diversae sint, adeoque terminos altissimos e singulis istis partibus pro-
deuntes exhiberi per

Maa-|-8+1+etc. b6+1+ ete. .1+ etc,

et proin ad ordines diversos referendos esse, ita ut terminus absolute altissimus
nullo modo destrui possit.

Ceterum ipse calculus pro huiusmodi transformationibus pluribus compen-
diis insigniter abbreviari posset, quibus tamen hoc loco non immoramur, quum
ad propositum nostrum sola transformationis possibilitas iam sufficiat.

6.
Consideremus productum ex m(m—1) factoribus

(@a—ba—c)(a—d).....
X(bp—a)b—c)(b—4d).....
X(c—a)(c—b)(c—d).....
X(@—a)(d—b)(d—o).....

etc.

quod per = denotabimus, et, quum indeterminatas a, b, c etc. symmetrice in-
volvat, in formam functionis ipsarum X, 1", \” etc. redactum supponemus. Trans-
eat haec functio in p, si locoipsarum X, )", \” etc. resp. substituuntur 7', I", I" etc.
His ita factis, ipsam p vocabimus determinantem functionis

y=a"—=la" " 4 U"a"™*—1"a"" - etc.
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Itae. g. pro m — 2 habemus l
p=—U44l"
Perinde pro m — 3 invenitur
p=—U" 443" 41" — 181" 1" 4271

Determinans functionis y itaque est functio coéfficientium ', ", I” etc. talis,
quae per substitutiones ! =N\, I"=1", I" = \" etc. transit in productum ex
omnibus differentiis inter binas quantitatam a, b, c etc. In casu eo, ubi m = 1,
i. e. ubi unica tantum indeterminata a habetur, adeoque nullae omnino adsunt
differentiae, ipsum numerum 1 tamquam determinantem functionis y adoptare
conveniet.

In stabilienda notione determinantis, coéfficientes functionis y tamquam
quantitates indeterminatas spectare oportuit. Determinans functionis cum coéffi-
cientibus determinatis

Y = o™ — L'a"™ ' L'a™ — L"&™ - etc.
erit numerus determinatus P, puta valor functionis » pro I'= L', I"= L’,
I" = L" etc. Quodsi itaque supponimus, ¥ resolvi posse in factores simplices

Y= (@—A)(@—B)x—C).....
sive Y oriri ex

= @—a)z—0b@—c).....

statuendo a=A4, b= B, c= Cetc., adeoque per easdem substitutiones X', A", \” etc.
resp. fieri L', L', L" etc., manifesto P aequalis erit producto e factoribus

(A—B)(A—C)(A—D).....

< (B—A)(B—C)(B—Dj).....

< (C—A4)(C—B)(C—D).....

x (D— 4)(D—B)(D—C).....
etc.

Patet itaque, si fiat P — 0, inter quantitates A, B, C etc. duas saltem aequa-
les reperiri debere; contra, si non fuerit P = 0, cunctas A4, B, C etc. necessa-
rio inaequales esse. Iam observamus, si statuamus g—f =Y’ sive
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Y' = ma™' — (m—1) Lz™*+ (m — 2) L'z™>— (m— 3) L"2™* + etc.

haberi

Y= @—B)(x—C)x—D).....
+(@—A)(z—C)(x—D).....
+(@—A) (@—B)x—D).....
+(@—A)(@—B)z—C).....

Si itaque duae quantitatum A, B, C etc. aequales sunt, e.g. 4 = B, Y’ per
x— A divisibilis erit, sive Y et ¥’ implicabunt divisorem communem z— 4.
Vice versa, si ¥’ cum Y ullum divisorem communem habere supponitur, neces-
sario Y' aliquem factorem simplicem ex his #— A, z— B, z— C etc. implicare
debebit, e. g. primum 2— A, quod manifesto fieri nequit, nisi A4 alicui reliqua-
ram B, C, D etc. aequalis fuerit. Ex his omnibus itaque colligimus duo
THEOREMATA : :

I. Si determinans functiomss Y fit =0, certo ¥ cum Y ' divisorem commu-
nem habet, adeoque, si Y et Y' divisorem communem non habent, deter-
minans functionis Y mequit esse = 0.

I1. Si determinans functionis Y non est — 0, certo Y et Y' divisorem com-
munem habere nequeunt; vel, si Y et Y' divisorem communem habent, ne-
cessario determinans functionis Y esse debet — 0.

7.

At probe notandum est, totam vim huius demonstrationis simplicissimae in-
niti suppositioni, functionem Y in factores simplices resolvi posse: quae ipsa sup-
positio, hocce quidem loco, ubi de demonstratione generali huius resolubilitatis
agitur, nihil esset nisi petitio principii. Et tamen a paralogismis huic prorsus si-
milibus non sibi caverunt omnes, qui demonstrationes analyticas theorematis prin-
cipalis tentaverunt, cuius speciosae illusionis originem iam in ipsa disquisitionis
enunciatione animadvertimus, quum omnes in formam tantum radicum aequatio-
num inquisiverint, dum ezistentiam temere suppositam demonstrare oportuisset.
Sed de tali procedendi modo, qui nimis a rigore et claritate abhorret, satis iam in
commentatione supra citata dictum est. Quamobrem iam theoremata art. praec.,
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quorum altero saltem ad propositum nostrum non possumus carere, solidiori fun-
damento superstruemus: a secundo, tamquam faciliori initium faciemus.

.. 8
Denotemus per p functionem
w(z—b) (z—c)(x—d) .....
@—bP (e—o)f (@a—ay.....

n(z—a)(z—¢c) (z—d).....
+(b—a)' O—e)*(d—d).....

n(z—a) (z—8)(z—d).....
+(c—a)' (e—b)(c—d).....

n(z—a)(z—b)(z—¢c) .....
+ (d—a)* (d—0b)* (@—c)*.....
—+ ete.

quae, quoniam = per singulos denominatores est divisibilis, fit functio integra

indeterminatarum 2, a, b, ¢ etc. Statuamus porro 3—1; = v/, ita ut habeatur

V= (@—b@z—c)(—d).....

+@—a)(z—c)(z—d).....
+(z—a)(z—b)(z—d).....
+(z—a)(z—b)(x—c) ..... .
~+ ete.

Manifesto pro # = a, fit pu'= =, unde concludimus, functionem =—pv' in-
definite divisibilem esse per z—a, et perinde per #—b, z—c etc., nec non
per productum v. Statuendo itaque

r—pv
=

]

erit ¢ functio integra indeterminatarum =, a, b, ¢ etc., et quidem, perinde ut p,
symmetrica ratione indeterminatarum a, b, ¢ etc. Erui poterunt itaque functio-
nes duae integrae r, s, indeterminatarum &, 7', I", I"” etc., tales quae per substi-
tutiones /=X, "= 1", " =1\"etc. transeantin p, o resp. Quodsi itaque ana-
logiam sequentes, functionem

ma™ ™ —(m—1) ' 2™+ (m — 2)1"2™ > — (m — 3) I"2™ "+ etc.

i e. quotientem differentialem :—g per ¥ denotemus, ita ut y' per easdem illas
6
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substitutiones transeat in v', patet, p— sy —ry’ per easdem substitutiones transire
in ®—ogu—pv, i.e. in 0, adeoque necessario iam per se identice evanescere
debere (art. 5): habemus proin aequationem identicam

p=sy+ry

Hinc si supponamus, ex substitutione '= L/, I"= L", "= L" etc. prodire
r= R, s = 8, erit etiam identice

P—=8Y+RY

ubi quum &8, R sipt functionis integrae ipsius' z, P vero quantitas determinata
seu numerus, sponte patet, ¥ et ¥’ divisorem communem habere non posse, nisi
fuerit P = 0. Quod est ipsum theorema posterius art. 6.

9.

Demonstrationem theorematis prioris ita absolvemus, ut ostendamus, in
casu eo, ubi Y et ¥’ non habent divisorem communem, certo fieri non posse
P = 0. Ad hunc finem primo, per praecepta art. 2 erutas supponimus duas
functiones integras indeterminatae @, puta fz et ¢z, tales, ut habeatur aequa-
tio identica

. Sz Y4+ o2 Y =1
quam hic ita exhibemus:

Sfz.otopz.v'= 1+fz,(.,_y)+?w_d(u;;1’)

sive, quoniam habemus
V= (@—b)z—c)@—d)....
+(z—a). d[(z—b)(t'—;l(z—d) |

in forma sequente :

p2.(z—b)(z—c)(x—d)....
df(z—8)(z—e)(z—d). . ..]
+9a.(z—a).3E e )

+f2.@—a)(a—b)(@—d)(@—d).... = 1+fz.(0—¥)4a. T
Exprimamus brevitatis caussa

fr.(y—¥)+oz. 2T)
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quae est functio integra indeterminatarum , 7', I”, 1" etc.
o per Flz. U, ", I" etc) |
unde erit identice |

14-fz.0—Y)492.200) — 14 P, ¥, X, " ete)

Habebimus itaque aequationes identicas [1]

¢a.(a—b)(@a—c)(a—d).... =14+ F(a, X, )", X" etc.)

¢b.b—a)(b—c)(b—d).... =14 F(b, X, \', \" etc.)

¢c.(c—a)(c—Dd)(c—d).... = 14F(c, X, \", \" etc.)
etc.

Supponendo itaque, productum ex omnibus .
14-Fa, I, 1", I” etc)
‘- F, T, ", 1" etc)
‘- F(e, U, 1, 1" etc)
etc.

quod erit functio integra indeterminatarum a, b, c etc.. ¥, I”, " etc. et quidem
functio symmetrica respectu ipsarum a, b, c etc., exhiberi per
GV, W, N ete., I, 1", 1" etc.)
e multiplicatione cunctarum aequationum [1] resultabit aequatio identica nova [2]
wpa.9b.gc.... = ¢(X, N, \" ete., X, X", \" etc.)

Porro patet, quum prt;ductum pa.9b.pc.... indeterminatas a, b, c etc.
symmetrice involvat, inveniri posse functionem integram indeterminatarum
U, 1", 1" etc. talem, quae per substitutiones I'=1N\, {"=1", I" = \"etc. transeat
in ga.pb.@c.... Sit ¢ illa functio, eritque etiam identice [3]

pt=¢(, 1" I"ete., U, 1", I"™)
quoniam haec aequatio per substitutiones !'=NX\, I"=1", I"=1"etc. in identi-
cam [2] transit.

Iam ex ipsa definitione functionis F' sequitur, identice haberi
6*
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F(@ L,L", L" etc) = 0
Hinc etiam identice erit
1+F(a, L', L", L" etc.) = 1
14+F®, L, L", L" etc.) = 1
1+ F(, L, L", L" etc.) = 1
etc.

et proin erit etiam identice

$(N, X, X" ete., L', L", L" etc.) = 1
adeoque etiam identice [4]

¢, 1", " ete., L'. L", L" etc.) = 1

(Quamobrem e combinatione aequationum [3] et [4), et substituendo I'= L
I"=L", I"= L" etc. habebimus [5]

PT=1

si per T denotamus valorem functionis ¢ illis substitutionibus respondentem.
Qui valor quum necessario fiat quantitas finita, P certo nequit esse — 0. Q.E.D.

10.

E praecedentibus iam perspicuum est, quamlibet functionem integram Y
unius indeterminatae 2, cuius determinans sit — 0, decomponi posse in facto-
res, quorum nullus habeat determinantem 0. Investigato enim divisore communi
altissimo functionum Y et ‘g. illa iam in duos factores resoluta habebitur. Si
quis horum factorum ¥) iterum habet determinantem 0, eodem modo in duos facto-
res resolvetur, eodemque pacto continuabimus, donec Y in factores tales tandem
resoluta habeatur, quorum nullus habeat determinantem 0.

Facile porro perspicietur, inter hos factores, in quos Y resolvitur, ad mi-

*) Revera quidem non nisi factor iste, qui est ille divisor communis, determinantem o habere potest.
Sed demonstratio huius propositionis hocce loco in quasdam ambages perduceret; neque etiam hic necessaria
est, quum factorem alterum, si et huius determinans evanescere poaset, eodem modo tractare, ipsumque in
factores resolvere liceret.
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nimum unum reperiri debere ita comparatum. ut inter factores nameri, qui eius
ordinem exprimit, binarius saltem non pluries occurrat, quam inter factores nu-
meri m, qui exprimit ordinem functionis Y: puta, si statuatur m — k. 2", 'de-
notante & numerum imparem, inter factores functionis ¥ ad minimum unus re-
perietur ad ordinem £'.2" referendus, ita ut etiam X sit impar, atque vel v=p,
vel v<p. Veritas huius assertionis sponte sequitur inde, quod m est aggrega-
tum numerorum, qui ordinem singulorum factorum ipsius ¥ exprimunt.

11.

Antequam ulterius progrediamur, expressionem quandam explicabimus, cu-
ius introductio in omnibus de functionibus symmetricis disquisitionibus maximam
utilitatem affert, et quae nobis quoque peropportuna erit. Supponamus, M esse
functionem quarundam ex indeterminatis a, b, c etc., et quidem sit p multitudo
earum, quae in expressionem M ingrediuntur, nullo respectu habito aliarum in-
determinatarum, si quas forte implicet ipsa M. Permutatis illis p indetermina-
tis omnibus quibus fieri potest modis tum inter se tum cum m-—p reliquis ex
a, b. ¢ etc., orientur ex M aliae expressiones ipsi M similes, ita u® omnino ha-
beantur

expressiones, ipsa M inclusa, quarum complexum simpliciter dicemus complezum
omnium M. Hinc sponte patet, quid significet aggregatum omnium M, pro-
ductum ex omnibus M etc. Ita e.g. = dicetur productum ex omnibus a—¥b,
» productum ex omnibus z—a, v’ aggregatum omnium z%a etc.

Si forte M est functio symmetrica respectu quarundam ex p indetermi-
natis, quas continet, istarum permutationes inter se functionem M non va-
riant, quamobrem in complexu omnium M quilibet terminus pluries, et quidem
1.2.3..... v vicibus reperietur, si v est multitudo indeterminatarum, quarum
respectu M est symmetrica. Si vero M non solum respectu v indeterminatarum
symmetrica est, sed insuper respectu v’ aliarum, nec non respectu v aliarum etc.,
ipsa M non variabitur sive binae e primis v indeterminatis inter se permutentur,
sive binae e secundis v, sive binae e tertiis v’ etc., ita ut semper

1.2.3..... v. 1.2.3..... v, 1.2.3..... v’ ete.
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permutationes terminis identicis respondeant. Quare si ex his terminis identicis
semper unicum tantum retineamus, omnino habebimus

m(m—1)(m—2)(m—3)..... (m—p+1)
1.2.80000 % 1.2.8.....Y. 1.2.8.....V"etc.

terminos, quorum complexum dicemus complexum omnium M exclusis repetitioni-
bus, ut a complezu omnium M admissis repetitionibus distinguatur. Quoties nihil
expressis verbis monitum fuerit, repetitiones admitti semper subintelligemus.

Ceterum facile perspicietur, aggregatum omnium M, vel productum ex
omnibus M, vel generaliter quamlibet functionem symmetricam omnium M sem-
per fieri functionem symmetricam indeterminatarum @, b, ¢ etc., sive admittan-
tur repetitiones, sive excludantur.

12,
Iam considerabimus, denotantibus «, # indeterminatas, productum ex omni-
bus u—(a+b)x—+ab, exclusis repetitionibus, quod per { designabimus. Erit
itaque { productum ex {m(m—1) factoribus his

‘ u—(a+b) z+ab
4—(a+c) zt-ac
4—(a+d)z-+ad

etc.
u—(b+4c)x-4be
u—(b+d)z4-bd
etc.
u— (c+d)z+cd
etc. etc.

Quae functio quum indeterminatas a, b, ¢ etc. symmetrice implicet, assignari
poterit functio integra indeterminatarum u, #, I, I”, {” etc., per z denotanda,
quae transeat in [, si loco indeterminatarum 7, 1", " etc. substituantur X,\",A\”etc.
Denique designemus per Z functionem solarum indeterminatarum u, #, in
quam z transit, si indeterminatis /', ", I"” etc. tribuamus valores determinatos
L, L, L" etc. |

Hae tres functiones {, z, Z considerari possunt tamquam functiones inte-
grae ordinis §m(m —1) indeterminatae w cum co&fficientibus indeterminatis, qui
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quidem coéfficientes erunt

pro C, functiones indeterminatarum =z, a, b, ¢ etc.
pro z, functiones indeterminatarum , 7', I", I etc.
pro Z, functiones solius indeterminatae z.

Singuli vero co&fficientes ipsius z transibunt in cosfficientes ipsius [ per substi-
tutiqnes =N\, #¥=1A",1"= 1" etc. nec non in coéfficientes ipsius Z per sub-
stitutiones !'= L', "= L", I" = L" etc. Eadem, quae modo de co&fficienti-
bus diximus, etiam de determinantibus functionum [, z, Z valebunt. Atque in
hos ipsos iam propius inquiremus, et quidem eum in finem, ut demonstretur

TrEoREMA. Quoties non est P = 0, determinans functionis Z certo mequit
esse identice = 0.

13.
Perfacilis quidem esset demonstratio huius theorematis, si supponere lice-
ret, ¥ resolvi posse in factores simplices

(@—A4)(x—B)(@—C)@x—D).....
Tunc enim certum quoque esset, Z esse productum ex omnibus u—(A—-+B)z+AB,

atque determinantem functionis Z productum e differentiis inter binas quanti-
tatum '

(A+B)z—AB
‘ (A4+C)xz—AC
(A4+D)2—AD
etc.
B+C)z—BC
(B+D)x—BD
etc.
(C+D)x—CD,
etc. etc

Hoc vero productum identice evanescere nequit, nisi aliquis factorum per se iden-
tice fiat — 0, unde sequeretur, duas quantitatum A4, B, C etc. aequales esse,
adeoque determinantem P functionis ¥ fieri = 0, contra hyp.
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At seposita tali argumentatione, quam ad instar art. 6 a petitione principii
proficisci manifestum est, statim ad demonstrationem stabilem theorematis art. 12
explicandam progredimur.

14.
Determinans functionis [ erit productum ex omnibus differentiis inter bi-
nas (a—4b)z—ab, quarum differentiarum multitudo est

tmm—1)(3mm—1)—1) = {(m4-1)m(m—1)(m —2)

Hic numerus itaque indicat ordinem determinantis functionis { respectu indeter-
minatae 2. Determinans functionis z quidem ad eundem ordinem pertinebit:
contra determinans functionis Z utique ad ordinem inferiorem pertinere potest,
quoties scilicet quidam coéfficientes inde ab altissima potestate ipsius # evanescunt.
Nostrum iam est demonstrare, in determinante functionis Z omnes certo coé&ffi-
cientes evanescere non posse.

Propius considerando differentias illas, quarum productum est determi-
nans functionis {, deprehendemus, partem ex ipsis (puta differentias inter binas
(@+4b)x—ab tales, quae elementum commune habent) suppeditare

productum ex omnibus (¢ —b)(z —¢)

e reliquis vero (puta e differentiis inter binas (a+b)x —ab tales, quarum ele-
menta diversa sunt) oriri

productum ex omnibus (a+b—ec—d)z—ab--cd, exclusis repetitionibus.

Productum prius factorem unumquemque @ —>b manifesto m—2 vicibus con-
tinebit, quemvis factorem »—c autem (m —1)(m—2) vicibus, unde facile con-
cludimus, hocce productum fieri

— Tcm'"o('”-l) (m—2)
Quodsi ita productum posterius per p designamus, determinans functionis { erit
— D(m—-t) (m-—z)P

Denotando porro per r functionem indeterminatarum =z, /', I”, I” etc. eam, quae
transit in p per substitutiones '= N\, " = 1\", I" = X" etc., nec non per R
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functionem solius #, eam, in quam transit r per substitutiones ¢ = L', I"= L’,
I" = L" etc., patet determinantem functionis z fieri

— PH y (m—1) (m—2) r

determinantem functionis Z autem
— pm—t y(m—1)(m—2) p

Quare quum per hypothesin P non sit = 0, res iam in eo vertitur, at demon-
stremus, R certo identice evanescere non posse.

15.
Ad hunc finem adhuc aliam indeterminatam w introducemus, atque pro-
dactum ex omnibus

(@+b—c—d)wt(a—c)(a—d)

exclusis repetitionibus considerabimus, quod quum-ipsas &, b, ¢ etc. symmetrice
involvat, tamquam functio integra indeterminatarum w, X, 1", \” etc. exhiberi
poterit. Denotabimus hanc functionem per f(w, X, )", A" etc.). Multitudo illo-
rum factorum (8+4b—c—d)w—+4(a—c)(a—d) erit

= m(m—1)(m—2)(m— 3)

unde facile colligimus, fieri

f (0» X, N etc.) — qim—2) (m—3)
et proin etiam

0,7, 1, 1" etc) = pm—2)m=)
nec non

f(0, L', L, L" etc) = Pm2m—3).
Functio f(w, L', L", L" etc.) generaliter quidem loquendo ad ordinem
$m(m—1)(m—2) (m— 3)

referenda erit: at in casibus specialibus utique ad ordinem inferiorem pertinere
potest, si forte contingat, ut quidam coéfficientes inde ab altissima potestate ipsius

w evanescant: impossibile autem est, ut illa functio tota sit identice = 0, quum
7
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aequatio modo inventa doceat, functionis saltem terminum ultimum non eva-
nescere. Supponemus, terminum altissimum functionis f(w, L, L", L"” etc.), qui
quidem coéfficientem non evanescentem habeat, esse Nw”. Si igitur substituimus
w = z—a, patet, f(#—a, L', L", L" etc.) esse functionem integram indeter-
minatarum z, a, sive quod idem est, functionem ipsius # cum coé&fficientibus ab
indeterminata a4 pendentibus, ita tamen ut terminus altissimus sit N2", et proin
coéfficientem determinatum ab a non pendentem habeat, qui non sit = 0. Per-
inde f(z—b, L', L", L"etc.), f(r—c, L/, L", L" etc.) erunt functiones integrae
indeterminatae x, tales ut singularum terminus altissimus sit Nz', terminorum
sequentium autem co&fficientes resp. a b, ¢ etc. pendeant. Hinc productum ex
m factoribus '
Sf@—a, L', L", L" etc.)
fle—b, L', L", L" etc.)
Sf@—e, L', L", L" etc.)
ete.
erit functio integra ipsius 2, cuius terminus altissimus erit N™2™, dumt termi-
norum sequentium coéfficientes pendent ab indeterminatis a, b, ¢ ete.
Consideremus iam porro productum ex m factoribus his
Sflz—a, U, 1", 1" ete.)
Sfle—>b, U, 1", 1" ete.)
Sl@—gc, U, 1", 1" ete.)
etc.
quod quum sit functio indeterminatarum, z, a, b, ¢ etc., I, I", " etc., et quidem
symmetrica respectu ipsarum g, b, c etc., exhiberi poterit tamquam functio inde-
terminatarum , X, }", A" ete. ¥, 1", " etc. per

(@ N, X, X" etc., I, 1", I" etc.)
denotanda. Erit itaque
¢(x X, X", A"ete., X, N, X\"etc.)
productum ex factoribus
fl@—a, N, }", 1" etc.)
fl@—>5b, X, X", 1" etc.)
S@—ec, X, X', 1" etc.)
etc.
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et proin indefinite divisibilis per p, quum facile perspiciatur, quemlibet factorem
ipsius p in aliquo illorum factorum implicari. Statuemus itaque

¢(@ N, ), A" ete., X, X", A" etc.) = pd(2, X, X", A" etc.)

ubi characteristica ¢ functionem integram exhibebit. Hinc vero facile deducitur,
etiam identice esse

9@ L, L', L"etc., L, L", L" etc.) = R¢(x, L', L", L" etc.) -
Sed supra demonstravimus, productum e factoribus

fliz—a, L, L", L" etc.)

fl@—b, L', L', L" etc.)

fle—e, L, L, L" etc.)
etc.

quod erit = @2, X, X", X" etc., L, L", L" etc.) habere terminum altissimum
N™2™; eundem proin terminum altissimum habebit functio ¢ (2, L, L", L" etc.,
L, L’, L" etc.) adeoque certo non est identice — 0. Quocirca etiam R nequit
esse identice = 0, neque adeo etiam determinans functionis Z. Q. E. D.

16.
TaeoreMa. Denotet ¢(u, x)*) productum ex quotcunque factoribus talibus, in
quos indeterminatae u, x lneariter tantum ingrediuntur, sive gqui sint formae

a+6u+yx

o +0u+vz

o'+ 6"ut- 7"z
etc.

sit porro w alia indeterminata. Tunc functio

putw. 282, 5y ltl3) =g

sndefinite erit divisibilis per ¢ (v,z).

*) Vel nobis non monentibus quisque videbit, signa in art. praec. introducta restringi ad istum
solum articulum, et proin significationem characterum @, & praesentem non esse confundendam cum pristina.
. 7%
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Dem. Statuendo
?u,2) = (@ +B6u +72)Q
= (@+Bu+72)Q

= (a"+6'u+472)Q
etc.

erunt Q, Q', Q"etc. functiones integrae indeterminatarum w, z, a,8, 7, d, €, 7,
o', 8", 7" ete. atque

d?(“’z) =7Q +(a+Bu—47y2).;
= Y@ +@+Bu+72).5
= Y" @+ ("4 6" +7"4"')

et.c.
H(g';i) =86Q +(a+Bu+472).3 d—Q
= 6Q +(d +Bu+72). .2

= 6'Q4(a"+8"u +7".z')
etc.

dQ
dz
_Q/

Substitutis hisce valoribus in factoribus, e quibus conflatur productum 2,
puta in

a+6u +yz+Bw. d—q:l(-:’—z)—yw [de(w2)

du
o +Bu Yo 4G 128Dy delus)
an+6n“+¥rw+6nw.d?é':Z)_Yﬂw.d?éi:‘,.t)
etc. resp.

hi obtinent valores sequentes

(@ +Bu—+72) (1+6w. :—2— -—yw.:—g)

(@48 +72) (146w . 3T —yw 4

(@"+8u~+72) (146" °‘°" —Y0.5)
etc.
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quapropter Q erit productum ex ¢(u,2) in factores

148w .3 dQ —yw. :3
t4-6w. -——y'w :3

" ’ ” d 4
146"w ——7 w.d—%

etc. i. e. ex @(u,2) in functionem integram indeterminatarum u, z, w, a, G, v,
o, 6,7, a", 8, 7" etc. Q. E.D. -

17.
Theorema art. praec. manifesto applicabile est ad functionem [, quam ab-
hinc per

Slu, a:, N, ), A" etc.)
exhiberi supponemus, ita ut
f(u+w d , Z—w. dc N, X', \” etc.)
indefinite divisibilis evadat per [: quotientem, qui erit functio integra indetermi-

natarum #, z, v, &, b, ¢ etc., symmetrica respectu ipsarum a, b, c etc., exhibe-
bimus per

$(u, 2, w, X', A", A" etc.)
Hinc concludimus, fieri etiam identice
Slu+w. dz, z—w. g’ y U U 17 ete) = 29(u, @, w, I, 1", 1" etc.)
nec non
.94 dZ v o oFm v rm
f("+w'ﬁ y B—W. g, L, L' L" etc) = Z{(u, z, w, L', L", L" etc.)
Quodsi itaque functionem Z simpliciter exhibemus per F(u,z), ita ut habeatur
fw, 2, L, L', L" etc.) = F(u, )
erit identice

F(u-l—w.:—f, w—w.:—“z—) = Z{(, x, w, L', L', L" etc.)
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18.
Si itaque e valoribus determinatis ipsarum u, z, putaex u= U, z =X,
prodire supponimus
iz PV ,
o= X, =T

erit identice

F(U+4+wX', X—wU') = F(U,X).4(U, X, w, L, L", L" etc.)

Quoties U’ non evanescit, statuere licebit

X—z
W—T

unde emergit
FU+EE X2 ) = F(U,X).4(U, X, %55 L, I, L" etc.)

quod etiam ita enunciare licet:
Si in functione Z statuitur v = U—I—%-'—%', transibit ea in

F(U,X).$(U, X, 222, L, L, L" etc.)

19.

Quum in casu eo, ubi non est P — 0, determinans functionis Z sit
functio indeterminatae & per se non evanescens, manifesto multitudo valorum de-
terminatorum ipsius 2, per quos hic determinans valorem 0 nancisci potest, erit
numerus finitus, ita ut infinite multi valores determinati ipsius & assignari pos-
sint, qui determinanti illi valorem a 0 diversum concilient. Sit X talis valor
ipsius # (quem insuper realem supponere licet). Erit itaque determinans functio-
nis F(x, X) non = 0, unde sequitur, per theorema II. art.6, functiones

4F(u, X)
Fu,X) et ===

habere non posse divisorem ullum communem. Supponamus porro, exstare aliquem
. valorem determinatum ipsius %, puta U (sive realis sit, sive imaginarius i.e. sub
forma g-A\y—1 contentus), qui reddat F(u,X) =0, i.e. esse F(U X)=0.
Erit itaque % — U factor indefinitus functionis' F(u, X), et proin functio
d—%’g certo per u— U non divisibilis. Supponendo itaque, hanc functionem
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dp%x:—) nancisci valorem U, si statuatur = U, certo esse nequit U'=10. Ma-

nifesto autem U’ erit valor quotientis differentialis partialis gzz pou="U, z=X:

quodsi itaque insuper pro iisdem valoribus ipsarum u, # valorem quotientis diffe-
az

rentialis partialis ;- per X' denotemus, perspicuum est per ea quae in art.

praec. demonstrata sunt, functionem Z per substitutionem
=T

identice evanescere, adeoque per factorem

w7 o—(U+37)
indefinite esse divisibilem. Quocirca statuendo u = z, patet, F(z2, 2) divi-
sibilem esse per

wa+7 a—(U+5)
adeoque obtinere valorem 0, si pro x accipiatur radix aequationis

za+3 e—(U4ZE) =0
i. e. si statuatur

, — X'+ JUUU T+ 4 XX+ X'X")
z = YA

quos valores vel reales esse vel sub forma g-k\/—1 contentos constat.

Facile iam demonstratur, per eosdem valores ipsius # etiam functionem Y
evanescere debere. Manifesto enim f(z@, 2, X, X", X" etc.) est productum ex omni-
bus (#—a)(®—b) exclusis repetitionibus, et proin = v™~'. Hinc sponte sequitur

f@z & U, 1, 1" etc) = y™*
f(ez, 2, L, L', L"etc.) = Y™

sive F(zx, ) = Y™, cuius itaque valor determinatus evanescere nequit, nisi si-
mul evanescat valor ipsius ¥.

20.
Adiumento disquisitionum praecedentium reducta est solutio aequationis
Y =0, i. e. inventio valoris determinati ipsius #, vel realis vel sub forma
9+hy—1 contenti, qui illi satisfaciat, ad solutionem aequationis F(u, X) = 0,
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siquidem determinans functionis ¥ non fuerit — 0. Observare convenit, si
omnes coéfficientes in Y, i. e. numeri L', L", L" etc. sint quantitates reales,
etiam omnes codfficientes in F'(u, X) reales fieri, siquidem, quod licet, pro X quan-
titas realis accepta fuerit. Ordo aequationis secundariae F(u, X) = 0 exprimi-
tur per numerum $m(m—1): quoties igitur m est numerus par formae 2*k de-
notante & indefinite numerum imparem, ordo aequationis secundariae exprimitur
per numerum formae 2*'%.

In casu eo, ubi determinans functionis Y fit = 0, assignari poterit per
art. 10 functio alia §) ipsam metiens, cuius determinans non sit — 0, et cuius
ordo exprimatur per numerum formae 2%, ita ut sit vel v<p, vel v—=p. Quae-
libet solutio aequationis §) — 0 etiam satisfaciet aequationi ¥ = 0: solutio ae-
quationis ) = 0 iterum reducetur ad solutionem alius aequationis, cuius ordo
exprimetur per numerum formae 2'~'%.

Ex his itaque colligimus, generaliter solutionem cuiusvis aequationis, cuius
ordo exprimatur per numerum parem formae 2*%, reduci posse ad solutionem
alius aequationis, cuius ordo exprimatur per numerum formae 2"'Ic, ita ut sit
p'<p Quoties hic numerus etiamnum par est, i. e. ' non =0, eadem me-
thodus denuo applicabitur, atque ita continuabimus, donec ad aequationem per-
veniamus, cuius ordo exprimatur per numerum imparem; et huius aequationis
cofficientes omnes erunt reales, siquidem omnes cotfficientes aequationis primi-
tivae reales fuerunt. Talem vero aequationem ordinis imparis certo solubilem esse
constat, et quidem per radicem realem, unde singulae quoque aequationes antece-
dentes solubiles erunt, sive per radices reales sive per radices formae g Ay/—1.

Evictum est itaque, functionem quamlibet ¥ formae a™— L™ '4- L'2™*—
etc., ubi L', L" etc. sunt quantitates determinatae reales, involvere factorem in-
definitum # — A, ubi 4 sit quantitas vel realis vel sub forma g-}Ay—1t con-
tenta. In casu posteriori facile perspicitur, Y nancisci valorem 0 etiam per sub-
stitutionem # =g —A\—1, adeoque etiam divisibilem esse per x— (g—A\/—1),
et proin etiam per productum zz—2gzx-+4gg-+hik. Quaelibet itaque functio
Y certo factorem indefinitum realem primi vel secundi ordinis implicat, et quum
idem iterum de quotiente valeat, manifestum est, Y in factores reales primi vel
secundi ordinis resolvi posse. Quod demonstrare erat propositum huius com-
mentationis.
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THEOREMATIS DE RESOLUBILITATE
FUNCTIONUM ALGEBRAICARUM INTEGRARUM

IN FACTORES REALES
DEMONSTRATIO TERTIA.

SUPPLEMENTUM COMMENTATIONIS PRAECEDENTIS.

Postquam commentatio praecedens typis iam expressa esset, iteratae de eo-
dem argumento meditationes ad novam theorematis demonstrationem perduxerunt,
quae perinde quidem ac praecedens pure analytica est, sed principiis prorsus di-
versis innititur, et respectu simplicitatis illi longissime praeferenda videtur. Huic
itaque tertiae demonstrationi pagellae sequentes dicatae sunto.

1.
Proposita sit functio indeterminatae o haecce:

X = a4 Aa™ '+ Ba" "+ O™+ ete. +La+M

in qua cogfficientes 4, B, Cetc. sunt quantitates reales determinatae. Sint r, ¢
aliae indeterminatae, statuamusque ¢

rcosmep - Ar™ ' cos(m—1)p-4 Br™*cos(m— 2) ¢
+ Cr™3cos(m—3)p+ etc. + Lrcosp+4M = ¢
r™sinmp -4 Ar™ ' gin(m —1) ¢4 Br™*sin (m—2)¢

~+ Cr™*sin (m — 3)p—+ etc. + Lrsing — u
8 *
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mr™ cosmep—--(m—1) Ar™ " cos (m—1)p -+ (m — 2) Bry™ > cos (n—2) ¢
—(m— 3) Cr™3cos(m— 3)p-} etc. 4+~ Lrcosp = ¢’
mr™sinmep -+ (m—1) Ar™ sin (m—1) g4 (m — 2) Br™*sin (m— 2)¢
~+ (m— 3) Cr™*sin (m — 3)¢ - etc. 4+ Lrsing = u’
mmr"‘cosmp-—l—(m——l)’Ar”"’cos(m—l)cp+(m—2)’B1’”"’cos(m—-2)cp
+-(m— 3)* Cr™ > cos(m—3) p} etc. 4 Lrcosp = ¢"
mmy™ sinme -4 (m—1)> Ar™ " sin (m —1) ¢ 4 (m — 2)* Br™ >sin (m — 2)
~+ (m— 3)* Cr™3sin (m— 3)p—- etc. 4-Lrsing = o’

(¢t +uu) (tt"+uu") 4 (ful—ut’)® — (¢t'4uu')®
r(tt +uu) =Yy

Factorem r manifesto e denominatore formulae ultimae tollere licet, quum
t,w,t", « perillum sint divisibiles. Denique sit R quantitas positiva deter-
minata, arbitraria quidem, attamen maior maxima quantitatom

mAy2, \(mBy2), V(mCy2), v(mDy?2) etec.
abstrahendo a signis quantitatum A, B, C etc., i. e. mutatis negativis, si quae

adsint, in positivas. His ita praeparatis, dico, ¢#'4-u%' certo nancisci valorem
positivam, si statuatur r = R, quicunque valor (realis) ipsi ¢ tribuatur.

Demonstratio. Statuamus

R™cos45° A R™*cos(45%°4¢)+ B R™ 2cos (45°} 2¢)
~+ CR™*cos (45°+ 3¢)+ etc. 4L Rcos (454 (m —1)p)-}-Mcos(45°+-me) = T
R™sin 45°+A4 R™sin (454 ¢) - BR™ *sin (45°+ 2 )
~+ CR™ *sin (45°+ 3¢)+ ete. 4 L Rsin (45°}(m —1) )+ Msin(45°4-me) = U
m R™ cos 45+ (m —1) A R™ cos (45°4¢) -} (m — 2) B R™ *cos (45°4-2¢)
—++(m—3) CR™*cos(45°+43¢)+- etc. 4~ L Rcos(45°+ (m—1)9) = T”
m R™sin 45°+ (m —1) A R™*sin (45°4¢) -+ (m— 2) BR™ *sin (45°4- 2 ¢)
-+ (m — 3) CR™*sin (45°4-3 ¢) -+ etc. + L Rsin (454 (m—1)9) =

patetque
I T compositam esse e partibus
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Tr R +mAy2.cos(45°+ )]

+ &= [RR+mB\/2.cos(45°.-|-2<p)]

my/2
+§"7; [R* 4+mCy/2.cos(45°+ 3¢)]
_|_§;_; [R* 4+ mDy2.cos(45°44¢9)]
—+ etc.

quas singulas, pro valore quolibet determinato reali ipsius ¢, positivas evadere
facile perspicitur: hinc T necessario valorem positivam obtinet. Simili modo
probatur, etiam U, T", U’ fieri positivas, unde etiam 7T 7'+ UU’ necessario
fit quantitas positiva. '

II. Pro r = R functiones ¢, , ¢, ¥’ resp. transeunt in

T cos (45°+4-m¢p) -} U sin (45°+mep)
T sin (45°+m¢)— U cos (45° 4 mep)
T'cos (45°+me¢) 4 U'sin (45°+m )
T'sin (45°+-m¢) — U'cos(45°+-mep)

uti evolutione facta facile probatur. Hinc vero valor functionis t¢'4-u«, pro
r= R, derivatur — T'T'4 UU’, adeoque est quantitas positiva. Q. E. D.
Ceterum ex iisdem formulis colligimus valorem functionis ¢¢-}-uu%, pro r=R,
esse T UU, adeoque positivam, unde concludimus, pro nullo valore ipsius 7,
singulis mAy/2, \/(mBy/2), ¥/ (mCy\/2)etc. maiori, simul fieri posse t=0, ¥ = 0.

2.
TrEoREMA. Inira limites r = 0 et r = R, atque ¢ =— 0 et ¢ = 360°
certo exstant valores tales indeterminatarum r,, pro quibus fiat simul t=0 et u=—0.
Demonstratio. Supponamus theorema non esse verum, patetque, valorem
ipsius £¢--uu pro cunctis valoribus indeterminatarum intra limites assignatos
fieri debere quantitatem positivam, et proin valorem ipsius y semper finitum. Con-
sideremus integrale duplex

S[fydrde

ab r =0 usque ad r = R, atquea ¢ = 0 usque ad ¢ = 360° extensum,
quod igitur valorem finitum plene determinatum nanciscitur. Hic valor, quem
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per Q denotabimus, idem prodire debebit, sive integratio primo instituatur se-
cundum ¢ ac dein secundum r, sive ordine inverso. At habemus indefinite, con-
siderando r tamquam constantem,
tu'—ut’

: fydcP = r(tt+uu)
uti per differentiationem secundum ¢ facile confirmatur. Constans non adii-
cienda, siquidem integrale a ¢ — 0 incipiendum supponamus, quoniam pro

tu'—ut’ : tu'—ut’ :
¢ =10 fit OETT 0. Quare quum manifesto R etiam evanescat pro
¢ = 360°, integrale [yde a ¢ = 0 usque ad ¢ = 360° fit = 0, manente r
indefinita. Hinc autem sequitur 2 = 0.
Perinde habemus indefinite, considerando ¢ tamquam constantem,

it u
fydr T tttuu

uti aeque facile per differentiationem secundum r confirmatur: hic quoque con-
stans non adiicienda, integrali ab r — 0 incipiente. Quapropter integrale ab
r =0 usque ad r = R extensum fit per ea, quae in art. praec. demonstrata sunt,
= IT+ U0 adeoque per theorema art. praec. semper quantitas positiva pro quo-

— IrT+U0U

libet valore reali ipsius ¢. Hinc etiam £, i. e. valor integralis
TT'+UU’
TT+0T 49

a ¢ = 0 usque ad ¢ = 360°, necessario fit quantitas positiva*). Quod est ab-
surdum, quoniam eandem quantitatem antea invenimus = 0: suppositio itaque
consistere nequit, theorematisque veritas hinc evicta est.

3.

Functio X per substitutionem #—r(cosp—-sin¢.\/—1) transitin 24 uy/—1,
nec non per substitutionem & = r(cosqp—sing.\/—1) in ¢—uy—1. Quodsi
igitur pro valoribus determinatis ipsarum r, ¢, puta pro r=g, ¢ = G, simul
provenit ¢ = 0, u = 0 (quales valores exstare in art. praec. demonstratum est),
X per utramque substitutionem

%) Uti iam per se manifestum est. Ceterum integrale indefinitum facile eruitur = m¢ + 45°— arc. ung—g .
atque aliunde demonstrari potest (per se enim nondum obvium est, quemnam valorem ex infinite multis functioni
multiformi arc. tang. T competentibus pro ¢ = 360° adoptare oporteat), huius valorem usque ad ¢ = s¢o®
extensum statui debere = m>< 360° sive = 2m=. Sed hoc ad institutum nostrum non est necessarium.
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# = g(cos G+-sin G.\/—1), 2 = g(cos G—sin G.\/—1)
valorem 0 obtinet, et proin indefinite per
#—g(cos G+sin G.\/—1), nec non per x—g(cos G— sin G.\/—1)

divisibilis erit. Quoties non est sin G — 0, neque g — 0, hi divisores sunt
inaequales, et proin X etiam per illorum productum

zx—2gcos G.x4gg

divisibilis erit, quoties autem vel sin G — 0 adeoque cos G = +1, vel g =0,
illi factores sunt identici scilicet — # - g. Certum itaque est, functionem X
involvere divisorem realem secundi vel primi ordinis, et quum eadem conclusio
rursus de quotiente valeat, X in tales factores complete resolubilis erit. Q.E.D.

4.

Quamquam in pra.ecedehtibus negotio quod propositum erat, iam plene per-
functi simus, tamen haud superfluum erit, adhuc quaedam de ratiocinatione art. 2
adiicere. A suppositione, ¢ et » pro nullis valoribus indeterminatarum r, ¢ in-
tra limites illic assignatos simul evanescere, ad contradictionem inevitabilem de-
lapsi sumus, unde ipsius suppositionis falsitatem conclusimus. Haec igitur con-
tradictio cessare debet, si revera adsunt valores ipsarum r, ¢, pro quibus ¢et u
simul fiunt = 0. Quod ut magis illustretur, observamus, pro talibus valoribus
fieri ¢t4-uu = 0, adeoque ipsam y infinitam, unde haud amplius licebit, in-
tegrale duplex f f ydrde tamquam quantitatem assignabilem tractare. Genera-
liter quidem loquendo, denotantibus £, 7, { indefinite coordinatas punctorum in
spatio, integrale [fydrde exhibet volumen solidi, quod continetur inter quin-
que plana, quorum aequationes sunt

€=0, 1 =0, {=o, €=R, n=360°

atque superficiem, cuius aequatio { — y, considerando eas partes tamquam ne-
gativas, in quibus coordinatae { sunt negativae. Sed tacite hic subintelligitur,
superficiem sextam esse comfinuam, qua conditione cessante, dum y evadit infi-
nita, utique fieri potest, ut conceptus ille sensu careat. In tali casu de integrali
[fydrde colligendo sermo esse nequit, neque adeo mirandum est, operationes
analyticas coeco calculo ad inania applicatas ad absurda perducere.
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Integratio [yde¢ = ’-,%{t—:—“-“‘“) eatenus tantum est integratio vera, i.e. sum-

matio, quatenus inter limites, per quos extenditur, y ubique est quantitas finita,
absurda autem, si inter illos limites y alicubi infinita evadit. Si integrale tale
Jud%, quod generaliter loquendo exhibet aream inter lineam abscissarum atque
curvam, cuius ordinata =1 pro abscissa £, secundum regulas suetas evolvimus,
continuitatis immemores, saepissime contradictionibus implicamur. E.g. statuendo
n= G'-E’ analysis suppeditat integrale — C—-, quo area recte definitur, quam-
diu curva continuitatem servat; qua pro £ = 0 interrupta, si quis magnitudinem
areae inde ab abscissa negativa usque ad positivam inepte rogat, responsum absur-
dum a formula feret, eam esse negativam. Quid autem sibi velint haec similiaque
analyseos paradoxa, alia occasione fusius persequemur.

Hic unicam observationem adiicere liceat. Propositis absque restrictione
quaestionibus, quae certis casibus absurdae evadere possunt, saepissime ita sibi
consulit analysis, ut responsum ex parte vagum reddat. Ita pro valore integralis
[[fydrde ab r—¢ usque ad r=F, atquea ¢=_FE usque ad 9 =F ex-
tendendi, si valor ipsius 3

pro r = e, ¢ = E designatur per 6

r—=e o=F . . ... .. 6
r=f, ¢e=E . . ... .. 0"
r=f, ¢e=F . ... ... 6"

per operationes analyticas facile obtinetur
Arc. tang 6 — Arc. tang 8'— Arc. tang 6" Arc. tang8”

Revera quidem integrale tunc tantum valorem certum habere potest, quoties y
inter limites assignatos semper manet finita: hic valor sub formula tradita utique
contentus, tamen per eam nondum ex asse definitur, quoniam Arc. tang. est functio
multiformis, seorsimque per alias considerationes (haud quidem difficiles) decidere
oportebit, quinam potissimum functionis valores in casu determinato sint adhi-
bendi. Contra quoties y alicubi inter limites assignatos infinita evadit, quaestio
de valore integralis [ [ydrde absurda est: quo non obstante si responsum ab
‘analysi extorquere obstinaveris, pro methodorum diversitate modo hoc modo illud
reddetur, quae tamen singula sub formula generali ante tradita contenta erunt.

.
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BEWEIS

EINES ALGEBRAISCHEN LEHRSATZES.

Der Gegenstand dieses Aufsatzes ist der Carresische, gewdhnlich nach Har-
rioT benannte, Lehrsatz tiber den Zusammenhang der Anzahl der positiven und
negativen Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit der Anzahl der Abwechse-
lungen und Folgen in den Zeichen der Coéfficienten. Man vermisst an den von
verschiedenen Schriftstellern versuchten Beweisen dieses Theorems die Klarheit,
Kirze und umfassende Allgemeinheit, die man bei einem so elementarischen Ge-
genstande mit Recht verlangen kann, und eine nene Behandlung desselben scheint
daher nicht iiberfliissig zu sein.

Es sei X eine algebraische ganze Function von 2 von der Ordnung m,
nach absteigenden Potenzen von z geordnet. Wir nehmen an (ohne Nachtheil
fiir die Allgemeinheit), dass das hochste Glied #™ sei,. und das niedrigste von 2
freie Glied nicht fehle; bloss die wirklich vorhandenen Glieder sollen aufgestellt,
also nicht die etwa fehlenden mit dem Coéfficienten 0 angesetzt sein.

Wenn nicht alle Coéfficienten positiv sind, so werden sie einen oder meh-
rere Zeichenwechsel darbieten. Es sei —Na2" das erste negative Glied, das er-
ste hierauf folgende positive - Pz?, das erste hierauf folgende negative — Q27
u.s.w. Essind mithin m,n,p, ¢ u.s. w. abnehmende ganze Zahlen; NP Qu.s.w.
positiv, und X erscheint so dargestellt

X=a"4++4..—Na"—— .. 4+PaP4+4 .. —Qaf— u.s.w.
9#
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Es werde X mit dem einfachen Factor #—a multiplicirt, wo a positiv
vorausgesetzt wird. Man sieht leicht, dass in dem Producte, ™' einen ne-
gativen, #Pt' einen positiven, #%t! einen negativen Cosfficienten u.s.w., also
das Product diese Form erhalten wird:

X(@—a) = a™ ... — Nz, . Pzt Qatt, .

sodass N', P, Q u.s.w. positiv werden. Die Zeichen zwischen den aufgestell-
ten Gliedern bleiben zwar unentschieden: allein es ist klar, dass vom hochsten
Gliede bis zur Potenz 2"*t' wenigstens ein Zeichenwechsel, bis #7+' wenigstens
zwei, bis 27! wenigstens drei u.s.w. statt finden. Ist der letzte Zeichenwech-
sel in X bei dem Gliede 4 U2* und be_zeichnet man den Cosfficienten von
2t in X(z—a) durch 4+ U’, so wird U’ positiv sein, und bis zum Gliede
+ U'z**" haben dann wenigstens eben so viele Zeichenwechsel, wie in X sind,
statt gefunden. Das letzte Glied in X(z—a) wird aber das Zeichen = haben;
es muss also bis dahin wenigstens noch ein Zeichenwechsel hinzugekommen sein.
Wir schliessen also, dass X(»—a) wemgstens einen Zeichenwechsel mehr hat
als X.

Es sei nun X das Product aller einfachen Factoren, die den negativen und
imagindren Wurzeln einer Gleichung y = 0 entsprechen, also wenn a, 6, yu.s.w.
die positiven Wurzeln derselben Gleichung sind,

y = X@e—a)@—8)(z—7). .

Es finden sich also nach vorstehendem Satze, in X(z—a) wenigstens ein Zei-
chenwechsel, in X(z —a)(»—86) wenigstens zwei, in X(r—a)(2—86)(z—17)
wenigstens drei u.s.w. mehr als in X; folglich werden, auch wenn in X gar kein
Zeichenwechsel vorkommt, in y wenigstens so viele Zeichenwechsel sein, wie po-
sitive Wurzeln. Man sieht von selbst, dass wenn die Gleichung weder negative,
noch imagindre Wurzeln hat, man X — 1 zu setzen hat, und dieser Schluss
seine Giiltigkeit behiilt.

Es gehe y, wenn den Co&fficienten der Potenzen 2™, 2™, a:’""‘i u.8.w.
. die entgegengesetzten Zeichen beigelegt werden; in y' tber; simmtliche Wur-
zeln der Gleichung y' = 0 werden dann den Wurzeln der Gleichung y = 0
entgegengesetzt sein. Es wird daher in y' Wenigstens eben so viele Zeichen-
wechsel geben, als die Gleichung y — 0 negative Wurzeln hat.
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Wir haben daher folgenden Lehrsatz:

Die Gleichung y — 0 kann nicht mekr positive Wurzeln haben, als es Zei-
chenwechsel in y gibt, und nickt mehr negative Wurzeln. als Zeichenwechsel in y’
sind.

Diese Einkleidung des Theorems scheint die zweckmiissigste zu sein, da sie
die grésste Einfachheit mit der umfassendsten Allgemeinheit vereinigt, und alle
Gestalten des Satzes, die nur unter besondern Bedingungen gelten, von selbst
daraus fliessen.

Will man die Grenze der Anzahl der negativen Wurzeln unmittelbar an den
Zeichen der Cogfficienten von y erkennen, ‘so wird es nothwendig, die unmittel-
baren Zeichenwechsel und Zeichenfolgen (bei Gliedern, wo die Exponenten von
2z um eine Einheit verschieden sind) von den durch fehlende Glieder wunterbro-
chenen zu unterscheiden. Offenbar wird jeder unmittelbare und jeder durch eine
gerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochene Zeichenwechsel in y' zu einer
dhnlichen Zeichenfolge in y, wihrend ein durch eine ungerade Anzahl fehlender
Glieder unterbrochener Zeichenwechsel in y' auch in y ein #hnlicher Zeichen-
wechsel bleibt. Der zweite Theil des Theorems léisst sich daher auch so aus-
driicken:

Die Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung y=0 kann nicht grésser
sein, als die Anzahl der unmittelbaren und der durch eine gerade Anzahl fehlen-
der Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen, addirt zu der Anzahl der durch eine
ungerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenwechsel in y.

Fehlt in y gar kein Glied, so ist die Anzahl der negativen Wurzeln nicht
grosser, als die Anzahl der Zeichenfolgen.

Bezeichnet man durch 4 die Anzahl der unmittelbaren Zeichenwechsel,
und durch B die Anzahl der unmittelbaren Zeichenfolgen in y, so wird, wenn
kein Glied fehlt, A+4+B — m sein, also der Anzahl aller Wurzeln gleich. In-
sofern diese Zeichen also bloss lehren, dass die Anzahl der positiven Wurzeln nicht
grosser als 4, und die der negativen nicht grosser als B sein kann, bleibt es
unentschieden, ob oder wie viele imaginéire Wurzeln vorhanden sind. Weiss man
aber anders woher, dass die Gleichung keine imaginire Wurzeln hat, so muss
nothwendig 4 der Anzahl der positiven, und B der Anzahl der negativen Wur-
zeln gleich sein. | ‘

Anders aber verhilt es sich, wenn in y Glieder fehlen. Um mit Klarheit
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zu {ibersehen, was sich daraus in Beziehung auf die imaginéiren Wurzeln schliessen
lasst, bezeichnen wir durch a die Anzahl der durch eine gerade, durch ¢ die
Anzahl der durch eine ungerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichen-
wechsel; durch b und d resp. die Anzahl der durch eine gerade und ungerade
Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen in y. Man sieht leicht,
dass m— A—B—a—b—c—ad der Anzahl simmtlicher fehlender Glieder, die
wir durch e bezeichnen wollen, gleich sein werde. Nun ist nach unserm Lehr-
satze die Anzahl der positiven Wurzeln héchstens A+ a--¢, die Anzahl der ne-
gativen hichstens B--b--¢, also die Anzahl aller reellen Wurzeln hichstens

A+B+4a+4-b4+2c =m+-c—d—e

Es muss daher die Anzahl der imaginéiren Wurzeln wenigstens ¢ —c--d sein.

Zshlt man also alle fehlenden Glieder zusammen, jedoch so, dass man in
jeder Liicke zwischen einem Zeichenwechsel eine Einheit weniger, zwischen einer
Zeichenfolge aber eine Einheit mehr rechnet, als Glieder fehlen, so oft deren An-
zahl ungerade ist, so erhilt man eine Zahl, der die Anzahl der imaginiren Wur-
zeln wenigstens gleich kommen muss.




BEITRAGE ZUR THEORIE

DER

ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN

VON

CARL FRIEDRICH GAUSS

Vorgelesen in der Sitzung der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften am 16. Juli 1849.

Abhandlungen der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gttingen. Band 1v.
Géttingen, 1850.




Digitized by GOOS[Q




'BEITRAGE ZUR THEORIE

DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN.

Es werden in dieser Denkschrift zwei verschiedene die algebraischen Glei-
chungen betreffende Gegenstiinde behandelt. Zuerst stelle ich den vor funfzig
Jahren von mir gegebenen Beweis des Grundlehrsatzes der Theorie der algebrai-
schen Gleichungen in einer veriinderten Gestalt und mit erheblichen Zusiitzen auf.
Der zweite Theil ist einer speciellen Behandlung der algebraischen Gleichungen
mit drei Gliedern gewidmet, und enthiilt Methoden, nicht bloss die reellen, son-
dern auch die imaginiren Wurzeln solcher Gleichungen mit Leichtigkeit zu be-
stimmen. : '

ERSTE ABTHEILUNG.

Die im Jahre 1799 erschienene Denkschrift, Demonstratio nova theorematis,
omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales
prims vel secunds gradus resolvi posse, hatte einen doppelten Zweck, nemlich er-
stens, zu zeigen, dass simmtliche bis dahin versuchte Beweise dieses wichtigsten
Lehrsatzes der Theorie der algebraischen Gleichungen ungenfigend und illusorisch
sind, und zweitens, einen neuen vollkommen strengen Beweis zu geben. Es ist
unnéthig, auf den erstern Gegenstand noch einmal zurtickzakommen. Dem dort
gegebenen neuen Beweise habe ich selbst spiiter noch zwei andere folgen las-

sen, und ein vierter ist zuerst von CaucHy aufgestellt. Diese vier Beweise beru-
10
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hen alle auf eben so vielen verschiedenen Grundlagen, aber darin kommen sie
alle fiberein, dass durch jeden derselben zunfichst nur das Vorhandensein Eines
Factors der betreffenden Function erwiesen wird. Der Strenge der Beweise thut
dies allerdings keinen Eintrag: denn es ist klar, dass wenn von der vorgegebe-
nen Function dieser eine Factor abgeldset wird, eine dhnliche Function von nie-
derer Ordnung zuriickbleibt, auf welche der Lehrsatz aufs neue angewandt wer-
den kann, und dass durch Wiederholung des Verfahrens zuletzt eine vollstindige
Zerlegung der urspriinglichen Function in Factoren der bezeichneten Art hervor-
gehen wird. Indessen gewinnt ohne Zweifel jede Beweisfidhrung eine hdhere
Vollendung, wenn nachgewiesen wird, dass sie geeignet ist, das Vorhandensein
der simmtlichen Factoren unmittelbar anschaulich zu machen. Dass der erste
Beweis in diesem Fall ist, habe ich bereits in der gedachten Denkschrift angedeu-
tet (Art. 23), ohne es dort weiter auszuftthren: dies soll jetzt ergéinzt werden,
und ich benutze zugleich diese Gelegenheit, die Hauptmomente des ganzen Be-
weises in einer abgeiinderten und, wie ich glaube, eine vergrdsserte Klarheit
darbietenden Gestalt zu wiederholen. Was dabei die #ussere Einkleidung
des Lehrsatzes selbst betrifft, so war die 1799 gebrauchte, dass die Function
2"+ Aa"'4 Ba"*4-u.s.w. sich in reelle Factoren erster oder zweiter Ord-
nung zerlegen ldsst, damals deshalb gewihlt, weil alle Einmischung imaginérer
Grossen vermieden werden sollte. Gegenwirtig, wo der Begriff der complexen
Grdssen jedermann geliufig ist, scheint es angemessener, jene Form fahren zu
lassen und den Satz so auszusprechen, dass jene Function sich in n einfache
Factoren zerlegen lasse, wo dann die constanten Theile dieser Factoren nicht eben
reelle Grdssen zu sein brauchen, sondern filr dieselben auch jede complexen Wer-
the zuldssig sein missen. Bei dieser Einkleidung gewinnt selbst der Satz noch
an Allgemeinheit, weil dann die Beschrinkung auf reelle Werthe auch bei den
Coéfficienten A, B u.s.w. nicht vorausgesetzt zu werden braucht, vielmehr jed-
wede Werthe féir dieselben zuliissig bleiben.

1.
‘Wir betrachten demnach die Function der unbestimmten Grosse 2

P AP B ws.w. 4+ Mz4+N= X

wo A, B....M, N bestimmte reelle oder imaginire Coéflicienten vorstellen.
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Aus der Elementaralgebra ist der Zusammenhang zwischen den Wurzeln der Glei-
chung X =10 und den einfachen Factoren von X bekannt. Geschieht nemlich
jener Gleichung durch die Substitution # —p Geniige, so ist x—p ein Factor
von X, und gibt es n verschiedene Arten, jener Gleichung Gentige zu leisten,
nemlich durch # =p, 2 =p’, # = p"u.s. w., so wird das Product (z—p)
(z—p)(e—p") .... mit X identisch sein. Unter besondern Umstinden kann
aber auch eine Auflssung, wie # = p, in X den Factor (x—p)?, oder (z—p)*
oder irgend eine hohere Potenz bedingen, in welchen Fillen man die Wurzel p
wie zweimal, dreimal u.s.w. vorhanden betrachtet.

Verlangt man also nur den Beweis, dass die Function X gewiss einen ein-
fachen Factor zulasse, ‘so ist es zureichend, nur das Vorhandensein irgend einer
Wourzel der Gleichung X — 0 nachzuweisen. Soll aber die vollstiindige Zerleg-
barkeit der Function in einfache Factoren auf Einmal bewiesen werden, so muss
gezeigt werden, dass der Gleichung X — 0 Gentige geleistet werden kann, ent-
weder durch n ungleiche Werthe von 2. oder durch eine zwar geringere Anzahl
ungleicher Aufldsungen, wovon aber ein Theil die Charactere der mehrfach gel-
tenden gleichen Wurzeln dergestalt an sich trigt, dass die Znsammenzihlu.ng al-
ler ungleichen und gleichen die Totalsumme =— » hervorbringt.

2.

Das ganze Gebiet der complexen Grdssen, in welchem die der Gleichung
X = 0 geniigenden Werthe von z gesucht werden sollen, ist ein Unendliches
von zwei Dimensionen, indem, wenn ein solcher Werth # — ¢+ iu gesetzt wird
(wo ¢ immer die imaginére Einheit \/—1 bedeutet), fir ¢ und u alle reellen
Werthe von — 0o bis - oo zulédssig sind. Wir haben nun zuvdrderst aus die-
sem unendlichen Gebiete ein abgegrenztes endliches auszuscheiden, ausserhalb
dessen gewiss keine Wurzel der bestimmten Gleichung X = 0 liegen kann.
Dies kann anf mehr als Eine Art geschehen: unserm Zweck am meisten gemdiss
scheint die folgende zu sein.

Anstatt der Form ¢-iu gebrauche man diese

& = r(cosp-}-isinp)

wonach zur Umfassung Yes ganzen unendlichen Gebiets der complexen Grdssen
r durch alle positiven Werthe von 0 bis 400, und p von 0 bis 360° oder, was
10*



76 BEITRAGE ZUR. THEORIE

dasselbe ist, von einem beliebigen Anfangswerthe bis an einen um 360" grossern
Endwerth ausgedehnt werden muss.

Um féir r eine Grenze zu erhalten, iiber welche hinaus kein Werth mehr
einer Wurzel der Gleichung X — 0 entsprechen kann, setze ich zuvdrderst die
Coéficienten der einzelnen Glieder von X in eine &hnliche Form, wie #, nemlich

A = a(cosa-}isina)
B = b(cos64-18in )
C = c(cosy-}-ssiny) u.s.w.

wo also a, b, ¢ bestimmte positive Grdssen bedeuten sollen, abgesehen davon,
dass auch eine oder die andere darunter — 0 sein kann. Ich betrachte sodann
die Gleichung

r"—-\/ﬁ.(gr’""+b1""’+cr'""+ u.8w) =20

welche, wie man leicht sieht, eine positive Wurzel hat, und zwar (Hagriors Lehr-
satz zufolge) nur Eine solche. Es sei R diese Wurzel, wo dann von selbst klar
ist, dass fiir jeden positiven Werth von r, der grdsser ist als R, der Werth von
™ —\2.(a™ '+ b4 "+ u.s.w.) positiv sein, und dass dasselbe auch
von der Function

nr—y2.(n—1)a 4 (n—2) b4 (n—3) >+ u.s. w.)
gelten wird, da dieselbe das nfache der erstern Function um.
V2. (@ 20" 4-3cr 34 us.w.)
also um eine positive Differenz @bertrifft.

3.

Ich behaupte nun, dass die Grisse R geeignet ist, eine solche Grenze fiir
die Werthe von r, wie im vorhergehenden Artikel gefordert ist, abzugeben. Der
Beweis dieses Satzes ist auf folgende Art zu fithren.

Ich setze allgemein X — T'-+-1 U, wo selbstredend T und U reelle Gr3ssen
bedeuten, und zwar wird

T = r"cosnp+ar*'cos((n—1)p+a)+4 dr"ces((n—2)p+8)
+cr2cos((n—3)p+7)+ u.s. w.
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U = r"sinnp--ar*'sin (s — 1) p+ a) + b *sin (n— 2) p4- 6)
+ecr"sin((n—3)p+7) + u.s.w.

Man #ibersieht leicht, dass wenn fir r irgend ein positiver Werth grdsser als R
gewdhlt wird, T nothwendig dasselbe Zeichen haben wird wie cosmp, so oft
dieser Cosinus absolut genommen nicht kleiner ist als {/4. Man braucht nemlich
nur T in folgende Form zu setzen

+ T=\V}.*—ar ' —br"—cr"*— us.w.
+ [+ cosnp—y/4]r" ‘
+[1 +cos((n—1)p+a)]ar**
=1 = cos((n—2)p+B)1or"
~+[1 & cos((n—3)p+7)]cr
-+ u.s.w.

wo die obern Zeichen fiir den Fall eines positiven, die untern fiir den Fall eines
negativen cosnp gelten sollen, und wo der erste Theil des Ausdrucks auf der
rechten Seite positiv ist, in Folge des im vorhergehenden Artikel gegebenen Satzes,
von den folgenden aber wenigstens keiner negativ werden kann. Auf ganz #dhn-
liche Weise erhellet (indem man in obiger Formel nur U anstatt T und durch-
gehends Sinus anstatt Cosinus schreibt), dass unter gleicher Voraussetzung in Be-
zichung auf r, allemal U dasselbe Zeichen hat wie sinnp, so oft dieser Sinus
absolut genommen nicht kleiner ist als /4. Es hat demnach in allen Fillen we-
nigstens die eine der beiden Grdssen T, U ein voraus bestimmtes positives oder
negatives Zeichen, und es kann folglich fir keinen Werth von p die Function
X=0 werden. W.Z.B. W.

4.

Um das Verhalten von T und U in Beziehung auf die Zeichen und deren
Wechsel (bei einem bestimmten, R tiberschreitenden, Werthe von r) noch mehr
ins Licht zu setzen, lasse man p alle Werthe zwischen zwei um 360° verschie-
denen Grenzen durchlaufen, wozu jedoch nicht 0 und 360° sondern, indem gur
Abktirzung
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gesetzt wird, — o und (8s—1)w gewihlt werden sollen. Den ganzen Zwi-
schenraum theile ich in 4n gleiche Theile, so dass der erste sich von — o bis o,
der zweite von w bis 3w, der dritte von 3w bis 5w u.s.w. erstreckt. Zuvor-
derst hat man auch noch die‘Werthe der Differentialquotienten :T, :PU in Be-

tracht zu ziehen, woftir man hat

4T — ar*sinnp—(@m—1)ar*sin ((n —1)p+ a) — (n —2) br™*2sin (n—2)p+-8))

—(n—3)cr S sin((n—3)p+7)— u.s. w.

‘ig = nr" cos np+4(n—1)ar" " cos((n—1)p+ a) + (n—2)br"*cos (n —2)p+6))
+ (n—3)cr* 3cos (n—3)p+7) + u.s. w.

Man erkennt daraus leicht, durch &hnliche Schliisse wie im vorhergehenden Ar-

tikel und unter Zuziehung des Satzes am Schlusse von Art. 2, dass :—T immer

das entgegengesetzte Zeichen von sinnp hat, so oft dieser Sinus absolut genom-

men nicht kleiner ist als \/4, dass hingegen :—g immer dasselbe Zeichen wie

cosnp hat, so oft der absolute Werth dieses Cosinus nicht kleiner ist als \/4.

Hieraus zieht man folgende Schltisse.

In dem ersten Intervalle, d.i. von p—= —w bis p=-+4w, ist T stets
positiv, U hingegen fir den Anfangswerth negativ, fiir den Endwerth positiv,
mithin dazwischen gewiss einmal = 0, und zwar nur einmal, weil in dem gan-
zen Intervalle :—;-7 positiv ist.

In dem zweiten Intervalle ist U stets positiv, T zu Anfang positiv, am
Ende negativ, dazwischen einmal T = 0 und zwar nur einmal, weil in dem
ganzen Intervalle g—:—' negativ ist.

In dem dritten Intervalle ist T stets negativ, U einem Zeichenwechsel un-
terworfen, so dass einmal U — 0 wird.

Im vierten Intervalle ist U stets negativ, T einmal — 0.

In den folgenden Intervallen wiederholen sich in gleicher Ordnung diese
Verhiltnissse, so dass das féinfte dem ersten, das sechste dem zweiten u.s. f.

gleichsteht.

5.
Aus der im vorhergehenden Artikel erorterten Folgeordnung der positiven
und negativen Werthe von T und U, die bei jedem tiber R hinausgehenden
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‘Werthe von r Statt findet*), ldsst sich nun folgern, dass innerhalb ‘des Gebiets
der kleinern Werthe von » gewisse Kreuzungen in diesen Anordnungen vorhanden
sein milssen, die das Wesen unsers zu beweisenden Lehrsatzes in sich schliessen.
Ich werde die Beweisfithrung in einer der Geometrie der Lage entnommenen Ein-
kleidung darstellen, weil jene dadurch die grésste Anschaulichkeit und Einfach-
heit gewinnt. Im Grunde gehdrt aber der eigentliche Inhalt der ganzen Argu-
mentation einem hdhern von Riumlichem unabhéngigen Gebiete der allgemeinen
abstracten Grdssenlehre an, dessen Gegenstand die nach der Stetigkeit zusam-
menhiingenden Grdssencombinationen sind, einem Gebiete, welches zur Zeit noch
wenig angebauet ist, und in welchem man sich auch nicht bewegen kann ohne
eine von riumlichen Bildern entlehnte Sprache.

6.

Das ganze Gebiet der complexen Grdssen wird vertreten durch eine unbe-
grenzte Ebene, in welcher jeder Punkt, dessen Coordinaten in Beziehung auf
zwei einander rechtwinklig schneidende Achsen ¢ u sind, als der complexen
Grosse & — t-}-iu entsprechend betrachtet wird: bringt man diese complexe
Grosse in die Form & = r(cosp-}-isinp), so bedeuten r, p die Polarcoordinaten
des entsprechenden Punkts. Der Inbegriff aller complexen Grdssen, fiir welche
r einerlei bestimmten Werth hat, wird demnach durch einen Kreis repriisentirt,
dessen Halbmesser dieser Werth, und dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der
Coordinaten ist. Denjenigen dieser Kreise, fiir welchen r um eine nach Belie-
ben gewihlte Differenz grosser als R ist, will ich mit K bezeichnen, und mit
(1), (2). (3)....(2n) diejenigen Punkte auf demselben, welchen die beziehungs-
weise zwischen ® und 3w, zwischen 5w und 7w, zwischen 9w und 11w u.s.f.
bis zwischen (8#—3)w und (8#—1)w liegenden Werthe von p entsprechen,
fiir welche nach dem 4. Artikel T=0 wird. Man bemerke dabei, dass fiir die
Punkte (1), (3), (5) u.s.w. U positiv, fiir die Punkte (2), (4), (6) u.s. w. hingegen
negativ sein wird. ' '

*) Es ist leicht zu zeigen, dass auch fir den Werth r = R selbst eine gleiche Folgeordnung noch
giltig bleibt, nur mit der Einschrinkung, dass dann in ganz speciellen Fillen ein Uebergangswerth von p,
(d. i. ein solcher, fir welchen 7' oder U = 0 wird) mit einer der Grossen — ®, ®, 3o, 50 u.s. W. Zusam-
menfallen kann, wihrend far alle grosseren Werthe von r jeder Uebergangswerth von p swischen zweien die-
ser Grossen liegen muss. Ich halte mich jedoch dabei nicht auf, da fir unsern Zweck zureicht, das Bestehen
jener Folgeordnung, von irgend einem Werthe von r an, nachgewiesen su haben.
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7.

Die Gesammtheit derjenigen Punkte in unserer Ebene, fir welche T' po-
sitiv ist, bildet zusammenhﬁngende Flichentheile, wie schon von selbst erhellet,
wenn man erwéigt, dass bei einem stetigen Uebergange von einem Punkte zu ei-
nem andern T' sich nach der Stetigkeit #ndert. Eben so bilden simmtliche
Punkte, fir welche T' negativ wird, zusammenhiingende Flichentheile. Zwi-
schen den Flichentheilen der ersten Art und denen der zweiten liegen Punkte, in
welchen T'=— 0 wird, und nach der Natur der Function T k3nnen diese Punkte
nicht auch Flichensticke, sondern nur Linien bilden, welche einerseits die ei-
nen, andererseits die andern Fléchentheile begrenzen.

Der ausserhalb K liegende Raum enthélt n Flichen der ersten Art, die mit
eben so vielen der zweiten Art abwechseln, und wovon jede, von einem Stéick der
Kreislinie K an, zusammenhiingend sich ins Unendliche erstreckt. Zugleich aber
ist klar, dass jedes dieser Flichenstficke sich #iber die Kreislinie hinaus in den
innern Raum fortsetzt, und dass in Beziehung auf die weitere Gestaltung folgende
Fille Statt finden kdnnen.

1) Das betreffende von einem Theile von K anfangende Flichensttick en-
digt sich isolirt innerhalb der Kreisfliche; seine peripherische Begrenzung besteht
dann nur aus zwei zusammenh#ngenden Stéicken, wovon eines ein Bestandtheil
von K ist, das andere innerhalb des Kreisraumes liegt. In der beigefiigten Fi-
gur, welche sich auf eine Gleichung ftinften Grades bezieht und wo die Zeichen
von T in den verschiedenen Flichentheilen eingeschrieben sind, finden sich drei
der Flichen mit positivem T in diesem Falle; die eine hat die Grenzlinien 10.1
und 1.11.10; die zweite diese 4.5 und 5.12.4; die dritte 6.7 und 7.13.6.
Flidchentheile dhnlicher Art mit negativem T finden sich zwei vor.

2) Das Flichenstick durchsetzt einfach die Kreisfliche dergestalt, dass es
mit einem an einer andern Stelle eintretenden Eine zusammenhingende Fliche
bildet. Die ganze peripherische Begrenzungslinie wird dann aus vier Stiicken be-
stehen, von denen zwei der Kreislinie K angehdren, und die beiden andern dem
innern Raume. In unserer Figur findet sich dieser Fall bei dem durch 2.3;
3.0.8; 8.9; 9.11.2 begrenzten Flichensttck.

3) Das Flichenstiick spaltet sich im innern Kreisraume einmal oder mehre-
remale dergestalt, dass es mit noch zweien oder mehrern an andern Stellen ein-
tretenden eine zusammenhéngende Fliche bildet, deren ganze peripherische Be-
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grenzung dann aus sechs, acht oder mehrern Stficken in gerader Zahl bestehen
wird, die abwechselnd der Kreislinie und dem innern Raume angehdren. In
unserer Figur tritt dies ein bei einem Flichentheile, dessen Begrenzung durch
die sechs Stticke 3.4; 4.12.5; 5.6; 6.13.7; 7.8; 8.0.3 gebildet wird, in
welchem aber T' negativ ist.

8.

Bei einer vollstindigen Aufzéhlung aller denkbaren Gestaltungen der in den
innern Kreisraum eintretenden Flichentheile wiirden den angegebenen Fillen
noch anderweitige Modificationen beigefiigt werden mfissen. Wenn z. B. ein sol-
cher Fliichentheil sich zwar in zwei Aeste spaltet, diese aber im innern Raume
sich wieder vereinigen, so wiirde dieser Fall, jenachdem nach der Vereinigung
die Fliiche im Innern ihren Abschluss findet, oder (ohne neue Theilung) sich bis
zu einer andern Stelle der Kreislinie fortsetzt, dem ersten oder zweiten Falle des
vorhergehenden Artikels zugerechnet werden kdnnen, indem die Gestaltung der
Fliche nur durch das Einschliessen einer nicht zu ihr gehdrenden Insel modificirt
sein wiirde. Uebrigens wilrde es nicht schwer sein, strenge zu beweisen, dass
bei der besondern Beschaffenheit der Function 7T Modificationen dieser Art gar
nicht m3glich sind: fér unsern Zweck ist dies jedoch unndthig, indem es nur auf
die Folge der Stiicke der dussern Begrenzung jedes der in Rede stehenden Fléchen-
theile (d.i. derjenigen, in welchen T positiv ist) ankommt.

'Wir haben nemlich schon bemerklich gemacht, dass die Anzahl dieser Stiicke
allemal gerade ist (zwei im ersten Falle des vorhergehenden Artikels, vier im
zweiten, sechs oder mehrere im dritten), wovon wechselsweise eines der Kreislinie
K, eines dem innern Raume angehort. Ferner ist klar, dass wenn jene &ussere
Begrenzungslinie immer in einerlei Sinn durchlaufen wird, wozu hier derjenige
gewihlt werden soll, in welchem die Bezifrungen der Punkte von K wachsen
(also, Beispiels halber in unserer Figur so, dass die Fliche immer rechts von der
Begrenzungslinie liegt), der Anfangspunkt und der Endpunkt eines der Kreislinie
angehdrenden Stéicks beziehungsweise durch eine gerade und die um eine Einheit
grossere ungerade Zahl bezeichnet sein wird, mithin der Anfangspunkt und der
Endpunkt jedes den innern Raum durchlaufenden Stéicks allemal beziehungsweise
durch eine ungerade und eine gerade Zahl.

Es steht also fest, dass von den n an einem mit einer ungeraden Zahl be-
11
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zeichneten Punkte von K in den innern Raum eintretenden Linien, in denen
iberall T'= 0 ist, eine jede auf eine ganz bestimmte Art*) diesen Raum zusam-
menhingend durchliuft, bis sie an einer andern mit einer geraden Zahl bezeich-
neten Stelle wieder austritt. Da nun, wie schon oben (Schluss des 6. Art.) bemerkt
ist, in ihrem Anfangspunkte den Werth von U positiv, am Endpunkte negativ
ist, so muss wegen der Stetigkeit der Werthéinderung nothwendig in einem Zwi-
schenpunkte U —=— 0 werden. Dieser Punkt repriisentirt dann eine Wurzel der
Gleichung X = 0; und da die Anzahl solcher Linien — n ist, so ergeben sich
auf diese Weise allema.l n Wurzeln jener Gleichung.

9.

Wenn die gedachten Linien durch den Kreisraum gehen ohne ein Zusam-
mentreffen mit einander, so ist klar, dass die so erhaltenen n Wurzeln nothwen-
dig ungleich sind. Ein solches freies Durchgehen findet sich in unsrer Figur bei
den Linien von 3 nach 8, von 5 nach 4 und von 7 nach 6, und es gehdren
dazu die durch die Punkte 0, 12, 13 repriisentirten Wurzeln. Wenn hingegen
zwei solcher Linien, oder mehrere. einen Punkt gemeinschaftlich haben, so ist
zwar darum noch nicht nothwendig, aber doch mbglich, dass dieser Punkt zu-
gleich derjenige ist, in welchem U=—=0 wird, in welchem Falle dann zwei oder
- mehrere Wurzeln in Eine zusammenfallen, oder, wie es gewdhnlich ausgedrtickt
wird, unter sich gleich sein werden. In unsrer Figur treffen die Linien 1.10
und 9.2 in dem Punkte 11 zusammen, und in demselben wird zugleich U—=0;

die Gleichung hat also ausser den schon aufgefiihrten drei ungleichen noch zwei
gleiche Wurzeln.

10.
Es bleibt nur noch @brig, nachzuweisen, dass wenn der eine Warzel —p

*) Dass sie allemal einen ganz bestimmten Lauf hat, beruhet darauf, dass sie einen Theil der &ussern
Abgrensung einer Fliche, fur welche 7' ein bestimmtes Zeichen hat, ausmachen soll: ich habe das positive
Zeiohen gewahlt, was an sich gans willkilrlich ist. So verstanden setst sich 3. B. die in 1 eintretende Linie
durch 11 nach 10 fort: als Theil der Grenslinie einer Fliche, worin 7' negativ ist, wiirde die Linie 1.11
nach 2 fortgesetst werden miissen. Spricht man hingegen nur von einer Linie worin 7I'= ¢ ist, ohne sie als
Theil der Begrenzung einer bestimmten Flache su betrachten, so witrde eher 11.9 als natirliche Fortsetsung
von 1.11 gelten kdnnen. Der hier gewahite Gesichtspunkt unterscheidet mein gegenwartiges Verfahren von
dem von 1799, und trigt wesentlich zur Vereinfachung der Beweisfahrung bei.
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reprisentirende Punkt P in zweien oder mehrern Linien T'= 0 zugleich liegt,
das Quadrat von #—p oder die der Anzahl jener concurrirenden Linien entspre-
chende hdhere Potenz in X als Factor enthalten sein wird. Der Beweis davon

beruhet auf folgenden Sitzen.

Man fihre anstatt der unbestimmten Grdsse x eine andere z ein, indem
man # = z-}-p setzt. Es gehe durch diese Substitution X in Z tber, wo also
Z eine Function von z von gleicher Ordnung wie X von # sein wird, deren con-
stantes Glied aber fehlt. Indem man dieselbe nach aufsteigenden Potenzen von

z ordnet, sei das niedrigste nicht verschwindende Glied
= Kz™ und Z = Kz™(1+{)

wo [ die Form Lz+4-L'zz+4L"2*+4 u.s.w. +%rz""*” haben wird; endlich setze
man

z = 8(cos¢-}-¥sing)

Der reelle und der imaginire Bestandtheil von z dricken die Lage jedes
unbestimmten Punkts der Ebene als rechtwinklige Coordinaten, und die Grassen
s, ¢ die Polarcoordinaten ganz eben so relativ gegen den Punkt P aus, wie die
Bestandtheile von #, und die Grdssen r, ¢ die relative Lage gegen den urspréing-
lichen Anfangspunkt bezeichnen. Die Verbindung eines bestimmten Wetthes
von s mit allen Werthen von ¢ in einer Ausdehnung von 360° stellt also die
Punkte einer Kreislinie dar, die ihren Mittelpunkt in P hat und deren Halbmes-

ser — § ist.
Setzt man nun K — k(cosx-isinx), und folglich

K2™ = ks™(cos (m¢ - x) - i sin (m § - x))

so wird fiir ein unendlich kleines s die Grdsse [, die wenigstens von derselben
Ordnung ist wie s, neben der 1 vernachlissigt, und mithin gesetzt werden dérfen

T = ks™cos(m—--x)

woraus erhellet, dass withrend ¢ um 360° wichst, das Zeichen von T in m
Stiicken der Kreisperipherie positiv, und in eben so vielen mit jenen abwech-
selnden negativ ist, oder dass 7' in 2m Punkten = 0 wird, nemlich far

$= %(*—90"), %(x+90"), %(x+ 270%u.s.w. Es gehen demnach von P zu-
11*
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sammen 2m Linien aus, in denen 7T = 0 ist, oder wenn man sie paarweise so
verbindet, dass jede, wo, bei wachsendem ¢, das Zeichen aus — in - @ber-
geht, zusammen mit der n#chstfolgenden, wo der entgegengesetzte Uebergang
Statt findet, wie die Begrenzungslinie eines Flichentheils mit positivem 7' be-
trachtet wird, so treffen in P #berhaupt m dergleichen Begrenzungslinien zu-
sammen.

Von der andern Seite ist klar, dass so wie Z unbestimmt durch z™ und
durch keine hdhere Potenz von z theilbarist, X den Factor (x—p)™, aber keine
hohere Potenz von #—p enthalten wird. Es ist also allemal, wenn p irgend
eine Wurzel der Gleichung X — 0 bedeutet, der Exponent der hdchsten Po-
tenz von #—p, durch welche X theilbar ist, der Anzahl der in P zusammen-
treffenden Begrenzungslinien fir Flichen mit positivem T' gleich, oder was das-
selbe ist, der Anzahl solcher an P zusammentreffender Flichen.

Uebrigens ist es leicht, der Beweisfithrung eine von Einmischung unendlich
kleiner Grdssen ganz unabhiingige Einkleidung zu geben, und zwar ganz analog
der Schlussreihe in den Art.3 und4. Es lisst sich nemlich ein Werth von s nach-
weisen, fiir welchen, so wie fir jeden kleinern, der ganze Cyklus aller Werthe
von ¢ dieselbe abwechselnde Folge von m Stiicken mit positivem 7' und eben-
sovielen mit negativem darbietet. Diese Eigenschaft hat die positive Wurzel der
Gleichung

0 =m\{—(m-+1)ls—(m+2)l'ss —(m+4-3)I"s* — u.s. w.

wo I, I, I"u.s.w. die positiven Quadratwurzeln aus den Normen der complexen
Grossen L, L', L" u.s.w. bedeuten, oder wo

L = I (cos\ 4-4sin)})
L' = U'(cos\ 4sinl’)
L'= U"(cos\"4isind") u.s. w.

gesetzt ist. Ich glaube jedoch, die sehr leichte Entwicklung dieses Satzes hier
iibergehen zu kdnnen.

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass bei der Beweisfidhrung in der
Abhandlung von 1799 die Betrachtung zweier Systeme von Linien erforderlich
war, das eine die Linien wo T'= 0, das andere diejenigen wo U= 0 enthal-
tend, wihrend in unserm jetzigen Verfahren die Betrachtung Eines Systems aus-
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gereicht hat; ich habe dazu das System der Begrenzungslinien der Flichentheile
mit positivem T' gewi#hlt, es hiitte aber eben so gut zu demselben Zweck die Be-
trachtung der Begrenzungslinien der Flichen mit positivem (oder negativem) U
dienen konnen.

ZWEITE ABTHEILUNG.

11.

Zur numerischen Bestimmung der Wurzeln solcher algebraischen Gleichun--
gen, die nur aus drei Gliedern bestehen, lassen sich verschiedene Methoden an-
wenden, die hier einer Eleganz und Bequemlichkeit fihig werden, gegen welche
die mithsamen bei Gleichungen von weniger einfacher Gestalt unvermeidlichen
Operationen weit zuriickstehen. Solche Methoden verdienen also wohl eine be-
sondere Darstellung, zumal da Gleichungen von jener Form h#ufig genug vor-
kommen.

Es gilt dies zuniichst von der Entmcklung der Wurzeln in unendliche Rei-
hen. In der That lisst sich jede, gleichviel ob reelle oder imaginire, Wurzel ei-
ner Gleichung mit drei Gliedern durch eine convergente Reihe von einfachem
Fortschreitungsgesetz ausdrticken. Ich werde jedoch diese Aufldsungsart aus meh-
rern Griinden von meiner gegenwiirtigen Betrachtung ganz ausschliessen, und be-
merke hier nur, dass der Grad der Convergenz von dem gegenseitigen Verhalten
der Cosfficienten abhiingig, dass sie desto langsamer ist, je nidher dies Verhalten
demjenigen kommt, bei welchem die Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, und
dass in diesem Grxenzfalle selbst sie schwiicher ist, als bei irgendwelcher fallenden
geometrischen Progression. So bemerkenswerth auch diese Reihen in allgemeiner
theoretischer Récksicht sind, so wird man doch, abgesehen von dem Falle, wo
ihre Convergenz eine sehr schnelle wird, in praktischer Beziehung immer den in-
directen Methoden den Vorzug geben, welche in den nachfolgenden Artikeln ent-
wickelt werden sollen.

12,
Zur Auffindung der reellen Wurzeln benutze ich meine im Jahre 1810 zuerst
gedruckte Hilfstafel fir Logarithmen von Summen und Differenzen, oder, wo
eine grossere Genauigkeit verlangt wird, als Logarithmen mit finf Zifern geben
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konnen, die &hnliche aber erweiterte Tafel von MarramesseN. Ich habe ein paar
specielle Anwendungen dieses Verfahrens schon frither bekannt gemacht, nemlich
zur Auflésung der quadratischen Gleichungen bei der 1840 erschienenen zwan-
zigsten Ausgabe von Veea's logarithmischem Handbuch, und zur Aufissung der
cubischen Gleichung, welche bei der parabolischen Bewegung zur Bestimmung
der wahren Anomalie dient, in Nro.474 der Astronomischen Nachrichten. An
letzterm Orte ist auch bereits die allgemeine Anwendbarkeit des Verfahrens auf
alle algebraischen Gleichungen mit drei Gliedern bemerklich gemacht. Obgleich
nun die Ausfithrung dieses ganz elementarischen Gegenstandes gar keine Schwie-
rigkeiten hat, so wird man doch, bei der ziemlich grossen Mannigfaltigkeit der
Fille, einer tibersichtlichen Sonderung derselben, und der Zusammenstellung der
gebrauchfertigen Vorschriften ein paar Seiten gern eingeriumt sehen.

Anstatt jener logarithmischen Hélfstafeln kann man sich auch der gewdhn-
lichen logarithmisch- trigonometrischen Tafeln bedienen: allein theils sind jene
im Allgemeinen fir den gegenwiirtigen Zweck von bequemerm Gebrauch, theils
gewihren sie doppelt so grosse Genauigkeit als die letztern. Ich wiirde daher die
Benutzung der trigonometrischen Tafeln féir das in Rede stehende Geschaft auf
den seltenen Fall beschrinken, wo man die durch siebenzifrige Logarithmen er-
reichbare Genauigkeit noch zu #iberschreiten wiinscht und dazu die bekannten
zehnzifrigen Logarithmen in Viacq’s oder Veea’s Thesaurus verwenden kann.
Uebrigens sind, wenn man sich der Hiilfslogarithmen bedient, doppelt so viele
Fille zu unterscheiden, als wenn die trigonometrischen Logarithmen gebraucht
werden. Als ein Nachtheil darf dies jedoch nicht angesehen werden: denn wenn
einmal die vollstindige allgemeine Classification vorliegt, ist es leicht, jedem con-
creten Falle sein Fach anzuweisen, und das eigentliche indirecte Geschiift ist so
viel leichter auszuftihren, wenn das ganze Fach nur den halben Umfang hat. Aber
gerade aus jenem Grunde ist fiir die Aufldsung durch trigonometrische Logarith-
men die allgemeine Classification kiirzer und bequemer darzustellen, und ich werde
sie daher vorausschicken, da sodann die Classification fér die andere Aufl3sungs-
form sich daraus von selbst ergibt.

13.
Die Ausfihrung der Methode wird, unmittelbar, nur auf Bestimmung der
positiven Wurzeln einer vorgegebenen Gleichung gerichtet; die negativen ergeben
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sich, indem man dasselbe Verfahren auf diejenige Gleichung anwendet, welche
aus jener durch Einfithrung der der urspriinglichen Unbekannten entgegengesetz-
ten Grdsse entsteht.

Die Gleichung setze ich in die Form

™ ea™ 4 f =0

wo m, m, ¢, f gegebene positive Grdssen bedeuten. Diese Form umfasst eigent-
lich, nach Verschiedenheit der Combination der Zeichen, vier verschiedene Fille,
wovon aber der erste, wo beidemal die oberen Zeichen gewiihlt werden, ausfillt,
da offenbar die Gleichung

2™ e f =0

keine positive Wurzel haben kann. Uebrigens ist verstattet, vorauszusetzen, dass
m und n (worunter ganze Zahlen verstanden werden, obwohl die Anwendbarkeit
der Methode an sich davon unabhiingig ist) keinen gemeinschaftlichen Divisor ha-
ben, indem auf diesen Fall jeder andere leicht zurtickzuféihren ist. Endlich werde
ich zar Abk#irzung schreiben

B Al
o=

Erste Form.

.r""""+e.z'"'—f=. 0

Indem man einen immer im ersten Quadranten zu nehmenden Winkel 6
einfiahrt, so dass

= = sin6* -‘-.-:: = cos0?

wird, also (I)
2™ = fein®, o =TT " — ctangt?®

findet sich durch Eﬁmination von z die Gleichung

oo
A=

aus welcher 6 bestimmt werden muss. Man erkennt leicht, dass der zweite Theil
dieser Gleichung als Function einer unbestimmten Gr3sse 8 betrachtet, von 0
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bis co wiichst, wihrend 0 alle Werthe von 0 bis 90° durchliuft, und dass es
also einen, und nur einen Werth von 0 gibt, der jener Gleichung Gentige leistet.
Nachdem derselbe gefunden ist, erhilt man 2 aus einer der Formeln I. Man be-
merke, dass 6 — 45° wird fir A = 2", und dass folglich 6 im ersten Octanten
zu suchen ist wenn A kleiner, im zweiten wenn A grdsser ist als 2".

Zweste Form,
m’”‘""—ez’”—-f: 0
Man wird hier setzen
SJe™ ™ =sin®?, ea™ = cosf®
oder (I)
E R PP S

wonach also 6 aus der Gleichung

in G
A= o::m

zu bestimmen sein wird, was auf eine und nur auf eine Art geschehen kann: der
Werth von 2 findet sich sodann durch eine der Gleichungen I. Im ersten oder
zweiten Octanten liegt 0, jenachdem A kleiner oder grésser ist als 2™.

Dritte Form.
e f =0
Hier wird man setzen

- .
z—;' = gin 6%, 't'-"— = cos6®

oder (I)

™ = frangt?, 2" = Lo, 2" = esin®®
von welchen Formeln eine zur Bestimmung von z dienen wird, sobald der Werth
von O gefunden ist. Dieser ergibt sich durch Auflésung der Gleichung

A = cos 0*sin 6*"
Da das auf der rechten Seite sl:ehenﬂe Glied dieser Gleichung, als Function einer

unbestimmten Grdsse 6 betrachtet, sowohl fiir 6 — 0 als fir 6 — 90° verschwin-
det, so muss dazwischen ein grosster Werth liegen, und da das Differential des
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Logarithmen dieser Function —(2m cotgd — 2ntang8)df ist, so findet der grosste
Werth Statt fir 6 = 0%, wenn man > — tang0* setzt. Eswird demnach jene
Function von 0 bis zu ihrem gréssten Werthe, welcher offenbar

m"n®

— (mm
ist, zunehmen, und von da bis 0 abnehmen, wihrend 0 von 0 zu 6* und von
da bis 90° zunimmt. Der Maximumwerth ist daher jedenfalls grdsser als der
Werth fir 6 = 45° d. i. grdsser als 2,:7 den Fall ausgenommen, wo m — n,
und also 2,,;" selbst der Maximumwerth ist. '
Man schliesst hieraus, dass jenachdem A grosser ist als

. m™a®

(m 4 n)m+»
oder kleiner, der Gleichung A = cos6**sin6*® gar nicht oder durch zwei ver-
schiedene Werthe von 6 wird Geniige geleistet werden kdnnen. Im erstern Falle
hat die Gleichung ™" —ea™-4-f=0 gar keine (positive) Wurzel, im andern
zwei. In dem speciellen Falle, wo
ist, fallen beide Aufldsungen zusammen, und die Gleichung hat zwei gleiche Wur-
zeln, wofir man nach Gefallen eine der drei Formeln benutzen kann

L —Jf(m+tn) — _m
W—T’ 'z”__ch’ 'zﬁ—m-l-n

Was tibrigens in dem Falle, wo zwei Aufldsungen wirklich vorhanden sind,
die Octanten betrifft, in welche die Werthe von 6 fallen, so siecht man leicht,
dass wenn A grdsser ist als 2,,%. beide Werthe von 6 mit 6* in demselben Oc-
tanten liegen, nemlich im ersten oder zweiten, jenachdem m kleiner oder grdsser
ist als n: ist hingegen A kleiner als ;,;.1—,,,,, so wird der eine Werth von 6 im er-
sten, der andere im zweiten Octanten zu suchen sein. In dem speciellen Falle,
wo A — 2.%, ist 45° selbst der eine Werth von 6, und der andere liegt in dem-
selben Octanten wie 6*.

Es mag noch die aus dieser Zergliederung aller drei Formen sich leicht erge-
bende Folge bemerkt werden, dass unsere Gleichung (insofern wir annehmen, dass
m und n keinen gemeinschaftlichen Divisor haben) nicht mehr als drei reelle
Wurzeln haben kann, was auch aus andern Griinden bekannt ist.

12
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14. .

Die vorstehenden Vorschriften werden nun leicht in diejenigen umgeschmol-
zen, die der Anwendung der Hitlfslogarithmen entsprechen, da diese A4 = loga.
B =1logb, C=1logc, betrachtet werden kénnen wie die Logarithmen der Qua-
drate der Tangenten, Cosecanten und Secanten der von 45° bis 90° zunehmen-
den, oder, was dasselbe ist, wie die Logarithmen der Quadrate der Cotangenten,
Secanten und Cosecanten der von 45° bis 0 abnehmenden Winkel, also

6 = tang®®, ; = sin0? < = cosf?
fir die Werthe von 6 im zweiten Octanten, oder

L — cos6?

-;:- = tang0?, -;l- =sinf® <

fiar die Werthe von 6 im ersten Octanten.
Die vollstindigen Vorschriften vereinige ich in folgendem Schema, wo eben
so wie oben

I
l — ;m
gesetzt ist.
Erste Form.

4 '“+ew"'-—f= 0
Erster Fall. \>2"

bﬂ
w"“‘"={-, .z""=£, 2" = ea
Zweiter Fall. 2 < 2"
A= - _&"
T g™ T g™ T Tom
M:l’ w’”:-‘t-’ w'_—_,—i
) ed a

Zweste Form.
™t —-Gcl‘m—f= 0
Erster Fall. \>2™
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A = g™t = gt = &
2™t — £, w"‘=£, a" = ec

Zweiter Fall. A\ 2™

Dritte Form.

g™ —ea™f =0

Erster Fall. +<@X0
Gar keine Aufldsung.
1 (m4-n)»

Zuweiter Fall. + = "t
Zwei gleiche Wurzeln, zu deren Bestimmung eine der Gleichungen
_Jm —_JS(m+n) —
il el e
dient.
Dritter Fall. % grosser als (m+m)**" ober nicht grosser als 2™, und zugleich

m grosser als a.

Zwei Wurzeln, fiir welche
- =a"b"'+"=c%:—'=b’"c"

w"""":fa. w"'::‘t;'-’, .z"'=-,-:—

Vierter Fall. Fir % dieselben Grenzen, wie im dritten Fall, aber m kleiner
als n.
Zwei Wurzeln, fir welche

f=amt =0 — prem

R AP

Funfter Fall. 3 grosser als 2™
Zwei Wurzeln, wovon die eine durch die Formeln des dritten Falles, die

andere durch die des vierten bestimmt wird.
12 %
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Es mag noch bemerkt werden, dass im dritten Falle der Werth von a, wel-
cher der einen Wurzel entspricht, kleiner als % , der zur andern Wurzel gehs-

rende grdsser als % ist; im vierten Falle verhalten sich die beiden Werthe von
a auf dhnliche Weise gegen .

15.

Ueber die Anwendung dieser Vorschriften ist noch folgendes beizuftigen.

Zur Bestimmung jeder Wurzel sind zwei Operationen auszuftthren: zuerst
aus A den dazu gehdrenden Werth von a (und damit zugleich den von b oder c)
abzuleiten; sodann, aus diesem den Werth von # zu berechnen. Fir jede die-
ser beiden Operationen kann man unter drei Formeln wihlen; ich ziehe in den
meisten Fillen die zuerst angesetzten vor. Bei allen diesen Rechnungen hat man
es gar nicht mit den Grdssen A, a, b, ¢ selbst, sondern nur mit ihren Logarith-
men zu thun. Die erste Operation ist eine indirecte, und beruhet demnach in der
Regel anf mehrern stufenweise fortschreitenden Ann#iherungen, wobei ‘es bequem
gefunden werden wird, zu Anfang Tafeln mit einer geringern Anzahl von Zifern
zu gebrauchen. Marramssens Tafel hat bekanntlich sieben Decimalen: die mei-
nige finf; Excke und Ursiy haben sie mit vier Zifern abdrucken lassen, und wenn
man beim Anfange der Arbeit noch gar keine Kenntniss einer ersten groben An-
niherung mitbringt, wird man es vielleicht vortheilhaft finden, einen noch kir-
zern Extract der Tafeln mit nur drei Zifern auf einem besondern Blittchen vor
sich zu haben, etwa so:

4 B 4 B 4 B

0 0,301 1,0 0,041 2,0 0,004
0,1 0,254 1,1 0,033 2,1 0,003
0,2 0,212 1,2 0,027 2,2 0,003
0,3 0,176 1,3 0,021 2,3 0,002
0,4 0,146 1,4 0,017 2,4 0,002
0,5 0,119 1,6 0,014 2,5 0,001
0,6 0,097 1,6 0,011 2,9 0,001
0,7 0,079 1,7 0,009 3,0 0,000
0,8 0,064 1,8 0,007

0,9 0,051 1,9 0,005

1,0 0,041 2,0 0,004
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16.
Als Beispiel mag die Gleichung .

&' 4-282'—480 =0

dienen, wo
__ 8150
T 828543°

logy = 2,0863825

wird. Die Gleichung hat die erste Form, mithin eine positive Wurzel, und ge-
hort, da A kleiner ist als 8, zum zweiten Fall. Die erste Operation besteht darin,
dass der Gleichung log% = 4A—3B Geniige geschehe, also, wenn man die

Rechnung mit drei Decimalen anfiingt, dieser
2,086 = 44— 3B

Ein fldchtiger Blick auf obige Tafel zeigt schon, dass A zwischen 0,5 und 0,6
zu suchen sei. Es wird nemlich
A | 4A—3B | Fehler

0,5 | 1,643 —0,443
0,6 2,109 40,023

woraus sich auf einen genauern Werth 0,595 schliessen ldsst. Eine neue Rech-
nung nach den Tafeln mit finf Decimalen, wo also log; = 2,08638 zu setzen

ist, gibt
y. | | 4A—3B | Fehler
0,595 2,08501 —0,00137
0,596 2,08961 —+-0,00323

woraus der noch genauere Werth 0,5953 erkannt wird. Endlich fiir sieben De-
cimalen hat man '

A l 4A—3B | Fehler
0,5952 2,0859279 —0,0004546
0,5953 2,0863885 -+ 0,0000060

Zu dem Werthe A — 0,5953 muss also noch die Correction — -  Einheiten

4606

der vierten Decimale hinzukommen, in welcher Form ich sie beibehalte, da es,
wenn zur Bestimmung von # die erste Formel
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7

X =

ol

gebraucht werden soll, nur darauf ankommt, den entsprechenden Werth von C
zu finden. Diesen erhiilt man, indem man zu dem neben A — 0,5953 stehen-
den Werthe C = 0,6935705 die Correction —-‘%;x 798 hinzufiigt, letztere
wie Einheiten der siebenten Decimale betrachtet, also

C = 0,6935695
log f = 2,6812412
7logz = 1,9876717

logz = 0,2839531
r = 1,9228841

Zur Auffindung der negativen Wurzeln wird man # — —y schreiben und

die positiven Wurzeln der Gleichung

y —28y'4-480 = 0
aufsuchen. Diese gehdrt zur dritten Form, und da ; = S>22° grésser ist als
;—v = s:::;’, aber kleiner als 27 — 128, zugleich auch m grésser ist als #, 50
gilt der dritte Fall, oder es finden zwei Wurzeln Statt, zu deren Ausmittlung

der Gleichung

2,0863825 — 34+ 7B

geniligt werden muss. Aus der Schlussbemerkung des 14.Art. weiss man, dass
der eine Werth von A kleiner, der andere grosser sein muss als log4 = 0,12494.
Auch ergeben sich die Grenzen der Werthe von A sofort aus der obigen Tafel
mit dreizifrigen Logarithmen, nach welchen man erhilt:

A |3447B Fehler
00 | 2,107 40,021
0,1 2,078 — 0,008
0,2 2,084 ' —0,002
03 | 2,132 0,046

Will man zur niéhern Bestimmung zuerst vierzifrige Logarithmen gebrauchen, so
hat man zunéchst fir die erste Aufldsung
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A |3A+7B' Fehler

0,05 | 20869 l +0,0005
0,06 2,0847 —0,0017

Sodann ergeben die finfzifrigen Tafeln

0,052
0,053

2,08667 -} 0,00029
2,08638 0

Endlich die siebenzifrigen

0,0529 | 2,0863943 | +0,0000118
0,0530 l 2,0863660 { — 0,0000165
Hienach wird
A — 0,0529417
log f = 2,6812412
7logy = 2,7341829
logy = 0,3905976
—y =z = — 2,4580892

Fir die zweite Aufl3sung steht die Rechnung, auf dhnliche Weise gefiihrt, fol-
gendermaassen :

A ‘3A+7B Fehler

0,19 2,0843 —0,0021
0,20 2,0868 -+ 0,0004

0,197 2,08627 —0,00011
0,198 2,08654 ~+-0,00016

0,1975 | 2,0863805 | — 0,0000020
0,1976 | 2,0864082 | 4-0,0000257

A = 0,1975072

logf = 2,6812412

Tlogy = 2,8787484

logy = 0,4112498
£ = —2,5778036
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-Die Gleichung, welche uns hier als Beispiel gedient hat, ist absichtlich so
gewihlt, dass zwei ihrer Wurzeln wenig verschieden sind. In einem solchen
Falle sind, wie schon oben im Art. 11 bemerkt ist, die Reihen wegen ihrer sehr
langsamen Convergenz wenig brauchbar: auch bei der indirecten Aufldsung ist
davon wenigstens eine schwache Analogie erkennbar, indem das Fortschreiten der
successiven Anniiherungen bei den beiden negativen Wurzeln (welche eben die
wenig ungleichen sind) etwas triiger ist, als bei der positiven. Ein wesentlicher
Unterschied ist aber der, dass die sehr langsame Convergenz der Reihen féir simmt-
liche Wurzeln eintritt, wihrend bei dem indirecten Verfahren die, auch nur in
geringem Grade fithlbare, langsamere Annﬁherung lediglich bei den zwei wenig
verschiedenen Wurzeln vorkommt.

17.

Ganz verschieden von dem in den vorhergehenden Artikeln gelehrten Ver-
fahren ist dasjenige, welches zur Bestimmung der imaginiren Wurzeln angewandt
werden muss. Im Allgemeinen ist die Bestimmung der imaginiiren Wurzeln auf
indirectem Wege deswegen weit schwieriger, als die der reellen, weil jene aus
einem unendlichen Gebiet von zwei Dimensionen herausgesucht werden miissen,
diese nur aus einem Unendlichen von Einer Dimension, und gerade darum ver-
dient ein sehr umfassender besonderer Fall, wo man jene Schwierigkeit umgehen
und die Frage in dasselbe Gebiet versetzen kann, zu welchem die Aufsuchung
der reellen Wurzeln gehdrt, eine eigne Ausfihrung. Einen solchen Fall bieten
die Gleichungen mit drei Gliedern dar.

Da die Methode mit gleicher Leichtigkeit angewandt werden kann, die Coéf-
ficienten der Gleichung mdgen reell oder imaginéir sein, so lege ich sofort die all-
gemeine Form der Gleichung zum Grunde

X = 2™ 4-¢(cose4isine)a™ 4 f(cosp}ising) = 0

wo e und f positive Grdssen bedeuten: féir einen reellen, positiven oder negati-
ven, Coéfficienten ist dann der betreffende Winkel (¢ oder ¢) entweder 0 oder
180°. Die Voraussetzung, dass m und s keinen gemeinschaftlichen Divisor ha-
ben, wird ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit auch hier beibehalten blei-
ben kénnen. Eine der Gleichung Gen#ige leistende imaginire Wurzel » — ¢4-iu
setzt man in die Form r(cosp{-ssinp), wobei es fiir unsern gegenwiirtigen Zweck
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vortheilhafter ist, die sonst gewdhnliche Bedingung, dass r positiv sein soll, hier
nicht zu machen, sondern anstatt derselben die, dass p immer zwischen den Gren-
zen 0 und 180° genommen werden soll. In dem Fall, wo die Coéfficienten der
Gleichung beide reell sind, kann man den Umfang der Werthe von p noch wei-
ter auf die Hilfte verengen: denn da bekanntlich von den imaginiren Wurzeln
einer solchen Gleichung je zwei zusammengehSren, wie #-s% und z—iu, so
wird offenbar fiir die eine Wurzel jedes Paars der Werth von p zwischen 0 und
90° fallen, und man braucht durch das indirecte Verfahren nur diese zu bestim-
men, indem daraus die andere von selbst folgt durch Vertauschung von p mit
180°—p und von r mit —r.

18.
Das Wesen der Methode besteht in der Aufstellung einer Gleichung, welche
bloss p ohne r enthélt. Um dazu zu gelangen, setze man die Gleichung X =0
durch Division mit ihrem ersten Gliede in die Form

1 4-e(cose }isineg) 2"+ f(cosp-}-ising) ™ ™ = 0
oder
1--er™"(cos(np—e)—i sin(np—e))-fi " "(cos{(m—+-n)p—p]—isin[(m--n)p—¢])=0

Da nun hier die imaginiren Theile einander aufheben missen, so hat man (I)
o — __Jen((m+n)p—g)
e nm»(np —¢)
Auf ghnliche Art erhilt man, wenn die Gleichung X — 0 mit ihrem zweiten
oder dritten Gliede dividirt, und erwiigt, dass in beiden Fillen die imagin#ren
Theile der neuen Gleichungen einander aufheben miissen, die Gleichungen

pin _ foin(mpt+e—g)
sin(np—e) I)
o, — __csnmpte—g) (
T sin((m+n)p—¢)

Man sieht, dass jede der drei Gleichungen (I) auch schon aus der Verbindung der

beiden andern abgeleitet werden kann. Eliminirt man aber r aus Verbindung

zweier, so erhilt man (II)
13
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A — (___l)m.{...lin(»ip +e—o)™sin(np—¢)*
sin((m + n)p — g)™**

wo zur Abktirzung (eben so wie oben)
=

gesetzt ist. Aus dieser Gleichung hat man die verschiedenen Werthe von p zu
bestimmen; den Werth von r, welcher jedem Werthe von p entspricht, findet
man sodann aus einer der Gleichungen (I), am besten aus der zweiten, réicksicht-
lich der absoluten Grdsse, wobei jedoch in dem Falle, wo m--n gerade ist, noch
eine der beiden andern Gleichungen zur Entscheidung des Zeichens hinzugezogen
werden muss.

19.

Die Auflésung der Gleichung II auf indirectem Wege wird man immer mit
Leichtigkeit beschaffen kdnnen, wozu noch die Berticksichtigung der folgenden
Bemerkungen beitragen wird.

1) Die Werthe von p liegen zwischen 0 und 180% in dem Falle, wo die
Coéfficienten der vorgegebenen Gleichung reell sind, braucht man nur die halbe
Anzahl, nemlich die zwischen 0 und 90° liegenden, einzeln aufzusuchen.

2) In dem einen wie in dem andern Falle wird man zuerst das betreffende
Intervall in die verschiedenen Unterabtheilungen scheiden, die sich durch die
Zeichenabwechslungen in den Werthen der auf der rechten Seite der Gleichung
IT stehenden Function von p bilden. Die Uebergangswerthe von p kdnnen of-
fenbar nur solche sein, wo einer der Winkel mp-t-e—o, np—e, (m+4-n)p—¢
durch 180° theilbar, und also jene Function selbst entweder 0 oder unendlich
wird. Von jenen Unterabtheilungen bleiben dann diejenigen, in welchen der
Werth der Function negativ wird, schon von selbst aus der weitern Untersuchung
ausgeschlossen.

3) Falls man nicht schon auf andern Wegen geniherte Werthe von p er-
langen kann, wird man sich das indirecte Durchsuchen der geeigneten Intervalle
dadurch sehr erleichtern, dass man auf #hnliche Weise, wie aus den Beispielen
des 16. Artikels zu ersehen ist, die ersten Versuche nach abgekiirzten Tafeln mit
wenigen Zifern ausfiihrt, und in manchen Fillen mochte man wohl bequem fin-
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den, zuerst nur die Sinuslogarithmen mit drei Zifern auf einem Blittchen etwa
von Grad zu Grad verzeichnet zu diesem Zweck zu verwenden.

20.
Zu weiterer Erliuterung mag die Berechnung der imaginéiren Wurzeln der
oben behandelten Gleichung

2 4282 — 480 = 0

als Beispiel dienen. Nach der Bezeichnung des Art. 17 haben wir hier zuvdrderst,
wieoben, m = 4, n =3, ¢ =28, f = 480, und sodann weiter ¢ =0, ¢ = 180°.
Die Formeln I des Art. 18 werden demnach

"= 480sin7p
~ 288in3p
’ = 4808in4p
- sin3p
__ __18sin4p
r= sin7p
und die Formel II
1 _ 823543 _ sin7p’
A T 6750 —  sin3psindp*

aus welcher Gleichang zwei zwischen 0 und 90° liegende Werthe von p zu be-
stimmen sind, da die Gleichung X = 0 neben ihren drei bereits ermittelten re-
ellen Wurzeln noch zwei Paare zusammengehdriger imagindrer hat. Innerhalb
dieser Grenzen wird sin7p dreimal — 0, nemlich fir p = 254 Grad, 514
Grad und 774 Grad, wobei sin7p’ jedesmal sein Zeichen éndert; sin3p wird
einmal = 0 fiir p = 60° gleichfalls mit Zeichenwechsel von sin3p®; endlich
sin4p wird einmal = 0 flir p = 45° aber ohne Zeichenwechsel fir sin 4p".
Erwégt man nun noch, dass der Werth von m;’;;-‘:—‘? fir p=—0 dem Grenz-
werthe S;T' gleich zu setzen ist, so wird das Verhalten der Werthe jener Function
in den sechs Unterabtheilungen des Zwischenraumes von 0 bis 90° in folgender

Uebersicht zusammengefasst:

13%
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623543

p = 0 Grad o1
+
25§ 0
45 (o]
513 0
+
60 (o)
774 0
, +
. 90° oo

Man erkennt hieraus, dass sowohl im vierten als im sechsten Zwischen-
raume nothwendig ein der Formel II Geniige leistender Werth von p liegen muss,
und eines Mehrern bedarf es fiir unsern Zweck nicht, da schon von vorne her fest
steht, dass es nur zwei solche Werthe gibt. Die Gleichung II setze ich in die Form

7logsin7p — 3logsin3p—4logsin4p = 8§ = 2,0863825

Die Auffindung des zwischen 514 und 60 Grad liegenden Werthes durch

allméhlige Annéherung vermittelst der Tafeln mit 3, 4, 5, 7 Zifern zeigt folgen-
des Schema:

p S Fehler

57° 1,527 —0,559

58 2,354 40,268
57°40' 2,0624 —0,0240

57 50 2,2057 +0,1193
57%41’ 2,07658 —0,00980
57 42 2,09074 +-0,00436
57°41°'41” | 2,0862962 | —0,0000863
57 4142 | 2,0865320 | —0,0001495

Hieraus p — 57°41'41"366, und ferner nach der zweiten Formel in I,
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logsin4p = 9,8891425n
Compl. logsin3p = 0,9193523
log (— 480) = 2,6812412n
7logr — 3,4897360
logr = 0,4985337

und damit
r = +I,6843159+2,6637914i

so wie die andere dazu gehdrige Wurzel
x = -41,6843159—2,663791414

Der andere zwischen 774 und 90° liegende Werth von p wird durch An-
wendung von Tafeln mit drei Decimalen als zwischen 86° und 87° liegend erkannt.
Die Rechnung in gleicher Gestalt wie im vorhergehenden Falle steht so:

p S Fehler
86° 1,885 —0,201 °
87 2,533 0,447
86°10’ 1,9907 —0,0957
86 20 2,0946 40,0082
86 19 2,08409 —0,00229
86 20 2,09447 —+-0,00809
86°19'13" | 2,0863229 | —0,0000596
86 1914 | 2,0864970 | --0,0001145

p = 86°19'13"342

logsin4p = 9,4049540n
Compl. logsin3p = 0,0081108%
log (— 480) = 2,6812412n
7logr = 2,0943060n
logr = 0,2991866n

Zieht man vor, r positiv zu haben, so braucht man nur zugleich fir p den um
180° vergrosserten Werth 266°19'13"342 anzusetzen. Die Wurzel selbst ist

= —0,1278113 — 1,98742341¢

und die andere dazu gehdrige nur im Zeichen des imaginiren Theils davon ver-
schieden.
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Die simmtlichen Wurzeln der Gleichung 2" +-28 2 — 480 = 0 sind demnach

+1,9228841
— 2,4580892
—2,5778036
+1,6843159-+2,66379144
+1,6843159—2,66379144
—0,12781131,98742344
—0,1278113 —1,98742341

Die Summe der Wurzeln —+-0,0000005 ist so genau mit dem wahren Werthe 0
tibereinstimmend, wie nur von dem Gebrauch siebenzifriger Logarithmen erwar-
tet werden durfte. In der andern Form hat man

logr p
0,2839531 0
0,3905976 180°
0,4112498 180

0,4985337 57 4141”366
0,4985337 302 18 18,634
0,2991866 93 40-46,658

0,2991866 266 19 13,342

Die Summe der Logarithmen der Werthe von 7 findet sich — 2,6812411, gleich-
falls befriedigend genau mit dem Logarithmen von 480 t#bereinstimmend.

Es wird @ibrigens kaum ndthig sein zu erinnern, dass die in diesem so wie
die im 16. Artikel aunfgestellten Rechnungen nur dazu bestimmt sind, den Gang
der Arbeit nach ihren Hauptmomenten zu erldutern, keinesweges aber fir die
Form des kleinen Mechanismus der Operationen maassgebend sein sollen. Geiib-
tere Rechner werden meistens vorziehen, nicht so viele Zwischenstufen anzuwen-
den, als in jenen Beispielen geschehen ist. Ueberhaupt wird jeder in dergleichen
Arbeiten einigermaassen erfahrne die Einzelnheiten des Geschiifts leicht selbst in
diejenige Gestalt bringen, die den jedesmaligen Umstiéinden und seiner eignen in-
dividuellen Gewdhnung am meisten angemessen ist, und es kann hier nicht der
Ort sein, in solche Einzelnheiten weiter einzugehen.
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Gottingische gelehrte Anzeigen. 1815 December 23.

Am 7. December wurde der Konigl. Societiit vom Herrn Prof. Gauss eine Vor-
lesung tibergeben, tiberschrieben:

Demonstratio nova altera theorematis, omnem functionem algebraicam rationalem
integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvs posse.

Der hier ausgesprochene Lehrsatz, der wichtigste in der Theorie der Glei-
chungen, hat bekanntlich mehrere der ersten Geometer vielfiltig beschiftigt. Die
vornehmsten Versuche, einen vollkommen strengen Beweis davon zu geben, von
o’ALemeerr, Euvrer, Foncenex und Laeraxce, sind von dem Verf. gegenwiirtiger
Abhandlung bereits in einer vor sechszehn Jahren erschienenen Schrift zusammen-
gestellt, und einer Priifung unterworfen. So sehr man den Scharfsinn, welcher
jene Arbeiten auszeichnet, anerkennen muss, so ist doch nicht zu leugnen, dass
sie alle mehr oder weniger Liicken iibrig lassen, wodurch die Beweiskraft zerstort
wird, und wenn gleich durch Laerange’s tiefeindringende Untersuchungen dem
grossten Theile jener Mingel abgeholfen worden ist, so kénnen doch auch die Be-
mithungen dieses grossen Geometers eben so wie die scharfsinnige Art, wie spi-
ter LapLace diesen Gegenstand behandelt hat, gerade von dem Hauptvorwurfe,
welcher alle jene versuchten Beweise trifft, nicht freigesprochen werden. Dieser
besteht darin, dass man die Sache so genommen hat, als sei bloss die Form der
Wurzeln zu bestimmen, deren Existenz man voraussetzte, ohne sie zu beweisen,

14
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eine Schlussart, die gerade hier bloss illusorisch, und in der That eine wahre
petitio principis ist. Alle die erwihnten Beweise sind rein analytisch, auch den
von D’ ALEMBERT nicht ausgenommen, obgleich er in einer geometrischen Einklei-
dung erscheint, die aber fiir die Sache selbst ganz gleichgiiltig ist; und man kdnnte
daher sich fast zu dem Schlusse verleiten lassen, als sei jene Voraussetzung, de-
ren Unzuldssigkeit dibrigens den genannten Analysten selbst entgangen ist, bei
einer analytischen Behandlung gar nicht zu vermeiden gewesen.

Der Verf. vorliegender Abhandlung hatte in der oben erwihnten Schrift die-
sen Gegenstand auf eine ganz verschiedene Art behandelt, und einen hdchst ein-
fachen neuen Beweis gegeben, welcher das Eigenthtimliche hat, dass er sich zam
Theil auf die Geometrie der Lage griindet, und iibrigens in Ansehung der Strenge
nichts zu wiinschen iibrig zu lassen scheint. Zugleich hatte er aber schon damals
erkliirt, dass er keinesweges fiir unmdglich halte, auf rein analytischem Wege zu
einem vollkommen strengen Beweise zu gelangen, und sich die ausfihrliche Ent-
wicklung seiner Ideen auf eine andere Zeit vorbehalten. Andere Beschiftigun-
gen hatten ihn bisher von diesem Gegenstande abgezogen: die gegenwiirtige Ab-
handlung ist bestimmt, jene Zusage zu erfiillen.

‘Was nun diesen neuen Beweis selbst betrifft, so steht er dem erwihnten
frithern an Einfachheit und Kiirze freilich sehr nach: allein dieser Umstand liegt
in der Beschaffenheit der subtilen Untersuchung selbst. Immer bleibt es ange-
nehm, neben einem héchst einfachen, aber zum Theil auf Fremdartigem beruhen-
den Beweise des wichtigen Lehrsatzes, noch einen zweiten zwar lingern und
kiinstlichern, aber fiir gich ganz selbststindigen zu besitzen. Eine Darstellung
der Hauptideen des neuen Beweises, wenn sie nur einigermassen befriedigend aus-
fallen sollte, wiirde iibrigens bei weitem mehr Raum einnehmen, als der Zweck
dieser Bliitter verstattet: wir miissen daher diejenigen, welche einen Hauptreiz
der Mathematik in der vollkommenen Klarheit ihrer Wahrheiten und der hoch-
sten Strenge ihrer Beweise finden, auf den bald erscheinenden dritten Band der
Commentationen der Societit verweisen.




Gottingische gelehrte Anzeigen. 1816 Mirz 2.

Nachdem die in diesen Anzeigen vom v. J. angezeigte Vorlesung des Herrn
Prof. Gauss bereits abgedruckt war, hatte derselbe bei fortgesetzter Beschiftigung
mit demselben Gegenstande das Gliick, dasselbe Ziel noch auf einem ganz neuen
Wege zu erreichen. Er hat hieriiber am 30. Januar der kdnigl. Societiit eine kleine
Abhandlung eingereicht, die die Aufschrift fihrt:

Theorematis de resolubilitate functionum algebraicarum integrarum in factores reales
demonstratio tertia. '

Die beiden frithern Beweise des wichtiésten Lehrsatzes in der Lehre von den
Gleichungen unterschieden sich dadurch, dass der erstere sehr kurz und einfach,
aber zum Theil auf geometrische Betrachtungen gegriindet war, der andere hinge-
gen rein analytisch aber viel complicirter, so dass es unméglich wurde, in dem en-
gen Raume dieser Bliitter einen geniigenden Auszug daraus zu geben. Dagegen
ist nun der gegenwirtige dritte auf génzlich verschiedenen Principien beruhende
Beweis ebenfalls rein analytisch, iibertrifft aber selbst den ersten so sehr an Ein-
fachheit und Kiirze, dass wir hier ganz fiiglich alles Wesentliche desselben auf
wenigen Seiten mittheilen kdnnen.

Es bezeichne X die algebraische Function der unbestimmten Grdsse z,

2"+ Az™ ' 4 Ba™ 4 Ca™ 4 u.s.w.

14%
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wo die Coé&fficienten A, B, C u.s.w. bestimmte reelle Grdssen sind. Es seien

ferner r und ¢ zwei neue unbestimmte Gréssen, und man setze
r™cosmo+ Ar™ ' cos(m—1)p + Br™*cos(m —2)p+ Cr™*cos(m— 3)p+ u.s.w. = ¢
rmsinmo 4 Ar™sin(m—1)p 4+ Br™*sin(m—2)¢p + Cr™*sin(m—3)p + u.s.w. = u

mr™ cosmp 4 (m—1) 4r™*cos (m—1) ¢ + (m—2) Br™* cos(m—2) ¢ + (m—3) Cr™*cos (m—3s)p + n.a.w. = ¢

mr™sinme 4 (m—1) Ar™* sin (m—1) ¢ + (m—2) Br™*sin (n—2)p + (m—3) Cr™ 2sin(m—3) ¢ 4 n.s.w. = o'

mmr*™ cosmp +- (m—1)* Ar™* cos(m—1)p -+ (m—2)*Br™-* cos(m— 2)p + (m—3)* Cr™* cos(m— $)p +-u.s.w. =¢"

mms™ sinmg - (m—1)* 4r™-* gin(m—1)p 4 (m—2)* Br™*gin(m—2)¢ + (m—3)*Cr™*sin(m—3)p + u.s.w. = &"

(tt+uu) ("t uu") + (tu'—ut) — (¢t uu)®
r(¢t+uu) =y

Der Fictor r kann offenbar aus dem Nenner des Ausdrucks fir y wegge-
schafft werden, da ¢, «, ¢", " durch r theilbar sind.

Es sei ferner R eine beliebige bestimmte positive Grésse, mit der einzigen
Einschriinkung, dass sie grosser sei als die grdsste von folgenden

mAy2, \(mBy2), ¥(mCy2), Y(mD\2)etc.
abgesehen von dem Zeichen von A4, B, C u.s.w., oder indem man alle als positiv
betrachtet.

Endlich mdgen noch folgende Bezeichnungen Statt finden:

R™cos 45° + A R™*cos (45° + ¢) + BR™ *cos (45° + 2¢) + CR™ *cos (45°+30)+ u.s.w. = T
R™sin 45°+ AR™ " gin (45°+ ¢) + BR™*sin(45° 4 29) + CR™ *sin (45° 4 3¢) + v.s.w. = U

mEB™ coat 5°+ (m—1) AR™* c08(45°+-3)+(m—2) BR™* cos(45°+29)+(m—3) CR™* cos(45°+3¢) +-u.s.w.= T’
mR™gin 45°+(m—1) AR™ sin(45°+¢)-+(m—2) BR™* sin(45°+2¢)+(m—3) CR™ *sin(45°+3¢)-tu.s.w.=U"
Nach allen diesen Vorbereitungen, welche wir der bequemern Uebersicht
wegen zusammengestellt haben, ergeben sich leicht nachstehende Folgerungen:
I. Die Grdsse T ist nothwendig positiv, welchen Werth man auch immer
der Grosse ¢ beilege. Dies ist leicht zu #ibersechen, wenn man T in folgende
Form bringt:
r—‘
vz (B+mAy2.cos(45°+¢))

= (RR+mBy2.cos (45°+2¢))

%:(E+m C\/2.cos(45°+39))

+f;—7;‘(R‘ +mDy/2.cos(45°+ 4 ¢))
+u.s.w.
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da jeder Theil einzeln genommen nothwen;lig positiv wird. Auf #hnliche Weise
ist leicht zu beweisen, dass fir jeden Werth von ¢ auch U, T’, U’ nothwendig
positiv werden.

II. Fir »r — R erhalten die Functionen ¢, u, ¢', ¥ der Reihe nach fol-
gende Werthe

T cos(45°+me) 4 U sin (45°+me)
T sin (45°4-mep) — U cos (45°+4me)
T'cos (45°+mep) - U'sin (45°+mp)
T'sin (45°4me) — U'cos (454 m ¢)

Hieraus folgt, dass fir r =R, tt4uu—=TT+UU, tt'+u=TT+UU’

also beide nothwendig positiv werden. ) ‘
III. Es kann also fiir keinen Werth von r, der grdsser ist als jede der

Grossen mA\2, \(mBy/2), {(mC\/2)u.s.w., zugleich ¢= 0 und ¥ =0 werden.

Das Haupttheorem ist nun folgendes:
Innerhalb der Grenzen r = 0, r = R, und ¢ = 0, ¢ =360 (einschl.) gibt
es gewiss Werthe fir r und ¢, aus denen zugleich t—=0 und u =0 wird.

Der Beweis davon wird auf folgende Art gefithrt. Wenn man annimmt, das
Theorem sei nicht wahr, so folgt, dass t¢-uu fiir jede Werthe von r und ¢
zwischen den angegebenen Grenzen immer positiv, und folglich y immer endlick
werden muss. Betrachten wir nur den Werth des doppelten Integrals

[fydrde

von r =0 bis r = R, und von ¢ — 0 bis ¢ = 360° erstreckt, der also eine
ganz bestimmte endliche Grdsse haben wird. Dieser mit 2 zu bezeichnende Werth
kann auf zwiefache Art gefunden werden, indem man entweder zuerst nach ¢
und dann nach r integrirt, oder in umgekehrter Ordnung. Beide Wege miissen
nothwendig zu einerlei Resultate fithren.

Nun hat man aber, wenn man » als bestéindig betrachtet, unbestimmt

tu'—ut’
. fyd? = r(tt+uu)
wie man sich leicht durch Differentiation versichern kann. Eine besténdige Grdsse
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ist bei der Integration nicht hinzuzufiigen, insofern diese von ¢ — 0 anfangen
soll, da féir diesen Werth offenbar

tu'—ut' __
tttuu

wird: und da eben dies fir ¢ = 360° gilt, so ist der Werth von fyde, von
=0 bis ¢ — 360° erstreckt, — 0, bei jedem Werthe von r. Hieraus

schliessen wir also 2 = 0.
Von der andern Seite hat man, wenn man ¢ als bestiindig betrachtet, un-

bestimmt

__ tt'tuv
fydr = Tituu

wie ebenfalls leicht durch die Differentiation nach r bestéitigt-wird. Auch hier
ist keine bestindige Grdsse hinzuzusetzen, insofern die Integration von r — 0
anfangen soll. Das Integral [ydr, von r =0 bis r = R ausgedehnt, wird

folglich nach II

_TT'+UU
= TTr+U00

also gewiss positiv fiir jeden Werth von ¢. Hieraus wird demnach auch 2, d. i

der Werth des Integrals
TT'+UU’d
TT+UU

von ¢ = 0 bis ¢ — 360° ausgedehnt. nothwendig positiv werden, welches mit
dem erstern Resultate in Widerspruch steht. Die Voraussetzung war folglich un-
statthaft, und dadurch ist die Wahrheit des Theorems selbst bewiesen.

Dass nun fir jede Werthe von r und ¢, welche zugleich ¢ =0 und v =10

geben,
r(cosp—-singy/—1) und r(cosp—singy—1)

Wurzeln der Gleichung X — 0 sind, oder dass die Function X dann entweder
den Factor der zweiten Ordnung

XX —2rCOo8Q.2—417

(wenn weder » noch sing verchwinden) oder den Factor der ersten Ordnung

2 r
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(wenn entweder sing =0, also cos¢ — -1, oder r = 0 wird) enthilt, ist be-
kannt genug, und braucht hier nicht erst weiter entwickelt zu werden. Was von
X so0 eben bewiesen ist, gilt nachher wieder von dem Quotienten, wenn X durch
jenen Factor dividirt ist, u. s.f., woraus die vollstéindige Zerlegbarkeit der Function
X in dergleichen Factoren. erhellet.

Durch diese kurze Reihe von Schlissen ist das eigentliche Ziel vollstindig
erreicht. Nicht gefordert, aber doch gewiinscht werden konnte noch eine Erldu-
terung, in wiefern der obige Widerspruch — der unvermeidlich war, wenn man
das Theorem als unwahr ansah — wegfalle, wenn man von der Wahrheit des
Theorems ausgeht. Der Verf. hat dariiber einige Winke gegeben, die hier nur
kurz bertihrt werden konnen. Ist das Theorem wahr, so sind nicht mehr alle
Werthe von y endlich; es ist folglich nicht mehr ohne weiteres verstattet, [fydrdyp
als eine wirkliche bestimmte Grosse anzunehmen, und man darf sich daher nicht
wundern, dass der blosse blinde Mechanismus des Calciils, auf verschiedenen
Wegen widersprechende Resultate liefert. Die Analyse pflegt sehr hilufig sich so
zu helfen, dass sie auf Fragen, die man ihr ohne Einschréinkung vorlegt, obgleich
sie in gewissen Fillen ungereimt sein kdnnen, nur halbbestimmte Antworten gibt.
So ist es bei der Bestimmung des Werthes des Integrals [fydrdg. Soll dasselbe
allgemein, von r =k bis r = ! und von ¢ — K bis ¢ — L erstreckt wer-
den, und bezeichnet man den Werth von 3

fir r=%, ¢ =K durch 6
r==k, =L durch ¢
r=1 ¢=K durch ¢
r—=1, ¢=1L durch §”

50 gel;en die analytischen Operationen fiir jenes Integral den Ausdruck
Arctgl— Arctgt'— Arctgt” 4 Arctgt”

Das Integral hat in der That nur dann einen wahren Werth, wenn y innerhalb
der angegebenen Grenzen immer endlich bleibt: dieser wahre Werth ist dann un-
ter obigem -Ausdruck allerdings begriffen, aber an sich dadurch noch nicht ganz
bestimmt, da die Function Arc. tg. eine vielfsrmige ist, und erst aus anderweitigen
{ibrigens nicht schwierigen) Betrachtungén muss entschieden werden, welchke
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Werthe dieser Function im bestimmten Fall zu nehmen sind. So oft hingegen
innerhalb der angegebenen Grenzen y irgendwo unendlich wird, ist eigentlich
die Frage nach dem Werthe von [fydrde ungereimt; unterfingt man sich, diese
Ungereimtheit ignox_'ixend, dennoch, sie zu beantworten, so darf man sich nicht
befremden lassen, auf einem Wege diese, auf anderm jene Antwort zu erhalten,
welche verschiedene Beantwortungen inzwischen allemal unter dem obigen halb-
bestimmten Ausdrucke begriffen sind.

Handschriftliche Bemerkungen.

Die Bedingung fir R kann auch so gestellt werden, dass es grosser ist als 1 und als die absolute Summe
der Grossen 4, B, C etc. in y2 multiplicirt. Es sei diese absolute Summe = a4 +6B+47C+ 3D + ete.
so dass jeder der Coéfficienten a, 6, y etc. entweder +t oder —1 wird.” Dann ist der positive Werth von
T u.s. w. aus folgender Form klar

7= R cos 45%(R—y12.(a4+8B-H{C-Hote.))-+- B™*(ad+4 co8 (43%43))+ B™*(EBR-+ Boos(4s*+2¢))-+etc.

Lehreate. Sind a,d, 0. ..m, n die Wurzeln der Gleichung fz =0, a', ¥, c...m’ die Wurzeln der
Gleichung f'z =0, wo f'z = d&-L:, und werden durch dieselben Buchstaben die entsprechenden Punkte in

plano bezeichnet, so ist, wenn man sich in a@,5, c...m, n gleiche abstossende oder anziehende Massen denkt,
die im umgekehrten Verhaltniss der Entfernung wirken, in d', &, ¢.. . m’ Gleichgewicht.
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Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften su Gottingen. 1849 Juli 0.

Die in der Sitzung der K&nigl. Gesellschaft der Wissenschaften am 16.Ju-
lius von dem Geh. Hofr. Gauss gehaltene Vorlesung bezog sich auf die

Theorie der algebraischen Gleichungen.

Von der ausfiihrlichen Denkschrift, die in Kurzem im Druck erscheinen wird,
geben wir hier nur folgenden Bericht.

Sie besteht aus zwei Abtheilungen, deren jede einem besondern Gegen-
stande gewidmet ist.

Die erste Abtheilung beschiftigt sich mit dem Grundlehrsatz der Lehre von
den algebraischen Gleichungen, nemlich mit der Zerlegbarkeit jeder rationalen
bruchfreien algebraischen Function Einer veréinderlichen Grosse in Factoren, wo-
riiber der Verf. schon im Jahre 1799 eine Denkschrift verdffentlicht hatte unter
dem Titel Demonstratio nova theorematis , omnem functionem algebraicam rationalem
integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse.
Diese Denkschrift hatte einen doppelten Zweck, zuerst, zu zeigen, dass die simmt-
lichen bis dahin versuchten Beweise des ausgesprochenen Lehrsatzes ungentigend
und illusorisch waren, und zweitens, einen vollkommen strengen neuen Beweis
zu geben. Es wiirde unndthig sein, auf den ersten Gegenstand noch einmal zu-
riickzukommen: dagegen aber muss bemerkt werden, dass der Verf. jenem ersten

neuen Beweise spiterhin noch zwei andere hat folgen lassen, die sich im 3. Bande
15
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der Commentationes recentiores unserer Societiit befinden, und dass ein vierter von
Cavucay zuerst aufgestellt ist. Alle diese vier vollkommen strengen Beweise be-
ruhen auf eben so vielen ungleichen Grundlagen, darin aber kommen sie iberein,
dass sie siimmflich unmittelbar nur das Vorhandensein Eines Factors der betreffen-
den Function darthun. Der Strenge der Beweise geschieht hiedurch kein Eintrag.
Denn es ist klar, dass nach Abldsung dieses einen Factors von der vorgegebenen
Function eine #hnliche Function von niederer Ordnung zurtickbleibt, auf welche
der Lehrsatz aufs neue angewandt werden kann, und dass aus der fortgesetzten
Wiederholung des Verfahrens zuletzt eine vollstindige Zerlegung der urspréingli-
chen Function in Factoren der bezeichneten Art hervorgehen wird. Indessen ge-
winnt offenbar jede Beweisfithrung eine hdhere Vollendung, wenn gezeigt wird,
dass sie geeignet ist, das Vorhandensein simmtlicher einzelnen Factoren auf ein-
mal unmittelbar anschaulich zu machen. Der erste Beweis ist wirklich in diesem
Falle, wie in der gedachten Denkschrift (Art. 23) bereits angedeutet, aber nicht
weiter ausgefiihrt war. Die gegenwiirtige Abhandlung gibt nun diese Erweite-
rung, jedoch nicht in der Gestalt eines Zusatzes zu der Denkschrift von 1799,
sondern als Bestandtheil einer Umarbeitung derselben. Es wird nemlich der Be-
weis hier selbststindig von neuem aufgefiihrt, aber mit einigen wesentlichen Ab--
#inderungen im Gange, wodurch eine bedeutende Vereinfachung gewonnen- ist.
Veréindert ist ausserdem auch die ganze Einkleidung, die bei der #ltern Schrift
absichtlich so gewihlt war, dass alle Einmischung imagindrer Grdssen ginzlich
vermieden werden konnte. Da jedoch die Beweisfiihrung sowohl ihrem Ursprunge
als ihrem wahren Wesen nach mit der Conception der complexen Grdssen im in-
nigsten Zusammenhang steht, was auch, seitdem diese in der Wissenschaft ein-
gebiirgert ist, aufmerksamen Lesern jener Denkschrift nicht entgangen ist, so
hat Verf. es fir angemessen gehalten, jene erste Einkleidung jetzt fallen zu las-
sen, und die Argumentation auf ihr eigentliches Feld zuriick zu versetzen, deren
Grundbegriffe jetzt Jedermann geléufig sind, zumal da dadurch nicht bloss gréssere
Einfachheit sondern auch noch etwas gréssere Allgemeinheit gewonnen wird.
Die zweite Abtheilung ist den algebraischen Gleichungen mit drei Gliedern
gewidmet. Diese haben das Eigenthtimliche, dass von den zur numerischen Auf-
18sung der Gleichungen bestimmten Methoden einige bei jenen einer Geschmei-
digkeit und Eleganz fihig werden, von der ihre Anwendung auf Gleichungen von
weniger einfacher Gestalt sehr weit entfernt bleibt. Dies gilt namentlich von der
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Auflésung durch unendliche Reihen, und von der indirecten Methode. Es scheint
daher die Entwicklung dieser Methoden féir die Gleichungen von jener Form eine
besondere Ausfithrung um so mehr zu verdienen, da das Vorkommen solcher
Gleichungen in der That ein sehr hiufiges ist.

Die Aufldsung durch unendliche Reihen hat jedoch der Verf. von seinem
gegenwiirtigen Zweck giinzlich ausgeschlossen, und nur bemerkt, dass fiir jede
Wurzel einer. solchen Gleichung, sei sie reell oder imaginiir, eine convergente
und nach einem leicht erkennbaren Gesetz fortschreitende Reihe gefunden werden
kann. So schon aber auch diese Aufldsungsart in allgemein theoretischer Bezie-
hung ist, so wird man doch, wo es auf wirkliche praktische Anwendung ankommt,
den indirecten Methoden in allen den Fillen den Vorzug geben, wo jene Conver-
genz nicht eine sehr schnelle ist. .

Diese indirecten Methoden nun sind der Gegenstand der zweiten Abtheilung.
Es handelt sich hier von zwei Methoden, denn das Verfahren, welches zur Be-
stimmung der imagindren Wurzeln erfordert wird, ist ganz verschieden von dem
fir die reellen Wurzeln anzuwendenden. Von dem letztern hat der Verf. schon
bei andern Gelegenheiten ein paar Proben an besondern Fillen gegeben, und da-
bei zugleich die allgemeine Anwendbarkeit des Verfahrens angedeutet. Obgleich
diese Generalisirung durchaus keine Schwierigkeit hat, so hat der Verf. doch ge-
glaubt, dass man gern die gebrauchfertigen Vorschriften zusammengestellt sehen
wiirde, zumal weil die Anzahl der dabei zu unterscheidenden und einzeln zu be-
handelnden Fille nicht unbetréichtlich ist.

Die Auffindung der imaginédren Wurzeln auf indirectem Wege ist (insofern
nicht schon einigermassen angen#herte Werthe anderswoher bekannt sind) des-
wegen viel schwieriger, als die der reellen, weil jene aus einem unendlichen Ge-
biete von zwei Dimensionen herausgesucht werden méssen, diese nur aus einem
Unendlichen von Einer Dimension. Diese Schwierigkeit ldsst sich bei den Glei-
chungen von drei Gliedern durch einen einfachen sehr nahe liegenden aber wie es
scheint sonst bisher noch nicht benutzten Kunstgriff umgehen. Auch féir diese
Aufgabe sind die zur Aufldsung erforderlichen Vorschriften vollstindig und in ge-

brauchfertiger Gestalt mitgetheilt.

15*



Géttingische gelehrte Anzeigen. 1813 Mars 6.

Recherches mathématiques ou diverses questions non résolues ou dont la solution
laisse quelque chose & désirer. Par P. L. Coxrmr. Premier mémoire contenant
des observations générales sur les équations algébriques. Paris 1813. Chez Eberhardt.
(16 Seiten in Quart.)

. Wenn wir die wortreiche, schwilstige Vorrede recht verstehen, so soll der
Zweck des gegenwiirtigen Aufsatzes, und anderer, die ihm noch folgen sollen.
dahin gehen, allerlei nach des Verfassers Meinung usurpirte Resultate der Ana-
lyse mit den Waffen der Synthese zu bekdmpfen und umzustiirzen. Aus dem
Ganzen der Schrift sieht man aber, dass der Verfasser eigentlich mit den Wor-
tern Analyse und Synthese ihm eigenthiimliche Begriffe verbindet, und bei jener
sich ein blosses blindes Zeichenspiel, bei dieser eine reelle anschauliche Erkennt-
niss denkt. Ein solches Unternehmen verdient allerdings Lob, wenn sich ein
solches blindes Zeichenspiel vorfindet, das sich den Namen Analyse anmasst; bei
den meisten Versuchen dieser Art aber, diesseit und jenseit des Rheins gemacht,
finden wir, dass die Blindheit nicht in dem Beké&mpften, sondern in dem Bekim-
pfenden lag. Wohin gegenwiirtige Schrift zu rechnen sei, mdge man aus dem
Inhalt, den wir kurz anzeigen wollen, beurtheilen.

~ Hauptsiichlich ist die vorliegende Schrift gegen die Zerlegbarkeit der alge-
braischen Gleichungen in einfache Factoren gerichtet (schon in diesem Ausdrucke
liegt eine Unrichtigkeit, die sich freilich auch manche andere Schriftsteller haben
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zu Schulden kommen lassen). Der Verfasser nennt dieselbe auch dfters das Theo-
rem von 1746, ohne Zweifel, weil D’ ALEMBERT um diese Zeit zuerst den Versuch
eines strengen Beweises machte. Dass dieser Beweis von D’ArLkmBERT, eben so
wie die Beweise von #LEr, Foncenex, Laeranee, keineswegs befriedige, dartiber
haben wir schon vor 14 Jahren an einem andern Orte unser Urtheil erkléirt, und
eben so miissen wir freilich, unserer Ueberzeugung nach, von Larrace’s und La-
GRANGE'S spiitern Arbeiten tiber denselben Gegenstand urtheilen. Allein in diese
Beweise selbst ldsst sich unser Verfasser gar nicht ein: seine Bemerkungen sind
ganz anderer Art, und nicht gegen die Beweise, sondern gegen den Lehrsatz
selbst gerichtet. Er behauptet nemlich (um jnur bei dem einfachsten Fall einer
quadratischen Gleichung 22— 2a2-}-b=—0 stehen zu bleiben), —[a+\/(aa—b)]
sei gar kein einfacher Factor, weil #—[a-\/(@a—b)] = 0 gar keine Gleichung
der ersten Ordnung, sondern eine wahre quadratische Gleichung sei. Man mdge
vor die Wurzelgrosse das Zeichen -, oder das Doppelzeichen + schreiben, im-
mer driicke sie beide Wurzeln zugleich aus. Jede Gleichung stelle eigentlich die
Relation zwischen zwei veriéinderlichen und einer bestindigen Lineargrosse dar, die
Classification der Gleichungen und die Classification der Curven nach Ordnungen
miisse aufs genaueste zusammenhangen, die Gleichung z—[a+\/(aa—b)] =0
als identisch mit der Gleichung 22— 2ax-+b = 0 betrachtet, und also erstere
so gut, wie letatere, zur zweiten Ordnung gezéhlt werden. Diese Behauptungen
machen den Inhalt der Schrift aus, und zeigen uns nichts, als die Verworrenheit
der Begriffe des Verfassers. Die gemeine Algebra kennt gar keine veriinderlichen
Grossen, sondern bloss unbekannte und bekannte. Das Wurzelzeichen / hat ei-
gentlich in der mathematischen Zeichensprache eine doppelte Bedeutung (und
dies ist allerdings eine kleine Unvollkommenheit); \/4 soll entweder definirt wer-
den, eine Grosse, deren Quadrat =— A, oder die positive Grdsse, deren Quadrat
= A, insofern A positiv ist. Es hiingt von dem Analysten ab, wie er das Zei-
chen gebrauchen will, und ein denkender, vorsichtiger Analyst wird sich immer
klar bewusst sein. und sich immer so ausdriicken, dass auch dem Leser kein
Zweifel #ibrig bleibe, ob das Zeichen in unbestimmter oder in bestimmter Bedeu-
tung gebraucht sei. Gleickungen werden, wie wir schon oben andeuteten, gar
nicht in Factoren zerlegt, sondern Functionen einer veriinderlichen Grosse. Also
nicht die Gleichung ##—2ax-+b =0, sondern die Function zx—2ax+b
wird in die Factoren z—[a—-\/(aa—b)], z—[a—\/(aa—b)] zerlegt, und inso-
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fern man darin bloss x als verinderlich betrachtet, nennt man dieselben Facto-
ren der ersten Ordnung. Immerhin mag der Verfasser, wenn er die Gleichung
xx— 2ax-+4b =0 als Ausdruck einer Curve, und a oder b als veriinderlich
betrachtet, den Factor 2#—[a-+\/(aa—b)] einen Ausdruck der zweiten Ord-
nung nennen, er bestreitet dadurch keine Wakrkeit, sondern nur die Schicklich-
keit einer Benem;uny in einem Fall, worin man sie nicht gebraucht, und nie ge-
braucht hat.

Den meisten mathematischen Lesern dieser Blitter werden freilich diese
Erdrterungen tiberfliissig sein; wir glaubten aber doch die Begriffe des Verfassers
etwas entwickeln zu miissen, damit Niemand sich durch den Titel der Schrift ver-
leiten lasse, neue Aufklirungen darin zu erwarten, wozu dem Verfasser die er-
sten Elemente zu fehlen scheinen.




Gottingische gelehrte Anszeigen. 1833 Februar 25.

Analyse des équations déterminées par FourEr. Premiére partie. Paris 1831.
Chez Firmin Didot fréres. (XXIV und 258 S. in Quart.)

Nach dem Entwurf des Verfs. sollte dieses Werk aus zwei Abtheilungen be-
stehen, und die erstere ausser einer allgemeinen Uebersicht des Ganzen die bei-
den ersten Abschnitte, die zweite Abtheilung hingegen die fiinf #brigen Ab-
schnitte enthalten. Der Verf. wurde den Wissenschaften durch den Tod entris-
sen, als der Druck eben angefangen war. Indessen fand sich die ganze erste
Abtheilung, die wir hier durch die Besorgung des Hrn. Navier erhalten, so gut wie
vollstindig ausgearbeitet vor, wihrend der Rest von der Vollendung noch weit
entfernt war: man muss dies um so mehr bedauern, da aus der allgemeinen Ue-
bersicht hervorgeht, dass manche interessante Untersuchungen daféir bestimmt
waren. Hier miissen wir, mit Uebergehung dessen, was wir zu erwarten gehabt
hiitten, wenn dem Verf. ein lingeres Leben zu Theil geworden wiire, uns auf die
Anzeige von dem einschriinken, was wir wirklich erhalten haben.

Der Zweck des Werks ist, di¢ numerische Aufldsung der bestimmten alge-
braischen Gleichungen in einen ganz sichern und méglichst einfachen Gang zu
bringen, namentlich die Anzahl der reellen und imaginéiren Wurzeln mit valliger
Bestimmtheit auszumitteln, jene einzeln in feste Grenzen einzuschliessen und die
stufenweise zu beliebiger Schiirfe zu filhrende Ann#therung zu ihren Werthen ganz
methodisch anzuordnen. Die Hauptgrundlage des Ganzen bildet ein dem Verf.
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eigenthiimliches Thébrem, welches als eine gléickliche Generalisirung von Des-
carTES Lehrsatz (gewShnlich nach Hageior benannt) zu betrachten ist, und, dem
Wesen nach, in Folgendem besteht. Es sei X eine geordnete ganze algebraische
Function von # (mit lauter reellen Zahlenco&fficienten); ferner a, @' zwei beliebige
bestimmte ungle<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>