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AVERTISSEMENT.

Comme il a été dit dans I’Avertissement, en téte du Tome 1 de cette édi-
tion, page xxxiv, Ja Commission de publication des OFuvres de Fermat a
décidé qu'un Volume spécial serait consacré & des traductions des Ecrits et
Fragments latins de Fermat, de I'Jnventum novum du P. de Billy, enfin du
Commercium epistolicum de Wallis.

Si j’ai accepté la tiche ainsi déterminée, il ne m’en sera pas moins permis,
je 'espére, de réclamer d’autant plus Uindulgence pour mon travail, que
jaurais désiré personnellement, pour une traduction des Ecrits de Fermat, la
publication en regard du texte. J'estimais, en effet, que, dans ces conditions,
il etit été plus aisé de faire une ceuvre plus utile et moins sujette & critique.

Une traduction d’un auteur mathématique peut étre faite de deux facons,
trés différentes I'une de Pautre : ou bien elle sera rigoureusement conforme a
la lettre et aux notations du texte, en sorte qu’elle puisse, au point de vue
historique, le remplacer absolument pour ceux qui ignorent la langue origi-
naire; ou bien elle reproduira seulement, avec toute la fidélité possible,
l'ordre des idées de ’auteur, mais en transcrivant ses notations ¢t ses expres-
sions techniques d’apreés le systéme courant; elle servira alors plus ulilement
je mathématicien qui ne s’attache qu’au fond du raisonnement, sans s¢ pré-
occuper de la forme des symboles.

Le premier mode est natarellement le seul auquel on puisse penser quand
il s’agit d’'un auteur contemporain; il n’exige d’ailleurs, de la part du traduc-
teur, qu’'une connaissance suffisante de la langue de cet auteur : il est donc de
heaucoup le plus facile a suivre. Au contraire, si ’auteur a traduire est ancien
ou déja assez éloigné de nous pour que son systéme de notalions soit essen-
tiellement différent du notre, le second mode doit, en principe, étre préfére.

8’il s’agit, en effet, du point de vue historique, aucune traduction ne peut,
quoi qu’on fasse, équivaloir au texte, quand il est I'ceuvre d’'un génie vérita-
blement créateur, tel que ceux qui méritent d’étre traduits. Car il n’y a pas a
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considérer ue les notations, il faut tenir compte des concepts; or ceux-ci
sont intimement liés & la langue dans laquelle ils sont formulés. Et ce n’est
pas parce qu'un mathématicien, comme Fermat, se sera servi de deux langues,
(qu’on aurait raison de penser que la maternelle a d{i, pour lui, étre naturel-
lement linstrument de ses conceptions; & une ¢poque ot Iinstruction sc
faisait en latin, ot la presque totalité¢ des Ouvrages mathémaliques étaient
composés dans cette langue, c’élait celle-la qui servait principalement &
penser en Mathématiques, et il ne me parait pas douteux que Fermal n’ait
conservé jusqu’a la fin de sa vie une habitude qui est évidente pendant la
féconde ¢poque de sa jeunesse ().

D’autre part, si ’on vise a avoir un texte réellement intelligible, sil’on veut
faire ceuvre véritable de traducteur, il faut bien remplacer par les termes
techniques en usage ceux qui sont tombés en désuétude, il faut bien traduire
aussi sous la forme moderne les notations obsolétes; sans quoi la traduction
ne présenle, pour ainsi dire, aucun avantage sur le texte, surtout lorsqu’il est
en latin, puisque la connaissance de cette langue est encore assez répandue,
méme parmi les mathématiciens, auxcquels il suffit d’en savoir les premiers
éléments et de posséder un vocabulaire trés restreint.

Mais, dans ce mode d’interprétation, la tiche du traducteur, s’il veut rester
tidele, présente de sérieuses difficultés; 'emploi de nouveaux termes tech-
niques, surtout leur substitution, souvent indiquée, a des périphrases qui
alourdissent le style, tendent a faire attribuer & l'auteur des coucepts qui lui
sont réellement étrangers et dont il peut ¢tre nécessaire de bien marquer le
défaut pour rendre compte de la véritable marche des idées; d’un autre coté,
il arrive souvent que ’emploi des notations modernes fait apparaitre immé-
diatement une conclusion qui, avec les anciennes, exige encore des dévelop-
pements plus ou moins longs. On se trouve ainsi amené a des suppressions
plus ou moins graves.

1l'y a donc, et cela pour ainsi dire & chaque instant, a choisir entre deux ten-
dances, dont ni 'une ni 'autre ne peut étre sacrifiée en principe : Chercher a
étre le plus clair possible en tenant compte des habitudes modernes; suivre
assez fideélement le texte pour ne pas en donner une simple paraphrase. J'es-
time que, dans une traduction en regard du texte, ces difficultés disparaissent
en grande partie; il est possible alors de prendre plus de libertés et de viser

(1) Descartes, tout au eontraire, comme mathématicien, travailla en frangais, sinon des
le début, au moins de tres bonne heure, tandis qu’en Métaphysique, il trouve certaine-
ment plus commode d’écrire ses Méditations, par exemple, en latin, de se servir d’une
langue toute faite, plutot que d’en créer unc.
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avant tout & la clarté; le lecteur est immédiatement averti, par le voisinage du
texte, de 'importance des modifications apportées, et il est, pour ainsi dire,
invité, toutes les fois que la question peut l'intéresser, & comparer 'interpré-
tation avec les expressions de l'auteur.

Dans une traduction publiée séparément, et surtout dans un Volume sus-
ceptible d’étre vendu isolément, jai cru devoir tenir un plus grand compte
du texte de Fermat, et refondre par suite une traduction déja complétement
faite pour mon usage personnel. Je ne me dissimule pas que, du compromis
(que j’ai essayé entre les deux tendances indiquées plus haut, il ne pouvait
résulter une ceuvre complétement satisfaisante au point de vue de I'un et de
I'autre des deux buts cherchés. Suivant ce que chacun désirera trouver dans
cette traduction, il me reprochera nécessairement, soit d’avoir trop conservé
des formes anciennes, soit, au contraire, de ne pas les avoir assez respectées.
Je ne pourrai répondre qu'une chose, ¢’est que j’ai fait de mon mieux et que
je suis le premier & reconnaitre les imperfections inhérentes au systéme suivi
ou plutdt & absence d’un systéme précis et rigourcusement observé.

Les remarques que je viens de présenter ne s’appliquent pas entiérement
aux autres traductions qui suivent dans ce Volume celles des Ecrits de Fer-
mat. En particulier, pour I'/nventum rovum du P. de Billy, je ne crois guére
que personne attache un intérét spécial & I’étude des notations (') et des
formes de langage de cet auteur. Je n’ai donc conservé que les expressions
typiques, comme celles de nombres vrais ou faux (au lieu de positifs ou né-
gatifs). Je n’ai eu, au countraire, aucun scrupule, par exemple, & traduire ¢er-
minus au moyen de 'expression toute moderne de forme (algébrique), qui
lui correspond assez exactement.

L'Inventum novwmm a, en tout cas, une importance réelle; il fait connaitre.
d’une facon bien détaillée, toute cette partie desrecherches arithmétiques de
Fermat, qui intéressait le plus ses contemporains, tandis qu’aujourd’hui clle
est & peu prés complétement négligée. L'/neentum est donc un complément
d’autant plus essentiel des OF uvres de Fermat qu’il donne la clef de nombre
des Observations sur Diophante, et présente la solution de plusieurs pro-
blemes numériques réellement difficiles. Pour un Ouvrage secondaire de ce
genre, que sa forme rend assez malaisément abordable dans le texte original,
une réédition de ce texte el été sans objet, une traduction peut rendre de
véritables services.

(1) Ce sont celles de Fermal dans scs Observations sur Diophante, ¢'est-a-dire celles
que Bachet avait adoptées dans sa traduction latine de l'auleur gree.
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En ce qui concerne le Commercium de Wallis, il ne s’agissait que de faire
mieux connaitre en France une série de lettres trés importantes au point de
vue historique, mais qui est suffisamment répandue soit dans I’édition prin-
ceps, soit dans celle des OFuores de Wallis, pour gu'une réimpression fiu
sans intérét; d’un autre cOté, ces lettres sont assez faciles a lire, les notations
n’y jouent qu'un role tout & fait secondaire, et d’ailleurs se rapprochent déja
beaucoup des notres. Il me suffira de remarquer que qui voudra réellement
connaitre toutes celles qu’employait Wallis devra recourir aux sources; c’est
ainsi, pour ne citer qu'un exemple, qu'au symbolisme : @ v» b pour désigner
la différence, prise en valeur absolue, des deux nombres a et 0, j’ai substitué¢
le suivant : @ — b

.

1I.

J’ai 2 remercier les mathématiciens qui ont bien voulu m’indiquer quelques
fautes d’impression dans les deux premiers Tomes; elles sont signalées dans
I'Errata & la fin de ce Volume. Jai 'espoir que le méme concours bénévole
ne me fera pas défaut pour le Tome III, qui sera suivi d’'un Supplément d’une
vingtaine de feuilles d’impression, renfermant, avec divers extraits concernant
Fermat et tirés des écrits de Mersennc et des Lettres de Descartes et de Huy-
gens, les index annoncés dans IAvertissement du Tome I, index qu’il sera
plus commode de manier dans un fascicule séparé.

Comme piéces nouvelles et inédites, je ne puis, jusqu'a présent, en
annoncer que deux pour ce Supplément : 1° la lettre & Mersenne de Cava-
lieri, contenant les questions auxquelles Fermat a répondu par la Picce
insérée Tome I, pages 195 & 198; cette lettre de Cavalieri est datée du 23 no-
vembre 1641; 2° une letire sans date, mais postérieure d 1651, adressée a
Fermal par un M. de Magnas et décrivant une aurore boréale. Je voudrais
espérer qu'avant la fin de l'année 1896 quelque découverte plus importante
permettra de combler une des nombreuses lacunes qui subsistent malheu-
reusement dans la correspondance du géométre de Toulouse.

Avant de terminer, j’ai & signaler deux rectifications concernant les deux
premiers Volumes, et qui sont assez importantes pour étre mentionnées en
dehors de I'Errata.

Tout d’abord dans le second Volume, nous avons omis, pour la lettre de
Fermat & Digby, du 15 aolit 1657 (n° 8% de la Correspondance), un long post-
scriptum que Wallis n’a inséré que dans la réédition de son Commercium.
On le trouvera ci-aprés pages 421-422.

En second lieu, dans I’Avertissement, en téte du premier Volume (p. xix-
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xx), pour reproduire le billet autographe de Fermat conservé dans le Vo-

lume 118?3 de la Bibliothéque de la Ville de Toulouse, je m’étais servi du
texte déja publié par Libri, en prenant soin de le faire collationner sur P'ori-
ginal; cette précaution, on le verra, était insuffisante. D’autre part, sur la foi
de M. Charles Henry qui affirmait (*) I'identité des écritures d’aprés un fac-
simile que lui avait adressé le bibliothécaire de Toulouse et non, il est vrai,
(’aprés l'original, j’ai indiqué Carcavi comme ayant écrit la note au bas du
billet, comme ¢étant par conséquent le destinataire. J’ai méme, dans cette
hypothése, essayé d’expliquer I'éloge hyperbolique dont Fermat a gratifi¢ cc
destinataire, en lui offrant les Massimi Sistemi de Galilée.

Des doutes m’étant survenus a ce sujet en raison de la nature des rela-
tions entre Galilée et Carcavi (?), j’ai demandé et obtenu la communication
du Volume de Toulouse, et j'ai tout d’abord reconnu que le texte de Fermat
n’avait pas élé exactement reproduil. En dehors des différences orthogra-
phiques, il y ena une autre assez importante (parce qu’'elle prouve une sin-
guliére intimité entre Fermat et celui auquel il s’adresse); la véritable lec-
ture est indiquée en italique dans le texte nouveau que je donne ci-apres @

« Peust estre croirés uous que pour me mettre en reputation et per purgar,
» comme on dit, la mala fama, ie pretens m’erviger en donneur de liures. Vous
» en croirés ce qu’il uous plairra, mais si c¢’estoit par hasard uostre pensce,
» asseurés wous, mon cher, que uous n’aués pas touché au hut. le ne songe
» en uous offrant les dialogues Italiens du systeme de Galilée qu’a faire une
» aclion de iustice, et a uous rendre maistre de I'ouurage d'un autheur qui
» ne passeroit, s’il uivoit, que pour uostre disciple. Receués, donc, ce pre-
» sent, comme uous estant dgu, et ne me considerés point en ce rencontre
» comme un adroit negotiateur mais comme un bon iuge, qui rejette comme
» une tentation lidée de uostre grande et fameuse bibliotheque ¢t ne se
» souuient que de la passion qu'il a d’estre tout & uous. »

Suit, d’une écriture inconnue, la note :

« Ce billet est de Monsieur de fermat coer au parlemant qui ma fait presant
» de ce liare. »

(1Y Recherches sur les manuscrits de Perre de Fermat, page 10.

(2) Avant méme de quitter Toulouse, Carcavi avait formé le projet de donner une édi-
tion des OEuvres de Galilée, el il a entretenu, dans ce but, avee ce dernier, une Corres-
pondance qu’il a poursuivie étanl a Paris. Il est des lors presque certain qu'il a possédé
de bonne heure le Dialogue des Meassimi Sistemi et que Fermat ne Uignorait pas; d’aulre
part, I'¢loge hyperbolique, adressé & un éditeur ou traductear, aurait ¢té une maladresse.

Ferymar. — I, C
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Le Volunie qui contient ce billet ne présente aucun indice qui puisse faire
reconnaitre par qui il a é1é possédé aprés 1642, date de la mort de Galilée; il
porte au contraire la marque de la bibliothéque du célébre érudit Peirvesc,
mort en 3637. Celle circonstance, et tout aussi bien la rareté de cette édition
de POuvrage condamné par autorité ecclésiastique, peuvent expliquer ex-
pression « adroit négociateur » dans le texte du billet de Fermat.

Quant a I'éeriture de la note au bas du billet, elle offre avec celle de Car-
cavi des différences assez marquées, ainsi que j'ai pu le constater en com-
parant une lettre autographe écerite par lui & Merseune le 17 mars 1648 et
actucllement conservée a la Biblothéque nationale (francais nouv. acq. 620%,
p. 206). Mais, pour identifier avec certitude cette éeriture inconnue avec celle
’un ami intime de Fermat, possédant une bibliothéque d’une certaine impor-
tance, j'ai fait de nombreuses tentatives qui sont restées infructueuses; je ne
puis done soumettre au lecteur que des probabilités.

Je dois en tout cas témoigner ma profonde reconnaissance & deux amis qui
m’ont secondé avee ardeur dans cette recherche et m’ont procuré des photo-
graphies de spécimens d’éeritures difficiles & trouver, M. Baillaud, directeur
de I'Observatoire de Toulouse, et M. Hochart, de Bordeaux.

La circonstance que d’une part, aprés la mention « conseiller au parle-
ment », le siege de la cour ne se trouve pas indiqué; que d’un autre coté le
Volume offert par Fermat se retrouve actuellement dans la bibliotheque de
Toulouse, font présumer @ priori que ami du grand géometre habitait cette
ville. Mais dans ce cas, il faut admettre que I'éloge hyperbolique est en fail
une plaisanterie adressée & un intime pour un motif dont nous n’avons pas
le secret, et d’autre part, @ moins de supposer que I'écriture ne soit celle
J'un secrétaire (ce qui rendrait le probléme & peu prés insoluble), on ne
peut la rapprocher que de celle d’un seul personnage, Gaspard de Fieubet,
qui fut nommé en 1653 premier président du parlement de Toulouse, ou il
¢lait auparavant procureur général.

L’écriture de Fieubet est bien, au premier aspect, du méme genre que
celle des deux lignes au bas du billet de Fermat; toutefois, dans le détail,
pour la forme de certaines lettres, il y a des différences sensibles; Fieubet a
possédé, de fait, une bibliothéque importante; mais il est plus que douteux
qu'il ait jamais ¢ét¢ assez intime avec Fermat pour que celui-ci, s’adressant i
un procureur général, ait pu lui éerire « mon cher ». Et méme un rapport
secret de Pintendant de Toulouse, adressé & Colbert en 1663 (Correspon-
dance administratice sous le régne de Louis XTIV, Tome 11, page 853) signale

Fermat comme n’élant pas des amis du premier président.
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Si Pon ¢earte les motifs qui font croire que le donataire devait ¢tre Tou-
fousain, il est un ami certainement (reés intime de Fermat auquel on peul
penser. C'est Eticnune d’Espagnet, conseiller au parlement de Bordeauy, et
lils du président Jean d’Espagnet, avec lequel on Pa parfois confondu, et qui
avait commencé a former une bibliothéque considérable. Erudit en toute
science, Etienne d’Espagnel ne s'est pas seulement occupé, entre autres
choses, comme son pére, de philosophie hermétique, il réussit assez bien
dans la fabrication des verres de luncttes astronomiques, pour que, dans
une lettre inédite 2 Boulliau du 2 décembre 1667 (Bibl. nat. fr. 130%%, f* 244
verso) Tito-Livio Burattini mentionne Auzout et lui comme ¢lant ceux qui
ont particulicrement réussi en France a obtenir des verres « esquisitissimi ».
Ne serait-ce pas la précisénent la clel de I'éloge hyperbolique?

Les spéeimens de son éeriture dont M. Hochart a pu me procurer une
photographie remontent & 1635, ¢’est-d-dire & une époque sensiblement
antérieure & celle du cadeau de Fermat, 11 n’y a pas de différences sensibles
dans le détail, mais Péeriture est notablement moins grosse, ce qui peut
g'expliquer par la différence de I'age.

En résumé, je considére la question comme n’étant pas résolue, mais j'es-
time que la probabilité penche pour I'identification avec Etienne d’Espagnet,
et je serais tenté de rapprocher la date du billet des dernicres années de
Fermat (').

(ty P.-S.— Je dois a Fobligeance de M. Favaro le renseignement suivant : Dapres une
lettre de Heinsius & Léopold de Médicis, en date du 4 mars 1661 (publiée par Targioni
Tozzetli dans ses Notizie degli aggrandimenti delle sciense fisiche accaduti in Toscana,
Florenee, 1780, page 5o1), Goliug, interrogé sur les manuserits inédits de Viete, dont la
communication avait ¢té promise aux Elzevirs par Espagnet, aurail répondu que ce der-
nier, lomhé en disgrace, avail ¢1é exilé de Bordeaux, et qu’il ne savail plus ov le (rouver.
— Cet exil dut étre la conséquence du réle assez important joné'par Bspagnet pendant la
Fronde. Se serait-il, pendant plus ou moins longtemps, retiré a Toulouse? En 1662, cepen-
dant, il était rentré & Bordeaux, ct, en 1666, son fils ainé, Jean, le remplacait dans sa
eharge (indications que je dois @ un jeune érudit bordelais, M. Dast de Boisville, ¢t qu’il
a tirées des Archives départementales de la Gironde ).

Paris, le 25 février 18g6.
PavrL Tas~eny.

=y -
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RESTITUTION

DES

DEUX LIVRES DES LIEUX PLANS
D’APOLLONIUS DE PERGE.

- - ¥——

LIVRE 1.

Ce que sont les lieux plans est chose bien connue; ce sujet fut traité
en deux livres par Apollonius, au témoignage de Pappus qui, au dé¢but
de son Livre V1I, en donne les diverses propositions, mais dans un lan-
gage passablement obscur ou du moins mal compris du traducteur
(il ne m’a pas été possible d’examiner le manuscrit grec). Cest cette
théorie, la plus belle, semble-t-il, de toute la Géométrie, que nous
arrachons & I'oubli, pour opposer fierement Apollonius traitant des
Lieux plans, aux Apollonius francais, bataves et illyriens; car nous
avons la confiance assurée qu’il n’y a pas d’ouvrage ou resplendissent
plus vivement les merveilles de la Géométrie; pour le faire avouer
aussitot, je commence immédiatement.

Les propositions du Livre I sont les suivantes :

Prorosition 1.

« St on méne deux lignes, sou d ‘un pownt donné, soit de deux, et sou

en ligne droite, sout paralléles, soit sous un angle donne, enfin ayant
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entre elles un rapport donné, ou comprenant un rectangle donné; si l’ex-
trémuté de 'une est sur un liew plan donné de position, [’ extrémite de
Cawtre sera également sur un lieu plan donné de position, tantét du
méme genre, tantét d’un genre different, tantdt situe¢ de méme par rap-

port a la ligne droite, tantét de facon contraire. »

On peut facilement diviser cette proposition en huit autres et cha-
cune de celles-ci en cas nombreux. Le défaut de ponctuation semble
au reste avoir embarrassé le traducteur, et Pappus lui-méme parait
eétre tombé dans I'obscurité par trop de concision. Voici comment nous
éclaircissons le tout, par notre division en huit parties.

I. Provositiox. — St d’un point donne on méne en ligne droite deux
lignes dans un rapport donne, et que [’ extrémité de I'une se trouye sur un
lieu plan donné de position (c’est-a-dire une droite ou une circonference
de cercle donnée de position), 'extrémité de I autre sera sur une droite

ouw une circonfeérence de cercle donnée de position.

Soit A le point donné ( fig. 1), par lequel on méne en ligne droite
AB et AF dans un rapport donné. Soit par exemple le point B sur la

ligne droite HCBD donnée de position, je dis que le point F est aussi
sur une droite donnée de position.

Du point A, jabaisse sur la droite HD la perpendiculaire AC, le
point C sera donné; je prolonge CA jusqu’en E, en prenant g—% dans le
rapport donné; AE sera donné, donc le point E. Par le point E je
mene GEF parallele a la droite HD; elle sera donnée de position et
passera par le point F, car toutes les droites, passant par un point
donné et coupant deux paralleles, sont divisées dans le méme rapport.
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Il est donc clair que toute droite passant par le point A et terminée aux
paralleles données de position sera partagée dans le rapport donné.
Soient maintenant donnés le point B (fig. 2) et le cercle ICN dont

le centre est A. Menez BA qui coupe la circonférence en I, et prolongez

. 1B
IB suivant BE, en sorte que le rapport

. , Al IB
nuez le prolongement jusqu’en F en sorte que pp = o et de F

comme centre, avec FE comme rayon, décrivez la circonférence de

soit égal au donné. Conti-

cercle EDZ qui, d’apres la construction, sera évidemment donnée de
position. Je dis que toutes les droites passant par le point B et termi-
nées de part et d’autre aux circonférences des cercles donnés de posi-
tion seront partagées dans le rapport donné.

Soit menée par exemple CBD; joignez CA, DF. On a

IB Al

Al BA  Al(=AQ)
BE — EF’

BF — EF(=FD)

done, par somme,

D’ailleurs les angles ABC, FBD opposés par le sommet sont égaux.
Les triangles sont donc semblables et par conséquent

% = g%, c’est-a-dire le rapport donné.

Si donc du point donné B on meéne deux droites, par exemple BC,
BD, en ligne droite et dans le rapport donné, et que BC se termine &
une circonférence donnée de position, BD se terminera aussi 4 une
autre circonférence donnée de position.

Si les droites sont prolongées jusqu’aux ares concaves des cercles,
la proposition reste vraie.

Nous avertissons que dans nos démonstrations nous n'insistons pas
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sur les détails évidents d’eux-mémes, et que nous n’examinons pas les
différents cas qui peuvent se déduire sans difficulté de ce que nous
avons dit.

2. Provosition. — St d’un point donné on méne dans le prolongement
lune de Pautre deux droites dont le rectangle soit donné, et que I extre-
mité de ['une se trouve sur un lieu plan donné de position, il en sera de

méme pour [’ extremité de I autre.

Soit A le point donné (fig. 3), et en premier lieu une droite BC
donnée de position; abaissez sur elle la perpendiculaire AC; le point C

Fig. 3.
B C

E/

sera donné. Prolongez cette perpendiculaire et soit CA > AE égal au
rectangle donné. Sur AE comme diamétre, décrivez le cercle ADE. Je
dis que toutes les droites menées par le point A et terminées d’un
coté a la droite, de 'autre a la circonférence du cercle (qui est évi-
demment donné de position), seront partagées au point A en sorte que
le rectangle de leurs segments soit égal & I'aire donnée.

Soit en effet, par exemple, la droite DAB; joignez DE. L’angle ADE
inscrit dans un demi-cercle est droit et les angles BAC, DAE, opposés
par le sommet, sont égaux. Les triangles DAE, ACB seront donc sem-
blables et par conséquent BA >< AD = CA < AE qui est donné.

Si donc par le point A on mene, dans le prolongement I'une de
lautre, les deux droites AB, AD, et que U'extrémité de 'une, a savoir
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AB, se trouve sur la droite BC donnée de position, 'extrémité de
'autre se trouvera sur un lieu plan, c’est-a-dire le cercle ADE, donné
de position.

Soit maintenant donné le point V ( fig. 4), avec le cercle BIGH de
centre E; joignez EV; prolongez jusqu’en B, VB sera donné; prolon-

gez de 'autre coté jusqu’en F en sorte que BV >< VF soit égal au rec-
tangle donné. Soit encore GV = VX égal a ce rectangle. Sur XF comme
diameétre, décrivez le cercle XKF qui est évidemment donné de posi-
tion. Je dis que les droites, passant par le point V et terminées aux
deux cercles, sont partagées au point V en sorte que le rectangle de
leurs segments soit égal au rectangle donné.

Soit par exemple menée AVKI, je dis que AV >< VK est égal au rec-
tangle donné.

Soit pris le centre O du petit cercle, que nous supposerons coupé
en R par la droite AVKI; joignez RO, AE. Nous avons supposé

Fv

GV > VX = BV < VF. Par conséquent % = VX Componendq, pre-

nant la moitié des antécédents, et convertendo,

EB(=EA) OX(=OR)
EV — oV
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Les deux triangles OVR, VEA ont de plus 'angle EVA commun, ils

seront done semblables.
EB

par consiquont : Y = AE (g EB) V. y BB VE
ar conséquent : ¢ = 5 ox ) = vo: Mais ¢ = 75 done,
< o EB VB AV BY
par difference, o3 = 3 Done oy = v
N X rons de méme que v IV ou vicissim GV _FV
ous prouvero ' que vy = iy T = Vk'
. . FV s Vl{ . 7 N ‘¢ 3 %) J &)
Mais v = vx (les rectangles KV >< VR, FV < VX, dans le¢ cercle,
stant égaux), et nous avons prouve UPB—YA Done, &’ Oté
étant égaux), et nous avons prouvé que yo = ¢, d’un ¢oté,
FV VA L L ,
VK = Vi Donc KV > VA = FV > VB, rectangle donné.
GV VR

D’autre part » et par suite IV><VR = GV < VX, rectangle

*IV T VX
donné.

Par conséquent, si par le point V on mene dans le prolongement
I'une de d’autre deux droites AV, VK, dont le rectangle soit donné, et
que Uextrémité de 'une, soit VA, se trouve sur un cercle donné de
position, I'extrémité de Pautre se trouvera sur un lieu plan (le cercle

XKF) donné de position.

3. Provosition. — St d’un point donné on meéne sous un angle donne
deux lignes dans un rapport donné, et que U extrémité de l'une se trouye
sur un lieu plan donné de position, il en sera de méme pour [’ extrémute de

lautre.

Soit H le point donné (fig. 5) et, en premier lieu, une droite AF

H T
G

donnée de position. La perpendiculaire HB abaissée sur elle sera
donnée.
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Soit 'angle BHE égal a 'angle donné, et §; BH ¢ dans le rapport donné.

La droite HE sera donnée de position, ainsi que le point E. De ce
point E j’éleve sur la droite HE la perpendiculaire indéfinie DEG; elle
sera donnée de position. Prenant sur AF un point C quelconque, et
joignant HC, je fais I'angle CHI égal au donné : je dis que 4 —C est dans
le rapport donné.

En effet, les angles BHE, CHI étant égaux, si je retranche la partie
commune CHE, les angles BHC, EHI seront égaux. Ceux en B et E sont

droits; donc les triangles HBC, HEI sont semblables. Donc gf ?1]13,
B HC ,
et vcissim = = qyp ¢ ¢'est le rapport donné.

Si done du point donné H on méne deux droites HC, HI sous un
angle donné CHI et dans un rapport donné, et sile point C de 'une HC
se trouve sur une droite donnée de position, 'extrémité de Pautre se
trouve sur un lieu plan, la droite DG, dont la position est donnée,
comme il a été prouvé.

Si la premiere extrémité se trouve sur un cercle, soit A le point

Fig. 6.

donné (fig. 6), IE le cercle donné de position, I son centre. Joignez
FA qui coupe le cercle en I; soit un angle IAD égal au donné, et %
dans le rapport donné. AD sera donnée de position ainsi que le point D.

1A 1r

D i
Prolongez et soit D = Do’

Fervar. — JIL 2

De C comme centre, décrivez le cercle DB,
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qui est évidemment donné de position. Soit pris sur le premier cercle
un point E quelconque; joignez EA; soit 'angle EAB égal au donné,

et le point B sur le second cercle, je dis que gi; est le rapport donné.

Joignant FE, BC, on prouvera, comme ci-dessus, que les angles

FAE, CAB sont égaux et, en raisonnant comme dans la proposition 1
g , . . AF  AC
(2¢figure), que les triangles FAE, CAB sont semblables. Done < = ¢

.. . AF , . .. Al __AE i AE .
et vicissim > c'est-d-dire 5 = T Done le rapport = est le donné

et le sens de la proposition est évident, aussi bien que la consé-

>

quence.

4. ProrositioN. — Que d’un point donné on méne deux lignes sous un
angle donné et telles que leur rectangle sout donné; si l'extrémité de l'une
se trouve sur un liew plan donné de position, il en sera de méme pour

Uautre.

Soit G le point donné ( fig. 7) avec la droite AC donnée de position,
sur laquelle j’abaisse la perpendiculaire GB; soit BGE I'angle donné

Fig. 7.

et BG < GE I'aire donnée. Sur GE, je décris le demi-cercle GEF. Pre-
nant sur la droite donnée de position un point quelconque D, je joins
DG, et fais I'angle DGF égal au donné; je dis que DG < GF est égal a
I'aire donnée.

Joignant FE, je prouverai, comme dans la proposition précédente,
'égalité des angles BGD, EGF; mais ceux en B, F sont égaux comme
droits ; on conclura la similitude des triangles BGD, EGF, I'égalité
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des rectangles BG < GE, GD > GF, et la vérité de la proposition. Si
donc, etc.

Soit maintenant A ( fig. 8) le point donné, avec le cercle HGE
donné de position. Je méne par son centre la droite AEH qui coupe la

Fig. 8.

=

AJ

circonférence aux points E, H. Soit HAB I'angle donné, et HA >< Al,
aussi bien que EA >< AB, égal a 'aire donnée. Le demi-cercle décrit sur
IB (lequel est évidemment donné de position) satisfera & la question.
En effet, menons par exemple GFA, et faisons I'angle GADC égal au
donné. Je dis que les rectangles GA >< AD et FA >< AC sont égaux &
'aire donnée.

~ o . HA AB R PN

Car, comme HA >< Al == EA ><AB, on a 5+ = - Mais, daprés le
raisonnement de la proposition précédente, I'égalité des angles HAG,
BAC est évidente; aussi bien, comme dans la proposition 2, on dé-

duira facilement HA _ BA Mais HA ]—?5-\—, done
GA AC ° GA AE
FA BA s s w A . A 1 o : O
iR AC d’ott FA > AC == BA x< AE, le rectangle donné,
D’autre part :
BA AD
ORIV d’ott GA < AD = HA < Al, le rectangle donné.

La proposition est ainsi entierement établie; si done, ete.
Dans ce cas, j'al pris le point A en dehors du cercle donné de posi-
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tion; mais on peut le prendre au dedans, comme dans le second cas de
la proposition 2.

Les quatre propositions précédentes supposent un seul point donné,
les suivantes deux.

5. ProrositioN. — St par deux points donnes on méne deux lignes
paralléles dans un rapport donné, et que ’extrémité de 'une se trouve

sur un lieu plan donné de position, il en sera de méme pour ’autre.

Soient A, H ( fig. 9) les deux points, CBDK une droite donnée de po-

Fig. 9
C B D K

E
/ L /
/S
A
sition, sur laquelle on abaissera la perpendiculaire AB. Soit HE paral-

lele a cette derniere, et % le rapport donné; le point E sera donné.

Menez par ce point FEG perpendiculaire & HE et parallele & la droite
donnée de position. Je dis que toutes les paralleles, menées par les
points A, H et terminées aux droites CD, FG données de position,

. AB
seront dans le rapport donné jr-

En effet, les angles BAD, EHG seront égaux, comme les droits en B,
E; donc les triangles BAD, EHG seront semblables. Le reste est facile.

Si done des deux points A, H, on mene les paralleles AD, HG dans
le rapport donné, et que AD se termine & une droite donnée de posi-
tion, HG se terminera aussi & une droite donnée de position, par con-
séquent & un licu plan.

Dans la figure ci-contre (fig. 10), soient donnés les points A, Z et,
de position, le cercle BC de centre E. Joignez AE coupant le cercle

AB Jansle rapport donné. Pro-

en B; menez a AE la parallele ZN et soit -
7N
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N BE |, . L
longez ZN jusqu’en I, <7 étant aussi dans le rapport donné. Le cercle
décrit de I comme centre, avec IN comme rayon, sera donné de posi-
tion et satisfera & la question.

Fig. ro.

(\ =
SPANP
/o

En effet, si 'on meéne les paralleles AC, ZD, rencontrant les cercles

AC
* DZ
angles BAC, NZD ressort du premier cas de cette proposition; le reste

aux points G, D sera dans le rapport donné; car I'égalité des

résulte du second cas de la proposition 3.

6. ProrositioN. — St par deux points donnes on méne deux paralleles
dont le rectangle soit donné, et que Uextremuté de 'une soit sur un lieu

plan donné de position, il en sera de méme pour I autre.

Soient donnés les deux points A, H (fig. 11), et de position la
droite CE, sur laquelle on abaissera la perpendiculaire AB. Menez &

vy

H

cette derniére la parallele HG, et soit AB < HG égal au rectangle
donné. La droite HG sera donnée et le demi-cercle HGF décrit sur
elle satisfera & la question.
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En effet, qu'on méne les paralleles quelconques AD, HF, et qu’on
joigne GF, en reprenant les démonstrations précédentes, on conclura
la similitude des triangles BAD, GHF et I’égalité de AD >< HF au rec-
tangle donné BA >< HG. Si donc par deux points, etc.

Dans le second cas, soient donnés les points A, B (fig. 12), et de
position le cercle IFGH. Soient menées AIH par son centre et la paral-

<

| /

| B

A

lele BC; soient Al >< BC et AH >< BO égaux au rectangle donné; le
demi-cercle décrit sur la droite OC satisfait & la question.

En effet, si 'on mene les paralleles AFG, BED, les angles HAG, CBD
seront égaux et I'on démontrera I’égalité au rectangle donné de AG><BE
et de AF < BD, comme dans le second cas de la proposition 4.

7. PropositioN. — St par deux points donnés on mene sous un angle
donné deux droites dans un rapport donné, et que ['extrémite de ['une
se trouve sur un lieu plan donné de position, il en sera de méme pour [’ ex-

tremité de U autre.

Soient donnés les points A, B ( fig. 13), et de position la droite IGH.
Sur BA décrivez le segment de cercle ALB capable de I'angle donné.
Du point A abaissez sur la droite IH la perpendiculaire AG, que vous
prolongerez jusqu’a sa rencontre avec la circonférence en L. Menez
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LBE, et soit %Eq dans le rapport donné. Menez FEDC perpendiculaire

a BE, et prenez sur I'arc de cercle un point quelconque K, duquel
vous menerez, par A et B, les droites KAH, KBD rencontrant en H

et D les droites IH, FC. Je dis que g—l})l est dans le rapport donné ﬁ;}

Fig. 13.

H E

A

1 f :
)

K\__/L

C

Car, s’il en est ainsi, les triangles AGH, BED seront semblables :
donc les angles GAH, EBD seront égaux, ainsi que leurs opposés par
le sommet KAL, KBL. Mais cette derniere égalité a lieu, puisque ces
angles sont inscrits dans le méme segment, et il est facile de remonter
de I’analyse a la synthese.

Si donc, par deux points A, B, on mene deux droites AH, BD, sous
I'angle donné HKD <Cet ayant entre elles un rapport donné >, si
I’extrémité de AH est sur la droite IH donnée de position, 'extrémité
de BD sera sur la droite FC, donnée aussi de position, d’aprés la con-
struction.

Soient maintenant donnés les points A, B ( fig. 14), et de position
le cercle HF; sur AB décrivez le segment de cercle AKB capable de
I'angle donné. Soit G le centre du cercle HF; joignez AHG, prolongez-

la jusqu’a sa rencontre en K avec I'arc de cercle, menez KBE, et soit
' HG
DE
soit aussi dans le rapport donné. Le cercle décrit de D comme centre

’%% dans le rapport donné. Prolongez BE jusqu’en D, en sorte que

sera donné de position et donnera la solution de la question.
Si en effet on meéne IAF, IBG, les angles en A et B seront égaux, et

[t

£

BC est dans

le reste de la démonstration est facile; on voit aussitot que
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le rapport donné, et qu’il en est de méme si Uon prolonge les droites
jusqu’aux arcs concaves. Si donc, etc.

Fig. 14.

8. Prorosirion. — S¢ par deux points donnés on méne deux lignes
sous un angle donné et dont le rectangle soit donné, que I’cxtrémite de
Uune soit sur un liew plan donné de position, il en sera de méme pour

P z

U’ extremité de I’ autre.

Soient donnés les deux points A, B (fig. 15), et de position la
droite Gl. Sur AB décrivez le segment de cercle capable de I'angle

1 g
Fig. 15.

¥

donné; menez AH perpendiculaire sur GI et prolongez-la jusqu’en F.
Joignez FB, & prolonger jusqu’en C en sorte que AH > BC soit égal &
'aire donnée. Le cercle décrit sur la droite BC satisfera a la question.

En effet, si 'on prend sur I'arc un point quelconque E, et qu'on
joigne EAI, EBD, Al x< BD sera égal au rectangle donné.
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La démonstration est la méme que dans les cas qui précedent.
Soient maintenant donnés les points A, B (fig. 16), et de position
le cercle IKL. Sur AB décrivez le segment de cercle capable de I'angle

N
e
N7

«/I \
H \\/
G

donné. Menez par le centre la droite ANI, & prolonger jusqu'en G;
joignez GB, et prolongez en sorte que Al > BC et AN >< BD soient
égaux a l'aire donnée. Le demi-cercle décrit sur CD satisfera 2 la
question; c’est-a-dire que sil'on prend un point quelconque comme
H et qu’on achéve la construction de la figure, comme ci-dessus,
AK > BF ¢t AL > BE seront égaux aun rectangle donné. La démon-
stration est la méme que dans les cas précédents.

Ainsi la proposition est établie, et le premier théoreme d’Apollonius
ou de Pappus est éclairei. ‘

Il faut remarquer que les cas pour lesquels nous avons indiqué seu-
lement des demi-cercles donnent en fait les cercles entiers; d’ailleurs
les diverses situations des données engendrent des cas multiples qu’on
pourra, a loisir, déduire facilement des précédents par des raisonne-
ments immédiats.

Pappus ajoute que le lieu plan, sur lequel se trouve Pextrémité de
la seconde droite, est tantdt du méme genre, tantét d’un genre dif-
ferent. Ce qui est clair : par exemple, dans la proposition 1, il est du
meme genre; car, si la premieére droite se termine 4 une droite, fa
seconde se termine aussi  une droite; et de méme un cercle conduit

Fervar. — 1, 3
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aun cercle. Dans la premiere partie de la proposition 2, au contraire,
et dans plusicurs autres cas, le lieu est d'un genre différent.

Pappus ajoute aussi que le lieu est tantdt situe de méme par rapport
a la ligne droite, et tantit de fagon contraire. Ces mots par rapport a la
ligne drocte n’offrent aucun sens et je pense qu’il faut les supprimer.
Vexplique ainsi ce passage : tantot le second lieu est placé d'une
maniere contraire au premier; par exemple, si le premier est la partie
convexe de la circonférence, le sccond sera la partie concave, ete.
Des exemples de cette opposition sont donnés dans les propositions
ci-dessus.

Prorosition II.
« St l'on donne une extrémité d’une ligne droite donnée de position,

lautre sera sur une circonférence concave donnée de position. »

Avec une pareille lecon, la proposition est fausse; il faut, par
exemple, aux mots donnée de position, substituer ceux-ci : donnee
de grandeur, et le sens sera : si 'on donne le diamétre et le centre
d’un cercle, Uextrémite du diamétre sera sur un cercle donne de posi-
tion. Ce qui est évident de soi et ne mérite pas qu’on s’y arréte davan-
tage.

Prorosrrion 111.

« 8t, de deux pownts donnes, on meéne deux droites qui se coupent sous

un angle donné, leur point commun sera sur une circonference concave

donnée de position. »

Cette proposition est évidente de soi, car le segment capable de
Pangle donné et décrit sur la droite joignant les deux points est
donné, comme I'a enseigné Kuclide dans les Eléments.

Prorosition 1IV.

« St, d’un triangle d’aire donnée, on donne la base de grandeur et de

position, le sommet sera sur une droite donnée de position. »

Cette droite sera une parallele & la base; sa construction et tout le
reste se tirent immeédiatement du Livre 1 des Eléments.
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ProrosiTioN V.

« St une droite est donnée de grandeur et parallele a une droite donnee
de position, et qu'une de ses extrémités soit sur une droite donnée de posi-

tion, U'autre extrémité sera ausst sur une droite donnee de position. »

Soit DE (fig. 17) une droite donnée de grandcur et paralléle & la
droite AC donnée de position. L’extrémité D est supposée sur une

Fig. 17.

./ b

)] E

./ I

droite AF donnée de position. Si par E vous menez BEG paralléle

a AF, clle résout la question.

En effet, toutes les droites, comprises entre ces deux paralléles et
paralleles elles-mémes & la droite AC donnée de position, sont égales
entre elles; ce qui est clair d’apres la construction méme.

Si done une extrémité de 'une d’elles est sur AF, Pautre sera sur
BG, comme le veut la proposition. Il est facile de I'étendre a des
cercles.

Soit en effet AB (fig. 18) une droite donnée de position, a laquelle

Fig. 18.

| A N

est paralléle NO donnée de grandeur. Soit le point N sur la circonfé-
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rence du cercle CNM donné de position. Je dis que le point O est sur
un cercle donné de position.

Soit E le centre du cercle CNM; je mene le diametre parallele & AB
et je le prolonge jusqu’en F, en sorte que CF = NO, la droite donnée.
La droite CF sera donnée de position et de grandeur; je la prolonge
en faisant FH = CD. Le cercle décrit sur FH résout la question, car le
point O sera sur sa circonférence.

En effet, soit le point O sur la circonférence du cercle FOP : les
droites CN, FO, joignant les extrémités des paralléles égales CF, NO,
seront égales et paralleles : done les angles NCD, OFH seront égaux;
mais il en est ainsi, puisque les droites CD, FH, égales entre elles,
sont paralleles aux droites NM, OP.

La proposition de Pappus peut done étre concue plus généralement
comme suit :

St une droite est donnée de grandeur et paralléle & une drotte donnée
de position, et qu'une de ses extrémutés soit sur un lieu plan donné de

position, I'autre extrémité sera aussi sur un lieu plan donné de position.

Prorosition VI.

« St d’un pownt on méne, a deux droites paralléles ou concourantes
données de position, deux droves sous des angles donnes, el dans un
rapport donné ou bien dont ['une, plus une droite dans un rapport donne
avec ['autre, fait une somme donnée, le point sera sur une droute donnée

de position. »

Cette proposition comprend deux parties, dont voici la premiere :
Soient deux droites AE, AF ( fig. 19) données de position et se cou-
pant en A. Du point C, je leur méne deux droites CB, CD sous les

BC.

angles donnés CBA, CDA. Soit donné le rapport cn” ’e dis que le

point G est sur une droite donnée de position.

Joignez AC, BD; dans le quadrilatere ABCD, on a trois angles don-

nés : ABC, ADC, BAD; 'angle BCD est donc donné. Le rapport gl(—) est
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aussi donné par hypothese, done le triangle BDC est donné d’espece,

done les angles CBD, CDB, done par différence lesangles ABD, ADB.
M . LR . . AB
Done le triangle ABD est donné d’espece, done le rapport 5

pe Vestaussi (puisquiil est prouvé que le triangle BDC est donné d’es-
B

pece), done o le sera. Mais BA est donnée de position, ainsi que le

point A; donc AC est donnée de position, et si sur cette droite on

5 mais

Fig. 19.

PN
~

~F

prend un point quelconque, et qu'on mene de ce point aux droites
données des droites sous les angles donnés, on prouvera que les
menées sont toujours dans le rapport donné.

Second cas, lorsque les droites données sont paralléles :

Soient les droites CA, CB (fig. 20), sous les angles donnés CAD.
CBF, et dans le rapport donné. L’angle CNB est donn¢, comme égal,

Fig. 20.
A I D
7
F N/ B E
/
//
/
2
¢ M

a cause des paralleles, au donné CAD; donc le triangle CNB est donné

e CN
d’espece, donc le rapport

w5 mais, par hypothése CB st donné; done
B’ ’ J ' CA " &
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CA ..
donnée de position.

le sera, et il est dés lors facile de prouver que C est sur une droite

Construction : Par le point B quelconque, je meéne la perpendicu-

. , .. AN IB
laire IBM; IB est donné. Soit &= =
deux données une parallele qui satisfera a la question, comme il est

Par le point M je méne aux

facile de le démontrer.

Si donc d’un point 'on méne, a deux droites paralleles ou concou-
rantes données de position, des droites sous des angles donnés et dans
un rapport donné, le point sera sur une droite donnée de position.

Voici maintenant la seconde partic de la proposition :
Soient données les droites AC, AG (/fig. 21), concourant en A,
Menez AN faisant avec la droite AC 'angle donné CAN, et égale & la

Fig. 2r1.

D
EK
G

N R F

droite donnée. Menez NG parallele a AC, et soit ROG l'autre angle
donné. D’apresla premiere partie de cette proposition, menez GE telle
que si, d’un point quelconque E pris sur cette droite, on méne ED,
EF paralleles & RO, AN, elles soient dans le rapport donné; GE sera
donnée de position, d’aprés ce qui a été démontré. Prolongez FE jus-
qu’en B, FB sera donnée de grandeur, comme égale 4 la donnée AN, &a
cause des paralleles. Quel que soit donc le point E pris sur la droite
GE, si 'on méne de ce point aux droites AC, AG les droites ED, EB
sous les angles donnés, BE plus EF, & qui ED est dans le rapport
donné, fait la somme donnée, comme le veut la proposition.

Si donce d’un point on méne, & deux droites concourantes données
de position, deux droites sous des angles donnés et telles que I'une,



[24] LIEUX PLANS D’APOLLONIUS. 23

plus une droite dans un rapport donné avec 'autre, fasse une somme
donnée, le point sera sur une droite donnée de position.

Prorosition VII.

« Soient en nombre quelconque des droites donnees de position, aux-
quelles on méne d’un point des lignes droites sous des angles donnés ;
si le prodwit d’une ligne donnée et d’une des menées, avec le produit de
la ligne donnée et d’une autre menée, etc., est égal au produit d’une
donnée et de la derniére des menées, le point sera sur une ligne droite

donnée de position (*). »

Cette proposition est une extension de la précédente; ce qui a été
plus haut démontré pour deux lignes dans la premiére partie de la
proposition VI est proposé ici comme ayant lieu pour un nombre
quelconque.

Soient AB, BC, CA (fig. 22) trois droites données de position et
formant un triangle; il faut trouver une droite, EK par exemple, sur

Fig. 20.

laquelle prenant un point quelconque M, et menant de ce point les

droites MR, MO, MI, sous les angles donnés MRA, MOB, MIA, on ait

0M+Mld . d 4
MR ans un rapport onne.

D’aprés la premiére partie de la proposition précédente, on trou-
vera une droite sur laquelle prenant un point quelconque et menant

(1) La traduction est accommodée au sens admis par Fermat (woir t. I, p. 24, note 1).
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de ce point des droites sur AB, BC, les menées soient dans le rapport
donné. Cette droite est donnée de position, donc le point ou elle ren-
contre AC, soit E. Si 'on méne de ce point EV, ED, paralléles & MO et

\ . VE .
MR, d’aprés la construction, p sera dans le rapport donné. Prenant

ensuite les droites AC et AB, par le méme procédé, on trouvera un
point K, tel que les droites KL, KZ, issues de ce point et sous les
angles donnés, c’est-a-dire paralleles 8 MR, MI, soient dans le rapport

donné. On aura donc aussi K— dansle rapport donné. Sil’on jointEK,

un point quelconque pris sur cette droite satisfera a la question.
Soit pris M par exemple, pour profiter de la construction déja faite;
menez MF parallele & BA, et MH parallele & BC. Il faut prouver que

OM+MI __ VE
MR T ED

Menons encore KG parallele & BA et supposons vrai ce que nous

MR MI + MO
e i s dividendo :

» ¢’est-a-dire le rapport donné.

voulons prouver. Nous aurons wicissim

MR — DE _ MI + MO — EV
DE - EV

EF = MR — DE; MH étant parallele & BC, EH =EV — MO. Done

IM — EH = MO + MI — VE.

- Mais MF étant parallele & BA, on a

Par conséquent, L = M EBH v issim - - ED neer
quent, pg = TRy MO gl T EV 90

IM—EH EV .

tendo : ——— = > le rapport donné.
Mais par construction, si nous prenons les trois droites EH, EF, IM,
on a xo KE tr dans | (RZ_KE
a g = e ¢t Uon a aussi dans le méme rapport g = gy ¢

. s D I
encore, puisque KG est parallele & BA, % = %

Par conséquent, les trois droites VE, KZ, EG sont proportionnelles
aux trois HE, MI, EF; donec KZ—EV __ MI—EH

EG EF
—EH __EV
EF ~ED

. Mais nous avons

KZ—EV __EV
EG ~ ED’
KZ GD
EV — ED’

prouvé quo » le rapport donné. Donc

KZ—EV _ EG
V= D componendo :

rapport donne, et vicissim :
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Mais, a cause des paralleles KG, BA, on a KL = DG. Donc wvicissim :
KZ EV . el Tits 2 . .
KL = p’ ©¢ qui avait déja été donné par la construction.

Ainsi est établie la vérité d’une tres belle proposition. Il est facile,
en procédant de méme, d’étendre la construction et la démonstration
aux cas suivants, pour un nombre quelconque de lignes. Car, de méme
que la construction pour deux lignes donne la solution du probléeme
pour trois, la construction pour trois lignes donne la solution pour
quatre, la construction pour quatre donne la solution pour cing, et
Papplication de la méthode se poursuit toujours de méme indéfini-
ment.

Prorosition VIII ET DERNIERE.

« St d’un point on méne sous des angles donnes, a des paralleles don-
nées de position, des drottes qui interceptent, a partir de points donnés
sur les premieres, des longueurs dans un rapport donné, ou produisant
une aire donnee, ou dont la somme des carres ou bien la difference des
carres soit égale a une aire donnée, le point sera sur des droites données

de position.

Si cette proposition était vraie, elle aurait quatre parties, mais nous
n’avons trouvé qu’elle fat exacte que pour le rapport dorné. Ecartons
donc le reste, pour l'aire produite par les deux droites, pour la somme
ou la différence de leurs carrés, et rejetons-le comme faussement
inventé ou transporté d’ailleurs.

Je propose donc comme suit le théoréme corrigé :

St d’un point on meéne sous des angles données, a des paralléles donnees
de position, des droites qui interceptent, a partir de points donnés sur les
premicres, des longueurs dans un rapport donné, le point sera sur une

ligne droite donnéee de position.

Voici la construction :

Soient AB, GC (fig. 23) les paralleles données, A, F les points
donnés sur ces droites, BAH I'un des angles donnés, GFH I'autre. Les
points A et I étant donnés, avec les angles a ces sommets, les droites

Fermar. — 11I. 4
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AH,FH seront données de position, par suite leur point de rencontre H:
done le point G ol AH coupe la parallele GC. Partagez GF en D en
GD . , , .
sorte que g soit dans le rapport donné; D sera donné. Joignez DH,
cette droite est donnée de position. Je dis que la droite DH satisfait

Fig. 23.

~/
H

a la question, c’est-a-dire que si on prend sur elle un point quel-
conque I, qu'on meéne de ce point 1B, IE, sous les angles donnés, le

> est

rapport des abscisses & partir des points A et F, c’est-a-dire ?E

égal au rapport donné, g—?

Soit C le pointde rencontre de BI et de la parallele GF. Par construc-
tion, 1B est parallele 2 AH, comme menée sous I'angle donné égal a
HAB. De méme IE est parallele & HF; de plus, & cause des paralléles,

. R GC GD .. . GG EF

GC = AB; il reste & prouver que EF = Dp OV 0Wssim o5 = 5
T Wl GC , .. HI _EF
Mais cela est évident, car d une part b = o’ de Pautre iD= 7

GC : .
Done BF est égal au rapport donné.

Il 'y a, tant pour cette proposition que pour les précédentes, de
nombreux cas, qu’il est facile de trouver et d’ajouter; pourquoi nous
v arréter plus longtemps?
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LIVRE 1L

Prorosition 1.

« St des points donnés sont joints par des lignes droites a un méme
point, et que la différence des carres de ces droites soit une aire donnee, le

point de concours sera sur une droite donnée de position. »

Soient A et B (fig. 24) les deux points donnés; soit une aire donnée

quelconque plus petite que AB . Partagez AB en C, en sorte que

Fig. 24.
E
D
A ¢ B

AC? — CB* soit égal a l'aire donnée; ¢levez la perpendiculaire indé-
finie CE. Prenez-en un point quelconque D. Joignez DA, BD. Je dis
que AD* — DB* est égal a I'aire donnée.

C’est évident, puisque AD* — DB* = AC* — CB®.

Si I'aire donnée était plus grande que AB?, le point C tomberait en
dehors de la droite AB.

A cette proposition on peut rattacher les deux suivantes :

Soient donnés quatre points A, B, C, D (fig. 25) en ligne droite, et

soit AB = CD. Prenez un autre point quelconque N; menes les quatre

droites NA, NB, NG, ND. Je dis que

AN2 -+ ND? — (BN2 + NC?) = 2 AB =< BD.
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En effet, menons la perpendiculaire NI, et supposons d’abord que le
point I tombe en dehors de la droite AD. Tl est clair que, en raison de

Fig. 25.

A B C D I

NI? commun 2 tous les termes,
AN? - ND2— (BN24- NC2) — AT ID?— (BI2+ CI2).

Mais (II, 4) (') AI*+ DI* = 2DI*+ AD*+ 2AD %< DI, et par le
meme théoreme BI* + CI* = 2DI* + BD* +- CD*+2BD ><DI+-2CD ><DI.

Aux deux derniers termes de cette égalité, puisque AB = CD, on
peut substituer 2AD < DI.

Done

AT+ ID?— (BI® 4 Cl)2= AD? — (BD2-- CD*) = AD? — (BD?-+ AB?).

Mais (1I, 4) (') AD* — (AB*+ BD?) = 2AB > BD.

La proposition est done établie.

Je n’ajoute pas les autres cas pour cette proposition, ni pour les
suivantes, car ce serait aussi fastidieux que facile.

St Lon joint un point a trois autres donnés en ligne droite, et que la
somme des carres de deux droites ainst menées surpasse le carre de la troi-
sieme d’une aire donnée, le point sera sur une circonference donnée de

position.

Soient A, B, C (fig. 26) les trois points donnés en ligne droite. Soit
donnée une aire supérieure & 2AB > BC. Prenez Al = BC, et soit laire
donnée égale & 2AB >< BC +- [V2. De I comme centre, avec IV pour

(1) Renvoi aux Aléments d’Buclide.
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rayon, décrivez le cercle VNO. Soit un point N quelconque sur sa cir-
conférence; joignez-le aux points donnés, par les droites NA, NB, NC.
Je dis que AN* 4+ NC*> — NB?® est égal a I'aire donnée.

En effet, joignez IN; d’apres la proposition précédente :
AN?2 + NC2=IN*+ BN+ 2AB < BC.

Donc AN?+ NC? — NB?*= IN*+ 2AB < BC ¢t la proposition est établie,

Prorosition 1I.

« St l'on joint un point a deux autres donnes et que les droutes ainst
menéees sotent dans un rapport donné, le premier point sera, sou sur une

droite, soit sur une circonférence. »

Soient donnés les deux points A, C (fig. 27), et supposons d’abord
le rapport d’égalité. Prenez en B Ie milieu de AC; élevez BD perpen-

Fig. 27.

=)

AD

AN

A B C

diculaire; il est clair que, si I'on en prend un point quelconque D, on
aura AD = DC.
Supposons maintenant un rapport d’inégalité; soient A, B (fig. 28)

. .. R , . R* AN "
les deux points donnés, g le rapport donné. Soit g = \p Entre AN
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et NB prenez la moyenne proportionnelle NO, et avec ce rayon décri-
vez le cercle OVZ. Soit un point quelconque V sur la circonférence ;

joignez VA, BV. Je dis que ces droites sont dans le rapport l—g

En effet, joignons VN, et menons BI parallele & VA. On a

AN NV
NO(=NV) — \B

Ce sont les cotés qui comprennent un méme angle ANV dans les
deux triangles ANV, BVN; ces triangles sont donc semblables et les

Fig. 8.

R

b

angles VAB, BVI égaux. Mais AVB, VBI le sont & cause des paral-

\ . - V

leles; done les triangles AVB, VBI sont semblables et AT; = El;llg avee
VB NV AN Done VB (AN _ R" AV AV 5 t
BI —NB N gE\=Ng = &) T v YOy — g5 ¢

la pr0p051t10n est établie.

Prorosition III.

« St une droute est donnée de position en méme temps qu'un point sur
elle, st de ce point l'on méne une droite limitée, que de [’extrémite de
celle-ct on abaisse une perpendiculaire sur la ligne donnée de position, et
que le carré de la menée soit égal au produit d’une donnée et de l'abscisse
a partir soit du point donné, soit d’un autre donné sur la ligne donnée
de position, ['extrémité de la menée sera sur une circonfeérence donnée de

position. »

Soit AB ( fig. 29) la droite donnée de position, A le point donné sur
elle. Il faut trouver une circonférence de cercle telle que, si 'on prend
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sur elle un point quelconque E, et qu’on abaisse la perpendiculaire
EI, AE? soit égal au produit d’'une donnée et de Al (¢’est ainsi qu’on
doit ici entendre l’abscisse a partir du point donné).

Soit AB la longueur donnée; sur AB je décris un demi-cercle; il est
clair d’apres la construction que AB > Al = AE?.

A1 B
II'y a plus de difficulté pour le second cas, & savoir quand l'abscisse
part d’un autre point que A, comme dans I’exemple suivant :
Soient donnés les deux points A, B (fig. 30), et en outre un point E
~sur la méme ligne droite. Soit AB la longueur donnée. 11 faut trouver

Fig. 30.
I

E P A RB 0

une circonférence de cercle, soit PIO, telle que si d’un point quel-
conque I de cette circonférence I'on abaisse la perpendiculaire IR,
Al* = AB < ER, AB étant la donnée.

Appliquons BA < AE sur la droite BA en exces d’un carré : soit la
largeur AP = BO ('). Le demi-cercle décrit sur PO satisfera & la ques-
tion.

En effet, AI* = AR? + RI®. Mais RI?> = PR > RO et, comme on le
prouvera tout a I'heure,

PR < RO — AR = RB -+ OA > AP (= BP < PA — BA x AE).
Done AI* = AR* + AR < RB + BA < AE, ou puisque
AR?+ AR < RB = BA < AR, AI?= BA < AR +~ AB < AE,

(") (est-a-dire construisons AP d’aprés la condition : AB > AP + AP2 = BA x< AE.
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soit, réduisant encore ces deux rectangles en un seul, AI* = BA><ER.
Il reste & prouver que PR >< RO = AR >< RB + PB >< BO.
En effet, en multipliant entre elles les parties :

PR < RO =PA x RB + PA < BO(=B02 -+ AR x RB +AR x BO(=PA < AR).

Mais PA >< AR + PA > RB = PA > AB = AB < BO. Ajoutant BO?, on
a AO < OB, ¢’est-a-dire PB >< BO. Donc

PR < RO = AR < RB + PB < BO. C. Q. F. D.

Je ne poursuis pas les différents cas, désormais rendus tres faciles.
Cependant je ne crois pas devoir omettre celui ou le point E ne se
trouve pas au dela de A, comme ci-dessus.

Soient donnés les deux points A et E (fig. 31), et la droite AB; il
faut trouver une circonférence de cercle comme NOR, telle qu’en pre-

Tig. 31.

()
7

ATE R I N B

nant sur elle un point quelconque O, et abaissant la perpendiculaire OI,
AO*= BA x< EI.

Appliquons BA < AE sur la droite BA, en défaut d’une figure
carrée ('). Nous aurons le point R; soit BN = AR. Le demi-cercle dé-
crit sur RN satisfera & la question. La démonstration sera semblable &
celle que nous avons donnée pour le premier cas.

Prorosition 1V.

« St de deux points donnés on méne des droites a un point, et que le
carre de l'une soit d’une aire donnée plus grand que dans un rapport
donné avec le carre de 'autre, le point d’intersection sera sur une circon-

Jference donnée. »

(1) C’est-a-dire construisons AR par la condition : AB >< AR — Kl—{2: BA < AE.
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Soient A, B ( fig. 32) les deux points, % le rapport donné, BA > AN

I'aire donnée. Soit IZ moyenne proportionnelle entre NI et IB; avec ce
rayon décrivez le cercle ZVR, prcne7 en un point quelconque V, joi-

gnez VA, VB. Je dis que Ay ! ﬁ > VB?=BA > AN (rapport et aire

donnés).
Soit en effet VA > AO = BA < AN; joignez OB, NV, VI et menez

BF parallele & AN. Il faut prouver que f}l‘;EZVO = %;

NI Vi e X .
Or =D — s ¢ sont les cotés d’'un méme angle dans les trian

gles NIV, VBI, qui sont donc semblables; done les angles VNB, BVF

Fig. 3.

sont égaux. Mais les angles VNB, VOB le sont comme inscrits dans le
méme segment (car puisque BA > AN = VA >< AO, les quatre points
N, B, V, O sont sur un cercle); donc les angles VOB, BVF sont égaux.
Mais les angles OVB, VBF le sont aussi & cause des paralleéles. Done les

triangles OBV, VBF sont semblables. Donc g XE multipliant de
part et d’autre par le rapport 5 V, on a

AV VB AV Al AV OV _AV=VO

VB “BF ° BF °" BT VBTV wyp “enM

Pappus parait avoir omis ici la proposition suivante qui est ana-
logue :

Si de deuzx points donnés on méne des droites a un point, et que le carre

de ['une soit d’une aire donnée plus petit que dans un rapport donne apec

Fermar., — 1M1, 5



34 (EUVRES DE FERMAT. [36, 37|

le carré de Uautre, le point d’intersection sera sur une circonférence
donnée.

Sotent donnés les deux points A et B (fig. 33), le rapport %—;i, laire

BA < AT. Soit, entre TN, NB, la moyenne proportionnelle NL; avec ce
ravon, décrivez la circonférence de cercle LYZ; prenez sur elle un
point quelconque Y, joignez YA, YB. Je dis que

YA?+ BA < AT(donné¢) AN.
YB? T NB

Soit en effet YA >< AR = BA >< AT; joignez TY, RB, YN; menez BY

Fig. 33.

parallele & AY; comme suite de Pégalité YA >< AR = BA =< AT, on
prouvera que les angles YIB, YRB sont égaux et on achévera comme
ci-dessus.

Prorosition V.

« St de points donnés en nombre quelconque on méne des droutes a
un méme point et que la somme des carrés de toutes ces droites sout égale
a une aire donnée, le point sera sur une circonfeérence donnée de posi-

lion. »

Soient d’abord deux points A, B( fig. 34); menezla droite AB, prenez
son milieu en E; de E comme centre, avec un rayon quelconque El,
décrivez le cercle ION. Je dis que, quelque point O que 'on prenne sur
la circonférence : AO* + OB? = 2 ([E* + AE?).

Ln effet, joignez EO, abaissez sur elle les perpendiculaires BV, AZ.
Dans le triangle ABO, AO*= AE?+ EO? + 20K x EZ. Dans le triangle
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OEB, OE?+ EB*= OB*+ 20E < EV(= 20E < EZ), car EV = EZ,
puisque AE = EB.
Ajoutant membre & membre :

AO2+ OB2+ 2 0F x EZ = (AE*+ EB?) (= 2 EA?) - 2 EO* (= 2 1E?) -+ 2 OE = EZ.

Fig. 31.

0

4

1 A—_/E B N
7

Retranchant de part et d’autre 20E<EZ, il reste I’égalit¢ annoncée,
et la proposition est établie pour le premier cas.

Soient donnés en ligne droite trois points B, D, E (fig. 35) et soil
BD > DE. Prenez CD = §(BD — DE). De C comme centre avec un

Fig. 35.

M

A B ¢CD EN F

rayon quelconque CA, décrivez le demi-cercle AMF, je dis que, quelque
point M que l'on prenne sur sa circonférence, MB2 + MD?* + ME? sera
une somme constante.

En effet, joignez MB, MC, MD, ME; prenez EN = CD et joignez
MN. Puisque BD — DE =3CD = 3EN, on a DN+ 2CD =BD ou
CN —+ CD = BD. Retranchez CD de part et d’autre : CN = BC. Puisque,
d’autre part, CD = EN, d’apres la seconde proposition de ce livre,
CM? + MN* — (DM? + ME?) est constant. Mais CM* est constant. Done
DM?® + ME* fera une somme égale 2 MN2 ou plus grande ou plus petite
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d’une quantité constante. Ajoutez de part et d’autre MB*; d’une part,
MB? -+ MD* + ME?, de autre BM* + MN* feront des sommes ¢gales ou
différentes d’une quantité constante soit dans un sens soit dans autre.
Mais, d’apres la propositi.on précédente, BM?+ MN* est constant,
puisque BC = CN, done BM? + DM? 4 EM? est constant. C. Q. F.D.

Démonstration générale de la méme proposition. — Soient d’abord deux
points A, E ( fig. 36); joignez AE, prenez son milicu en C. Soit donnée
ane aire Z qui ne devra pas étre plus petite que AC* + CE*; car si elle
est ¢gale & cette somme, il est clair que le point C seul satisfait i la
question, et qu’il n’y en aura pas d’autre tel que la somme des carrés
des droites le joignant aux points A, E soit é¢gale a Z.

Fig. 36.

5

A B ¢ b E

Si Z > AC* + CE?, soit BC* ¢gal a la moiti¢ de la différence; de C
comme centre, avee CB comme rayon, je décris un cercle qui satisfait
a la question. Jomets la démonstration qui est trop simple et a éte
donnée par Pappus et autres. Il ne faut pas s’arréter trop longtemps

aux choses faciles.

LEMME POUR LA METHODE GENERALE. — Soient (fig. 37) des points donnés

Fig. 37.
A B C D T .
: i e figure.
A B D C E .
: + : 2¢ figure.

E L. .
: 3¢ figure.

A, B, G, E en nombre quelconque. Prenons une fraction AD de la

somme des droites terminées d'une part au point A, de I'autre aux
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autres points donnés, fraction conditionnée par le nombre des points,
a savoir le quart dans I’exemple choisi. Soit donc

AD — L(AB -+ AC + AE).

La position du point D varie suivant les cas. Je dis que la somme des
drottes terminées par le point D et par les points donnes du cote du point A
sera égale a la somme des drottes terminées par le point D et par les points

donnés du cété du point E. C'est-a-dire que I'on aura

Dans la 1 figure : ED = AD + BD + CD.
Dans la 2¢ figure : ED + CD = BD + AD.
Dans la 3¢ figure : ED -+ CD + BD = AD.

D’abord dans la 3¢ figure, par hypothese, 4AD = AB -+ AC + AE;
retranchez de part et d’autre 3AD, il restera d’un coté AD; de I'autre,
retrancher 3AD de AB + AC + AE est la méme chose que de retran-
cher AD de chacune des droites AB, AC, AE : il restera done

BD + CD + ED = AD. C. Q. F. D,

Si l'on avait donné cing points, on aurait d'un coté 5AD, de Pautre
4 droites terminées a A et aux points donnés, ete.; la méthode est tou-
jours laméme et s’applique indéfiniment.

Dans la 2° figure, 4AD = AB + AC + AE; retranchez de part et
d’autre 3AD et ajoutez BD, vous aurez AD + BD = ED + CD.

Dans la 1™ figure, 4AD = AB + AC+ AE; ajoutez de part et d’autre
BD + CD et retranchez 3AD; vous aurez AD -+ BD + CD = DE.

La méthode est la méme pour un nombre quelconque de points
jusqu’a U'infini, et la méme conclusion sera tirée de quelque maniére
que I'on fasse varier les cas.

Secoxp LeMME. — Soit faite sur la 1™ figure ( fig. 33) la construction
précédente; je prends sur la méme droite un point N quelconque. Je
dis que la somme des carres des droites terminces par les points donnes
et par N dépasse la somme des carres des droutes terminées par les points

donnés et par le point D, du carré DN pris autant de fois qu'v y a de
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points donnés, soit 4 dans I'exemple choisi. Les 2¢ et 3¢ tigures repré-
sentent des cas différents.

Fig. 38.
A BC D .
t I:I 1 figure
A B D C E |
: % 2¢ figure.

E .
3¢ figure.

Sur la premiere figure, en comparant chaque carré a chaque autre,

on a :
AN? + BN2+ CN*— (AD2+- BD?*—+ CD?)
=3DN2+4 2AD.DN + 2BD.DN +2CD.DN
ou

AN? -+ BN2 - CN2= AD2+ BD?*+ CD?+ 3DN?
+2AD.DN + 2BD.DN + 2CD.DN;

cela ressort évidemment de la formation du carré du binome avec e
signe .

D’autre part :
EN2=ED?2+ ND2— 2ED.DN,

ce qui ressort de la formation du carré du binome avec le signe —.
Par conséquent

AN2+ BN?2+ CN2+ EN?=AD*>+ BD2?+ CD*+ ED* + 4 DN?
+2AD.DN+ 2BD.DN + 2CD.DN — 2ED.DN.

Si done nous prouvons que la somme des rectangles en plus est
égale a celle des rectangles en moins, la vérité de la proposition sera
ctablie, & savoir que :

AN? - BN2 4~ ON24- EN* — (AD® - BD* - CD2 -+ ED?) — 4 DN,

Il faut done prouver que 2ED.DN = 2AD.DN + 2BD.DN + 2CD.DN,

ou, en divisant tous les termes par 2DN, que I'on a I'égalite

ED = AD + BD + CD.

Or c’est ce qui a été démontré par le lemme précédent.
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Je ne m’arréte pas aux divers cas. — Si 'on donne cinq points, la
somme des carrés des distances des points donnés au point N dé-
passe de 5DN* la somme des carrés des distances des points donnés
au point D : la démonstration est la méme.

Il ressort de 1a que la somme des carrés des distances au point D est
minima.

Dans cet exposé, je n’ajoute pas une trop scrupuleuse observation
des différents cas. La conclusion du second lemme se raménera tou-
jours a prouver que la somme des rectangles en plus est égale a celle
des rectangles en moins, et la question sera ainsi ramenée au premier
lemme.

PREMIERE PROPOSITION GENERALE. — Soient, sur la méme figure, tou-
jours donnés quatre points A, B, C, E sur la droite AE, et

AD == L(AB ++ AC + AE),

fraction conditionnée. On propose, étant donnée une aire Z, de trouver
un cercle, tel qu’en prenant sur la circonférence un point quelconque, la
somme des carrés de ses distances aux points donnés soit égale a [aire
donnée.

Pour que le probleme soit possible, il faut, d’apres ce qui a été
démontré, que Paire Z > AD* + BD?+ CD* + ED>.

Soit done 4DN* égal a 'exces de Z sur la somme des quatre carrés;
le cercle décrit de D comme centre avec DN pour rayon satisfera d la
question. '

En effet, prenons d’abord le point N (fig. 39) de 'un et de 'autre

Fig. 39.
M

ANB D C N E

coté. Il a été prouvé par le second lemme que

ANZ - NB? + CN2 4+ EN?= AD? + BD?+- CD2 -+ ED2+ 4, DN2;
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mais AD? + BD?* + CD?®* + ED? + 4DN? = Z. Done

AN? 4 BN2+ CN2+ EN2=7Z Tl’aire donnée. C. Q. F. D.

Elevez maintenant la perpendiculaire DM et joignez AM, BM, CM,
EM. Je dis que la somme de leurs carrés est é¢gale a I'aire donnée Z.

En effet
AM?—=AD?2 4+ DMz,

BM2==BD? + DM,
CM2 = CD2 -+ DM,
EM2 = ED? 4 DM2,
Donc
AM?2 4 BM2 + CM2 + EM? = AD? -+ BD? -+ CD2+ ED>+ 4 DM? (= 4 DN?).

Mais AD?+ BD?+ CD*+ ED*+4DN*=1Z (l'aire donnée). Donc
AM? + BM? + CM? + EM* = l'aire donnée. €. Q. F. D.
Menons maintenant le point M (fig. 40) quelconque, et abaissons

Fig. 4o.

A BN DO N E

la perpendiculaire MO. On prouvera de méme que
AM? - BM2+ CM? + EM? = 4OM? + AO*+ BO? -+ CO? -+ EO2,

D’apres le second lemme, la somme de ces quatre derniers carrés
est égale & la somme AD* + BD* 4+ CD* + ED* + 40D>. Donc

AM? 4 BM?+ CM2 + EM?= AD? + BD*+ CD?+ ED?+ 40D2+ 4 OM>.

Mais 40D* 4+ 4OM* = 4DM* = 4DN?, les rayons DM ¢t DN étant égaux.
Donc
AM? + BM? -+ CM2 + EM?
= AD?+ BD?+ CD2+ ED%+ 4DN2 =7 (l’aire donnée). C. Q. F. D.

Sil'on acheve les cercles, la méme démonstration s’appliquera pour
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ies qutres demi-cercles, et elle s’étendra & un nombre de points quel-
conques avec la méme facilité de raisonnement; car les carrés DM?,
DNz, DO? sont toujours pris autant de fois qu’il y a de points et la con-
clusion est toujours juste.

D'ou suit un corollaire qui servira pour la proposition suivante :

Soient des points donnés en nombre quelconque, par exemple trois,
A, B, E (fig. 41); trouver un cercle NM, tel qu’en prenant un point

quelconque M sur ce cercle, et joignant AM, BM, EM, on ait par
exemple 2AM? + BM* + EM* égal & une aire donnée.

Dans ce cas, on construira AD = ;(AB + AE), car le point A joue
ici le role de deux points et c¢’est comme si l'on disait : étant donnés
quatre points A, A, B, E, trouver un cercle NM, tel qu’en prenant sur
ce cercle un point quelconque M on ait AM?* -+ AM*~+ BM* + EM®
¢gal & une aire donnée.

Il faut entendre ceci de méme de tout autre point et de tout
autre rapport de multiplicité. — Soit par exemple proposé ( fig. 42)

Fig. 42.

[
1

A N B

| .
N E

=4

AM? + 2BM* + EM* égal & une aire donnée; on prendra
AD = ! (2AB + AL).

I fallait faire cette remarque, mais elle n’a pas besoin d’une plus
longue explication.

Ferumar., — 1L 6
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SECONDE PrOPOSITION. — Soient sur la droite AE ( fig. 43) des paints
donnés en nombre quelconque, quatre par exemple, A, B, C, I, et
un point Q en dehors de la droite AE; on cherche un cercle, comme
MI, tel qu’en prenant sur ce cercle un point quelconque I, on ait
A2 + BI? + CI* ++ EI* + QI* égal & une aire donnée.

Fig. 43.
0
QR
| M
v 1 X
/
/ ' h
)
F " \ir
A\
\
A R b D

\
"
B C F.
\g//

Abaissez sur la droite AE la perpendiculaire QR et prenez AD, frac-
tion conditionnée de la somme AR + AB + AC + AE (le cinquieme
dans ce cas ot 'on donne cing points). Elevez la perpendiculaire DO
et abaissez sur elle la perpendiculaire QO. Prenez RF = DN, fraction
conditionnée (ici le cinquiéme) de la droite QR, et soit 'espace donné
¢gal & la somme AD? + RD* + BD* + CD* + ED* -+ Z.

Faisons Z = 4DN*+ ON*+ 5NM* (4 étant le nombre des points
donnés sur la droite AE, et 5 le nombre total des points donnés). Je
dis que le cercle déerit de N comme centre, avec NM comme rayon,
satisfait i la question.

En effet, prenez sur ce cercle un point quelconque I, joignez Al,
BI, CI, EI, QL. Menez VIX paralléle & AE et 1Y parallele & OD; il
est clair, d’apres le corollaire de la propositioh précédente, que
4D+ OI*=Z, car le point D joue le role de quatre points; et puisque
DN = 0D, il est évident que 4DI* + OI* = 4 DN* + ON* + 5NM?*. Mais
4DN? + ON* - 5NM* = Z par construction. Done 4DI*+ OI*=Z.
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Mais 4DI? = 4DX* + 4 XI* et OI* = OX* + XI*. Donc
7= 4DX2(= 41Y?) + X0 (= VQ?) ~ 5 XI.
Ajoutez de part et d’autre AD* + RD* + BD* + CD* + ED*, vous aurez,
dans le premier membre, Uespace donné, car, par hypothese, il est
égal & la somme de ces cing carrés et de Z; dans le second membre :
Al* + BI* + CI* + EI* + QI*, somme qui sera donc égale & I'espace
donné.
En effet, d’apres le second lemme :

AD2+ RD2+ BD2+ CD2+ ED2+5DY2—=AY?+ RY?+ BY?+ CY?+ EY?;

done
AD2+ RD2—+ BD2=- CD2+~ ED2+ 4IY2 4+ VQ2 4+ 5DY?

= AY?+ RY?+ BY?—+ CY2+ EY?+ 41Y2+ VQ2.
Si, & chacun des carrés AY*?, BY?, CY*, EY*, on ajoute [Y*, on aura

AL £ B2+ ClE+ El2 = AY?++ BY* 4 CY2 - EY2 - 41Y2
Done ‘
AD2 - RD2+ BD2—+ CD2 - ED2+ 4IY?2+ VQ?*+ 5DY?
— Al>+ BI?— CI*+ IE> + RY? =+ VQ2.

Mais RY?*(=VI*) + QV* = QI*. Donc

AD?2+ RD2+ BD2+ CD2 4+ ED* + 41IY?+ VQ*+5DY?
— A2+ BI2+ CI? + EI*+ QI3

Mais on a prouvé que le premier membre est égal a I'aire donnée;

done
A2+ BI2+ CI2+ EI? +~ QI?*=Taire donnée. G. Q. F. D.

On en déduira facilement que P'aire donnée est égale &
AN2 - BN2+ CN2 + EN2+ QN* 4 5NM?,
ce (ue nous avons omis comme évident.

Bien plus le méme artifice peut s appliquer a un nombre quelconque de

points.
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Si par exemple on donne deux points Q, L ( f£g. 44) en dehors de la
p p 8
ligne, la construction s’achévera comme on le voit, en prenant

AD = (AR + AS +~ AB - AC—+AE), puis  DN=1!(QR + LS),

et en faisant

I’aire donnée = AD? -+ RD2 -+ SD2+ BD2+ CD2+ ED?
-+ 4DN2+ NO2 -~ NP2+ 6NM2.

On terminera de la méme maniere, le point D jouant toujours le role

Fig. 44.

P L

de tous les points donnés sur la droite AE, et les points P, O jouant le
role des points Q, L.

La méthode de construction et de démonstration est indéfiniment
la méme.

Mais, comme des cas multiples découlent de la différente position
de la droite prise et passant par deux ou plusieurs points, mais pou-
vant laisser Jes autres dans diverses positions de chacun de ses cotés,
quoique pour chaque cas il y ait des abréviations spéciales, je préfere,
comme spécimen du procédé, montrer plus généralement la construc-
tion.

Soient des points donnés en nombre quelconque A, B, C, D, E, F
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(fig. 45) sur la méme droite ou sur des droites différentes. Prenez
dans le méme plan une droite quelconque SR, qui laisse tous les points

Fig. 45.

donnés du méme coté; abaissez les perpendiculaires AG, BH, CI, DK,
EM, FN, prenez GL fraction conditionnée (dans ce cas, ) de

GH + GI + GK + GM + GN;

élevez la perpendiculaire LO, et prenez LO fraction conditionnée (icig)
de AG + BH +- CI +- KD -+ EM + FN.
Soit I'aire donnée égale a

A0*+ BO?+ CO?+DO?+ EO*+ FO?+ 6 0P?;

le carré décrit de O comme centre, avec OP pour rayon, satisfera a la
question; la démonstration est facile pour qui a étudié ce qui pré-
cede.

Prorosition VI.

« St, de deux points donnes, on méne deux droites qui se coupent, et de
leur rencontre une droite interceptant une abscisse a partir d’un point
donné sur une droite donnée de position, si la somme des carrés des pre-
miéres menées est egale au produit d’une donnee et de I’abscisse, le point

de rencontre sera sur une circonférence donnée de position. »

Je donne la proposition comme on la trouve dans Pappus d’apreés la
version de Fédéric Commandin, mais je ne doute pas qu’il n’y ait une
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faute, soit dans le texte grec, soit dans la traduction. Voici le sens de
la proposition :

Soient deux points A, B (fig. 46); il faut trouver une circonférence
comme NOB, sur laquelle on prendra un point quelconque O; en joi-
Fig. 46.

0

N

[

A N I B

gnant OA, OB et en abaissant la perpendiculaire OI, on devra avoir
I’égalité entre le produit de Al par une donnée et lasomme AO*+0B=.

Supposons d’abord que AB soit la droite donnée, cas assez simple.

Prenez BN=1AB, et décrivez sur BN un demi-cercle; il résoudra le
probleme, ¢’est-a-dire que si on y prend, par exemple, le point O, on
aura BA >< Al = AO? + OB*.

En effet, AO*= AI*+ 10%. Si donc de BA >< Al on retranche
AI? +102(= BILIN), il reste BI > AN ou BI > NB & prouver égal i
0B?, ce qui est évident d’apres la construction.

Second cas : la droite donnée est plus grande que AB, mais plus
petite que 2AB. Nous allons donner la construction :

Soient donnés les deux points A et B (fig. 47) etladroite Al <2AB,
par hypothése; il faut résoudre le probleme proposé.

Fig. 47.

L
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Prenez en N le milieu de AB : soit NE = %1 (E restera compris
entre A et B). Appliquez surladroite BE le rectangle IB.BN en excédent
d'une ﬁgu're carrée ('); soit trouvée la largeur EV, prenez BZ=EV, et
sur VZ décrivez le demi-cercle VLZ, je dis qu’il résout le probleme.

(1) C'est-a-dire : construisez EV d’aprés la condition IB.BN = BE.EV + EV2.
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En effet, joignez LA, LB et abaissez la perpendiculaire LO que nous
supposerons, comme premier cas, tomber entre E et B. Il est clair,
d’aprés la démonstration de la proposition IIT d’Apollonius |dans ce
méme Livre |, que EO.OB + VE.EZ(: NB.BI) = OL=.

Ajoutez de part et d’autre OB?, il vient

EB.BO + NB.BI = OL2+ OB?=.

Doublez : 2EB.BO + 2NB.BI (= AB.BI) = 2(LO*+ OB?*). Ajoutez
de part et d’autre 2NE.OB, il vient

(2EB.BO + 2NE.OB) (= AB.BO) -~ AB.BI
—=2(LO?*+ OB?) +2NE.OB (= IB.BO),

d’apres la construction.
Retranchant de part et d’autre OB, il reste

AO.0OB +AB.BI =2L02+ OB*+ IB.BO.

Retranchant de part et d’autre IB.BO, c’est-a-dire dans le premier
membre de AB.BI, il reste AO.OB + AO.BI ou en tout

10.0A = 2LO2+ OB2.
Ajoutez AO? de part et d’autre :
IA.AO = AO*+ OB2+ 2 LO?= AL2+ LB2. ¢. Q. F. D.

Je passe les autres cas.

Proposition VII.

« Si, a Uintérieur d’un cercle donné de position, on a un point donne,
par lequel on méne une droite; st ['on prend sur cette droite un point ex-
rle'rieur, et que le carre de la menée jusqu’au point donné a linterieur soul
égal au produit de la (erL'te totale et de sa partie exterieure, seul ou aug-
menté du produit des deux segments intérieurs au cercle, le point pris a

lextérieur sera sur une droite donnée de position. »

Cette proposition comprend deux parties : la premiere est dans
Pappus (Livre VII, prop. 159); la seconde se déduit facilement de la
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premiere en ajoutant des termes égaux. Je donnerai seulement la dé-
monstration de Pappus.

Soit un cercle de diamétre AB ( fig. 48); prolongez AB jusqu’a une
droite quelconque DE qui lui soit perpendiculaire.

Fig. 8.
£
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Soit AF.FB =FG2. Je dis que, quel que soit le point K, si on le
joint a G par une droite prolongée jusqu’en H, on aura HE.EK = EG*.

Joignez AE, BL, I'angle en L est droit comme celui en F. Donc
AE.EL = AF.FB + FE2.

SN PN

En effet ALB, comme droit, est égal au droit AFE; donc les quatre
points L, B, F, E sont sur une circonférence; donc FA.AB = EA.AL.
Mais AE? = AF? + FE2, et aussi AE? == AE.EL - EA.AL; de méme
AF?*=AF.FB+FA.AB. Donc AE.EL+EA.AL=AF.FB+FA.AB+FE*.
Mais comme EA.AL = FA.AB, il reste AE.EL =AF.FB -+ FE*. Mais
AE.EL = HE.EK et AF.FB = FG*. Donc HE.EK = EF? + FG* = EG*.

Prorosition VIIT ET pERNIERE.

« Et st le méme point est sur une droite donnée de position, el que le
cercle ne soit pas dans les positions, les points des deux cotés du point

donné seront sur une circonference donnée de posution.: »

Cette proposition est réciproque de la précédente, et la démonstra-
tion peut en étre facilement déduite en suivant une marche inverse.

Je n’ajoute pas la distinction des différents cas ni les conditions de
limites pour les données; tout cela ressort assez clairement de la con-
struction et de la démonstration.

e T e



DES CONTACTS SPHERIQUES,

La théorie des contacts d’Apollonius de Perge a été élégamment res-
tituée par ’Apollonius Gallus, masque sous lequel se cachait ce Fran-
cois Viete de Fontenay dont les admirables travaux en Mathématiques
ont fourni de si heureux suppléments & la Géométrie ancienne. Mais
cette théorie des contacts a jusqu’a présent été bornée aux plans, et
personne, que je sache, ne I'a poussée plus loin et ne s’est hasardé &
I'élever aux problemes sphériques.

On va voir qu’on arrive dans cette voie & de brillants problemes et
qu'on peut facilement obtenir une élégante construction pour les
questions les plus ardues.

11 s’agit en général de chercher une sphere passant par des points
donnés ou touchant des sphéres et des plans donnés. Tout le sujet
sera épuisé en quinze problemes.

ProsrLine 1.

Etant donnés quatre points, trouper une sphére passant par ces

ponts.

Soient donnés quatre points N, O, M, F ( fig. 49), par lesquels il
faut mener une sphere. Prenant ad lLibitum trois de ces points N, O, M,
au triangle NOM (qui est dans un méme plan, d’aprés les Eléments ),
je circonseris un cercle NAOM, qui sera évidemment donné de gran-
deur et de position. Il est clair que ce cercle NAOM est sur la surface
de la sphére cherchée, puisque, si une sphere est coupée par un plan,
la section est un cercle, et que, par les trois points N, M, O, il ne passe

Feryat. — I, 7
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qu’un cercle, celui que jai construit. Les points N, M, O étant sur la
surface de la sphere cherchée, le plan du triangle NMO coupera la
sphere cherchée suivant le cercle NAOM; nous en concluons donc
que ce cercle est sur la surface de la sphere.

Fig. 49.

Soit C le centre de ce cercle, j'y éleve au plan du cercle la perpen-
diculaire CEB; il est clair que le centre de la sphére cherchée est sur
cette droite CB. Du point F j’abaisse sur CB la perpendiculaire FB qui
sera évidemment donnée de grandeur et de position; par C je mene,
parallelement & FB, la droite ACD. L’angle BCA sera droit, mais, la
droite BC étant perpendiculaire au plan du cercle, ACD sera dans ce
plan et donnée de position. Donc ses points de rencontre A, D avec
le cercle sont donnés.

Supposons maintenant le probleme résolu, et E le centre de la
sphére cherchée, point qui se trouve sur la droite CB, comme nous
Pavons déja dit d’apres Théodose. Je joins FE, AE, ED; ces droites
seront égales, puisque par hypothése F et par démonstration A et D
sont sur la surface de la sphére. Mais ces trois droites FE, AE, ED
sont dans un méme plan, puisque FB, ACD, paralleles, sont dans
un méme plan qui comprend aussi CB et par conséquent les trois
droites FE, AE, DE. Si donc par les trois points donnés A, F, D on
fait passer un cercle, son centre E sera sur la droite CB, et on aura
des lors le centre de la sphére cherchée, et la sphére elle-méme.
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Prosuine 11.

Etant donnés trois points et un plan, trouver une sphere passant par
les points donnés et tangente au plan donne.

Soient donnés les trois points N, O, M ( fig. 50); le cercle MEON
passant par ces points sera, comme il a été démontré, sur la surface

de la sphere cherchée, et le centre de cette sphere sera sur la perpen-
diculaire IBA au plan de ce cercle. Soit A le point de rencontre de
IBA avec le plan donné; ce point A sera donné de position. Du centre
du cercle MEON, j’abaisse sur le plan donné la perpendiculaire ID; le
point D sera donné, donc la droite AD de grandeur et de position,
donc de méme les droites ID, IA. Donc le plan du triangle ADI est
donné de position; mais celui du cercle MON est également donné de
position, donc Uintersection FIE de ces deux plans sera donnée de
position, done les points E, F sur le cercle.

Supposons maintenant le probleme résolu et B le centre de la
sphere cherchée; je joins BE, BF et je mene BC parallele & ID; le
triangle ADI et la droite EIF étant dans un méme plan, les droites EB,
BF, BC y seront également. Mais ID est perpendiculaire au plan donné;
donc BC, qui lui est paralléle, sera aussi perpendiculaire au plan donné.
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De plus, comme la sphere cherchée doit étre tangente a ce plan
donné AD, la perpendiculaire BC, abaissée de son centre sur ce plan,
donnera le point de contact C. Donc les droites BC, BE, BF seront
égales, et il est prouvé qu’elles sont dans un méme plan donné de
position, plan qui comprend aussi la droite AD.

Le probleme est donc ramené, étant donnés dans un méme plan
deux points E, F et une droite AD, & trouver un cercle passant par les
deux points donnés et tangent a la droite donnée; ce probleme a été
résolu par Apollonius Gallus; done le centre de la sphére B est donné,

et tout est clair.
Prosrime II1.

Etant donneés trois points et une sphere, trouver une sphere passant par
les points donnes et tangente a la sphere donnee.

Soient donnés les trois points M, N, O (fig. 51) et la sphere IG; on
a comme donné le cercle MON de la sphére cherchée. La perpendi-

Fig. 51.

culaire FCB au plan de ce cercle contiendra encore le centre de la
sphere cherchée. De I, centre de la sphere donnée, j’abaisse sur FB
la perpendiculaire IB, qui sera donnée de position et de grandeur. Par
le centre F, je lui meéne la parallele ED; d’apres ce qui a été démontré,
elle sera dans le plan du cercle et les points E, D seront donnés.



[56, 57 CONTACTS SPHERIQUES. 53

Supposons maintenant le probleme résolu et C le centre de la sphere
cherchée. Les droites IC, CE, CD seront dans un méme plan donné,
puisque I, K, D sont donnés. Le point de contact des deux sphéres est
d’ailleurs sur la droite qui joint lears centres; donc la sphere cher-
chée sera tangente & la sphere donnée au point G, et IG sera supé-
rieur du rayon 1G a la droite CE ou CD. De I comme centre, avee le
rayon de la sphere donnée, je déeris dans le plan donné des droites IC,
CE, CD, un cercle qui passera par le point G et sera donné de gran-
deur et de position. Mais les points E, D sont dans son plan. La ques-
tion est done ramenée & chercher, dans Apollonius Gallus, le pro-
cédé pour, étant donné dans un méme plan deux points et un cercle,
trouver un cercle passant par les deux points donnés et tangent au
cercle donné.

Prosrive 1V.

Etant donnés quatre plans, trouver une sphere qua soit langente « ces

quatre plans donnes.

Soient donnés les quatre plans AH, AB, BC, HG (fig. 53) que doit
toucher la sphere cherchée.

Soient deux plans AF, FD (fig. 52) tangents & la méme sphere:

Fig. ba.
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menons le plan BFHC qui bissecte leur angle; il est assez clair que le
centre de la spheére tangente aux deux plans AF, FD se trouve sur
le plan bissecteur, pour qu’il soit inutile de s’arréter plus longtemps
sur une chose si simple. Si les deux plans AF, FD étaient paralleles,
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le centre de la sphere serait sur le plan parallele coupant par moitié
leur intervalle.

Cela posé, puisque les deux plans CB, BA ( fig. 53) sont donnés de
position, le centre de la sphére cherchée est sur un plan donné de posi-
tion, & savoir le bissecteur de 'angle des deux plans donnés CB, BA.

Tig. 53.

Mais, en raison des deux plans BA, AH, le méme centre de la sphere
cherchée est sur un autre plan également donné de position, et 'inter-
section des deux plans donnés de position, qui bissectent, 'un I’angle
des plans CB, BA, I'autre I’angle des plans BA, AH, donne une droite
donnée de position qui passe par le centre de la sphere cherchée. Soit
FE cette droite; en raison des deux plans AH, HG, le centre de la
sphere cherchée est encore sur un autre plan donné de position, dont
Pintersection avec la droite donnée de position FE, donnera un pointD
qui est évidemment le centre de la sphére cherchée. Le reste est clair.

Prosrive V.

Etant donnés trous plans et un point, trouver une sphére tangente aux

plans donnes et passant par le point donne.

Soient donnés les trois plans AB, BC, CD ( fig. 54) et le point H; il
faut trouver une sphére tangente aux trois plans donnés et passant
par le point H. Supposons le probleme résolu.

Les trois plans donnés, d’apres le raisonnement de la proposition
précédente, donneront de position une droite qui passe par le centre
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de la sphére cherchée. Soit GE cette droite. J’abaisse sur elle, du point
donné H, la perpendiculaire HI, qui sera donnée de position et de
grandeur; je la prolonge jusqu’en F, en sorte que IF = IH; le point F
sera donné.

Fig. 54.

Le centre de la sphére cherchée est sur la droite GE, laquelle est
perpendiculaire en I sur le milieu de la droite HF, dont I'extrémité H
est, par hypothése, sur la surface de la sphere. L’autre extrémité F
sera donc également sur la surface de la sphere; bien plus le cercle,
décrit de I comme centre, avec IH comme rayon, dans le plan perpen-
diculaire a GE, sera sur la surface de la sphere; or ce cercle est donné
de grandeur et de position. Mais si un cercle de la sphere est donné
de grandeur et de position, en méme temps qu’un certain plan comme
AB, d’aprés un corollaire facile de notre proposition 1I, la spheére pas-
sant par le cercle donné et tangente au plan donné sera donnée. La
question est en effet ramenée au probleéme II, et la solution est des

lors évidente.
Prosuiuve VI.

Istant donnés trois plans et une sphere, trouver une sphere tangente a

la sphere donnée et aux plans donnés.

Soient donnés les trois plans ED, DB, BC (fig. 55) et la sphére RM;
il faut construire une sphére tangente a la sphere donnée et aussi aux
trois plans donnés.

Supposons le probleme résolu et la sphere ERCA satisfaisant aux
conditions, ¢’est-a-dire touchant la sphére en R et les plans aux points
E, A, C. Soit O le centre de cette sphere ERCA; joignez RO, EO, AO,
CO; ces droites seront égales. D’ailleurs OR passera par le centre M
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de la sphere donnée, et les droites EO, OA, OC seront perpendicu-
laires aux plans donnés DE, DB, BC. Prenons OV = 0G = Ol = OM,
et par les points V, G, I, imaginons menés les plans VP, GH, IN pa-
ralleles aux plans donnés ED, DB, BC.

B
/ \
F G H

\

_—

Puisque OR = OE et OM = OV, par différence, RM = VE. Mais RM,
rayon de la sphére donnée, est donnée de grandeur; donc VE est aussi

donnée de grandeur. D’ailleurs OE, perpendiculaire au plan DE, le
sera au plan VP parallele au plan DE; donc VE sera la distance des
plans DE, PV. Mais il a été démontré que VE est donnée de grandeur,
donc I'intervalle des plans paralleles DE, PV est donné, ainsi que la
position de I'un d’eux DE, par hypothése. Donc PV est aussi donné
de position. On prouvera de méme que les plans GH, IN sont donnés
de position. Or les droites OV, OG, Ol sont perpendiculaires a ces
plans et égales & OM. Donc la sphére décrite de O comme centre, avec
OM pour rayon, sera tangente aux plans PV, GH, IN donnés de posi-
tion. Mais le point M est donné aussi, comme centre de la spheére
donnée. Ainsi la question est ramenée & celle-ci : Etant donnés trois
plans PV, GH, IN et un point M, trouver une sphére passant par le
point donné M et tangente aux plans donnés PV, GH, IN, c’est-a-dire
que le probleme est ramené au précédent.

J'userai dans la suite du méme artifice quand il n’y aura pas de
points parmi les données, mais seulement des spheres et des plans,
pour substituer un point donné a une des sphéres.
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Propuine VII.

Etant donnés deux points et deux plans, trouver une sphére passant

par les points donnes et langente aux plans donnes.

Soient donnés les deux plans AB, BC ( fig. 56) et les deux points
H, M; il faut trouver une sphére passant par les points H, M et tan-
gente aux plans AB, BC.

Je joins HM, je prendsson miliea en I; par le point I, qui est donné,
je fais passer un plan normal & la droite HM. Les points H, M étant

Fig. 56.

B

sur la surface de la sphere, il est clair que le centre de la sphére est
sur ce plan normal & HM et passant par I, plan qui est donné de posi-
tion, puisque la droite HM et le point I le sont.

Ainsi, & cause des points H et M, le centre de la sphére est sur un
plan donné de position. Mais, & cause des plans AB, BC, par une dé-
monstration déja faite, il est aussi sur un autre plan donné, donc
sur une droite donnée de position, soit GE. I’abaisse sur cette droite,
de I'un des points donnés M, la perpendiculaire MF; elle sera donnée
de grandeur et de position. Je la prolonge jusqu’en D en sorte que
FD = MF. Le point D sera donné et, d’apres une démonstration déja
faite, se trouvera sur la surface de la sphere. On a donc comme don-
nées : trois points H, M, D par lesquels passe la sphére cherchée, et
le plan AB auquel elle est tangente; la question est donc ramenée au
probléme II.

Fermar., — [l 8
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Avant d'aller plus loin, il faut établir quelques lemmes faciles.

Leyme I. — Soit le cercle BCD (fig. 57) en dehors duquel je prends
un point quelconque E; par ce point et le centre je méne la droite
EDOB, puis une autre quelconque ECA. II est clair, d’apres les Elé-
ments, que AE.EC = BE.ED.

Tig. 57.
B
A
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Soit maintenant la sphere de centre O et de grand cercle ACDB;
st du méme point K, par un point quelconque de la surface de la
sphere, je fais passer une droite ECA jusqu’a sa seconde rencontre
avee la surface sphérique, on aura encore AE.EC = BE.ED.

Si en effet on imagine qu'autour de la droite BDE immobile
tournent et le cercle et la droite ECA, les droites EC, EA restent inva-
riables, puisque les points C, A décriront des cercles normaux sur
I'axe. Par conséquent, dans tous les plans on aura AE. EC = BE.ED.

Leave II. — Soient dans un méme plan deux cercles ADE, HLO

(fig. 58); par leur centre je fais passer la droite ACMP et je suppose

rayon AC __ CP ) . . ;s ., . " .
vayon M — WP’ Par le point P je méne ad lbitum une droite POLED
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coupant les deux cercles, aux points O, L, E, D. Apollonius Gallus a
démontré que 'on a

AP.PQ=GP.PH=DP.PO =EP.PL.

La vérité de cette proposition en sphérique importe pour les pro-
blémes suivants. Mais elle est évidente; car si, autour de 'axe AP
immobile, on fait tourner en méme temps les deux cercles et la droite
POLED, les droites PO, PL, PE, PD resteront invariables pour la raison
donnée dans le lemme précédent; les rectangles restent done aussi
invariables et la proposition est vraie dans un plan quelconque.

Lenue III. — Soient données deux sphéres YN, XM ( fig. 59), par

Tig. 59.

les centres desquelles on fait passer la droite RYNXMV; je pose

rayon YN YV . oo N . .
rayon XM = VX Du point V, je mene VTS dans un plan quelconque,

et je pose SV.VT = RV.VM. Si l'on décrit une sphere quelconque pas-
sant par les points T, S et touchant une des deux spheres, elle tou-
chera également I'autre.

Supposons la sphere OTS, passant par les points T, S et tangente
en O ala sphere MX;; je dis que la sphére YN sera également touchée
par la sphére OTS.
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Je prolonge VO jusqu’a sa seconde rencontre en Q avec la sphere
OTS. D’apres le premier lemme : QV.VO = SV.VT. Mais par construc-
tion : SV.VT = RV.VM. Ce dernicr rectangle, d’apres le second lemme,
est égal au produit de VO et de la droite passant par V, O et prolongée
jusqu’a la rencontre de la sphere YN. Donc le point Q est sur la sur-
face de la sphere YN : il est donc commun aux surfaces des deux
spheres YN, OTS.

Je dis maintenant que les deux spheres se touchent en ce point Q.
Menons en effet par le point Vet un point quelconque de la spheére OTS,
une droite quelconque dans un plan quelconque, soit VZ qui, prolon-
gée, coupe les trois spheres aux points Z, D, H, K, P, B. D’aprés les
lemmes et II :

ZV.VB (sphére OTS) = DV.VP (sphéres XM, YN).

Mais DV > VZ, puisque la sphére OTS touche extérieurement la
sphere XM en O, et que la droite qui coupe la sphére OTS la rencon-
trera des lors avant de rencontrer la spheére XM. Puis donc que
DV.VP =ZV.VB et que ZV <DV, on aura PV <BYV. Donc le point B
est extérieur a la sphere YN.

On prouvera, par un raisonnement pareil, que tous les points de la
spheére enveloppante sont extérieurs, sauf le point Q. Donc la sphére
OTS y est tangente a la sphere YN. €. Q. F.D.

La démonstration sera la méme et aussi facile pour les contacts in-
téricurs et dans tous les cas.

Lemye IV. — Soient le plan AC ( fig. 6o) et la sphere DGF, dont le
centre est O; par le centre O, je mene FODB perpendiculaire au plan,
puis, par le point ¥, une droite quelconque coupant la sphere en G et
le plan en A. Je dis que AF.FG = BF.FD.

En effet, coupons la sphére et le plan donné suivant le plan du
triangle ABF; soient, comme intersections, le cercle GFD sur la sphére,
la droite ABC dans le plan. FB, perpendiculaire au plan AC, le sera i
la droite AC. On a donc, dans un méme plan, le cercle DGF et la
droite AG, avec FDB passant par le centre du cercle et perpendicu-
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laire 2 AC. Si I'on joint GD, les angles en G, B sont droits; donc le
quadrilatere ABDG est inscriptible.

Fig. 6o.

D

I3

Donc AF.FG = BF.FD, et la méme démonstration peut se faire pour
toute autre section de la spheére.

Lemve V. — Soient le plan ABD ( fig. 61) et la sphére EGF de
centre O; par ce centre O, je fais passer la droite FOEC perpendi-

Fig. 61.

)

F

culaire au plan, et, dans un autre plan quelconque, je méne la
droite FGHI. Soit IF.FH = CF.FE. Si, par les points I, H, je décris
une sphere qui touche le plan AC, elle sera également tangente & la
sphere EGF.

Imaginons construite la sphére IHB, passant par les points I, H, et
tangente en B au plan AC; je dis que les spheres EGF, IHB sont tan-
gentes. ,

Je joins FB; soit CF.FE = BF.FN; d’aprés le lemme qui précéde, le
point N sera sur la surface de la sphere EGF. Mais, par construction,
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CF.FE = IF.FH; donc IF.FH = BF.FN. Donc le point N est sur la sur-
face de la sphere IBH.

Il faut maintenant prouver que les spheres EGF, IBH sont tangentes
en N, ce qui est facile. Par le point I et un point quelconque de la
sphere EGF, je mene FR qui rencontre la sphére IBH en M et en P,
et le plan AC en K. D’apres le lemme précédent,

KF.FR = CF.FE =1IF.FH (par construction) — PF.IFM.

Mais si KF.FR = PF.FM, comme KF >FP (la sphere IBH étant tan-
gente en B au plan AC), FR << FM; done le point R est extérieur a la
sphere IBH. Il en sera de méme pour tout autre point de la sphere EGF
dans un plan quelconque des deux cotés du point N. Done les spheres
EGF, IBH sont tangentes en N.

Ces lemmes quoique faciles sont tres beaux, surtout 11 et V. Dans
le lemme I, en effet, on a une infinité de spheres tangentes a la sphere
XM et passant par les points T, S, mais il est prouvé que toutes ces
spheres en nombre infini sont tangentes & la sphere YN. Dans le
lemme V, on ade méme une infinité de spheres passant par les points 1,
H et tangentes au plan AC, et toutes ces sphéres en nombre infini
touchent la sphere EGF.

Ceci posé, il est facile de résoudre les autres problemes.

Prosriue VIII.

Etant donnés deux points, un plan et une sphere, trouver une sphere
passant par les points donnes et tangente au plan donné et a la sphere

donnee.

Soient donnés le plan ABC ( fig. 62), la sphere DFE, etles points H,
M. Par le centre O de la sphere donnée, jabaisse sur le plan donné
ABC la perpendiculaire EODB; je joins HE, et je pose BE.ED=HE.EG.
Le point G sera donné.

Etant donnés trois points H, G, M et un plan, on cherchera (pro-
bleme IT) une sphere passant par les trois points donnés et tangente
au plan donné. Elle résoudra le probleme.
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Elle passe en effet par les deux points donnés H, M, et est tangente
au plan ABC par construction et & la sphére DFE d’apres le lemme V;

Tig. 62.
A B ¢
u
H
/D
G
P (4]
B

en effet, puisque HE.EG = BE.ED, toute sphére passant par les deux
points H et G et tangente au plan ABC touchera aussi la sphere DEF.
Proprive IX.

Etant donncs dewrx points et deux sphéres, trouver une sphére passant

par les deux points donnes et tangente aux spheres données.

Tig. 63.
A

l\l
B
\\ y
ES

S

Soient données les deux spheres AB, DE (fig. 63) et les deux
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points H, M. Je mene AF par les centres des sphéres données, et je pose
rayonAB __ BF
vavon DE — FE’
point G sera donné.

Etant donnés trois points M, G, H et une sphére DN, on cherchera

le point Fsera donné; soit encore NF.FA = HF.FG, le

(probléme IIT) une sphere passant par les trois points donnés et tan-
gente 4 la sphere donnée DN elle touchera aussi la sphere AB, d’apres
le lemme III, et ainsi le probleme sera résolu.

Prosrive X.

Itant donnés un point, deux plans et une sphere, trouver une sphére
passant par le point donné et tangente a la sphére et aux deux plans

donnés.

Soient donnés les deux plans AB, BD ( fig. 64), la sphere EGF et le
point H. Du point O, centre de la sphere donnée, j’abaisse sur un des

¥

deux plans donnés la perpendiculaire CEOF, et je pose CF.FE=HF.FI.
Les deux points H, I étant donnés avec les deux plans AB, BD, je
cherche (probleme VII) une sphere passant par les deux points
donnés et tangente aux deux plans donnés; elle touchera aussi la
sphere (lemme V) etle probléeme sera résolu.
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ProsrLive XI1.

Etant donnés un point, un plan, et deux spheres, trouver une sphére
passant par le point donné, et tangente au plan donné ainst qu’aux deux

spheres données.

Un raisonnement semblable aux précédents raménera la question
au probléme VIIIL, ot 'on donne deux points, un plan et une sphere, et
cela par le moyen du lemme V. On peut aussi se servir du lemme III
pour ramener de méme la question & ce probleme VIII, mais par une
autre construction.

Proprive XIL

Etant donnés un point et trois sphéres, trouver une sphére qui passe par
le point donné et touche les spheres données.

Je ne fais pas non plus la figure; car le lemme III ramene immédia-
tement la question au probleme IX olt 'on donne deux points et deux
spheres.

Prosrive XIII.

Etant donnés deux plans et deux spheres, trouver une sphere qui touche

les plans donnes et les spheres données.

Supposons le probleme résolu. Si nous imaginons, concentrique
a la surface sphérique trouvée, une autre surface sphérique parallele
a une distance égale au rayon de la plus petite des sphéres données,
cette nouvelle surface sphérique sera tangente & des plans distants des
donnés d’un intervalle égal a ce rayon de la plas petite sphere, et
tangents également & une sphere concentrique a la plus grande et
dont le rayon différera de celui de la plus grande du rayon de la plus
petite.

Cette derniére sphére est donc donnée, de méme que les plans
menés parallelement aux donnés & une distance égale au rayon de la
moindre sphére. Enfin la nouvelle surface sphérique passe par le
centre de la moindre des spheres données, centre qui est donné.

Fermat. — 1L 9
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Ainsi, par ce méme artifice que nous avons déja employé dans le pro-
bléeme VI, la question est ramenée au probléeme X : Etant donnés un
point, deux plans et une sphere, trouver etc.

Proprime XIV.

Etant donneés trois sphéres et un plan, trouger une sphéere tangente aux

spheres et au plan donne.

Par le méme moyen que dans le probléme VI et dans le précédent,
on raménera la question au probleme XI : Ktant donné un point, un

plan et deux sphéres, etc.

Prosrive XV.

Etant données quatre spheres, trouver une sphere qui leur sout tan-

gente.

Supposons le probleme résolu. Par la méthode qu’a employée Apol-
lonius Gallus pour ramener le probleme des trois cercles a celui d’un
point et de deux cercles, méthode que nous avons deja employée aussi
dans les probléemes précédents, nous ramenerons ce bel et célebre
probléme au probléme XII, ot I'on donne trois sphéres et un point.

Ainsi nous avons achevé entierement le travail proposé, et brillam-
ment complété Apollonius Gallus; toutefois, pour ne pas allonger in-
deéfiniment ce traité des contacts sphériques, nous avons négligé les
cas divers, les limitations et les menus détails.
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FRAGMENTS GEOMETRIQUES.

SOLUTION D'UN PROBLEME PROPOSE PAR M. DE PASCAL.

M. de Pascal a proposé : Dans un triangle, étant donné I'angle au
sommet et le rapport de la hauteur a la différence des cotés, trouver I'es-
péce du triangle.

Soit AC (fig. 65) une droite donnée quelconque, sur laquelle on
décrit le segment de cercle AIFC, capable de I'angle donné. La ques-

Fig. 65.

tion est ramenée & chercher un triangle dont on donne la base AC,
I'angle au sommet AIC et le rapport de la hauteur a la différence des
coteés.

Supposons le probleme résolu; soit AIC le triangle cherché; j’abaisse
la hauteur IB, je prends le milieu F de I'arc AFC. Je joins FA, FC et FI,
jabaisse sur Al, IC les perpendiculaires CO, FK; de F comme centre,
avec AF pour rayon, je décris le cercle AHGEC, que les droites CI, FI
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N
prolongées rencontrent aux points G, H, E. Enfin je joins GA. AFC au
PN . PN N
centre est double de AGC a la circonférence. Mais AIC = AFC dans le
PN N N P PR
méme segment. Donc AIC = 2AGC. Mais AIC = AGC + 1AG. Donce

IGA = IAG. Donc TA =1G. Mais, FK étant perpendiculaire du centre F
sur GC, on a GK = KC. Donc KI = (CI — 1G) = ;(CI — IA).

est donné, donc EL et en multipliant de

. BI
Mais le rapport &—y K

IA
AC.BI
» ACIK
étant la moitié de chacun de ces deux rectangles. Donc le rapport

AI.CO
AC.1IK

part et d’autre par AC Mais AC.BI = AI.CO, le triangle AIC

est donné.

Mais, par hypothese, AIC est donné, COI est droit par construction.

Donc ACOI est donné d’espéce. Donc le rapport % est donné, donc

AI.CO

Mais "2 orouvé due ALIC
L Mais j'ai prouvé que

AC.IK

. l

ACIK est donné.

est donné; donce

. . . SN ,
Maintenant dans le triangle isoscele AFC, AFC est donné par hypo-

N\ PN N .
these, donc FAC, done CIF son égal; mais FKI est droit, donc AFIK

TR KI AC.IK
est donné d’espece, done > done Ty

Mais J'ai prouvé que - est donné, done %‘i— est donné. Mais
CLIA == CLIG, puisque 1G = 1A, et CI.1G = HI.IE. Done 4o est

donné.
Soit ED ce rapport donné : AC étant donnée, ED le sera; portons
AC pPp : ’ 3 p

cette Jlongueur sur le prolongement de HE, comme dans la figure.

HIIE EBO’& donné). Mais DE_DEIF o HLIE_ DE.IF
AC.IF — AC \rappo ne). Mais &= X0 Ir AC.IF — AC.IF

Donc DE.IF = HI.IE.
Mais j’ai prouvé que le tfiangle AFC est donné d’espece; la base AC
est donnée de grandeur; donc AF est donnée, donc son double HE.
Aux rectangles égaux DE.IF, HI.IE, ajoutons de part et d’autre
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DE.IH. On aura DE.FH =DI.IH. Mais, DE, FH étant données, DE.FH
le sera; done DI.IH; et ce produit appliqué sur la droite DH donnée
de grandeur est en défaut d’une figure carrée (*); donc IH est donnée,
et pav différence IF. Mais F est donné de position, donc le point I et
tout le triangle AIC. Il est facile de remonter de I'analyse & la syn-
these.

Pour dissiper tous les doutes, il est aisé de prouver que le triangle
cherché est semblable au trouvé AIC de la seconde figure (fig. 66)

Fig. 66.
F

(ce triangle peut au reste avoir son sommet des deux cotés du point F,
a égale distance de part et d’autre du point F; il sera le méme d’es-
pece et de grandeur, la position seule sera différente). Sile triangle
cherché n’est pas semblable au trouvé, la base restant la méme, son
sommet tombera entre les points F, I, ou entre les points I, A (le coté
n’importe pas, car du coté FC on peut faire la méme démonstration
avec le second triangle AIC.)

Soit d’abord le sommet entre A et I, et supposons, s’il est possible,
le triangle cherché semblable au triangle AMC. Je joins FM, et j’abaisse

. . MN , N
la perpendiculaire FP; le rapport Ap Sera donné par hypothese et par

, , . IB .o ,
conséquent égal & ;= que nous avons prouvé étre égal au rapport

donné; ce qui est absurde.

(1) Cest-a-dire que DI.IH = DH.IH — IH2.
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En effet, dans les triangles rectangles FMP, FIK, M :/l\, donc ces
triangles FIK, FMP sont semblables; mais FM > FI, donc MP > IK.

Mais MN < IB, donc %/‘a[—ll\j— ne peut étre égal a %

Si le point M tombe entre I et F, on prouvera que la hauteur est
plus grande et la différence des cotés plus petite et cela par le méme
raisonnement; donc le rapport est différent. Si M est du coté FC, on se
servira du second triangle AIC, et la démonstration sera la méme. Il
est ainsi inutile de s’arréter plus longtemps a ces cas, et il est constant
que le triangle cherché est semblable au trouvé AIC. Le probleme est
donc résolu.

Je propose en revanche, s’ils le veulent bien, tant & M. de Pascal

qu’a M. de Roberval, de résoudre ce probléme :

En un point donné sur une spirale de Galilée, trouver la tangente.

M. de Roberval sait ce qu’est cette spirale.

J'ai résolu ce probléme et j’en attends la solution d’hommes aussi
savants qu’ils le sont; mais, s’ils le préferent, je leur communiquerai
la mienne et méme une méthode générale pour les tangentes des
lignes courbes.

Toutefois, pour ne pas paraitre quitter les mains vides ce sujet des
triangles, je puis proposer les questions suivantes :

Etant donnés la base, langle au sommet et la somme de la hauteur
et de la différence des cotés, trouver le triangle.

Etant donnés la base, [ ‘angle au sommet et la dyfférence de la hau-
teur et de la différence des cités, trouyer le triangle.

Etant donnés la base, [ ‘angle au sommet et le produit de la hauteur
par la dufference des cites, trouyver le triangle.

Etant donnés la base, l'angle au sommet et la somme des carrés de la

hauteur et de la différence des cotes, trouver le triangle.

ainsi que beaucoup d’autres questions semblables que mes savants
correspondants résoudront toutefois plus facilement, je pense, que le
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probleme ou théoreme proposé sur la tangente a la spirale de Galilée.

Il faut observer que, dans les questions sur les triangles, toutes les
fois que le probleme peut étre résolu par les lieux plans, il ne faut pas
recourir aux solides, mais mes savants correspondants le savent assez,
et il était sans doute inutile de faire cette remarque.

DEUX PORISMES

(DE PIERRE DE FERMAT).

Porisme I. — Etant données de position deux drovtes ABE, YBC
(fig. 67), se coupant au point B, et deux points A, D sur la droite ABE,
trouver deux points, par exemple O, N, tels que st 'on en mene, brisée
sur un point quelconque W de la droite YBC, une ligne OUN coupant aux
points 1 et V la droite ABD, on ait Al < DV égal a une aire donnee,
savorr AB < BD.

Fig. 67.
(Y
H
A B, D 13
\/ ! \/
P N M
Q 0

Y,

Voici la construction porismatique d’Euclide qui représente la solu-
tion la plus générale du probleme.

Soit pris quelconque le point O; je joins AO qui coupe YBC en P,
et, par O, je méne OQ parallele & ABD et rencontrant YBC en Q. Je
meéne également, parallele a ABD, I'indéfinie PNM. Je joins QD qui
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coupe PNM en N. Je dis que les deux points O, N satisfont & la ques-
tion, c’est-d-dire que si 'on prend n’importe ot sur la droite YBC un
point H, et qu’on joigne OH, NH, qui coupent la droite ABD aux
points I, V, on aura dans tous les cas Al < DV = AB > BD.

Porisyg 1. — Etant donné un cercle ABDC ( fig. 68) de diamétre AC,
de centre M, trouver deux points B, N, tels que st ’on en mene, brisée sur
un point quelconque D de la circonférence, une ligne EDN coupant le
diaméire aux points Q, H, la somme des carrés de QD, DH soit au
triangle QDH dans un rapport donné et que cette relation subsiste tou-

Jours genéeralement, quelle que sout la ligne brisée.

Fig. 68.

B N

Jéleve du centre M perpendiculairement au diametre la droite MB.
4BV
VM
au diametre et égale 2 VB; je prends MO = MYV, et je méne ON égale et

Je pose égal au rapport donné. En V, j’éleve VE perpendiculaire

parallele 2 VE. Je dis que les points cherchés sont les points E, N, ¢’est-
a-dire que si 'on prend un point quelconque D de la circonférence,
qu'on joigne ED, ND, qui coupent le diametre aux points Q, H, on

QD*— DH?

aura dans tous les cas le rapport iriangle QDI

4BV,
M

On ne propose pas seulement de trouver la démonstration de ce
porisme. Que les mathématiciens plus subtils voient s’il n’y a pas en
dehors de E et de N deux autres points qui puissent satisfaire au pro-

égal au donné, savoir

bleme et s’il y a, comme dans le premier porisme, des solutions en
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nombre indéfini. Si je n’ai pas de réponse, je ne dédaignerai pas de
venir au secours de la Géométrie sur le point ou elle se trouvera en
défaut.

PORISMES D’EUCLIDE,

LEUR THEORIE RENOUVELEE ET PRESENTEE AUX GEOMETRES MODERNES

SOUS FORME D’INTRODUCTION.

Au commencement de son Livre VII, Pappus a énuméré les Livres
des géometres anciens qui faisaient partie de I'ensemble analytique.
Tous ces Livres sont perdus par 'effet du temps, sauf le seul Livre
d’Euclide sur les Données et les quatre premiers des Conigues d’Apol-
lonius; aussi les géométres modernes ont-ils cu & faire de grands
efforts pour réparer tant soit peu la perte d’Ouvrages, dont I’ige des-
tructeur tendait & abolir jusqu'a la mémoire. Avant tous, Francois
Viete, ce génie si subtil qu'on ne louera jamais assez, a heurcuse-
ment restitué les Livres d’Apollonius Sur les contacts dans un Livre
unique qu'il a intitulé I’ « Apollonius Gallus ». Son exemple a excité
Marino Ghetaldi et Willebrord Snellius & aborder des entreprises ana-
logues, dans lesquelles ils ont assez réussi pour que, grice a cux,
nous ne regrettions plus guere les Livres d’Apollonius De la section en
rapport, De la section en produit, De la section déterminee, Des conver-
gences. Suivaient les Lieux plans, les Lieux solides et les Lieux en sur-
Jace. Ces matieres ont été traitées & leur tour par des géometres dont
le nom n’est pas inconnu, et, quoique manuscrits et encore inédits,
leurs travaux ne sont pas restés ignorés.

Mais il reste encore, vierge de toute tentative et comme désespé-
rante, la théorie des Porismes d’Euclide. Pappus a beau affirmer que
¢’était « une ceuvre pleine d’art et de la plus grande utilité pour la
solution des probléemes les plus obscurs », les géometres de Iige
écoulé ou du temps actuel en ont ignoré jusqu’au nom, ou n’ont pas

FeErumar. — I 10
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méme soupconné de quoi il s’agissait. J'ai longtemps tatonné dans de
profondes ténebres, cherchant en vain comment relever la Géométrie
de ce coté, jusqu’'a ce qu’enfin « une lumiére éclatante a frappé mes
yeux et a dissipé pour eux I'obscurité de la nuit ». Je ne veux pas
cacher jalousement a la postérité un spécimen de ma découverte a la
fois ancienne et nouvelle, alors que I'astre de Suéde brille sur toutes
les sciences et que nous déroberions en vain comme des mysteres les
secrets des Mathématiques; il n’est en effet rien qui puisse échapper
au clairvoyant génie de cette reine incomparable, et il ne nous est pas
permis de cacher une théorie qui, nous pouvons a peine en douter,
serait découverte au premier signe venu d’elle, comme inspiration ou
comme ordre.

Pour jeter donc la lumiere sur toute cette question des porismes,
j’al choisi un certain nombre des plus remarquables propositions
porismatiques, et je les présente avec confiance & I'attention et a
’examen des géomeétres, pour bien faire connaitre ce qu’est un
porisme et quel en est surtout I'usage.

Porisue 1.

Soient deux droites ON, OC ( fig. 69) formant un angle au point O
et données de position. Soient donnés également les points A et B.

De ces points A, B, on méne les droites BE, AF, paralleles & OC et
rencontrant NO prolongée aux points E, F. On joint AE qui rencontre
CO prolongée en D, et on joint aussi FB qui rencontre en C cette méme
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droite CO. Si maintenant d’un point quelconque de la droite ON, V par
exemple, on mene les droites AV, BV, soit S le point de rencontre de
AV et de OC, R celui de BV et de la méme droite OC, on aura toujours
CR >< DS = CO < DO, c’est-a-dire une aire donnée.

Porisue II.

Soit une parabole quelconque NAB ( fig. 70) et un de ses diametres
quelconque BEO. Je prends sur la courbe deux points quelconques D

et N, desquels je meéne des droites concourant en un autre point quel-
conque de la courbe, soit en D. Ces droites AD, DN couperont le dia-
metre en des points tels que E, O ou G, Q. Les abscisses sur un méme

diametre seront toujours dans un méme rapport, ¢’est-a-dire qu’on
OB QB

aur stamment = — -
wira conste e BE GB

Powisue I1I.

Soitun cercle ayant pour diametre une droite AD ( fig. 71); je menc

a celle-ci une parallele quelconque NM, rencontrant le cercle aux
points N, M. Soient donnés ces points N, M; je mene arbitrairement de
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ces points une ligne NBM brisée sur le cercle et qui coupe le diametre
. . AO.DV . :

en des points O, V. Je dis que le rapport 7175 est donné; ou bien

que si 'on meéne une autre ligne brisée NCM, coupant le diametre aux

AO.DV _ AR.DS

AV.DO = AS.DR

[l est facile d’étendre cette proposition aux ellipses, aux hyperboles

points R, S, on aura toujours

et aux sections opposées.

Porisue 1V.

Soit le cercle ICH ( fig. 72), son diametre IDH donné, son centre D,
son rayon CD normal au diamétre. Soient sur le prolongement du dia-

Fig. 72
C_ ¥V
/ /\
A 1l M/ L K ¥ _\T R H B
D
P zZ
¥ G

metre deux points B, A donnés de telle sorte que Al = BH. Soit posé

[9; = %’ et DR = DL; les points R et L seront donnés. Qu’on joigne

CA et qu'on prenne, égale a cette droite, AF perpendiculaire au dia-
metre. Soit enfin BG égale et parallele a AF, et des points F, G, men¢ée
brisée sur le cercle une droite FEG qui coupe le diametre aux points M
et N. Je dis que la somme RM* + LN? est toujours égale & une méme
aire donnée.
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En second lieu, avec les mémes positions, si I'on joint CL, que I'on
prenne, égale a cette droite, LP perpendiculaire au diametre, et qu'on
mene RZ parallele et égale & LP; si des deux points Z et P on méene
brisée sur la circonférence une ligne comme PVZ, coupant le diametre
aux points K, T, la somme AT* -+ BK*® sera toujours égale & une autre

aire donnée.
Porisue V.

Soit le cercle RAC (fig. 73), son diametre RDC donné, son centre D,
son rayon DA normal au diametre. Soient pris arbitrairement sur le

Fig. 73.

3

M 0

diametre, mais & égale distance du centre D, deux points Z, B. Joi-
gnons AZ; menons, égale a cette droite, ZM perpendiculaire au dia-
metre et BO égale et parallele 2 ZM. Qu’on mene, brisée sur la circonfé-

rence, une ligne quelconque MHO, coupant le diametre aux points E,
EH?+ HN? AZ

Ns le rapport o FmN D’

sera donné et égal au rapport
Par I'énoncé de ces propositions, dont personne ne niera i’élé-
gance et la beauté, on peut facilement reconnaitre la nature méme des
porismes. Il est évident en effet qu’on peut, ainsi que le dit Pappus,
les énoncer comme théoremes ou comme problemes. Je les ai énon-
cées comme théorémes; mais rien n’empéche de les transformer en
problemes. Par exemple le porisme V peut étre concu comme suit :

Etant donné un cercle RAG de diamétre RC, trouver acuzx powunts M

et O, tels que si de ces points on méne, brisée sur la circonférence, une



78 (EUVRES DE FERMAT. [82, 83]

ligne quelconque MHO, on ait toujours comme donné le rapport au
triangle BN de la somme des carrés des abscisses EH, HN.

La construction résulte du théoréme qui précéde : si en effet on

prend dans le rapport donné ;T%)’ tout le reste s’ensuit. De la méme
maniére, on peut, pour tous les autres porismes sans exception, trans-
former facilement les théorémes en problémes.

D’autre part, Pappus indique qu’au sens des géometres postérieurs
4 Buclide : « le porisme est en défaut, en ce qui concerne I'hypo-
these, par rapport au théoréme de lieu ». Cela réveéle entierement la
nature spéciale du porisme et ¢’a été presque sans autre indice que
celui fourni par ces mots que nous avons pénétré les secrets de cette
matiere.

Lorsque nous cherchons un lieu, nous nous proposons de trouver
une ligne droite ou une courbe qui nous est inconnue en tant seu-
lement que nous avons a déterminer le lieu qu’occupe la ligne &
trouver; mais quand nous partons d’un lieu supposé donné et connu
pour en trouver un autre, ce nouveau lieu est appelé porisme par
Euclide, et ¢’est pourquoi Pappus a ajouté avec grande raison que les
lieux eux-mémes sont une espece de porismes et qu’on leur donne ce
nom.

Comme seul exemple, nous allons appliquer notre définition a la
figure du porisme V. La droite RC étant donnée, si 'on cherche une
courbe quelconque telle que RAB dont la propriété soit qu’en abais-
sant d’un quelconque de ses points A la perpendiculaire AD, on ait
AD* = RD < DG, nous trouverons que la courbe RAC est une circon-
férence de cercle. Mais si, ce lieu étant déja donné, nous partons de
la pour en trouver un autre, par exemple, le probleme du porisme V,
ce nouveau lieu sera appelé porisme, comme tous les autres en nombre
infini que la sagacité d’un analyste exercé peut imaginer et déduire de
celui qui est déja connu.

Comme nous I'avons déja dit, les lieux eux-mémes sont des porismes;
il faut d’ailleurs corriger d’aprés le texte grec erreur du traducteur
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de Pappus a cet endroit ou il dit que : « L'Ouprage des Porismes est irés
utile pour les résolutions des problémes les plus obscurs et de leurs genres
qui ne comprennent pas celle nature qui en fournit la multitude ». Ces
derniers mots, pour ainsi dire, n’offrent aucun sens; il faut recourir
a Pappus lui-méme dont le texte est le suivant, d’aprés les manu-
scrits :

Mopiopata ¢att moAhoic dhporopa QrhoTeyvoTaToY &ic THY gvahuaty
=@y ¢pBerleatépowy TpofAnuatwy xal T@Y Yevdy drepihymToy TH¢ pUaEme
mopey opévng TAT0oc.

Pappus dit que les porismes servent a U'analyse des problemes plus
obscurs et des genres, ¢’est-a-dire des problemes généraux. Il résulte
en effet de ce que nous avons dit que les propositions des porismes
sont générales au plus haut degré. Puis il ajoute : « dont la nature
Jfournit une multitude & peine compréhensible a Uesprit », mots par les-
quels il indique ces solutions en nombre infini du méme probléeme,
qui tiennent presque du miracle.

A notre invention de ces théoremes ou problemes, s’ajoute une
méthode particuliere, dérivant de la pure Analyse, et grace a laquelle,
avec les cingq porismes précédents, nous en avons trouve, construit et
démontré beaucoup d’autres.

Si les savants accueillent avec faveur ce peu que nous donnons &
titre seulement d’introduction et de prodrome d’une ceuvre plus
approfondie, nous pourrons un jour restituer la totalité des trois
Livres des porismes, et, bien plus, pousser plus loin qu'Euclide lui-
méme et découvrir des porismes vraiment étonnants et qui jusqu’a
présent sont inconnus, sur les sections coniques et sur d’autres
courbes quelconques.

PROPOSITION DE M. DE FERMAT SUR LA PARABOLE.

Vai proposé de décrire une parabole par quatre points donnés.

Il'y a deux cas, pour chacun desquels il faut d’abord poser le lemme
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suivant. Soit ECBAD ( fig. 74) une parabole dont le diamétre AF est
donné de position; soient également donnés les points B, C de la
parabole et 'angle des ordennées sur le diamétre AF. Je dis que la
parabole est donnée de position.

Fig. 74.

Menons les ordonnées BN, CN\-Du point B donné, BN est menée
sous un angle donné (puisqu’on donne I'angle des ordonnées) sur
AF donnée de position; donc le point N est donné; de méme M. Les
droites BN, CM sont donc données de position et de grandeur. Mais

CM>  MA

d’apres la nature de la parabole, g =

» si 'on suppose que A est

4 ’l’ 3 A M h o o o MA
le sommet de la parabole ou I'extrémité du diamétre. Le rapport XA

11\\1—4—1}; mais MN est donnée,
avee les points M et N, done NA, donc le point A. Si d’ailleurs on pose
AN N

;E = B—ZB-, Z coté droit de la parabole sera donné, les autres droites

I’étant. Ainsi, on a donnés : le sommet A, le ¢6té droit Z, le diameétre AF

est ainsi donné, ou, dividendo, le rapport

de position, P'angle des ordonnées. Donc la parabole est donnée de
position (Apollonius, I, 52).

Cela posé, il est facile de construire le premier cas ( fig. 75). Soient
donnés les quatre points B, C, D, F; si on les joint par les droites BC,
CF, FD, DB, ou bien aucune ne sera paralléle a I'opposée, ou bien,
comme dans ce cas, on aura par exemple BC paralléle a DF.

Prenons les milieux I, E de ces deux droites et supposons le pro-
bleme vésolus si on joint IE, qui divise par moitié deux paralleles, ce
sera un diamétre de la parabole. Mais 1, E sont donnés, done IE I'est
de position, ainsi que I"angle DEI. On a donc donnés : le diamétre IE
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de position, 'angle des ordonnées et deux points B, D de la parabole;

donc la parabole DBACF est donnée de position.

i ~5
Fig. 5.

T

A
B
\l
C
T~—%
| \F

Le second cas est plus difficile : ¢’est celui ot aucune des droites

joignant deux des points donnés n’est paralléle & une autre.
Soient donnés ( fig. 76) quatre points X, N, D, R, en sorte que si
'on joint XR, RD, DN, NX, aucune ne soit parallele & Popposée. Sup-

Fig. 76.

[X RM

posons le probléme résolu et tracée la parabole XANDBR satisfaisant
a la condition proposée. Soient V le point de rencontre de XN, RD
prolongées, M, C les milieux de XN, RD. Menez par ces milieux les
diameétres MA, CB qui rencontrent la parabole aux points A, B, et par
ces derniers IAS, SB paralleles & XV, VR et se rencontrant e¢n S. Je
joins AB, j’en prends le milieu en P et je joins SP.

Fermat. — 1. 11
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Cette construction faite, il est clair que IAS, menée par le sommet
du diametre MA parallélement & 'ordonnée XN, est tangente & la para-
bole en A. On prouvera de méme que SB est tangente & la parabole

en B. Donc (Apoll., I, 17) Sv-YN _ AS*

RV.VD — SB* Mais les quatre points X,

XV.VN ;o AS?
N, D, R étant donnés, le rapport RV-VD est donné, donc S, donc

N
ig Mais ASB est donné, comme égal, a cause des paralleles, au
donné XVR. Ainsi, dans le triangle ASB, I'angle au sommet S est

donné avec le rapport des cotés gB’ donc ce triangle est donné d’es-

pece, done SAB et le rappmt done, puisque AP = ! AB, le rap-

AB’

port AP est donné. Ainsi dans le triangle SAP, I'angle en A est donné

SA . TR
1p> donce le triangle est donné d’espece,

avec le rapport des cotés
N ,
done PSA est donné.
Ceci posé, SP, qui passe par le milieu de la corde AB joignant les
points de contact des tangentes, sera un diamétre de la parabole

(Apoll., 1I, 29). Mais, dans la parabole, tous les diamétres sont paral-
leles, donc le diamétre MA est parallele a SP, done IAM = &SP Mais

ASP est prouvé donné; donc ﬁ et son alterne-interne N‘vIA Mais
M, milieu de NX, donnée de grandeur et de position, est donné. Donc
MA, diameétre, est donné de position avec I'angle des ordonnées AMN
et les deux points N, D de la parabole. Done, d’aprés le lemme, la
parabole est donnée de position, et il est facile de remonter de I’ana-
lyse & la synthese.

Il est clair que, dans ce dernier cas, deux paraboles satisfont au
probleme, car les droites DN, XR, supposées non paralléles, se ren-
contrent, et alors, par le méme raisonnement, on peut tracer une
parabole qui résout également le probleme.
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DEMONSTRATION DU LIEU A TROIS DROITES.

Soient données de position trois droites formant un triangle : AM,
MB, BA (fig. 77); soit un point O quelconque duquel on méne sur

7

MIN

les droites données les droites OE, OI, OD sous les angles donnés

EO.OD

OEM, OIM, ODB. Soit enfin donné le rapport ——

lieu du point O est une section conique.

Prenez en Q le milieu de MB, joignez AQ et par O menez & MB, MA
les paralleles FOC, ON.

Les trois triangles OEF, ODC, OIN sont donnés d’espéce : car, par

- Je dis que le

hypothése, les angles OEF, ODC, OIN sont donnés, et il en est de méme
de I'angle EFO égal au donné AMB, a cause des paralleles; de OCD,
égal au donné MBA; enfin de ONI, puisque ONB est donné comme

égal & AMB a cause des paralleles. Done le rapport g @ est donneé; de

méme le rapport 9D Jone le rapport I‘g (t))(, Mais, par hypothése,

oG’

EO.0D , 0.0C , .
le rapport =7 est donné; donc le rapport '—1 sera donné. Mais
le rapport Oil’ est donné, puisque le triangle OIN est donné d’espéce;

FO.0C ou FO.0C
ON? IO

Si on partage AQ en U de telle facon qu’en menant UR parallele

done le rapport sera donné (FM étant égal & ON).
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UR* soit égal au donné FO.0C
EW 01 ega 1 FM2

puisque Pangle MRU est donné),.et si Pon fait passer par le point U
une section conique ayant AQ pour diamétre et tangente en M, B aux

a MB, le rapport (ce qui est facile,

droites MA, AB (ce qui est trés facile et donnera d’ailleurs, suivant
les différentes positions du point U, soit une parabole, soit une hyper-
bole, soit une ellipse; je n’ajoute pas ce qui serait superflu, surtout
pour vous); je dis que la section conique ainsi décrite passera par le
point O.

Soit en effet P le point ou elle passera de I'autre coté. La droite UR,
parallele a 'ordonnée MB, sera tangente & la conique; donc, sicelle-ci

PF.FO UR? N Maie .
M = O (Apoll., III, 6). Mais, par

-Donc PF.FO=F0.0C; donc FO==PC (").

passe par le point O, on aura

truction. VR __FO.0C
construction, RE = M

Or il en est ainsi; car, Q étant le milieu de MB, on a FX = XC;
d’autre part, dans la conique, OX = XP; donc, par différence,
FO = PC.

Il est facile de remonter de I’analyse a la synthése, par une démon-
stration conduisant & 'impossible.

(1) La conclusion devrait 8tre PF = OC, ce qui revient au méme en retranchant OP de
part et d’autre.
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LIEUX PLANS ET SOLIDES.

——————

Que les anciens aient longuement traité des lieux, on ne peut
en douter; nous le savons par Pappus, qui, au commencement du
Livre VII, témoigne qu’Apollonius avait écrit sur les lieux plans, et
Aristée sur les lieux solides. Mais, si nous ne nous trompons pas, la
recherche des lieux ne leur était point suffisamment aisée. Nous le
conjecturons de ce fait que, pour nombre de licux, ils n’ont point
donné un énoncé assez général, ainsi qu’on le verra plus loin.

Nous soumettons donc cette théorie & une analyse qui lui est propre
et particuliere, et qui ouvre la voie générale pour la recherche des
lieux.

Toutes les fois que dans une équation finale on trouve deux quan-
tités inconnues, on a un lieu, Uextrémité de 'une d’elles décrivant
une ligne droite ou courbe. La ligne droite est simple et unique dans
son genre; les especes des courbes sont en nombre indéfini, cercle,
parabole, hyperbole, ellipse, ete.

Toutes les fois que 'extrémité de la quantité inconnue qui décrit le
lieu suit une ligne droite ou circulaire, le lieu est dit plan; si elle
décrit une parabole, une hyperbole ou une ellipse, le lieu est dit
solide; pour d’autres courbes, on Pappelle licu de ligne. Nous n’ajou-
terons rien sur ce dernier cas, car la connaissance du licu de ligne se
déduit tres facilement, au moyen de réductions, de 'étude des lieux
plans et solides.
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Il est commode, pour établir les équations, de prendre les deux
quantités inconnues sous un angle donné, que d’ordinaire nous sup-
poserons droit, et de se donner la position et une extrémité de 'une
d’elles; pourvu qu’aucune des deux quantités inconnues ne dépasse
le carré, le licu sera plan ou solide, ainsi qu’on le verra clairement
ci-apres.

Sorr NZM ( fig. 78) une droite donnée de position, dont on donne le

Fig. 78.

|74

\
u ¢ . g

point N. Qu'on égale NZ a la quantité inconnue «, et la droite ZI

(menée sous I'angle donné NZI) a 'autre quantité inconnue e.
Soit
da = be.

Le point I sera une droite donnée de position.

N b a a , .

En effet, on aura -; = -~ Donc le rapport - est donné, ainsi que
d e e

’angle en Z. Donc le triangle NI1Z est donné d’espece, donc 'angle INZ.
Mais le point N est donné, ainsi que la position de la droite NZ. Done
NI sera donnée de position. La synthese ést facile.

On raménera a cette équation toutes celles dont les termes sont soit
donnés, soit formés par les inconnues @ et e, multipliées par des
droites données ou bien prises simplement.

s —da = be.
. , b r—a
Soit posé 5" = dr. On aura - = ———.
d e
Soit pris MN = r; le point M sera donné et 'on aura MZ == r — a.
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Le rapport 1—\;17 sera donc donné, ainsi que I'angle en Z. Donc le

triangle 1ZM sera donné d’espéce, et en joignant MI, on conclura
que cette droite est donnée de position. Ainsi le point I sera sur une
droite donnée de position, et la méme conclusion se tirera sans diffi-
culté pour toute équation qui aura des termes en a ou e seulement.

C’est 1 la premiere et plus simple équation de lieu, qui servira a
trouver tous les lieux sur une ligne droite; par exemple la proposi-
tion 7 du Livre 1 d’Apollonius Des lieux plans, qui pourra des lors
s’énoncer et se construire plus généralement.

Cette équation renferme aussi la tres belle proposition suivante, que
nous avons découverte par son moyen :

« Sotent, en nombre quelconque, des droites données de position, aux-
quelles on méne d’un méme point des droites sous des angles donnés; si la
somme des produits des droites ainst mences par des données est égale a
une aire donnée, le point d’ou on les mene sera sur une droite donnée de

position. »
Nous omettons une infinité d’autres propositions, qui pourraient, a

bon droit, étre opposées a celles d’Apollonius.

Le secoxn degré des équations de cette sorte se présente si ae = z4,
auquel cas le point I est sur une hyperbole.
Menez NR ( fig. 79) paralléle & ZI; prenez sur NZ un point quel-

Fig. 79.

N z M

conque, soit M, par lequel vous ménerez MO paralléle & ZI. Con-
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struisez le rectangle NMO égal & P'aire ™. Par le point O, entre les
asymptotes NR, NM, décrivez une hyperbole; elle sera donnée de posi-
tion et passera par le point I, puisqu’on suppose ae, ¢’est-a-dire le
rectangle NZI, équivalent au rectangle NMO.

On ramenera a cette équation toutes celles dont les termes sont, soit
donnés, soit en «, en e ou en ae.

Ainsi soit d" + ae = ra + se.

D’aprés les regles de Part, on aura ra + se — ae = d". Formez un
rectangle de deux cotés, qui donnent les termes : ra + se — ae. Ces
deux cotés seront a — s et r-— e, et leur rectangle ra + se — ae — rs.

Si maintenant de d" vous retranchez rs, le rectangle
(a—s)(r—e)=d"— rs.
Prenez NO ( fig. 80) égal a s, et ND, parallele a ZI, égale & r. Par le

Fig. 8o.

D v X P

'

e

N [0 Z M

point D, mencz DP parallele & NM; par le point O, OV paralléle & ND;
prolongez ZI jusqu’en P.

Puisque NO =35 et NZ—=a, on a a —s — 0OZ = VP. De méme,
puisque ND =ZP —=ret Zl =e¢, on a r — e =PI. Le rectangle PV > P1
est donc égal a I'aire donnée d" — rs; le point I est donc sur une
hyperbole ayant PV, VO pour asymptotes.

Si, en effet, prenant un point quelconque X et menant la paral-
lele XY, on construit le rectangle VXY =d" — rs, et que par le
point Y, entre les asymptotes PV, VO, on décrive une hyperbole,

elle passera par le point I. L’analyse et la construction seront faciles
dans tous les cas.
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L pEGrE suvant des équations de lieu se présente sil'on a @ = ¢
ou si a* est & ¢* dans un rapport donné, ou encore si a® -+ ae est a ¢?
dans un rapport donné. Enfin ce cas comprend toutes les équations
dont les termes vont jusqu’au carré, et sont en a?, ¢* ou ac.

Dans tous ces cas, le point I est sur une ligne droite, ce qui est trés

facile & démontrer.
N72+NZ.71

Si le rapport —— = est donné ( fig. 81), qu'on méne une
Tig. 81.
T
A
to
a
N 0 Z
parallele quelconque OR, le rapport ML%;M sera le méme,

comme il est tres facile de le prouver. Le point I sera done sur une
droite donnée de position.

Il en sera de méme pour toutes les équations dont tous les termes
seront affectés des carrés des inconnues ou de leur rectangle; il est
inutile de détailler plus exactement les cas particuliers.

St Aux carrEs des inconnues avec ou sans leur rectangle s’ajoutent
des termes soit donnés absolument, soit produits d’une droite donnée
par 'une des inconnues, la construction est plus difficile. Nous la
ferons brievement dans les différents cas, avec la démonstration.

Si a* = de, le point I est sur une parabole.

Soit ( fig. 82) NP parallele & ZI; avec NP pour diamétre, décrivez la
parabole dont le parametre est la droite donnée & et dont les ordon-
nées sont paralleles & NZ. Le point I sera sur cette parabole, qui est
donnée de position.

En effet, d’aprés la construction, le rectangle & < NP = PI*, ou
autrement d < [Z = NZ?, et par suite de = a*.

On raménera facilement a cette équation toutes celles ot @* se ren-

Fermar. — 1L, 12
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contre avec des termes produits de e par des données, ou bien ¢* avee
des termes produits de @ par des données; il en sera de méme, quand

Fig. 8.

N Z
I'équation comprendrait en outre des termes absolument donnés.
Soit
e*=da.

Dans la figure précédente, avec N pour sommet, NZ pour diamétre,
décrivez la parabole dont le paramutre est &, et dont les ordonnées
sont paralleles a la droite NP. Elle satisfera & la question, comme cela
est ¢vident.

Soit

2

0*— a*=de ou, par conséquent, 0 — de = a’.
Divisez b* par d; soit b* = dr. On aura donc
dr —de = a® ou d(r—e)=a

On aura ainsi ramené cette équation & la précédente en substituant
r—eae.

Soit en effet menée MN ( fig. 83) paralléle & ZI et égale i r, et par

M 0

@

N Z

le point M, MO parallele & NZ. Le point M est donné, ainsi que la
position de la droite MO. D’aprés cette construction, O = r — ¢.
Done d > O == NZ* = MO>*.

La parabole décrite a partir du sommet M, sur le diametre MN, avee
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d comme parametre et des ordonnées paralleles & NZ, satisfera & la
question, comme il est clair d’apreés la construction.

St %+ a*=de, on aura de — b* = a?, etc., comme ci-dessus. On
construira de méme toutes les équations semblablement composées
ena® ete.

Mais @® se trouve souvent avec e? et des termes absolument donnés.

Soit b* — a* = e*.

Le point I sera sur un cercle donné de position, si 'angle NZI est
droit.

Soit pris NM ( fig. 84) égal a b. Le cercle décrit de N comme centre,
avec NM comme rayon, satisfera & la question, c’est-a-dire que quel

Fig. 84.

N A M

que soit le point I pris sur sa circonférence, ZI*(oue®) sera égal &
NM2(ou b*) — NZ*(ou a*), comme il est clair.

On rameénera a cette équation toutes celles qui ont des termes en a?,
e*, et en @ ou e multipliés par des données, pourvu que 'angle NZI
soit droit, et en outre que le coefficient de a* soit égal & celui de e*.

Soit

0*—2da — a*—=e*+are.
Ajoutez de part et d’autre 7* pour substituer e + r & ¢, vous aurez
ri4-0?—oda — a*=e* -+ r*+are.
A r* + b* ajoutez d*, pour substituer d + a & a, et soit
7t 0 dP =t

On aura
pP*—d*—oada —a*=r*+ b0*—ada — a?,
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car par construction
pr—di==r2 4 b2

Si maintenant, au lieu de @ +d, on prend «, et si, au lieu de e + r,

on prend e, on aura
pP—at=ex

L’équation sera ramenée & la précédente.

Ony rameénera par un raisonnement semblable toutes les équations
pareilles. Grice & ce procédé, nous avons construit toutes les proposi-
tions du second Livre d’Apollonius Sur les lieux plans, et nous avons
démontré que les six premieres ont lieu pour des points quelconques,
ce qui est assez remarquable et était peut-étre ignoré d’Apollonius.

2

Mars sorr Q—Z—Q— dans un rapport donné, le point T sera sur une
ellipse.

Soit pris MN = 4. Avec M comme sommet, NM comme diamétre,
N comme centre, décrivez une ellipse dont les ordonnées soient paral-
leles & la droite ZI et telle que les carrés des ordonnées soient aux rec-
tangles des segments du diametre dans le rapport donné; le point I
sera sur cette ellipse. Car NM* — NZ* est égal au rectangle des seg-
ments du diametre.

On ramenera & cette équation toutes celles ol @* se trouve dans un
membre, opposé a e* dans I'autre, sous un signe contraire, et avec un
coeflicient différent. Car, si les coeflicients sont identiques et 'angle
droit, le lieu sera un cercle, comme nous 'avons dit. D’ailleurs, quoi-
que les coeflicients soient les mémes, le lieu sera une ellipse, si
I'angle n’est pas droit.

Si les équations comprennent en outre des termes produits de @ ou
¢ par des données, la réduction se fera néanmoins par lartifice que
nous avons déja employé.

a® -

b? , .
Sorr —— dans un rapport donné, le point I est sur une hyper-

bole.
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Menez NO (fig. 85) parallele a ZI; soit %

Le point R sera donné. Avec R comme sommet, RO comme diamétre,

dans le rapport donné.

Fig. §5.

1 Z \

N comme centre, décrivez une hyperbole dont les ordonnées soient
paralleles & NZ, et telles que la somme de RO? et du produit par RO du

diametre total [MR] soit & OI* dans le rapport donné NbR

MO =< OR + NR?

Par conséquent, componendo, en prenant MN = NR, O =

R 2

Mais MO OR+NR*=NO*=ZI* =¢? et O’ +- b*=NZ*(ou a*) + b*.
e NR b+ a . ,
e = 5 b congertendo, ——— est le rapport donné.
Donec le point I est sur une hyperbole donnée de position.

est dans le rapport donné

Donec

Le méme artifice que nous avons déja employé ramenera a cette
équation toutes celles ol figurent a® et e* avec des termes donnés,
soit simplement, soit en outre avec des termes produits de @ ou ¢ par
des données, et olt a® se trouve dans 'autre membre que e*, mais sous
le méme signe. Car, si les signes étaient contraires, on conclurait a un
cercle ou a une ellipse.

L’equamion la plus difficile est celle ot a* et e* figurent avec des
termes en ae, et en outre des termes donnés, ete.

Soit b* — 2a* = 2ae + €.

Ajoutez de part et d’autre @* pour avoir @ + e comme racine de I'un

des membres :
0> —a?—= q?+ 2ae + e,
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A a + e substituons e, par exemple, et, d’aprés ce qui précede, soit
le cercle MI (fig. 86) satisfaisant a la question : ¢’est-a-dire que

MN2(=8?) — NZ¥ (= @) =Z1*(=[a + e]?).

Soit VI = NZ = a. On aura ZV = e¢.
Mais dans cette question nous cherchons seulement le point V ou
Iextrémité de la droite e. Il faut donc voir et montrer sur quelle

ligne se trouve le point V.
Fig. 86.

™~y

b
e
N @ Z M
0
R

Soit MR parallele a ZI et égale 4 MN. Joignez NR que IZ prolongée
rencontre en O. Puisque MN = MR, NZ = ZO. Mais NZ = VI; donc,
par addition, VO = ZI. Donc MN* — NZ* = VO°*. Mais le triangle NMR

NM:?
est donné d’espece; done le rapport ~pz st donné, donce le rapport

N d le rapport X" —=NZ nais nous avons prouvé que

No:» donc rapport o S nous avons prouvé qu
2 — NO? , .

OV# = MN?-- NZ*; donc le rappmt OV est donné. Mais les

points N et R sont donnés, ainsi que I'angle NOZ. Donc le point V,
d’apres ce qui a été démontré précédemment, est sur une ellipse.

Par un procédé analogue, on raménera aux cas précédents tous les
autres dans lesquels des termes en ae se rencontrent avec des termes
les uns donnés, les autres en a* et e*, ou encore produits de @ et de e
par des données; la discussion de ces différents cas est trés facile, et
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la question se résoudra toujours par le moyen d’un triangle connu
d’espece.

Nous avons donc embrassé dans un exposé bref et lucide tout ce
que les anciens ont laissé inexpliqué sur les lieux plans et solides; par
suite on reconnaitra immédiatement quels lieux donnent tous les
divers cas de la derniére proposition du Livre I d’Apollonius Des lieux
plans, et on découvrira en général, sans grande difficulté, tout ce qui
regarde cette matiére.

Comye couronneMENnT de ce Traité, nous y ajouterons une tres belle
proposition, dont la facilité apparaitra aussitot.

Etant données de position des droites en nombre quelconque, si d’un
méme point on mene a chacune d’elles une droite sous un angle donné, et
que la somme des carrés des droites menées soit égale a une aire donnee,

le point est sur un lieu solide donné de position.

Un seul exemple suffit & indigquer le procédé général de construc-
tion.

Soient donnés deux points N et M ( fig. 87), et soit & trouver le licu
des points tels que si 'on mene les droites IN, IM, la somme de leurs
carrés soit au triangle INM dans un rapport donné.

Fig. 87.

v

N

L

N Z M

Soit posé NM = b. Appelons ¢ la droite Z1 menée perpendiculaire-

ment, et @ la distance NZ.
20+ b2 — 2ba + 2¢€?
be

D’apres les regles de I'art, est un rapport

donné.
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En résolvant les positions d’apres les regles exposées, la construc-
tion se fera comme suit.
Prenez en Z le milieu de NM; élevez en Z la perpendiculaire ZV;

. A . .
soit dans le rapport donné %; sur VZ décrivez le demi-cercle VOZ,

inscrivez Z0 = ZM et joignez VO. De V comme centre avec VO pour
rayon, décrivez le cercle OIR. Si d’un point quelconque R pris sur ce
cercle, on méne RN, RM, je dis que RN*+ RM?* est au triangle RNM
dans le rapport donné.

Si cette découverte efit précédé notre restitution déja ancienne des
deux Livres Des lieux plans, les constructions des théoremes de lieux
en eussent été rendues beaucoup plus élégantes; cependant nous ne
regrettons pas cette production, quoique précoce et insuffisamment
mirie. Il y a en effet pour la Science un certain intérét & ne pas dé-
rober & la postérité les travaux encore informes de Uesprit; 'ceuvre
d’abord simple et grossiére se fortifie et grandit par les nouvelles in-
ventions. Il est méme important pour I'étude de pouvoir contempler
pleinement les progres cachés de Pesprit et le développement spon-
tané de l'art.

APPENDICE A I’INTRODUCTION AUX LIEUX

RENFERMANT LA SOLUTION DES PROBLEMES SOLIDES PAR LES LIEUX.

Aprés la méthode pour trouver les lignes servant de lieux, il reste
a chercher comment la solution des problemes solides peut se déduire
de ce que nous avons dit et cela de la facon la plus élégante. Dans ce
but, il faut restreindre cette faculté des quantités inconnues de varier
en dehors de leurs limites; car dans les lieux il y a une infinité de
points qui satisfont a la question proposée.

Le plus commode est de déterminer la question au moyen de deux
équations de lieux; car deux lignes-lieux données de position se
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coupent mutuellement, et le point d’intersection, qui est donné de
position, ramene la question de I'indéfini aux termes proposés.

Des exemples peavent expliquer la chose brievement et clairement.
Soit proposé a® + ba* = z"b.

Il est commode d’égaler chacun des deux membres de I'équation
au solide bae, en sorte qu’en divisant ce solide, d’un coté par a, de
autre par b, la question soit ramenée a des lieux.

Puisque ainsi @® + ba® = bae, on aura @* + ba = be. Comme il est
clair d’apres notre méthode, Pextrémité de e sera sur une parabole
donnée de position.

D’autre part 270 = bae; donc =" = ae, et, d’apres notre méthode,
I'extrémité de e sera sur une hyperbole donnée de position. Mais
nous avons déja prouvé qu’elle est sur une parabole donnée de posi-
tion. Elle est donc donnée de position, et il est facile de remonter de¢
P'analyse & la synthese.

La méthode sera la méme pour toutes les équations cubiques; car,
en ramenant d’un coté tous les termes solides ou figure @, de l'autre
le solide entierement donné ou encore en laissant avec ce dernier des
termes solides en @ ou en a*, on pourra former une équation sem-
blable & celle du cas précédent.

Soit maintenant un exemple d’équations biquadratiques :

Soita'—+ b

m

a+z2at=d", dova'=d"¥ — b"a — z*a’

Egalons ces deux membres & z*¢*. Puisque a* = z%¢*, en extrayant
la racine carrée, a*= ze; l'extrémité de e sera sur une parabole
donnée de position.

Pl

D’autre part, puisque d" — b"a — z*a*= z*¢*, en divisant tous les

A"V —b"a N N
—_— AT =",

B

termes par z*, on a D’apres notre méthode, 'ex-

trémité de e sera sur un cercle donné de position. Mais elle est aussk
sur une parabole donnée de position. Elle est donc donnée.

Le méme procédé peut servir a résoudre toutes les équations bigua-
dratiques; car, par la méthode de Viete (Cap. I : De emend.), on peut
faire disparaitre le terme affecté du cube, et en disposant d’un coté le

Feraar., — 111 13
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hicarré inconnu, de ['autre le veste des termes, on résoudra la ques-
tion par une parabole et un cercle ou une hyperbole.

Soit proposé comme exemple de trouver deux moyennes propor-
tionnelles.

Soient deux droites, & la plus grande, d la plus petite, entre les-
quelles il faut trouver deux moyennes proportionnelles.
galez les
deux termes & bae. On aura d’un coté a* = be, de 'autre ae = bd.

Soit @ la plus grande de ces moyennes, on aura @’ = 6*d. K

Parsuite la question se résoudra par I'intersection d’une hyperbole
et d'une parabole.

Soit une droite quelconque OVN (fig. 88) donnée de position, et le
point O donné sur cette droite. Soient données les droites b et d, entre
lesquelles il faut trouver deux moyennes proportionnelles. Supposons
OV = q, et soit e la droite VM perpendiculaire & OV.

lig. 3.

Z

/

b} v

D’apres la premiere équation (a* = be), il est clair qu’il faut de-
cerire, avee le point O comme sommet, b comme parameétre et un dia-
metre parallele & VM, une parabole dont les ordonnées soient paral-
leles & OV : cette parabole passera par le point M.

D’aprés la seconde ¢quation (bd= ae), soit pris sur la droite OV
un point quelconque N; ¢levez-y la perpendiculaire NZ, et soit
ON > NZ = bd. Elevez aussi la perpendiculaire OR. D’apres notre
méthode des lieux, il faut décrire une hyperbole passant par le pointZ
et ayant pour asymptotes RO, OV; elle sera donnée de position ct pas-
sera par le point M.
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Mais la parabole déja décrite est aussi donnée de position et passe
par le méme point M; donc le point M est donné de position. Si on en
abaisse la perpendiculaire MV, le point Vest donné, done la droite OV
qui est la plus grande des deux moyennes proportionnelles que nous
cherchons.

Ces deux moyennes peuvent donc étre trouvées par I'intersection
d’une parabole et d’une hyperbole.

Sil'on veut élever la question & une équation biquadratique, qu'on
multiplie tous les termes par a :

a*— b%da.

En égalant, d’apréslaméthode précédente, chacun des deux membres
a b*¢?, on aura deux équations, i savoir a*=be, et da=e*, qui
donneront chacune une parabole donnée de position. La construction
des moyennes proportionnelles se fera donc ainsi par Uintersection
de deux paraboles.

Ces deux constructions se trouvent dans Eutocius sur Archimede;
elles s’expliquent immédiatement par cette méthode.

Il est donc inutile d’employer les plarapleroses climactiques de
Viete, pour ramener a des ¢quations quadratiques les biquadratiques
au moyen de cubiques & racine de deux dimensions. Car il est clair
que les biquadratiques se résolvent avec la méme élégance, la méme
facilité et la méme rapidité que les cubiques, et il n’est pas possible,
je crois, d’imaginer une solution plus ¢légante.

Pour faire ressortir I'élégance de cette méthode, voici la construc-
tion de tous les problémes cubiques et biquadratiques au moyen d une
parabole et d’un cercle.

Soita*— z"a=d", dott a* =3"a + d".

Formez le carré de la différence de @* et de 6* (ou d’un autre carré
quelconque) : ce carré sera a* + b* — 2b*a*.

Ajoutez, comme supplément, & chaque membre de I'é¢quation :
b"— 2b*a*, on aura

at+ b — b= bt — 2 b?a’+3"a +d".
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Soit 26*=n*, et ¢galons chaque membre de I'équation & 72¢*.
On aurad’un coté, en prenant la racine carrée, a* — b* = ne et par

suite extrémité de e sera sur une parabole, d’apres notre méthode.
b = dl\' ,
De Pautre coté, on aura @ -+ e —+ 5 =, et, d apres notre

méthode, Uextrémité de e sera sur un cerele.

Ainsi la question est résolue par le tracé d'une parabole et d’un
cercle.

Cette méthode s’étend facilement & tous les cas, tant cubiques que
biquadratiques. Il faut seulement prendre soin d’avoir dans un membre
a', dans l'autre le reste des termes quelconques, a condition qu’il n’y
en ait pas en @®. Mais par eaxpurgation de Viete on peut toujours,
dans une équation biquadratique, faire disparaitre le terme affecte
du cube; la méthode reste done la méme dans tous les cas.

Quant aux équations cubiques, la méthode de Viete en fait dispa-
raitre le terme affecté du carré; en sorte qu’en multipliant tous les
termes par @, on aura une ¢quation biquadratique, ol aucun terme
ne sera affecté du cube; elle se résoudra donc par la méthode qui pré-
cede.

Il faut seulement prendre soin que, dans la seconde équation, on
ait dans un membre «?, dans 'autre e*, sous des signes contraires, ce
qui est toujours tres facile.

Pour parcourir tous les cas, soit encore
a*—= "> — 3"d.

Formez le carré de a@* moins un carré quelconque donné, soit 62,
vous aurez a'+ b'— 2a*b*. Ajoutez, comme supplément aux deux
membres de I'équation, b* — 2a*b*, on aura

at*+ bt —2a*b*=0"—2a2 b2 + 5"a® — z"d.

Pour faciliter la division, il faut, dans le second membre, prendre
la différence entre 26* et =", soit par exemple »2, et égaler chacun des
deux membres & #*¢?, en sorte que 'on ait : d’'un coté, a* — 0% = ne;

b sMd

de Pautre, 5~ a® — 2

5 e”.
n=



[109, 1107 LIEUX PLANS ET SOLIDES. 101

Il faut remarquer ici qu’il faut avoir 26* > =", autrement a® n’aurait
pas le signe —, et, au lieu d'un cercle, nous trouverions une hyper-
bole. Mais le remede est facile. En effet, nous prenens 62 arbitraire-
ment, par suite rien n’est plus simple que de prendre son double
supérieur a z". D’ailleurs notre méthode des licux établit qu’on a tou-
jours un cercle lorsque dans un des membres de I'équation se trouve
un des carrés inconnus avec le signe +, et dans l'autre membre,
I'autre carré inconnu avec le signe —.

Prenons, pour exemple de cette construction, U'invention des deux
moyvennes. On a a®= b*d, d’ol a* = b*da. Ajoutez de part et d’autre
b — 2b%a?, 1l vient

at—4 by —2ba = b*+ b*da — 2a>b*.

Soit 2b* = n?, et égalez chacun des deux membres a n*e®.

On aura d’'un ¢oté : @® — b* = ne; U'extrémité de e est sur une para-
bole. De l'autre : %4— ga — a*=e¢*; Dextrémité de e sera sur un
cercle.

Celui qui aura étudié ce qui précede n’essayera pas de ramener
aux problemes plans, c¢’est-a-dire de résoudre par les droites et le
cercle les questions des moyennes proportionnelles, de la trisection
de angle et autres semblables.
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INTRODUCTION AUX LIEUX EN SURFACE,

A wox a1 M. pe CARCAVI

Pour couronner I'/ntroduction awx lieux plans et solides, il reste i
traiter des lieux en surface. Les anciens n’ont fait qu’indiquer ce sujet,
mais n’ont pas enseigné de regles générales, ni meme donné quelque
exemple celebre, & moins que ce ne soit enseveli depuis longtemps
dans ces monuments de Pantique Géométrie ol tant de précieuses
découvertes ont ¢t¢ abandonnées sans défense aux insectes et souvent
anéanties sans laisser aucune (race.

Cette théorie est cependant susceptible d’une méthode générale,
comme le montrera cette courte dissertation; plus tard, si nous en
avons le loisir, nous éclaircirons davantage chacune des découvertes
géométriques que nous avons jusqu’ici fait brievement connaitre.

Les caractéres que nous avons cherchés et montrés dans les lignes
comme lieux peuvent ¢tre de méme recherchés pour les surfaces
planes, sphériques, coniques, cylindriques ou pour celles des co-
noides et sphéroides (') quelconques, si on établit tout d’abord les
lemmes constitutifs de chacun de ces lienx.

Posons donc le lemme suivant pour les lieux en surface plane :

L. Si une surface quelconque est coupee par autant de plans quel-

conques que 'on voudra, et que U'intersection de cette surface et de ces

(') Rappelons qu’Archimede avait appelé conoides les paraboloides elliptiques de révo-
lution et les hyperboloides de révolution (& deux nappes); spheroides les ellipsoides de
révolution.
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plans en nombre indeéfini sout toujours une ligne droite, la surface en

question sera un plan.
Pour les lieux en surface sphérique :

2. St une surface quelconque est coupée par autant de plans quel-
conques que 'on voudra, et que Uintersection de celte surface et de ces
plans en nombre indeéfini soit towjours un cercle, la surface en question

sera une sphere.

Pour les lieux en surface de sphéroide :

3. St une surface quelconque est coupée par autant de plans quet-
conques que ["on voudra, et que Uintersection de cette surface et d’un

plan sécant soit tantét un cercle, tantot une ellipse, mais jamars une

autre Zigne, la surface en question sera un spheroide.

Pour les lieux en surface de conoide parabolique ou hyperbolique :

4. St une surface quelconque est coupee par autant de plans quel-

conques que ['on voudra, et que ['inlersection commune soit lantdt un
cercle, tantdt une ellipse, tantdt une parabole ow une hyperbole, maus
Jamais une autre ligne, la surface en question sera un conoide parabo-

lique ou hyperbolique.

Pour les lieux en surface conique :

5. St une surface quelconque est coupée par autant de plans quel-
C()}zques que on voudra, et que U'intersection commune soit tantot une
ligne drotte, tantdol un cercle, tantdt une ellipse, tantdt une parabole
ou hyperbole, et jamais une autre ligne, la surface en question sera un

cone.
Poar les lieux en surface cylindrique :

6. St une surface quelconque est coupée par autant de plans quel-
conques que 'on voudra, et que ['intersection commune soit tantot une
droite, tantot un cercle, tantét une ellipse, mais jamais une autre ligne,

la surface en question sera un cylindre.
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Mais il se présente tres souvent des lieux pour lesquels les sections
sont des droites, des paraboles et des hyperboles et aucune autre
ligne, comme le montrera bientot 'analyse de la question. Il convient
done ou platot il est absolument nécessaire pour cette étude de con-
stituer une nouvelle espece de cylindres ayant pour bases paralleles des
paraboles ou des lyperboles et pour cétes des lignes droites, paralléles
entre elles, joignant les bases ainst supposees, par analogie avec les
evlindres ordinaires. De la sorte, aucune section plane d’un tel
cvlindre ne sera un cercle ou une ellipse; ces nouveaux cylindres
pourront d’ailleurs, comme les ordinaires, étre droits ou obliques,
suivant que le demandera Panalyse du lieu de la question proposée.

Je répete que les problemes de lieux conduisent nécessairement &
de tels eylindres; leur invention et leur définition ne doivent done
pas étre regardées comme inutiles.

Bien plus, avant d’aller plus loin, je dirai que la construction d’Ar-
chimede pour les sphéroides et les conoides ne suffit pas pour notre
objet; les problemes conduisent en effet & en considérer d’obliques et
non pas sculement des droits.

De ce que nous avons posé résultent tout d’abord de trés beaux
lieux en surface sphérique :

St de points donnés en nombre quelconque et dans des plans quel-
conques, on mene des droites concourant en un méme point, el que la
somme des carrés des droites menées soit égale a une aire donnée, le poini
de concours sera sur une surface sphérique ou sur une sphére donnée de
position. Nous pouvons, en effet, dire ici une sphere, & I'imitation
d’Euelide et des anciens géometres, qui ont appelé cercle la circon-
ference et non laire du cercle; en tout cas, ¢’est sur une surface de
cette nature que se trouvera le point en question.

Prenons en effet un plan quelconque donné de position et dans ce
plan, suivant les regles données ailleurs pour les lieux plans et solides,
cherchons le lieu des points dont la somme des carrés des distances
aux points donnés soit égale a 'aire donnée.

Cette recherche est facile : supposons le probléme résolu et soit
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dans le plan considéré, la courbe NIP comme lieu ( fig. 89). Abaissons
sur ce plan, des points A, E, C donnés par hypothése, les normales AB,
EF, CD. Le plan étant donné de position, ces normales AB, EF, CD,
abaissées des points A, E, C donnés, seront elles-mémes données, ainsi
que leurs points de rencontre B, F, D avec le plan. Prenons sur le
lieu NIP un point quelconque I, et joignons Al, BI, EI, IF, CI, DI.

Fig. 8.
A E
BN\
N P
C
)

Les droites Al, EI, CI joignant aux points donnés A, G, E un point I
du lieu, la somme des carrés de ces droites est égale a 'aire donnée.
Si on en retranche les carrés des normales AB, EF, CD, lesquelles sont
données, comme nous 'avons prouvé, la différence sera BI*+FI* +DI?,
somme qui des lors sera donnée. Or les points B, I, D sont donnés
dans le plan supposé, ainsi que nous 'avons vu; ainsi, on a des droites
BI, FI, DI menées de points B, ¥, D donnés dans un méme plan,
droites concourant en un méme point d’un licu dans le méme plan, et
dont la somme des carrés est égale & une aire donnée; d’apres un
théoreme d’Apollonius que nous avons restitué depuis longtemps, on
sait que le lieu NIP est un cercle donné de position.

Une analyse absolument semblable donnera les mémes consé-
quences pour tout autre plan que I'on prendra; tous ces plans quel-
conques, en nombre indéfini, donneront donc toujours des cercles
comme lieux; d’apres le lemme 2, la surface cherchée sera donc une
sphere.

En effef, quand nous cherchons un lieu en surface satisfaisant & une
question, rien ne nous empéche d’imaginer que la surface cherchée

Fermat. — II1. th
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est coupée par le plan choisi. Mais ici la section ne peut étre qu’un
cercle, car nous avons prouvé qu’un cercle satisfait comme lieu & la
méme condition que la surface cherchée; il faut done que ce cercle soit
situé sur ladite surface. Il est donc clair que, dans le cas proposé, le
lieu en surface est toujours coupé par un plan suivant un cercle, et
par conséquent que ¢’est une sphere.

On démontre de méme les lieux suivants :

Si de points en nombre quelconque, donnés dans un ou plusieurs plans,
on méne des droites concourant en un méme point, et que la somme des
carrés d’une partie des menées soit a la somme des carres des autres dans
un rapport donné ou dans une différence donnée, ou plus grande ou plus
petite d’une quantité donnée que dans un rapport donne ('), le point de

concours sera sur une sphere donnée de position.

Des artifices analogues feront reconnaitre une infinité de tres belles
propriétés de la surface sphérique.

Sotent, en nombre quelconque, des plans donnes de position; si d’un
méme point on mene a ces plans donnes, sous des angles donnés, des
droites dont la somme des carrés soit égale a une aire donnée, ce point

sera sur la surface d’un sphéroide donné de position.

Faisons I’analyse en prenant, suivant la méthode indiquée, un plan
quelconque donné de position; cherchons-y, suivant les regles pour
les lieux plans et solides telles que nous les avons autrefois exposées
dans le plan, le lieu des points dont la somme des carrés des menées
aux plans donnés sous les angles donnés est égale a I'aire donnée.

La construction se présente immédiatement; le plan que nous avons
pris est en effet donné de position aussi bien que les auatres plans
donnés; les intersections de ce plan choisi et des plans donnés seront,
donc également données. Les droites menées aux plans donnés d’un
point quelconque du plan supposé recevront donc facilement une ex-
pression analytique. Si 'on fait la somme de leurs carrés et qu’on

(1) Cesl-a-dire, en général, soit une fonction linéaire.
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’égale i I'aire donnée, I'analyse donnera comme lieu, dans le plan
supposé, un cercle ou une ellipse, et sa marche méme prouvera que
dans aucun autre plan donné de position, quel qu’il soit, le lieu ne
peut étre d’'une autre nature. Il est donc clair, d’apres le lemme 3,
que le lieu cherché, dont les sections sont seulement des cercles ou
des ellipses, est un sphéroide.

Si la somme des carrés d’une partie déterminée des droites ainst menées
est a la somme des autres dans un rapport donné ou dans une difference
donnée, ou si elle est plus grande ou plus petite d’une quantité donnée que
dans un rapport donné, la surface cherchee sera celle d’un spheroide,
d’un conoide, d’un céne ou d’un cylindre, etc., suivant ce qui sera In-
diqué par 'analyse convenablement menée.

Par exemple, si 'on donne le rapport, on aura en général une sur-
face de conoide; mais, si les plans donnés se coupent suivant des
droites concourant en un méme point, la surface deviendra conique ;
si les intersections des plans donnés sont paralleles, la surface sera
cvlindrique. On aura d’ailleurs soit un cylindre ordinaire, soit un des
notres.

La pratique découvrira immédiatement ce qui en est; je me borne a
donner des indications générales et sommaires, pour que la trop
grande multiplicité des exemples n’empéche pas de saisir clairement
la méthode.

J'ai réservé pour la derniere place un exemple du plan comme lieu,
qui aurait peut-étre dit occuper la premiere :

Sotent donnes de position des plans en nombre quelconque; st @ ces
plans on méne d’un méme point, sous des angles donnes, des droites dont
la somme sout €gale a une droite donnée, ce point sera sur un plan donné

de position.

Coupons en effet, suivant la méthode indiquée, les plans donnés
par un plan quelconque donné de position et cherchons-y le lieu sa-
tisfaisant a la question, d’apres la méthode donnée pour les licux
plans. Ce sera une ligne droite, comme le montrera I’Analyse, et il en
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sera de méme pour toutes les autres sections planes. Il est donc clair,
d’apres le lemme 1, que le lieu cherché est une surface plane.

St la somme d’une partie délerminée des droites ainsi menées est a
la somme des autres dans un rapport donné ou dans une difference
donnée, ou si elle est plus grande ou plus petite d’une quantité donnée que
dans un rapport donné, le point sera de méme sur une surface plane

donnée de position.

D’ailleurs, dans les questions précédentes, si les plans donnés
avaient été paralleles entre eux, le lieu et été également une surface
plane, ce qu’il est & peine nécessaire de remarquer.

Comme couronnement, j'ajouterai encore une notable extension du

lieu & trois ou quatre droites d’Apollonius :

Sotent trois plans donnés de position ; st d’un point donné on méne aux
plans donnés, sous des angles donnés, des droites telles que le produit de
deux d’entre elles soit au carré de la troisieme dans un rapport donné, le
lieu du point sera soit un plan, soit une sphere, soit un sphéroide, soit un
conoide, soit une surface conique ou cylindrique (des anciens ou nouyelle),

selon la diverse situation des plans donnés.

De méme pour quatre plans, ainsi qu’il sera aisé de le voir.

Les divers cas, les conditions-limites pour les données, les pro-
blémes ou théorémes locaux en nombre infini que nous avons omis
pour étre plus bref, la démonstration des lemmes énoncés et tout ce
qui aurait peut-étre besoin d’une plus longue explication, sera facile-
ment suppléé par tout géometre soigneux et réfléchi qui aura lu cet
écrit; désormais ce sujet, qui paraissait singulierement ardu, est
rendu aisé & comprendre.

Toulouse, 6 janvier 1643.
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SUR LA SOLUTION

DES

PROBLEMES DE GEOMETRIE

PAR LES COURBES LES PLUS SIMPLES

ET CONVENANT EN PARTICULIER A CHAQUE GENRE DE PROBLE}‘IESg

DISSERTATION EN TROIS PARTIES.

PREMIERE PARTIE.

Ce peut étre un paradoxe que de dire que, méme en Géométrie,
Descartes n’était qu'un homme; mais, pour le reconnaitre, que les
plus subtils Cartésiens examinent s’il n’y a pas une imperfection dans
la distribution faite par leur maitre des lignes courbes en certaines
classes ou degrés, et si 'on ne doit pas adopter un classement plus
satisfaisant et plus conforme aux véritables lois de ’Analyse géomé-
trique. Nous pensons pouvoir soulever cette question sans diminuer
en rien la gloire d’'un homme aussi illustre, car il est de 'intérét de
Descartes et de tous les Cartésiens que la vérité, dont ils se portent i
bon droit comme les plus déclarés partisans, quoique parfois elle soit
en désaccord avec leurs opinions, devienne manifeste pour tous, ou,
si cette expression est trop générale, au moins pour les géomeétres et
les analystes.

La distribution en classes déterminées des problemes de Géométrie
a paru nécessaire, non seulement aux anciens, mais aussi aux analystes
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modernes. Qu’on propose d’abord les équations
a+d==> ou a?+ ba =z".

Dans les termes de la premiere, I'inconnue ne dépasse pas la racine
ou le coté, dans la seconde on trouve la seconde puissance ou le carré
du coté inconnu; et toutes deux constituent ensemble le premier
genre des problémes, le plus simple. Ce sont la en effet les problemes
que les géometres ont 'habitude d’appeler plans.

Le second genre de probléemes est celui ott la quantité inconnue s’é-
leve a la troisiéme ou & la quatrieme puissance, c’est-a-dire au cube
ou au bicarré. La raison pour laquelle deux puissances consécutives
ne constituent, quoique différentes de degré, qu’un secul et méme
genre de problemes, est que les équations quadratiques se rameénent
facilement aux simples ou linéaires, par un procédé que les anciens
connaissaient aussi bien que les modernes, et se résolvent donc facile-
ment avec la regle et le compas. De méme les équations du quatriéme
degré ou biquadratiques se raménent aux équations du troisieme
degré ou cubiques, par la méthode qu'ont donnée Viéte et Descartes.
C’est en effet I'objet de cette subtile paraplérose climatique de Viéte
que l'on peut voir dans son traité De emendatione wquationum,
Chap. VI, et I'artifice dont use Descartes en pareil cas est tout & fait
semblable, quoiqu’il I'énonce en termes différents.

De méme I'analyste a la facon de Viete ou de Descartes pourra,
quoiqu’un peu plus difficilement, ramener I'équation bicubique a la
quadratocubique ou, si Pon veut, I’équation dua sixieme degré a I'é-
quation du cinquieme. Mais de ce que, dans les cas précités, ou iln’y
a qu'une seule quantité inconnue, les équations de degré pair s’a-
baissent aux équations du degré impair immédiatement inférieur,
Descartes a affirmé avec confiance (page 323 de la Géometrie qu’il a
publiée en francais) qu’il en était absolument de méme pour les équa-
tions renfermant deux quantités inconnues. Car telles sont toutes les
équations constitutives de lignes courbes; or, dans ces équations, non
seulement la réduction ou abaissement en question ne réussira pas,
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comme l'a affirmé Descartes, mais encore les analystes le reconnai-
tront absolument impossible. Qu'on propose, par exemple, I'équation
constitutive de la parabole biquadratique

at—z"e.

Par quel moyen abaissera-t-on au troisitme degré cette équation du
quatrieme? Quelle paraplérose climatique pourra-t-on imaginer?

Je désigne comme Viéte les quantités inconnues par des voyelles,
car je ne vois pas pourquoi Descartes a fait un changement dans une
chose sans importance et qui est de pure convention.

Cette discussion ou cette remarque n’est nullement oisive ou inutile,
comme le prouve la méthode générale par laquelle je raméne tous les
problémes, quels qu’ils soient, & un certain degré de courbes.

Si 'on propose un probleme ol la quantité inconnue s’éléve a la
troisieme ou a la quatrieme puissance, nous le résoudrons par les sec-
tions coniques qui sont du second degré. Si I'équation s’éleve a la
cinquiéme ou a la sixieme puissance, nous pouvons donner la solution
par des courbes du troisieme degré; si 'équation monte a la septieme
owd la huitiéme puissance, nous dennerons la solution par des courbes
du quatrieme degré, et ainsi de suite indéfiniment par un procédé
identique. Il est évident par la que la question soulevée ne porte pas
sur les mots, mais bien sur la chose elle-méme.

Soit proposé, par exemple :

at+ bVa=23", ou si 'on veut at+bVa-—=3",

dans les deux cas, le probleme sera résolu par les courbes du troisiéme
degré ou cubiques, ainsi que Descartes I’a fait au reste.
Mais si 'on propose

ad+ b = 3V ou encore a’+ bV'a—=z",

nous résoudrons le probleme par des courbes du quatrieme degré ou

biquadratiques, ce que Descartes n’a pas fait ni jugé possible, puis-
qu’il a cru que dans ce cas il fallait nécessairement recourir u des
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courbes du cinquiéme ou sixieme degré. Or ¢’est une faute en vraie
Géométrie que de prendre, pour lasolution d’un probleme quelconque,
des courbes trop complexes ou d'un degré trop élevé, cn laissant les
plus simples qui conviennent, et Pappus avant les modernes avait déja
remarqué que c’est pécher réellement contre les regles de la Géome-
trie que de résoudre un probléme parun genre de courbes qui ne lui
convient pas. Pour éviter cette faute, il faut corriger Descartes et
ramener chaque probleme a son rang particulier et naturel.

Page 322, Descartes affirme encore nettement que les courbes nais-
sant de I'intersection d'une regle et d’une autre droite ou courbe sont
toujours d’un degré ou genre plus ¢levé que la droite ou courbe de la
figure, page 321, dont elles dérivent (fig. 9o).

Fig. go.

Mais imaginons, par exemple, au lieu de la droite CNK de ladite
figure, page 321, une parabole cubique ayant pour sommet K et pour
axe indéfini KLBA; qu’on acheve la construction dans Pesprit de
Descartes, il est clair que I'équation constitutive de cette parabole
cubique sera

at= b%e.

On reconnaitra aussitot que la courbe EC provenant de cette suppo-
sition n’a qu’'une équation biquadratique; donc la courbe biquadra-
tique est d’un degré ou genre plus élevé que la courbe cubique, selon
la régle énoncée par Descartes lui-méme, alors qu’il affirme au con-
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traire expressément (p. 323) que la courbe biquadratique et la cubique
sont d’'un méme degré ou genre.

Quant 3 notre méthode qui réduit tous les problemes a I'infini, a
savoir ceux d’équations de la troisieme et quatrieme puissance, a des
courbes du second degré; ceux de la cinquieme et sixiéme puissance,
au troisieme degré; ceux de la septiéme et huitieme puissance, au
quatriéme degré, et ainsi de suite indéfiniment, nous ne différerons
pas de la communiquer a tous ceux qui regarderont comme un tort de
dissimuler au préjudice de la vérité une erreur quelconque, fut-elle
de Descartes.

Qu’on ne s’arréte pas a4 ce que les problemes qui montent a la
seconde puissance, et qui sont de la méme espéce que les problemes
du premier degré (étant appelés plans comme eux), ont besoin du
cercle, c’est-a-dire d'une courbe du second degré. Cette objection
trouvera sa réponse spéciale quand nous donnerons notre méthode
générale pour résoudre tous les problémes absolument par les courbes
qui leur conviennent.

SECONDE PARTIE DE LA DISSERTATION.

Pour satisfaire & I'engagement que j’ai pris publiquement, je donne
ma méthode générale pour la solution des problemes quelconques par
les courbes qui leur conviennent en propre.

Jai déja dit, dans la premiere Partie de cette Dissertation, que les
problemes de deux degrés immédiatement consécutifs, par exemple
3et 4, 5et6,7et8, g et 1o, ete., ne réclament qu'un seul degré
de coarbes. Ainsi ceux des puissances 3 et 4 se résolvent par des
courbes du 2°¢ degré; ceux des puissances 5 et 6, par des courbes du
3¢ degré, etc., a Uinfini.

Voici la maniere d’opérer. L’équation donnée quelconque, qui ne
renferme qu'une quantité inconnue, sera d’abord ramenée au degré le
plus élevé, je veux dire le pair; puis on la débarrassera du terme ol
entre I'inconnue au premier degré. Cela fait, il restera une équation

Feryar. — 111, 1h
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entre la quantité connue ou le terme donné d’une part, et de P'autre
un membre inconnu dans chaque terme duquel entrera le carré de la
racine inconnue. On égalera ce membre inconnu a un carré dont on
formera la racine de facon qu’en égalant ledit carré avec le membre
inconnu, on puisse éliminer autant que possible de degrés les plus
élevés de la racine inconnue. Il faut d’ailleurs avoir soin que les divers
termes de la racine du carré a former ainsi soient tous affectés de la
racine ou quantité inconnue, et que le dernier de ces termes soit, en
outre, affecté aussi d’'une seconde inconnue. On aura ensuite par
une simple division d’un coté, par I'extraction d’une racine carrée de
I’autre, deux équations constitutives de courbes convenant au pro-
bleme donné, et leur intersection résoudra la question par la méthode
que nous avons appliquée des longtemps a la solution des problemes
par les lieux.

Soit, comme exemple : ¢ + ba’ + "a' + d"a* + m"a* = n".

Tous les problémes qui montent & la cinquieme ou sixiéme puis-
sance peuvent étre ramenés a cette forme. Car il suffit pour cela ou
d’élever de la cinquieme & la sixiéme puissance, ou de débarrasser
celle-ci du terme en a, toutes choses suffisamment enseignées par
Viete et Descartes.

On formera le carré de la racine : @* + bae, et on I’égalera au pre-
mier membre de I’équation. On aura ainsi

a4+ 20ate + brater = a’+ ba® + "at+ d™MaP + m"Ya?.

Supprimant de part et d’autre a® et divisant par a*, ce que 'on pourra
toujours faire en observant la précaution indiquée pour I'emploi de
la méthode, il reste

ba* + 3"+ d"Ma -+ mV=o2ba’e + b*e?,

équation qui donne, comme on le voit, une courbe du troisieme degré.

Mais, pour avoir la seconde équation et arriver facilement & la solu-
tion dua probléme, il faut égaler aussi & 'autre membre de I’équation,
n*, le carré de a® + bae.

884

Done, en extrayant la racine carrée et appelant, par exemple, 2™ la
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racine carrée de 2", qui s’obtient facilement, on aura

n"'=a®-+ bae, racine du carré égalé au premier membre
de la premiére équation donnée.

Nous avons donc une seconde équation qui donne également une
courbe du troisieme degré. Qui ne voit maintenant que I'intersection
des deux courbes trouvées donnera la valeur de «, ¢’est-2-dire la solu-
tion du probléme proposé?

Sile probleme monte & la septieme ou huitieme puissance, on le
posera d’abord sous la forme d’une équation de la huitieme puissance,
puis on débarrassera celle-ci du terme affecté de la seule racine. Cela
fait, soit apres cette réduction permise et conforme & la méthode :

A+ ba"+d" a4+ " @+ mVat + gV a4+ rV e =",

On formera le carré a égaler aux deux membres de cette équation sur
la racine
at+3ba’+ d"ae.

Jai formé le second terme de cette racine du carré de facon que les
deux puissances les plus élevées de 'inconnue @ s’éliminent dans
I'équation, ce qui est tres facile. En égalant le carré de cette racine
au premier membre de I'équation proposée, supprimant les termes
communs et divisant par @*, on aura d’un coté ’'équation constitutive
d’une courbe du quatrieme degré. Puis on extraira la racine carrée du
second membre de I'équation proposée en premier lieu; soit p'" cette
", on I'égalera & @'+ ;ba’ + d"ae. Cette équation don-
nera une autre courbe du quatrieme degré et U'intersection de ces

racine de z

deux courbes donnera la valeur de a, c’est-a-dire la solution du pro-
bléme proposé.

Il faut remarquer, au reste, que, dans les problemes qui montent
aux puissances g et 10, on devra former la racine du carré de facon
qu'elle comprenne an moins quatre termes, de facon a éliminer les
trois degrés les plus élevés de I'inconnue.

Pour les problémes montant aux puissances 11 et 12, la racine du
carré & former doit avoir au moins cing termes, dont on disposera de
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facon a éliminer les quatre degrés les plus élevés de Pinconnue.

Le procédé pour former ainsi la racine est toujours tres simple; les
analystes trouveront a I'essai qu’il suffit absolument de la division ou
application (pour employer les termes géométriques dans un sujet
purement géométrique); les signes -+ et — n’apporteront au reste
aucune difficulté pour la pratique de la méthode.

Comme d’ailleurs les problemes qui montent & la seconde puissance
sont réduits & la premiere par I'extraction de la racine carrée, cette
méthode donne leur solution connue au moyen de lignes du premier
degré ou de droites; on voit donc s’évanouir la vaine objection dont
nous avons parlé dans la premiére Partie de cette Dissertation, si 'on
suppose 'extraction de’la racine carrée immédiatement connue pour
toute espece de problemes.

On a ainsi la résolution et construction exacte et la plus simple pos-
sible des problemes de Géométrie par des lieux naissant suivant les
cas de courbes d’especes différentes et convenant i ces problemes. Au
reste, 'analyste scra libre de faire varier ces courbes, sauf a rester
toujours dans le genre naturel aux problemes, en résolvant ceux du
8¢ et 7¢ degré par des courbes du 4°; ceux du ro° et du ¢, par des
courbes du 5¢; ceux du 12¢ et 11¢ par des courbes du 6° et ainsi de
suite indéfiniment par une méthode uniforme. Au contraire, d’aprés
Descartes, les problemes des 8¢ et 7¢ degré ont besoin de courbes des
5¢ et 6°; les problemes du 1o ou du ¢¢, de courbes du 7¢ ou du 8¢; les
problemes du r2¢ ou du 11¢, de courbes du 9° ou du 10¢ et ainsi
de suite indéfiniment; les Cartésiens peuvent voir combien cela est
loin de la simplicité et de la vérité géométrique, ou bien, si cela leur
plait, ils essayveront de nous contredire.

Car nous cherchons seulement la vérité, et si elle est cachée quelque
part dans les écrits du grand homme, nous aurons la plus grande joie
a la reconnaitre et & 'embrasser; car, pour employer une formule gui
n’est point de moi, j’ai une si grande admiration pour ce génie extraor-
dinaire, que j’estime plus Descartes lorsqu’il se trompe que beaucoup

d’autres quand ils ont raison.
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TROISIEME PARTIE DE LA DISSERTATION.

Cela peut suffire pour la théorie générale; car les problemes que
Descartes donne comme résolubles au moyen de courbes d’un degré
trop élevé, nous les avons heureusement abaissés par une méthode
générale & des courbes d’un degré moiti¢ moindre. Mais on doit com-
prendre ceci en ce sens qu’il faut au moins ce degré pour toutes les
questions absolument, car une infinité de cas spéciaux se prétent & un
abaissement encore plus grand. Je veux donc aller plus loin et ramener
I'analyse cartésienne, non seulement & des termes de degré moitié
moindre, mais i des degrés 4 fois, 6 fois, 100 fois, et indéfiniment
moins élevés pour certains cas. On reconnaitra mieux ainsi I'erreur
de Descartes, et elle trouvera sa correction immédiate par l'analyse ;
au reste, je désignerai, ce qui est plus commode, dans les degrés éle-
vés, les puissances par les nombres que comportent leurs exposants.

Soit proposé de trouver six moyennes proportionnelles entre deux don-
nees. Soient b et d les deux données, @ la premiére moyenne a trouver,
on a I'équation a” = 6°d. D’aprés Descartes, cette équation ne peut
etre résolue que par des courbes du 5 ou du 6¢ degré. Dans la seconde
Partie de cette Dissertation, elle est, avec toutes les autres de méme
nature, résolue généralement par des courbes du 4¢ degré. Mais rien
ne nous empéche de la résoudre par des courbes du 3¢ degré. Egalons
en cffet chacun des membres de 'équation au terme a'e*d. Si, dans
I'équation avec a’, on divise de part et d’autre part par «', il vient
e*d =a*, ce qui donne, comme on voit, une courbe du 3¢ degré. De
I'autre coté, a*e*d = b°d; divisant par d et extrayant la racine carrée,
a*e =0% ce qui donne également une courbe du 3¢ degré. L'inter-
section de ces deux courbes donnera la valeur de «, c’est-a-dire la so-
lution du probleme proposé au moyen de courbes du 3¢ degré.

Soit proposé maintenant de trouver douze moyennes proportionnelles
entre deux données; 1'équation sera a'*= b'*d. Descartes a pensé
qu’elle ne peut se résoudre que par des courbes du 11¢ ou 12¢ degré.
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’ ,

Jai enseigné, en général, dans la seconde Partie de cette Disserta-
tion, que toutes les équations de ce degré peuvent étre résolues par
des courbes du 7° degré. Mais une recherche plus attentive donne
immédiatement une solution élégante par des courbes du 5¢; on peut
méme 'obtenir par des courbes du 4°, comme on le verra ensuite.

Lgalons d’abord chacun des deux membres au terme a®e’d. Dans la
premiere équation, avec «'®, divisant de part et d’autre par a*, il vient
a’=e'd, courbe du 5° degré. Dans la seconde équation, avec b'*d,
divisant par et extrayant la racine quatrieme ou biquadratique,
on a a*e==10% courbe du 3¢ degré. Le probléeme proposé est ainsi
résolu par deux courbes, 'une du 5¢, lautre du 3¢ degré.

Mais on peut résoudre ce probleme encore plus facilement, c’est-
a-dire par des courbes du 4° degré. Si, en effet, on égale les deux
membres & a’e’d, on aura d’'un coté, en divisant par @', a' = ¢'d,
équation d'une courbe du 4° degré; d’autre part, en divisant par & et
extrayant la racine troisieme ou cubique : a’e = b*, ce qui donne
aussi une courbe du 4¢degré. Ainsi nous avons une construction facile
par deax courbes du 4¢ degré.

Apres ces exemples, on ne peut douter que I'invention de 30 moyennes
proportionnelles ne puisse s’obtenir par des courbes du 7¢ ou méme du
6¢ degré. Egalons, en effet, les deux membres de 'équation a*'=b*"d
au terme commun a**e’d; le probleme sera ramené a des courbes du
7¢ degré. Par le terme commun a**e”d, il le sera i des courbes du 6¢.

De méme, 'invention de 72 moyennes proportionnelles se fera par des
courbes du g degré, et il est clair, d’apres ce qui précede, que I'on
peut assigner un rapport plus grand que tout rapport donné entre le
degré du probleme et celui des courbes qui le résolvent. Quand les
Cartésiens auront vu cela, je ne doute pas qu’ils ne reconnaissent la
nécessité de notre remarque et de notre correction.

Il faut observer qu’il convient souvent de changer la forme de
I'équation pour que le degré soit susceptible d’'une division commode
en parties aliquotes. Il sera inutile de répéter cette remarque.

Qu’on propose, par exemple, l'invention de 1o moyennes, ¢’est-a-dire
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I'équation a'' == b'°d, on multipliera les deux termes par une droite
donnée, z par exemple; I'équation deviendra a''z = 0'"dz, et I'on
arrive ainsi au nombre 12, qui permet facilement une réduction ou
abaissement par ses parties aliquotes. En égalant chacun des deux
membres a a®e', on aura d’un coté I'équation @’z ==e¢", courbe du
quatrieme degré. De I'autre coté, en extrayant la racine bicarrée, soit
celle-ci »” par le terme donné 0'°dz, on a a*e = n", courbe du troi-
sieme degré. Ainsi on trouvera dix moyennes par deux courbes, I'une
du 4¢, Pautre du 3¢ degré, ce & quoi on est arrivé facilement par un
petit changement de I’équation primitive.

Je ne m’arréte pas aux autres abréviations que 'art fournira de lui-
méme aux analystes et qui sont en nombre infini. Jajoute toutefois
que ce que je viens de dire s’applique non seulement quand la puis-
sance inconnue se trouve sans aucun autre terme affecté d’un degré
moins élevé, mais encore s’il y a des termes de degrés voisins du plus
élevé, comme dans I'équation @'’ + na'* + ma'' + ra'" = b'*d.

La solution de cette question, en prenant le méme terme commun
que ci-dessus, a’e’a, sera aussi facile que celle de U'invention de
12 moyennes entre deux données. Le méme artifice s’emploierait de
méme pour les équations d’autres degrés plus élevés.

Cependant il faut remarquer que, dans les équations ol se trouve
seulement un terme inconnu dans un des membres, il faut que I'ex-
posant de la puissance unique de I'inconnue soit un nombre premier,
pour que l'on désigne par cet exposant le degré du probleme. Si, en
effet, I'exposant est composé, le probléme se ramene immédiatement
au degré des diviseurs.

Si on demande, par exemple, 8 moyennes proportionnelles entre
deux données, on aura I'équation @’ = b*d. Dans ce cas, le nombre ¢
étant composé et ayant deux fois 3 comme facteur, le probleme doit
étre regardé comme du troisieme degré, et il Iest de fait. Si, en effet,
on trouve deux moyennes proportionnelles entre les deux données,
si ensuite on intercale de nouveau deux moyennes proportionnelles
entre le premier et le second terme de la progression ainsi formée,
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puis entre le second et le troisiéme, puis entre le troisieme et le qua-
tritme, on aura 3 moyennes entre les deux lignes proposées en pre-
mier lieu.

Si 'on demande maintenant 14 moyennes entre deux données,
I"équation @'®* = b'"d montre que le probleme se raméne d deux autres,
P'un du 3¢, 'autre du 5¢ degré.

On voit ainsi que I'exposant de la puissance unique doit étre un
nombre premier pour exprimer et représenter véritablement le degré
du probléeme.

Comme d’ailleurs je considere comme certain que les nombres obtenus
en ajoutant 'unité aux carres successifs que l'on forme en partant de >
sont toujours premiers, théoreme dont j’ai depuis longtemps annoncé la
vérité aux analystes, je veux dire que les nombres

3, 5, 17, 257, 63337, ..., A linfini

sont premiers; il n’y a aucune difficulté pour trouver un procédé per-
mettant de construire un probléme dont le degre soit dans un rapport
plus grand que tout rapport donne avec le degre des courbes qui servent
a le resoudre.

Par exemple, soit proposé de trouver entre deux données
256 moyennes proportionnelles, on aura I'équation @**" = 6**°d; on
égalera les deux termes a4 a***¢'"d, et la question sera résolue par des
courbes du 17° degré.

Si 'on cherchait 65536 moyennes proportionnelles, le probléeme
serait résolu par des courbes du 257¢ degré, et ainsi de suite indétini-
ment, en abaissant le degré du plus grand nombre & celui du nombre
immédiatement inférieur. Et qui ne voit qu’en deux nombres consé-
cutifs, le rapport augmente indéfiniment?

Les Cartésiens essayeront-ils encore de dissimuler I'erreur de Des-
cartes? Quant & moi, je m’abstiens de rien prévoir : j'attends avec
intérét, mais sans rien ajouter de plus, ce qu’il adviendra a ce sujet.



METHODE

POUR LA

RECHERCHE DU MAXIMUM ET DU MINIMUM.

Toute la théorie de la recherche du maximum et du minimum sup-
pose la position de deux inconnues et la seule régle que voici :

Soit @ une inconnue quelconque de la question (qu’elle ait une,
deux ou trois dimensions, suivant qu’il convient d’apres ’énoncé). On
exprimera la quantité maxima ou minima en @, au moyen de termes
qui pourront étre de degrés quelconques. On substituera ensuite
@+ ¢ a l'inconnue primitive @, et on exprimera ainsi la quantité
maxima ou minima en termes ot entreront @ et e a des degrés quel-
conques. On adégalera, pour parler comme Diophante, les deux
expressions de la quantit¢é maxima ou minima, et on retranchera les
termes communs de part et d’autre. Cela fait, il se trouvera que de
part et d’autre tous les termes seront affectés de e ou d’une de ses puis-
sances. On divisera tous les termes par e, ou par une puissance de ¢
d’un degré plus élevé, de facon que dans I'un au moins des termes de
'un quelconque des membres e disparaisse entierement. On suppri-
mera ensuite tous les termes ol entrera encore e ou I'une de ses puis-
sances et I'on égalera les autres, ou bien, si dans 'un des membres il
ne reste rien, on égalera, ce qui revient au méme, les termes en plus
aux termes en moins. La résolution de cette derniere équation don-
nera la valeur de @, qui conduira au maximum ou au minimum, ch
reprenant sa premiere expression.

Feryar. — L, 16
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Voici un exemple :

Soit a partager la droite AC (fig. gv) en B, en sorte que AE > EC sout

maxiunum.
Fig. gr.

A E C

+

Posons AC = b; soit @ un des segments, autre sera b — a, et le
produit dont on doit trouver le maximum : ba — @*. Soit maintenant
a + elepremier segment de b, le second sera b — a — ¢, et le produit
des segments : ba — a* + be — 2ae — e*;

Il doit étre adégalé au precedent : ba — a*;

Supprimant les termes communs : be v 2ae + ¢*;

Divisant tous les termes : binoa+e;

Supprimez e : b=12a.

Pour résoudre le probleme il faut donc prendre la moitié de 0.

il est impossible de donner une méthode plus générale.

DES TANGENTES DES LIGNES COURBES.

Nous ramenons & la méthode précédente Pinvention des tangentes
en des points donnés & des courbes quelconques.
Soit donnée, par exemple, la parabole BDN ( fig. 92), de sommet D,

Tig. go.
\f o
—
W\\ ~
| \
€ 1 D D

N/
de diametre DC; soit donné sur elle le point B, par lequel il faut mener

la droite BE tangente & la parabole et rencontrant le diamétre en E.
Si on prend sur la droite BE un point quelconque O, dont on mene
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I'ordonnée OI, en méme temps que 'ordonnée BC du point B, on aura :

;)ll)>0(l: puisque le point O est extéricur a la parabolc Mais

BC CE
or b > i

Or le point B est donné, donc 'ordonnée BC, done le point C, done

CE* T .
= ppz & cause de la similitude des triangles. Done 2P

CD. Soit donc CD = d, donnée. Posons CE =a ot Cl =¢; on aura

d > a’?
a?-4-e*—2ae

Faisons le produit des moyens et des extrémes :

d—e

da® -+ de? — odae > da*— a’e.

Adégalons done, d’apres la méthode précédente; on aura, en retran-
chant les termes communs :

de?— aodae o — a’e,

ou, ce qui revient au méme :

de? 4+ a’e v 2dae.

Divisez tous les termes par e :

de +~ a*>v» oda.

Supprimez de : il reste a® = 2da, done : a = 2d.

Nous prouvons ainsi que CE est double de CD, ce qui est conforme
a la verite. '

Cette méthode ne trompe jamais, et peut s’étendre & nombre de
questions trés belles; grace & elle, nous avons trouvé les centres de
gravité de figures termincées par des lignes droites et courbes, aussi
bien que ceux de solides et nombre d'autres choses dont nous pour-
rons traiter ailleurs, si nous en avons le loisir.

Quant a la quadrature des aires limitées par des lignes courbes et
droites, ainsi qu’au rapport que les solides qu’elles engendrent ont
aux cones de méme base et méme hauteur, nous en avons déja longue-
ment traité avec M. de Roberval.
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11
CENTRE DE GRAVITE DU CONOIDE PARABOLIQUE,
D’APRES LA MEME METIODE.
Soit CBAV (fig. 93) un conoide parabolique, ayant pour axe I4, et

pour base un cercle de diametre CIV. Cherchons son centre de gravité

par cette méthode toujours et toujours la méme, qui nous a servi pour

Fig. ¢3.

les maxima, les minima et les tangentes des lignes courbes, et prou-
vons ainsi, par de nouveaux exemples et par un nouvel et brillant
emploi de cette méthode, I'erreur de ceux qui croient qu’elle peut étre
en défaut.

Pour pouvoir arriver a 'analyse, posons IA = b. Soit O le centre de
gravité; appelons @ la longueur AO inconnue; coupons I'axe [A par un
plan quelconque BN, et posons IN = ¢, d’ot NA = b — e.

1 est clair que, dans cefte figure et les semblables (paraboles ou
paraboliques), les centres de gravité, dans les segments retranchés
par les paralleles & la base, divisent les axes dans un rapport constant
(il est évident, en effet, que la démonstration d’Archimede pour la
parabole peut s’étendre, par un raisonnement identique, i toutes les
paraboles et aux conoides paraboliques). Donc le centre de gravite
du segment, dont NA est I’axe et BN le rayon de base, divisera AN en

NA I s, b
AE = A0’ OW en notes, - =

b—e

AE

un point comme K, en sorte que
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. ha — ae .
La portion de I'axe sera donc AE = , et Pintervalle des deux
., ae
centres de gravité, OE = B

Soit M le centre de gravité de la partic restante CBRV; il doit néces-
sairement tomber entre les points N, I, & Uintéricur de la figure,
d’apres le postulatum 9 d’Arvchimede De equiponderantibus, puisque
CBRV est une figure enticrement concave par rapport a son intéricur.
. Partie CBRV EO
Mais Sy = &

Partie BAR 0oM
figure totale CAV et que E et M sont ceux des parties.

" , o Partie CAV 1A2 b2
Or dans le conoide d’Archimede, Partic BAR = NVE = 5ot 5i)
Partie CBRV 2 bhe —— 2

e == T . Maisnous avons prouvé
Partie BAR b2+ et — a2 be < 1

> puisque O est le centre de gravité de Ja

done, dividendo :
ae

. O (—_ -~—>

Partie CBRV ()E‘ Done. on notes sbe —e* ) \ hl

U Partie AR T OM 00 B e abe OM

b* 4 e¢*— 2 be (WRY} ’
N brae 4+ ae® — 2 bae?
d’olt OM = — . .
ab*a — be?

D’apres ce qui a été établi, le point M est entre les bpoints Netl;

done OM < 0I5 or, en notes, Ol = b — a. La question est done ra-

menée a notre méthode, et on peat poser

D2 ae —+ ae® — 2 bac?
2b%e¢ — be?

O—aw

Multipliant de part et d’autre par le dénominateur, et divisant
pare:
20— abla — b*e + bae v b*a + ae® — 2 bae.
Puisqu’il n’y a pas de termes communs, supprimons tous ceux olt

entre e et égalons les autres :

20— 2ba=b*a, d’olt 3a—=20b.
Par conséquent s ot A0 _ 2 c. 0. ¥
‘ 4 A0 T3 tor T . Q. F. T

La méme méthode s’applique & tous les centres de gravite de toutes
les paraboles & I'infini, comme a ceux des conoides paraboliques. Je
n’ai pas le temps d’indiquer, par exemple, comment on cherchera les
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centres de gravité dans notre conoide parabolique de révolution autour
de l"ordonnée; qu’il suffise de dire que, dans ce conoide, le centre de
gravité divise 'axe en deux segments qui sont dans le rapport *'.

I11.

SUR LA MEME METHODE.

Je veux, au moyen de ma méthode, partager la ligne donnée AC
(fig. 94) au point B, en sorte que AB* < BC soit le maximum de tous
les solides que I'on peut former de la méme facon en partageant la

ligne AC.

A B, ¢

Posons, en notations algébriques, AC = b, I'inconnue AB = a; on
aura BC =06 — a et le solide a’b — a® doit satisfaire & la condition
proposée.

Prenons maintenant @ + e au lieu de a, on aura pour le solide

(a+e)(b—e—a)=ba*+ be*+ 2bae — a®— 3ae*— 3a*e — e°.

Je le compare au premier solide; a@*b —a’, comme s’ils étaient
¢gaux, quoiqu’en fait ils ne le soient point. C’est cette comparaison
que jappelle adegalité, pour parler comme Diophante, car on peut
ainsi traduire le mot grec wapizétys dont il se sert.

Je retranche ensuite de part et d’autre les termes communs, ¢’est-
a-dire ba* — a*. Cela fait, dans un membre il ne reste rien, dans
Pautre on a be* + 2bae — 3ae* — 3a*e — *. 1l faut donc comparer
les termes en plus et ceux en moins; on a ainsi une seconde adéga-
lite entre be* 4 2bae d’une part, 3ae* + 3a*e + ¢* de I'autre. Divisons
tous les termes par e, ladégalité aura lieu entre be + 20a et
3ae + 3a*+e*. Apres cette division, si tous les termes peuvent
encore étre divisés par e, il faut-réitérer la division, jusqu’a ce qu’on
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ait un terme qui ne se préte plus a cette division par e, ou, pour em-
ployer le langage de Viéte, qui ne soit plus affecté de e. Mais, dans
I’exemple proposé, nous trouvons que la division ne peut étre réi-
térée. Il faut donc s’arréter la.

Maintenant je supprime tous les termes affectés de e; il me reste
d’une part 2ba, de lautre 3¢, membres entre lesquels il faut établir,
non plus comme auparavant, une comparaison feinte ou une adegalité,
mais bien une véritable équation. Je divise de part et d’autre par a;

_ b 3
jaidonc 26 =3a ou - = --
a 2

. . . 3
Revenons a notre question, et divisons AC en B en sorte que j%% =

je dis que le solide AB? > BC estle maximum de tous ceux qui peuvent
étre formés sur la ligne AC, par une autre division quelconque.

Pour établir la certitude de cette méthode, je prendrai un exemple
du Livre d’Apollonius, De la section détermince, lequel au rapport de
Pappus (Livre VII, commencement) renfermait des limitations diffi-
ciles et notamment celle qui suit et que je considére comme la plus
difficile. Pappus (Livre VI1) la suppose trouvée et, sans la démontrer
vraie, la regarde comme telle et en tire d’autres conséquences. En cet
endroit, Pappus appelle un rapport minimum poveryov el éhgyiazoy
(singulier et minimum), parce que, si 'on propose une question sur
des grandeurs données, et qu’elle soit en général satisfaite par deux
points, pour les valeurs maxima ou minima, il n’y aura qu'un point
qui satisfasse. C'est pour cela que Pappus appelle minimum et singu-
lier (c’est-a-dire unique) le plus petit rapport de tous ceux qui peuvent
étre proposés dans la question. Commandin doute en cet endroit de la
signification du terme woveyés qu’emploie Pappus, parce qu’il ignore
la vérité que je viens d’expliquer.

Voici la proposition. — Sout une droite donnée OMID ( fig. o5) et sur
cette droite quatre points donnés O, M, 1, D. Il faut diviser le segment MI

ON < ND
MN < M1

de deux autres rectangles semblables quelconques

en un point N, en sorte que soit un rapport plus petit que celut

ON xllg
MN < NI~
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Posons les données OM = b, DM = z, MI = g, et soil maintenant
I’'inconnue MN = @. On aura donc en notations

ONXND=bs—ba+sa—a MN < NIl = ga — «*.

bz — ba+ za—a* . .
11 faut donc que le rapport pr— soit le plus petit de

tous ceux qui peuvent étre obtenus par une division quelconque de

la droite MI.
Fig. 9.

0 M, . i D

Substituons maintenant @ + ¢ & @, nous aurons le rapport

bz —ba—be—+sa—+ se—a*—e*—2ae
ga+ ge—a*—e*—2ae

3

gqu'il faut comparer par adégalite au premier, ¢’est-d-dire qu'on mul-
tipliera d’un coté le premier terme par le quatrieme, de l'autre, le
second par le troisieme, et que I'on comparera les deux produits :

(bz—ba+sa—a*)(ga+ ge —a*— e*— 2ae)
premicr terme dernier terme

=bsga— gba’+ gsa*— ga*+ bzge — bage
+ sage — atge — bsa*+ ba? — za*+ at
“+bze*+ bae* — sae*+ a*e*— 2bsae

“+aba’ec —2s5a*c + 2a’e.

D’autre part,

(ga —a*)(bs —ba —be+ za+ze—a*—e*— 2ac)
second terme troisiéme terme

=bsga— gba*— gbae + gsa*+ gsae
— gat— gae* — 2ga*e — bsa*+ ba?

4+ bate — sa®— sae + a*+ a’e:+ 2ade.
Je compare ces deux produits par adegalité; retranchant les termes
communs et divisant par e,

bzg—a*s —bse+ bae — sae —2bsa — 23a*+ 2 ba®

v — gae — 2ga* + ba®— za®.
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Supprimant tous les termes ol se trouve encore e, il reste
bsg—atg —2bsa— 250+ 2ba*=—2g5a*+ ba*— za?,

et, en transposant,

—ba*+za?—ga*+aobsa—=">bzg

En résolvant cette équation, nous trouverons la valeur de @ ou de
MN, par suite le point N, et nous vérifierons la proposition de Pappus,

OM.MD __ MN®_
OL.1ID — NI®’
car la résolution de I'équation nous conduira & la méme construction.

qui enseigne que, pour trouver le point N, il faut faire

Pour appliquer aussi cette méme méthode aux zangentes, je puis
procéder comme suit. Soit, par exemple, Pellipse ZDN (fig. 96),

I'ig. 96.

T
N

0 V/N M

d’axe ZN et de centre R. Prenons sur sa circonférence un point
comme D, menons par ce point la tangente DM & Dellipse et I'or-
donnée DO. Posons, en notations algébriques, la donnée OZ = b et
la donnée ON = g3 soit 'inconnue OM = @, en comprenant par OM
la portion de I’'axe comprise entre le point O et le point de rencontre
avec la tangente.

Puisque DM est tangente a lellipse, si, par un point V pris ad
libitum entre O et N, je mene IEV parallele & DO, il est évident que
la ligne IEV coupe la tangente DM et Iellipse, soit aux points E et 1.
Mais, puisque DM est tangente & l’cllipse tous ses points, sauf D, sont

DO
en dehors de Pellipse, done [V > EV ct LV" > Ve - Mais, d’apres la
S ' DO* _ 7Z0.ON : DO: oM
propri¢té de ellipse, w7 = 7vvy et dautre part 57 = -
70.0N oM?
Done 757w = vae

Fearmar. — I1L. i
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Soit 'arbitraire OV = ¢, nous aurons

70.0N = bg, ZV.YN=10bg — be + ge — e,
OM2= a2, VM2 = aq%+ e — 2 ae.
bg a?

bg — be + ge — e* > a’-+e*— 2ae
mier terme par le dernier et le second par le troisieme, on aura

Donce - 8i done on multiplie le pre-

bga*+ bge*—abgae > bga®— bea®+ geu® — a®e’.

—

produit du premier terme par le dernier

il faut done, suivant ma méthode, comparer par adégalité ces deux
produits, retrancher ce qui leur est commun et diviser ce qui reste

par e; on aura done
bge —a2bga v — ba*+ ga*— a’e,
Supprimant les termes ot reste e,
—2bga v — ba*+ ga?,

membres qu’il faut égaler, d’apres la méthode. Transposant comme 1l

convient, on aura ba — ga = 2bg.
On voit que cette solution est la méme que celle d’Apollonius,

car, d’apres ma construction, pour trouver la tangente, il faut faire
bh—g 2b 20 —ON 270

¢ T U TN T on tandis que, d’apres celle d’Apollo-
. . . 70 M . canstrielfions
nius, il faut faire ON = MN 11 est elair que ces deux constructions

reviennent au méme.

Je pourrais ajouter nombre d’autres exemples, tant du premier que
dusecond cas de ma méthode, mais ceux-ci suffisent, et prouvent assez
qu’elle est générale et ne tombe jamais en défaut.

Je n’ajoute pas la démonstration de la regle, ni les nombreuses
autres applications qui pourraient en confirmer la haute valeur,
comme l'invention des centres de gravité et des asymptotes, dont

X

j'ai envoyé un exemple au savant M. de Roberval.
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IV.

METHODE DU MAXIMUM ET MINIMOUM.

En étudiant la méthode de la syncrise et de V'anastrophe de Victe, et
en poursuivant soigneusement son application & la recherche de la
constitution des équations corrélatives, il m’est venu & Iesprit d’en
dériver un procédé pour trouver le maximum ou le minimum et pour
résoudre ainsi aisément toutes les difficultés relatives aux conditions
limites, qui ont causé tant d’embarras aux géometres anciens et mo-
dernes.

Les maxima et minima sont en effet uniques et singuliers, comme
le dit Pappus et comme le savaient déja les anciens, quoique Com-
mandin avoue ignorer ce que signifie dans Pappus le terme povery s
(singulier). Il suit de la que, de part et d’autre du point constitutif
de la limite, on peut prendre une équation ambigué; que les deux
¢quations ambigués ainsi prises sont des lors corrélatives, ¢gales ct
semblables.

Soit, par exemple, proposé de partager la droite b en sorte que le
produit de ses segments soit maxumum. Le point satisfaisant & cette

question est évidemment le milieu de la droite donnée, et le produit

) .. b2 o .
maximum est égal a 75 aucune autre division de cette droite ne don-

. b
nera un produit égal & —-
o4

2

Mais si 'on propose de partager la méme droite & en sorte que e
produit des segments soit égal & 5" (cette aire étant d’ailleurs a sup-
. b? . - .
poser plus petite que — ), on aura deux points satisfaisant & la ques-
4

tion, et ils se trouveront situés de part et d’autre du point correspon-
dant au produit maximum.

1

Soiten effet @ un des segments de la droite b, on aura ba —a* = =",
équation ambigué, puisque pour la droite @ on peut prendre chacune
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des deux racines. Soit donc I’équation corrélative be — e* = 5". Com-
parons ces deux équations d’apres la méthode de Viete :

ba — be = a*— e*.
Divisant de part et d’autre par @ — e, il viendra
b=a—+ e;

les longueurs a et e seront d’ailleurs inégales.
Si, au lieu de I'aire =", on en prend une autre plus grande, quoique

. < proe A . s .
toujours inféricure & -, les droites a et e différeront moins entre elles
4

que les précédentes, les points de division se rapprochant davantage
du point constitutif du produit maximum. Plus le produit des seg-
ments augmentera, plus au contraire diminuera la différence entre a
ete, jusqu’a ce qu’'elle s’évanouisse tout a fait pour la division cor-
respondant au produit maximum; dans ce cas, il n’y a qu'une solu-
tion unique et singuliere, les deux quantités @ et e devenant égales.

Or la méthode de Viete, appliquée aux deux équations corrélatives
ci-dessus, nous a conduit & I'égalité b =a +¢; done, si e=a (ce qui
arrivera constamment pour le point constitutif du maximum ou du
minimum), on aura, dans le cas proposé, b = 2a, c’est-a-dire que, si
I'on prend le milieu de la droite b, le produit des segments sera
maximum.

Prenons un autre exemple : Soit @ partager la droite b de telle sorte
que le produit du carré de U'un des segments par ['autre sou maximum.

Soit @ I'un des segments : on doit avoir ba® — @® maximum. L’¢-
quation corrélative égale et semblable est be* — e®. Comparons ces
deux équations d’apres la méthode de Viéte :

ba*— be?* = a® — e3;
divisant de part et d’autre par a — e, il vient
ba + be = a® + ae + €2,

ce qui donne la constitution des ¢quations corrélatives.
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Pour trouver le maximum, faisons e = a; il vient

20a = 3a® ou 2b=3a;

le probleme est résolu.

Toutefois, comme pratiquement les divisions par un binome sont
généralement compliquées et trop pénibles, il est préférable, en com-
parant les équations corrélatives, de mettre en évidence les différences
des racines, pour n’avoir i opérer qu'une simple division par cette
différence.

Soit & chercher le maximum de 6*a — a*. D’apres les regles de la
méthode précitée, on devrait prendre pour équation corrélative
b*e — e*. Mais puisque e, aussi bien que @, est une inconnue, rien ne
nous empéche de la désigner par @ + e; on aura de la sorte

Dla+ b — a’?— e*— 3a%e — 3e*a = D2a — a’.

Il est clair que, si 'on supprime les termes semblables, tous ceux
qui resteront seront affectés de I'inconnue e; ceux en a seul sc
trouvent en effet les mémes de part et d’autre. On a ainsi

b*e =e3+ 3a’e + 3ea,
et, en divisant tous les termes par e,
b*=ec*+ 3a’+ 3ae,

ce qui donne la constitution des deux équations corrélatives sous cette
forme.

Pour trouver le maximum, il s’agit d’égaler les racines des deux
équations, afin de satisfaire aux régles de la premiere méthode, dont
notre nouveau procédé tire sa raison et sa facon d’opérer.

Ainsi il faut égaler @ & a + ¢, d’ott e = o. Mais, d’apres la constitu-
tion que nous avons trouvée pour les équations corrélatives,

b?=e*+ 3a*+ 3ae;

nous devons donc supprimer, dans cette égalité, tous les termes affec-
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tés de e, comme se réduisant & oj il restera b* = 3a®, équation qui
donnera le maximum cherché pour le produit dont il s’agit.

Poar montrer plus completement la généralité de cette double mé-
thode, considérons de nouveaux genres d’équations corrélatives dont
Viete n’a pas traité et que nous emprunterons au Livre de la Section
determinée d’Apollonius (dans Pappus, Livre VII, prop. 61), dont les
conditions de limites sont expressément reconnues comme difficiles
par Pappus.

Soit la droite BDEF ( fig. g7 ), sur laguelle on donne les pounts B, D,

E, F. Trouper entre les poinis D et E un point N tel que le rapport des
produits BN > NF et DN > NE sou, minimum.

Fig. 97.
5 D
T
Posons DE = 0, DI ==z, BD = d, DN = a; il faut que le rapport

ds —da + za — a?

I $oit minimum.

s —de + ze —
be — e*

g . d e? \
Le rapport corrélatif semblable et égal est » d’apres

notre premiere méthode. Egalons les produits des termes moyens et

des extrémes, nous aurons

dsbe — dse* — dabe + dae*+ sabe — zae* — a*be + a’e?

=dsba — dza>— deba + dea®*4- seba — zea*— e*ba + e?a>.

Supprimant les termes semblables et faisant les transpositions conve-
nables :

dsba — dzbe + dea® — dae® — zea® + sae*+ a*be — e ba — dsa®— d se?.

Divisant de part et d’autre par @ — e (ce qui sera tres facile, si 'on

P . . dsba—dszbe
prend ensemble les termes corrélatifs; ainsi

= dzb, et de

a—c¢

R dea®— dae? . ., . ,
méme — ——— = dae, etce.; il est ais¢ de disposer les termes corré-
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latifs pour obtenir ces divisions), on aura, apreés la division,
dzb + dae — sae + bae = dsza + dse,

¢galité qui donne la constitution des deux équations corrélatives.
Pour passer de cette constitution au minimum, il faut, d’apres la
méthode, faire e = a, d’ou

dsb 4+ da?— sa®+ ba*=2dsza;

la résolution de cette équation donnera la valeur de a, pour laquelfe
le rapport proposé sera minimum.

L’analyste ne sera pas arrété par ce que cette équation a deux ra-
cines, car celle qu’il faut prendre se trahira d’elle-méme, quand on ne
voudrait pas la reconnaitre. Méme avec des équations avant plus de
deux racines, un analyste tant soit peu sagace pourra toujours se servir
de 'une ou de l'autre de nos méthodes.

Mais il est clair, d’apres Pexemple que nous venons de traiter cn
dernier lieu, que la premiere de ces deux méthodes sera en général
d’un emploi peu commode, par suite de ces divisions répétées par un
binome. Il faut done recourir a la seconde qui, quoique simplement
dérivée de la premiére, comme je I'ai dit, procurera aux habiles ana-
lystes une facilité surprenante et d’innombrables abréviations; bien
plus, elle s’appliquera, avec une aisance et une ¢légance bien supe-
ricures, a la recherche des tangentes, des centres de gravité, des
asymptotes et autres questions parcilles.

C’est donc avee la méme confiance que jadis, que j'aftirme toujours
aujourd’hui que la recherche du maximum et du minimum se raméene
a cette regle unique et générale, dont I’'heurcux succes sera toujours

légitime et non pas du au hasard, comme certains 'ont pensé.

.

Soit @ une inconnue (voir page 121, ligne 6 a ligne derniere). .. s«
<. < B

premicre expression.

S’il reste encore quelqu’un qui considere cette méthode comme due
a un heureux hasard, il peut bien essayer d’en rencontrer un pareil.
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Quant & celui qui ne P'approuverait pas, je lui proposerai ce pro-
bleme :

Etant donnés trots points, en trouver un quatrieme tel que la somme de
ses distances auzx trois points donnés soit minima.

V.

APPENDICE A LA METHODE DU MAXIMUM ET MINIMUM.

Dans le cours des questions, il se présente souvent des radicaux;
'analyste ne doit pas alors hésiter 2 employer une troisiéme inconnue,
ou, s'il le faut, & en poser un plus grand nombre encore; on pourra
en effet de la sorte éviter les élévations aux puissances qui, en se
répétant, compliquent d’ordinaire les calculs. L’artifice de cette mé-
thode va étre expliqué par les exemples qui suivent :

Sout un demi-cercle de diamétre AB ( fig. 98), avec la perpendiculaire
DC au diamétre. On demande le maximum de la somme AC + CD.

Tig. 8.

A C

Soit b le diameétre, posons AC = @; on aura donc CD = Vba — a*. La
question est ramenée a rendre maxima la quantité a + yba — a*.

En appliquant les regles de la méthode, on arriverait d adégaler
des expressions dont le degré serait trop élevé; désignons donce par P
la quantité maxima; car pourquoi abandonnerions-nous ['usage adopté
par Viete de représenter par des voyelles les quantités inconnues (*)?

(1) Pour conserver la notation de Fermat, tout en évitant la confusion avee le zéro,
nous surmontons d’un trait la vovelle o.
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7 - - 7y
Nous aurons done a + yba — a*=o0; donc o — a = \ba — a*, ¢t en
élevant au carré :

-9

0 4+ a’®—20a-—=ba— a®.

Cela fait, il faut effectuer une transposition de facon qu’'un membre

de I'équation soit formé par le seul terme ou o figure & la plus haute
puissance; on pourra des lors déterminer le maximum, ce qui est le
but de lartifice. Cette transposition nous donne

2

ba—2a*+ 20a=o .

-9

Mais par hypothése o est la quantité maxima; donc o, carré d’une
quantité maxima, sera lui-méme un maximum; par conséquent,

9

ba —2a*— 20a (expression égale a o > sera un maximum. H n’y figure

d’ailleurs aucun radical; traitons-la, d’apres la méthode, comme si o
était une quantité connue. Nous aurons 'adegalité

ba —2a*+ 20a v ba + be — 2a*— 2¢*— hae -+ 20a —+ 20¢.
Supprimons les termes communs, et divisons les autres par e,
b+ 20w2e+ ba.
Supprimons 2e d’apres la régle; nous aurons
b+20=ha, d’olt ha—Db=20 ou sa—1Lb=—o.

Cette ¢galité étant établie par la méthode, il faut revenir & la pre-
miére, dans laquelle nous avons posé @ + yba — a* = o.

Mais nous venons de trouver o = 2a — 1 b; donc

2a —Lb=a+\/ba—a d’ott a—4ib=\ba—a
Elevons au carré :
a*+ 1 b*— ba = ba — a?,
d’ol1 enfin
ba — a*= § b?;

de cette derniere équation on tirera la valeur de @ correspondant au
maximum cherché.

Fermar., — HIL 18
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Nous pouvons employer le méme artifice pour trouver le cone de sur-
Jace maxima qui peut étre inscrit dans une sphere donnee.

Soient AD (fig. 99) le diametre de cette sphere, AC la hauteur du
cone cherché, AB son coté, BC son rayon de base. Il faudra, d’apreés
Archiméde, que la somme AB > BC + BC* soit maxima.

Tig. g9.

/

A C D

B

Soit & le diamétre; posons AC =— «. Nous aurons AB =- Vba,
BC == yba — a?,
AB x BC +BC =\ b*a? — bab + ba — a’.

—pl.
haalons cette somme & aire maxxma soit o

—pl. S
0 + at— ba==yb*a*— bad.

Elevons au carré, ete.; la méthode que nous avons indiquée con-
—pl.
duirad une équation donnant o , et permettant ainsi de résoudre celle

que nous venons de poser.
Cependant, dans I'exemple choisi, on peut obtenir la solution
sans prendre une troisitme inconnue; car on peut ramener le pro-

bleme & chercher, en se donnant la droite AB dans le triangle CBA,

CB < BA 4+ CB?

— DT > ot, dans ce cas, la

quel est le maximum du rapport
méthode ordinaire est suffisante.

Soit & la droite donnée AB' posons CB==a, nous aurons

. ; . AC? b*

22 a2 ] AT . YU
AC* = b* - «*. Mais N \D” done AD* = - Ornous voulons
que le rapport de ba + a* a cette derniére expression soit maximum.

b
bD3a + b*a*— ba® — a*

Multiplions haut et bas par b* -- @*; le rapport

doit étre minimum. Mais 6* est donné, comme puissance de la don-
née b; donc la quantité b*a + b*a* — ba® — a* doit étre maxima.
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La méthode conduira a I’équation
0* 4 20%a = 3 ba® -+ Lab,
dont le degré s’abaisse immédiatement (') :
ha*— ba == b*;

la solution est des lors évidente.

Nous ne nous arrétons pas davantage sur un sujet désormais éclairci;
on voit comment, en recourant a une troisitme ou & une quatrieme
inconnue, et, s'il le faut, en multipliant encore le nombre des posi-
tions auxiliaires, on peut se débarrasser des radicaux et de tous les
autres obstacles qui peuvent arréter I'analyste.

Cependant, et quoique I'invention des tangentes découle elle-méme
de la méthode générale, on peut remarquer que, dans certains cas,
les questions de maximum ou minimum peuvent se résoudre plus
élégamment et peut-étre plus géométriquement, au moyen de la con-
struction d’une tangente.

Donnons-en un seul exemple, qui peut valoir pour plusieurs :

Dans un demi-cercle FBD ( fig. 100), on méne la perpendiculaire BE;

on demande le maximum du produit FE >< EB.

Fig. 1oo.
A
N B
N
F M X D C

Si, d’apres notre méthode, on cherche & construire le rectangle
FE >< EB en s’en donnant la valeur, la question se ramene & décrire
une hyperbole ayant pour asymptotes AF, FC, et pour laquelle les
produils des abscisses FE par les ordonnées EB aient la valeur donnée;

(") En tenant compte de la racine a =-— 0.
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les points d’intersection de 'hyperbole et du demi-cercle satisferont
i la question. Mais, comme le produit FE >< EB doit étre maximum, il
s’agit en fait de construire une hyperbole qui ait pour asymptotes
AF, FC et qui, au lieu de couper le demi-cercle, lui soit tangente, soit
en B; car les points de contact déterminent les quantités maxima ou
minima.

Supposons le probleme résolu : si 'hyperbole touche le demi-cerele
en B, la tangente en B au demi-cercle sera également tangente & 'hy-
perbole. Soit ABC cette droite. Llle est tangente a I'hyperbole en B et
rencontre les asymptotes en A et C; donce, d’apres Apollonius, AB = BC;
par suite, FE = EC et AF == 2BE = 2AN. Mais, comme tangente au
cercle, BA = AF; done BA = 2AN, et & cause de la similitude des
triangles, si M est le centre, MB = 2ME. Mais le rayon MB est donné;
donc le point E le sera.

On peat de méme ramener en général toute recherche de maximum
ou de minimum & la construction géométrique d’une tangente; mais
cela ne diminue en rien 'importance de la méthode générale, puisque
la construction des tangentes en dépend, aussi bien que la détermi-
nation des maxima et des minima.

VI.

SUR LA MEME METHODE.

La théorie des tangentes est une suite de la méthode, dés longtemps
publiée pour I'invention du maximum et du minimum, qui permet de
résoudre tres aisément toutes les questions de limitation, et notam-
ment ces fameux problémes dont les conditions-limites sont indiquées
comme difficiles par Pappus (Livre VII, préf.).

Les lignes courbes dont nous cherchons les tangentes ont leurs pro-
priétés spécifiques exprimables, soit par des lignes droites seulement,
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soit encore par des courbes compliquées comme on voudra avec des
droites ou d’autres courbes.

Nous avons déja satisfait au premier cas par notre régle, qui, trop
concise, a pu paraitre difficile, mais cependant a été reconnue légi-
time.

Nous considérons en fait dans le plan d’une courbe quelconque
deux droites données de position, dont on peut appeler 'une diamétre,
I'autre ordonnée. Nous supposons la tangente déja trouvée en un point
donné sur la courbe, et nous considérons par adegalité la propriété
spécifique de la courbe, non plus sur la courbe méme, mais sur la tan-
gente & trouver. En ¢liminant, suivant notre théorie des maxima et mi-
nima, les termes qui doivent I'étre, nous arrivons a une égalité qui
détermine le point de rencontre de la tangente avec le diametre, pﬁr
suite la tangente elle-méme.

Aux nombreux exemples que j’ai déja donnés, jajouterai celui de
la tangente & la cissoide, inventée, dit-on, par Diocles.

Soient un cercle dont les deux diametres AG, BI (fig. ro1) se cou-
pent normalement, et la cissoide IHG, a laquelle, par un quelconque
de ses points, soit H, il faut mener la tangente.

Iig. ror1.

o

Supposons le probléme résolu, et F Pintersection de CG et de la
tangente HF. Posons DF = a, et, en prenant un point E quelconque
entre D et F, DE = e.

MD DG
= =%> ONl aura

D’apres la propriété spécifique de la cissoide : o = v
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NE G
EG 7 EO’
portion de la droite EN interceptée entre E et la tangente.

donc & exprimer analytiquement l'adegalite EO étant la
Soient la donnée AD = z, la donnée DG == n, la donnée DH — r, et,
comme nous 'avons dit, I'inconnue DF = «, arbitraire DE = e.
On aura

ra —re ;
EG=n—e¢, EO = — EN =\'5n — ze + ne — e*.

P

D’apres la regle, il faut considérer la propriété spécifique, non

. NE EG
pas sur la courbe, mais sur la tangente, ct poser donc ic " ro’ FO

étant 'ordonnée de la tangente, ou, en notations analytiques,

Zn—se -+ ne—e? n-—e

n--——e€ ra—re

carrant, pour se débarrasser du radical :

zn —3ze -+ ne —e? n?4-e>—ane
- W —— - . .
n®*—4e’— ane rra*+re* —arlae
a?

Maltipliant tous les termes par a*, et adégalant, d’aprés la regle, le
produit des extrémes au carré du moyen, supprimant les termes su-
perflus, conformément a la méthode, on aura enfin

33a-+na-—=-2sn.

D’ou la construction suivante de la tangente : Prolongez le rayon CA
du cercle donné jusqu'en V et prenez AV == AC. Divisez AD < DG
par VD, soit DF le quotient; joignez FH; vous aurez la tangente & la
cissoide.

Indiquons aussi la facon de procéder pour la conchoide de Nicomeéde,
mais indiquons-la seulement pour ne pas étre trop long.

Soit la conchoide de Nicomede construite sur la figure ci-contre
(fig. 102), comme elle 'est dans Pappus et dans Eutocius : I est le
pole, KG I'asymptote a la courbe, IHE la perpendiculaire a Pasym-
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ptote, N un point donné sur la courbe, par lequel il faut mener une
tangente NBA rencontrant IE en A.

Fig. ro2.

A

\
\\
2
- =4 /ﬂ \

Supposons le probléeme résolu, comme ci-dessus. Menons NC paral-
léle & KG. D’apres la propriété spécifique de la courbe, LN == HE.
Prenons un point quelconque, soit D, entre C et E, et menons par ce
point, parallelement & CN, DB qui rencontre la tangente en B. Comme
la propriété spécifique de la courbe doit étre considérée sur la tan-
gente, joignons BI qui rencontre KG en M; on doit adégaler, d’apres
les regles de 'art, MB et HE; on arrivera ainsi a 1’équation cherchée.
Pour cela, on posera, comme ci-dessus, CA = a, CD =¢, EH = z, et
on désignera de méme les autres données par leurs noms. On trouvera
facilement I'expression analytique de la droite MB, on l'adégalera,
comme il a été dit, a la droite HE, et on résoudra la question.

Ce que j’ai dit parait sutfire pour le premier cas. 1l est vrai qu’il y a
une infinité d’artifices pour abréger les calculs dans la pratique; mais
on peut facilement les déduire de ce qui précede.

Pour le second cas, que jugeait difficile M. Descartes, a qui rien ne
Iest, on y satisfait par une méthode trés élégante et assez subtile.

Tant que les termes sont formés seulement de lignes droites, on les
cherche et on les désigne d’apres la regle précédente. D’ailleurs, pour
éviter les radicaux, il est permis de substituer aux ordonnées des
courbes, celles des tangentes trouvées d’apres la méthode précédente.
Enfin, ce qui est le point important, aux arcs de courbes on peut sub-
stituer les longueurs correspondantes des tangentes déja trouvées, et
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arriver a l'adégalité, comme nous 'avons indiqué : on satisfera ainsi
facilement & la question.
Prenons comme exemple la courbe de M. de Roberval | cycloide].
Sotent HBIC ( fig. 103) la courbe, C son sommet, CF I'axe; décri-
vons le demi-cercle COMF, et prenons sur la courbe un point quel-
conque, soit R, duquel il faut mener la tangente RB.

Tig. 103.

Menons par ce point R, perpendiculairement & CDF, la droite RMD,
coupant le demi-cercle en M. La propriété spécifique de la courbe est
que la droite RD est égale & la somme de 'arc de cercle CM et de I'or-
donnée DM. Menons, d’apres la précédente méthode, la tangente MA
au cercle (le méme procédé serait en effet applicable si la courbe COM
était d’une autre nature). Supposons la construction opérée, et soient
Iinconnue DB = a, les droites trouvées par construction : DA = b,
MA = d; les données MD = r, RD == z, 'arc de cercle donné CM = n,
la droite arbitraire DE = e.

Par Emenons EOVIN parallele a la droite RMD; on a

sa—=ze

e 3z .
a—e  NIVOE’

d’ott NIVOE =
Il faut donc adégaler (a cause de la propriété spécifique de la

ze .
ala

. \ -y .. za -—
courbe qui est a considérer sur la tangente) cette droite ——
[
somme OE —+ arcCO.
Mais arcCO=arc CM—arcMO. Done ~——

Pour obtenir 'expression analytique des trois derniers termes, tout

Sad—2z

OB +arcCM — areMO.

en évitant les radicaux, on peut, d’apres la remarque précédente, sub-
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stituer, i OF, Pordonnée EV de la tangente, et & Pare MO, la portion de
tangente MV qui lui est adjacente.
Pour trouver Iexpression analytique de BV, on a dailleurs
b r s ; rb—re
== s ot EV =
bh—e EV’ N b
Pour celle de MV, & cause des triangles semblables, comme ci-des-
de
2
infin on a posé arcCM = 2. On aura done analytiquement

b e Tt
SUS, = g d’olt MV =

Multipliant, de part et d’autre, par ab :

sba — s bew rba — rae - bna — dae.

Mais, d’apros lapropriécté de la courbe, s=r--2, done zba=rba-+bnu.

Supprimant les termes communs,

zbhe v rae 4+ dae.

Divisons par e; comme il ne reste ict aucun terme superflu, il n'v a

pas d’autre suppression & faire :

) r-
sb=ra-+ da, d’ott —— =

. , M. MD RbD
Pour la construction, on fera done MA =MD R

; on joindra BR

DA T DB’
qui touchera la courbe CR.
. M MD b .o . ,
Mais comme M—\I—T\\— = %T’ ainsi qu'il est facile de le démontrer,
MD _ RD

on peut faire ou, pour que la construction soit plus éle-

bC T DB’
gante, joindre MC et lui mener RB parallele.

La méme méthode donnera les tangentes a toutes les courbes de
cette espece. Nous avons indiqué il v a longtemps leur construction
générale.

Comme il a été proposé de trouver la tangente de la quadrataire ou
quadratrice de Dinostrate, voici comment nous la construisons d’apros
la méthode précédente.

Fermar, — I 19
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Soient AIB ( fig. 104) un quart de cercle, AMC la quadrataire, a la-
quelle il faut mener la tangente en un point donné M. Je joins MI; de

I comme centre, avec IM comme rayon, je décris le quart de cercle

N . MN_ areMD ..
ZMD, et, menant la perpendiculaire MN, je fais o0 = ==+ Je joins

MO qui sera tangente & la quadrataire; que cela suffise.

Cependant il arrive souvent que la courbure change, comme dans la
conchoide de Nicoméde (1 cas) et dans toutes les espéces, sauf la
premiére, de la courbe de M. de Roberval (2¢ cas); pour pouvoir bien
dessiner la courbe, il convient donc de rechercher mathématiquement
les points d’inflexion, ol la courbure devient concave de convexe, on
inversement. Cette question se résout ¢légamment par la méthode de

maximis el minumis, grice au lemme général suivant :
g )

Soit la courbe AHFG ( fig. 105) dont la courbure change par exemple
au point H. Menes la tangente UB, [’ordonnee NC; angle HBC sera le
minimum entre tous ceux que la tangente fait avec 'axe ACD, qu’elle
sotl au-dessous ou au-dessus du point H, comme il est facile de le démon-

trer.

Qu'on prenne en effet, au-dessus du point H, un point M; la tan-
gente en ce point rencontrera 'axe entre A et B, soit en N; 'angle en
N sera done plus grand que l'angle en B.

De méme, si 'on prend le point F au-dessous de H, le point D, ol
la tangente FD rencontre I'axe, sera au-dessous de B, et la tangente DF
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rencontrera d’ailleurs la tangente BH du coté de FH; 'angle en D sera
donc plus grand que 'angle en B.

I'ig. 105
g. .

N

)

Nous ne poursuivons pas tous les cas, nous indiquons seulement
le mode de recherche, les formes des courbes variant indéfiniment.
Pour donc trouver, par exemple, le point H sur la figure, on cher-
chera d’abord, d’apres la méthode précédente, la propriété de la tan-
gente en un point quelconque de la courbe. Puis, par la doctrine de
maxtimis et minimus, on déterminera le point H tel qu’en menant la

HC . ..
B soit minimum.

Car ainsi Pangle en B sera minimum. Je dis que le point H ainsi trouvé

perpendiculaire HC et la tangente HB, le rapport

sera celul ot commence le changement de courbure.

La méme méthode de maximis et minimis donne aussi, par un arti-
fice singulier, Pinvention du centre de gravité, comme je I'ai indiqué
autrefois & M. de Roberval.

Mais, comme couronnement, on peut encore lrouver les asymplotes
d’une courbe donnee, recherche qui conduit & de remarquables pro-
priétés pour les courbes indéfinies. Nous pourrons un jour les déve-
lopper et les démontrer plus au long.



148 (EUVRES DE FERMAT. [167, 168 ]

VI
PROBLEME ENVOYE AU R. P. MERSENNE

le 10 novembre 1642.

Trouver le cylindre de surface maxima inscrit dans une sphere donnée.

Soit donnée une sphére de diametre AD ( fig. 106), de centre €. On

demande A’y inscrive le cylindre de surface maxima.

Fig. 106.
T
/}\/\\T%
/; /// \\
f/’ N iR \ ¥
D C A G

Supposons le probléeme résolu; soient DE le diametre de base du
evlindre, EA son coté (on peut en cffet donner cette position au
evlindre, I'angle inscrit dans le demi-cercle ¢tant droit). La surface
du eylindre est proportionnelle & DE* + 2DE.EA : il faut donc cher-
cher le maximum de la somme DE? 4+ 2DE.EA.

Si on abaisse la perpendiculaire EB,on a, d’une part, DE*=AD.DB:
de Pautre, DE.EA = AD.BE. Nous avons done & chercher le maximum
de la somme AD.DB + 2AD.BE, ou, en divisant les deux termes par
la droite donnée AD, le maximum de la somme DB -+ 2BE.

Cette question est facile : qu'on fasse CB = {BE, ou, ce qui revient
au méme, BC = (—V%, le point E satisfera au probléme. Menons en effet
la tangente EF qui rencontre en Fle prolongement du diameétree; je dis
que la somme DB + 2BE est maxima.

En cffet, puisque CB =1BE, BE = | BF; donc BF = 2BE; donc
DF = DB + 2BE; il est clair ainsi que la somme DB + 2BE est
maxima.

Prenons en effet un point quelconque, soit I, sur le demi-cercle, e

abaissons la perpendiculaire IN; par le méme point I, menons IG paral-
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lele & la tangente et rencontrant le diametre en G, Ce point G tombera

entre les points F et D, autrement la parallele GI ne rencontrerait
FB G\
BE — NI’
FB = 2BE; donc GN=2aNI et, par suite, GD = DN + aNI. Mais
comme GD(= DN + 2NI) est inféricure & DF(= DB + 2BE), il s’en-

suit que DB 4+ 2BE est un maximum et que le cylindre cherché aura

pas le demi-cercle. En raison du parallélisme, on a mais

pour base DE et pour coté EA.

On prouvera, d’apres ce qui précede, que le rapport :7)% est celut du
plus grand au plus petit segment d’une droite divisée en movenne et
extréme raison.

Nous pouvons dailleurs par le meéme procédé trouver et construire un
cvlindre de surface donnée.

On ramenera en effet la question 2 I'égalité entre la somme DN+ 2 NI
et une droite donnée, soit DG, qui, d’apres la valeur trouvée pouar le
maximum, devra étre au plus égale & DF. Menez GI parallele & FE; Ie
point I satisfera & la question et 'on pourra ainsi avoir tantot deux
evlindres, tantot un scul répondant & la condition posée.

Si, en effet, Ie point G tombe entre F et A, deux eylindres difféeents
satisferont au probleme; mais si G tombe en A ou plus pres de D, la

solution sera unique.

VI

ANALYSE POUR LES REFRACTIONS.

[

Soit ACGBI (fig. 108) un cercle dont le diamdtre AFDB sépare deux
milicux de nature différente, le moins dense étant du coté ACB, le
plus dense du eoté AIB.

Soient D le centre du cercle et CD le rayon incident tombant sur ce
centre du point C donné; on demande le rayon réfracté DI, ou autre-
ment le point | par ou passera le rayon apres la réfraction.

Abaissez sur le diametre les perpendiculaires CF, TH. Le point C
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¢tant donné ainsi que le diametre AB et le centre D, le point F et la
droite FD seront également donnés. Supposons que le rapport de la
résistance du milieu plus dense a celle du milieu moins dense soit
celui de la droite donnée DF & une autre droite 7 donnée en dehors
de la figure. On devra avoir m < DF, la résistance du milieu moins
dense devant étre inférieure a celle du milieu plus dense, par un
axiome plus que naturel.

Fig. 108.

Nous avons maintenant & mesurer, au moyen des droites m ct DF,
les mouvements suivant les droites CD et DI; nous pourrons ainsi
représenter comparativement 'ensemble du mouvement sur ces deux
droites par la somme de deux produits : CD .7 + DI.DF.

Ainsi la question est ramenée & partager le diameétre AB en un
point H de telle sorte que si en ce point on éleve la perpendicu-
laire HI, puis qu'on joigne DI, I'aire CD.m + DI.DF soit minima.

Nous emploierons a cet effet notre méthode, déja répandue parmi
les géométres et exposée depuis environ vingt ans par Hérigone dans
son Cursus mathematicus. Appelons 7 le rayon CD ou son égal DI, 4 Ia
droite DF, et posons DH = a. Il faut que la quantité nm + nb soit
minima.

Soit, pour I'inconnue e, une droite arbitraire DO; joignons CO, OI.
Kn notations analytiques : CO? = n*—+¢*— 2be, et O1* = n?* + e*-+ 2ac;
done

CO.m =\m*n*+ m2e*— 2m?be, 10.0 =\/b* 1> + b2e* + 2b%ac.

La somme de ces deux radicaux doit étre adégalée, d’apres les regles
de 'art, & la somme mn + bn.
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Pour faire disparaitre les radicaux, on élevera au carré, on suppri-
mera les termes communs et 'on transposera de facon & ne laisser dans
un des membres que le radical qui subsistera; puis on éléevera de nou-
veau au carré; apreés nouveau retranchement des termes communs de
part et d’autre, division de tous les termes par e et suppression de
ceux ol e entrera encore, selon les regles de notre méthode généra-
lement connue depuis longtemps, on arrivera, en otant les facteurs
communs, & I'équation la plus simple possible entre a et m, c’est-
a-dire qu'apres avoir fait disparaitre les obstacles opposés par les
radicaux, on trouvera que la droite DH de la figure est égale a la
droite m.

Par conséquent, pour trouver le point de réfraction, il fant, ayant
mené les droites CD et CF, prendre les droites DF et DH dans le rap-
port de la résistance du milieu plus dense & celle du milieu moins
dense, soit dans le rapport de 6 & m. On élévera ensuite en H la per-
pendiculaire HI au diametre; elle rencontrera le cercle en I, point ot
passera le rayon réfracté; et ainsi d’ailleurs le rayon, passant d’un
milieu moins dense dans un plus dense, s’infléchira du coté de la per-
pendiculaire : ce qui concorde absolument et sans exception avee le
théoreme découvert par Descartes; I'analyse ci-dessus, dérivée de
notre principe, donne done de ece théoreme une démonstration rigou-
reusement exacle.

IX.

SYNTHESE POUR LES REFRACTIONS.

Le savant Descartes a proposé pour les réfractions une loi qui est,
comme on dit, conforme & I’expérience; mais, pour la démontrer, il
adu s’appuyer sur un postulat absolumentindispensable & ses raison-
nements, a savoir que le mouvement de la lumiére se ferait plus faci-
lement et plus vite dans les milieux denses que dans les rares; or ce
postulat semble contraire a la lumiere naturelle.
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En cherchant, pour établir la véritable loi des réfractions, a partir
du principe contraire, — a savoir que le mouvement de la lumiere
se fait plus facilement et plus vite dans les milieux rares que dans
les denses, — nous sommes retombés précisément sur la loi que
Descartes a énoncée. Est-il possible d’arriver sans paralogisme & une
meéme vérité par deux voies absolument opposées, ¢’est une question
que nous laissons 4 examiner aux géometres assez subtils pour la
résoudre rigourcusement; car, sans entrer dans de vaines discussions,
la possession assurée de la vérité nous suflit et nous estimons preé-
ferable & une plus longue continuation de querelles inutiles et illu-
soires.

Notre démonstration s’appuie sur ce seul postulat que la nature
opere par les moyens et les voies les plus faciles et les plus aisées. Car
¢’est ainsi que nous croyons qu'il doit étre énoncé et non pas comme
on le fait d'ordinaire en disant que la nature opere toujours par les
lignes les plus courtes.

En effet, de méme qu’en spéculant sur les mouvements naturels
des graves, Galilée en mesure les rapports aussi bien par le temps
que par Pespace, de méme nous ne considérerons pas les espaces ou
les lignes les plus courtes, mais celles qui peuvent étre parcourues
le plus facilement, le plus commodément ct dans le temps le plus
court.

A0l S ) ,,,m‘., ol €\ ’..,‘ X ” d e i o h-
Gela supposé, soient deux milicux de nature différente (fig. 109)

Ilig. 109.

séparés parle diamétre ANB du cercle AHBM, le milicu le moins dense
étant du coté de M, le plus dense du coté de H; menons de M vers H
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les lignes quelconques MNH, MRH, bris¢es sur le diamétre aux points
Net H.

La vitesse du mobile sur MN dans le milieu rare étant plus grande,
d’apres 'axiome ou le postulat, que la vitesse du méme mobile sur NH,
et les mouvements étant supposés uniformes dans chacun des deux
milieux, le rapport du temps du mouvement sur MN au temps du
mouvement sur NH sera, comme on sait, le produit du rapport de MN
a NH et du rapport inverse des vitesses sur NH et sur MN. Soit done

1056 vitesse sur MN  MN on aura SMPS sur MN IN
1 vitesse sar NH ~— NI~ temps sur NH — NH
On prouvera de méme que si le rapport de la vitesse dans le milieu

MR tempssurMR PR

pp’ onaura temps sur RH — RH’

temps sur MNH __ IN+ NH
temps sur MRH = PR -+ RH

Or, puisque c’est la nature qui dirige la lumiere du point M vers le
point H, nous devons chercher un point, soit N, par lequel la lumiére,
en s’infléchissant ou se réfractant, parviendra dans le temps le plus
court du point M au point H; car on doit admettre que la nature, qui
mene le plus vite possible ses opérations, visera d’elle-méme ce

rare a la vitesse dansle milieu dense est

D’ou il suit que

point-la. Si donc la somme IN + NH, qui mesure le temps du mouve-
ment sur la ligne brisée MNH, est une quantité minima, nous aurons
atteint notre but.

f7énoncé du théoreme de Descartes donne ce minimum, comme
nous allons aussitot le prouver par un véritable raisonnement géomé-
trique et sans aucune ambiguité. Voici en effet cet énoncé :

Si du point M on mene le rayon MN, que du méme point M on abaisse

la perpendiculaire MD, puis que 'on prenne g;\i lans le rapport de la

plus grande vitesse a4 la moindre, qu’enfin on éléve en S la perpendi-
culaire SH et que I'on mene le rayon NH, la lumiére incidente au
point N dans le milieu rare se réfractera dans le milieu dense du coté
de la perpendiculaire versle point H.

C’est ce théoreme qui est en accord avec notre Géométrie, comme
il résulte de la proposition suivante purement géométrique.

Fermar. — I 20
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Soit le cercle AHBM, dont ANB est un diametre et N le centre; sur
la circonférence de ce cercle je prends un point M quelconque, je
meéne le rayon MN et j'abaisse sur le diametre la perpendiculaire MD.

QA ~ A ’ 2 o o I)N Q .
Soit donné¢ d'autre part le rapport o= en supposant DN >>NS; en S

j’éléeve au diametre la perpendiculaire SH qui rencontre la circonfé-
rence au point Hj; je joins ce point au centre par le rayon HN. Posons
DN MN .
NS TN
si 'on prend un autre point quelconque, R par exemple, sur le rayon
NB, que l'on joigne MR, RH ct que P'on fasse ;\—;g = ?{I—?R, on aura
PR -+ RH > IN 4+ NH.

Pour le démontrer, faisons

e dis que la somme IN + NH est minima; ¢’est-d-dire que

MN RN DN _ NO
DN 7 NO "'NS TNV

par construction, puisque DN est plus petit que le rayon MN, on aura
NO < NR; de méme, puisque NS < ND, on aura NV<NO.
Cela posé, on a, d’apres Euclide : MR* = MN? + NR* + 2DN.NR;

mais puisque, par construction, % = %> on a MN.NO = DN.NR;

donc 2MN.NO = 2DN.NR; donc MR* == MN* 4+ NR? -+ 2 MN . NO.
Mais, puisque NR > NO, NR* > NO?; done

et - Il est clair que,

MR?> MN?+ NO?+ 2 MN.NO.
Mais la somme MN? + NO? -+ 2MN.NO = (MN + NO)*. Done
MR > MN + NO.

DN _MN _ NO

D’autre part, par construction, NS T N[ NV done
DN _ NN+ NO,
NS 7 IN--NV
_— . DN __ MR MN +~NO MR | ()
Mais on a aussi g = p done INCNY = R’p Or MR >MN + NO;

donc aussi RP >IN + NV.
Il reste & prouver que RH > HV; car, s’il en est ainsi, il est clair que
PR -~ RH >IN + NH.
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Or dans le triangle NHR, d’apres Euclide,

RH*= HN2+ NR?— 2SN.NR.

X . MN(=NH) NR DN NO )

1:1131s par construction DN =50’ et s = NV’ done, ex equo,
N

X3 = v+ Done HN.NV = NS.NR et 2HIN.NV = 2SN.NR; donc

RH? == IIN*+4- NR?— 2 HN.NV.
Mais on a prouvé que NR* > NV?; donc
HR?>> HN?+ NV2— 2HN.NV.
Or HN® + NV* — 2 HN.NV= HV=, d’apres Euclide; donc HR* > HV* et
HR > HV. Ce qu’il restait & prouver.
Sil'on prend le point R surle rayon AN, quand méme les droites MR,

RH se trouveraient dans le prolongement 'une de I'autre, comme dans
S)
la figure suivante (fig. 110), — la démonstration étant d’ailleurs indé-

Tig. rro.
/-\\\
M/[/I \\
N

pendante de ce cas particulier, — le résultat sera le méme, ¢’est-a-dire

que l'on aura toujours PR -+~ RH >> IN + NH.

Faisons, comme ci-dessus MN RN et DN _ NO. il est clair que

¢ ’ DN T N0 UPNS T AV arrque
RN > NO et NO > NYV. _

MR?* = MN? + NR* — 2DN.NR. A 2DN.NR on peut, d’aprées le méme

raisonnement que ci-dessus, substituer 2MN.NO; d’ailleurs NR*>NO*;

donc MR* > MN* 4+ NO? -~ 2MN.NO. Mais
MN2 -+ NO?— 2MN.NO = MO2.

Donc MR?* > MO*® et MR > MO.
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) ) 1 . DN MN NO .
D’autre part, on a, par construction, NS T OIN TNV donc,

MN NI .. MO v .
NO = NV’ et dividendo : — ——> ot victssim :

vICcLSSim : ON = VN

MO ON DN MR
IV. " NY NS " RP
Mais on a prouvé que MR > MO; done PR > IV. Il reste & prouver,
pour établir la proposition, que RH > HN + NV; ce qui est tres facile
d’apres ce qui précede.
En effet RH* = HN® 4+ NR* + 2SN.NR; a4 2SN.NR on peut substi-
tuer, comme on I’a vu, 2HN.NV; d’ailleurs NR* > NV2. Done

HR2> HN?2 4+ NV2+ o HN.NV;

donc, comme ci-dessus, HR > HN + NV.

I est done certain que la somme des deux droites PR, RH, quand
méme elles ne formeraient qu’une droite unique PRH, est toujours
supérieure a la somme IN + NH. C. Q. F. D.
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NOUVEAU TRAITEMENT EN ANALYTIQUE

DES

INCONNUES SECONDES ET D'ORDRE SUPERIEUR.

e O e

Laréduction aux premieres des inconnues secondes et d’ordre supé-
rieur, opération de la plus haute importance en Algebre, trouve son
fondement dans la seule proportion de la double équation, i réitérer
autant de fois qu’il est besoin, ainsi que le montre la marche elle-
méme de la question.

Soit proposé

ur

adet—3 et ba + e* -+ de == n?.

Pour ramener la seconde inconnue a la premiére, voici les regles :
Faites passer dans un membre de I'équation tous les termes ou
entre la seconde inconnue. Ainsi, dans I'exemple choisi,

=111 111

de a® +¢é* = 3", tirez : s a® = €3

de ba + e*+ de —=n?, n? — ba — e+ de.

De la sorte dans chaque équation les termes en ¢, c’est-a-dire ceux ol
entre la seconde inconnue, constituent un des membres de I’équation.
St cette équation double est ramenée & une proportion, on aura

sM—adied i nt— ba : e*+ de.

En égalant le produit des extrémes & celui des moyens, tous les
termes seront divisibles par ¢, la seconde inconnue, ce qui est évi-
dent, puisque e figure dans le second et le quatriecme membre de la
proportion.
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On aura

sMer— ade? + sMde — atde == n?e® — bae®,

Divisez par e jusqu’a ce qu’un terme soit entierement débarrassé de e :
sMe —ade + s™Md — add = n?e?> — bae®.

Cela fait, cette nouvelle équation sera, par rapport a la seconde
inconnue, d’un degré moins élevé que la plus haute des deux pro-
posées en premier lieu. On voit en effet que dans la plus haute des
deux premiéres proposées entre e, dans cette derniére, le terme le
plus élevé par rapport i e est en ¢*.

Il ne faut pas s’arréter ici, mais réitérer la proportion sur la double
équation, jusqu’a ce qu’on ait ramené la seconde inconnue au premier
degré, afin d’éviter tout radical.

Préparons donc cette derniére équation de la maniere prescrite et
formons un membre de I’équation avec tous les termes en e, quels
qu’ils soient; on aura

sMNd — atd — n?e*— bae?— zMe + ade.

Des deux premiéres équations, la moins élevée donne, comme nous

I’avons dit :
n®— ba — e+ de.

Ramenez encore cette double équation & une proportion

sMd —add ; n*e*— bae® — 3"Me 4+ ade 1. n>— ba : e*+ de.

Egalons le produit des moyens a celui des extrémes; tous les termes
pourront étre divisés par e, comme on I’a montré. On aura

sMde? 4+ sMd2e — adde* — add?e

-+ nte? — nbaer — n2zMe + n2ade — ban’e? + b ae*—= bz ae — bate.

Divisant tout par e, il vient enfin
Mde + 3" d? — atde — a*d?

=n*e — n2bae — n*z"™M 4 n2a®— ban®e + b*ae -~ bz"a — ba*

Cela fait, cette nouvelle équation est encore, relativement i la
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seconde inconnue, abaissée d’un degré. Si I'on fait passer dans un
membre de I'équation tous les termes ou entre ¢, on a

M — B3d? 4+ s — np2ad— b3"Ma -+ bat

—=n*te — n*bae — ban?e -+ b*a’e — 3" de + a*de.

Il n’y a pas lieu d’aller plus loin, puisque la seconde inconnue ne
se trouve plus qu’au premier degré, si bien que, par une simple divi-
sion, on aura la relation de ¢ & la premiére inconnue. Ainsi

M2 — add*+ n?s" —na— b3 a 4 bat

€= P ; 5 T - . C. Q. F. T.
n*—n*ba —n*ba -+ b*a* — 3"d + a*d Q

Pour ramener la recherche des deux inconnues a celle d’une seule,
il faut reprendre une quelconque des deux équations primitives; la
moins élevée est plus convenable pour que le degré de I'équation
finale ne monte pas trop haut.

Ainsi nous avons dans une des deux équations primitives :

ba 4 e*+ de = n2.

Au lieu de e on substituera sa valeur trouvée qui est exprimée au
moyen soit de termes connus, soit de la premiére inconnue qui ici
est a. Puis on ordonnera I'équation par rapport a cette premiére
inconnue. Il est clair que la seconde sera éliminée, qu’on sera arrivé
a une équation libre de tout radical et que la méthode est générale.

Sien effet on proposait plus de deux inconnues, la méthode, réitérée
autant qu’il le faudra, exprimera par exemple la troisieme en fonction
de la premiere et de la seconde, puis la seconde en fonction de la pre-
miere, toujours par le méme moyen.

APPENDICE A LA METHODE PRECEDENTE.

La méthode précédente permet en Algebre une élimination com-
plete et absolue des radicaux. L'unique procédé que I'on ait jusqu’a
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présent possédé pour cette élimination, le climatisme symetrique de
Viete, est loin d’étre une invention suflisante et assez efficace.
Qu’on propose par exemple

Vo — @b +\a* +ca +\da —a'+ Vga — a*= n.

Comment I'analyste a la facon de Viete pourra-t-il se débarrasser de
radicaux de cette sorte? La difficulté ne croitra-t-clle pas, plus il pous-
sera son travail? Enfin, fatigué et désespéré, n’implorera-t-il pas de
I’Analyse une lumiére nouvelle?

Elle est clairement fournie par la méthode précédente. Je ne don-
nerai qu'un seul exemple tres court; car, le principe une fois dévoilé,
tout le reste apparait sans la moindre difficulté.

Soit proposé yza® — @’ + ya* + b*a = d.

D’abord on ordonneral’équation de facon h en constituer un membre
avec un seul radical.

Soit done d — Va' + b*a = \za* —~ a’.

Cela fait, on désignera tous les radicaux, excepté celui qui a été
rejeté seul dans un membre de I'équation, par des inconnues secondes,
ou d’ordre supérieur, si besoin est.

Posons donc, par exemple : ya' -+ b*a = e.

On arrive ainsi au procédé de la méthode precedente a la propor-

tion de la double équation. On a en effet : d — ¢ = yza® — a’.

Elevant les divers membres au cube, @® +3de? —3d%e—e* =za® — a*;
mais, par hypothese, ¢’ = a® + b*a.

On a donc une double équation; dans chaque équation, il faut,
d’aprés la méthode, faire passer dans un méme membre tous les termes

ou entre la seconde inconnue. On aura donc
@ — @ —d*=:3de*— 3 d*c — ¢, a’ -+ ba == ed.

On réitéreral’opération jusqu’a ce qu'on arrive d exprimer la seconde
inconnue au moyen de la premiére. Cela fait, on substituera a e sa
nouvelle valeur, dans une quelconque des équations primitives que
Pon ordonnera; on aura résolu la question.
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Je n’ajoute rien de plus, ce serait inutile; je ne m’arréte pas aux
superfluités. Qui ne voit en effet que tous les termes irrationels
peuvent étre de méme représentés, si une seconde inconnue ne suffit
pas, par des troisiemes, quatriémes inconnues, et indéfiniment?
Auquel cas on considérera d’abord comme seconde la quatriéme ou
derniere, et les autres provisoirement comme premiére inconnue ou
comme termes connus, jusqu’a ce qu’on ait entierement éliminé cette
derniére inconnue et ramené les équations a ne contenir que la pre-
miére, la seconde et la troisiéme. Puis par le méme moyen on réduira
la troisieme inconnue & la seconde et & la premiere, et la seconde & la
premiere, comme nous 'avons déja indiqué.

Il n’y adonc aucune irrationelle qui résiste a I'élimination par cette
méthode, dont 'usage est surtout précieux, indispensable méme, dans
la résolution numérique des équations. En effet, aussitot les irratio-
nelles éliminées, lartifice de Viete sera applicable pour la recherche
numérique des racines; si la question ne peut étre résolue en nombres
exacts, on aura des solutions aussi approchées qu’on le voudra. Au
contraire, tant qu’il y a des irrationelles, il est impossible d’arriver
aux solutions approchées.

U~k recuercue plus approfondie a montré que I'on pouvait déduire
de la une méthode tres remarquable pourla pleine et parfaite connais-
sance des lieux en surface, comme aussi pour les problemes ot I'on
donne au début de la question plus d’éléments que n’en réclame la
détermination de la construction du probleme.

Pour expliquer ceci plus clairement, il y a certains problémes qui
ne reconnaissent qu’une position inconnue, et qu'on peut appeler
determinés, pour les distinguer des problemes de lieux. Il v en a cer-
tains autres qui ont deux positions inconnues et ne peuvent jamais
étre ramenés 4 n’en avoir qu'une seule : ce sont les problemes de
lieux. Dans les premiers problemes, nous recherchons seulement un
point unique, dans les derniers, une ligne. Mais si le probléme pro-
posé admet trois positions inconnues, il s’agit de trouver, pour satis-

Feraar, — 11, 21
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faire a la question, non plus seulement un point ou une ligne, mais
bien une surface enticre; de la naissent les lieux en surface, ete.

De méme que dans les premiers probleémes les données suffisent
pour déterminer la question, dans les seconds il manque une donnéce
pour la détermination; dans les troisiemes il en manque deux. Mais
il peut se faire que, de méme que dans ces cas les données suffisent ou
sont en nombre insuffisant, au contraire dans d’autres, les données
soient surabondantes et en excés. Un exemple rendra la chose claire.

Sur la droite AC (fig. 94) donnée, on donne le produit AB > BC et
la différence des carrés AB? — BC2.

Fig. 94.

Il est clair que dans ce cas il yaplusde données que n’en réclament
la détermination et par conséquent la solution de la question. Cepen-
dant ces problemes se présentent tres fréquemment, surtout en Phy-
sique et dans les arts manuels; tous peuvent se traiter, grace i notre
méthode, par une simple division, sans recourir a des extractions de
racine, 4 quelque degré que puissent monter les équations.

Soit proposé, par exemple, dans une certaine question :

a*+ b2a = c*d,

et en méme temps, parce que nous supposons la question surabon-
dante (c’estle nom que nous donnons & ces problemes, de méme que
nous avons pour habitude d’appeler deficients les problemes de lieux) :

g"a—at=b*n".

- Ramenez cette double équation & une proportion, en traitant, par
"application de la méthode que nous avons enseignée, notre unique
inconnue, icl @, comme nous avons fait ci-dessus la seconde, ou bien
celles d’ordre supérieur, ct réitérons lopération jusqu’a ce que la
valeur de @ puisse s’obtenir par une simple division, et étre exprimée,
non plus au moyen de 'inconnue premiere, mais bien en termes entie-
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rement connus. On aura une solution trés simple du probleme, et
Panalyste ne sera plus embarrassé par les équations quadratiques,
cubiques, biquadratiques, etc.

Voici, comme couronnement, la solution tres simple que notre

méthode donne de ce fameux probleme :

Etant donnés une ellipse et un point en dehors de son plan, couper par
un plan, de facon que la section soit un cercle, la surface conique ayant

pour sommet le point donné el pour base lellipse donnee.

Les géometres ramenent la question a prendre ad libitum cing points
sur Pellipse, a joindre ces points par des droites au sommet de la
surface conique, et & décrire un cercle passant par ces cing droites;
ils trouvent ainsi que le probleme est solide. Mais, puisque sur Iel-
lipse le nombre des points est indéfini, siau lieu de cing, on en prend
six, le probleme sera surabondant, ¢t on arrivera i une double équa-
tion, qui donnera finalement 'inconnue par une simple division.

De méme, si 'on donne une courbe quelconque plane, ou un lieu
en surface, quel qu’en soit le degré, on pourra trouver les diametres
et les axes et méme, dans la surface-lieu, toutes les courbes constitu-
tives du lieu en surface, ete.

Soit, par exemple, une surface conique dont le sommet soit donné
et qui ait pour base une parabole ou une ellipse cubique ou biquadra-
tique, ou de quelque degré supérieur, en allant jusqu’a Uinfini. Une
telle surface peut étre coupée au moyen de notre méthode de fagon &
obtenir une courbe quelconque qui puisse étre tracée sur cette sur-
face d’apres sa nature, et la solution du probleme sera toujours tres
simple.

Je n’ajoute rien sur les tangentes des courbes ni sur les autres et
nombreuxusagesde cette méthode, qui se présenterontd’eux-mémes &
la réflexion attentive du chercheur analyste.

— eSO
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SUR LE

PROBLEME D’ADRIEN ROMAIN.

En examinant plus attentivement, I'année derniére, la célébre
réponse de Francois Viete au probleme d’Adrien Romain, et en tom-
bant sur ce passage du Chapitre VI ol ce subtil mathématicien avance
ne pas savoir si Adrien lui-méme a bien connu la formation et les pro-
priétés de I'équation qu’il a proposée, j'ai commencé a douter que
Viete de son coté eat bien donné et découvert une solution suffi-
samment générale de cette fameuse équation.

Adrien Romain proposait en effet, suivant I'énoncé corrigé par
Viete, de trouver la valeur de la racine de I'équation algébrique :

dx—37952% 4+ 95634 25— 1138500 27 + 7811375 2% — 34512075 21!
-+ 10330 6075 x1? — 2 3267 6280 2" -+~ 3 8494 2375 217 — 4 8849 4125 21?
~+ 4 8384 1800 22! — 3 7865 8800 22% + 2 3603 0652 2?5 — 1 1767 9100 2?7
-+ 4695 5700 22 — 14;)4 5040t + 376 456523 — = 0259 x%*

+ 111150287 — 123002 4+ 9452t — 452 ++ ¥ == un nombre donné.

Il est certain que Viéte a fait une tres élégante et trés savante réduc-
tion de ce probleme, suivant son habitude, en employant les sections
angulaires et qu’il a construit, page 318 de I’édition elzévirienne, une
Table importante qu’il est aisé d’étendre indéfiniment & un nombre
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quelconque de termes en continuant a appliquer la méthode dont il
s’est servi; cette Table permet de reconnaitre quelle équation corres-
pond & une division spéciale des angles.

Ainsi, si 'on prend d’abord, dans les rangs impairs, ® — 3 cl
qu’on égale cette expression & un nombre donné qui soit au plus égal
a 2, la question se ramene & la trisection de I'angle. Si ensuite on égale
x® — 52*+ 52 4 un nombre donné qui soit au plus égal a 2, la ques-
tion se ramene & diviser un angle en cinq parties égales. Si c’est
2" — 72® + 14a® — 72 que 'on égale encore & un nombre donné au
plus égal & 2, il s’agira de prendre la septieme partie d’un angle; si
Pon continue indéfiniment la Table de Viete sclon la méthode qu’il a
donnée, le premier membre de I'équation proposée par Adrien sera le
A45¢terme de la Table, etla question sera ramenée a prendre la45¢ partie
d’un angle donné.

Mais il faut observer que, dans toutes ces équations, la méthode de
Viete et 'emploi des sections angulaives ne sont applicables qu’aux
cas ou, comme nous 'avons dit, le nombre donné, auquel on égale
une quelconque des expressions algébriques de la Table, ne dépasse
pas 2; si au contraire ce nombre donné est supérieur & 2, aussitot tout
ce mystere des sections angulaires devient inutile et ne rend plus
aucun service pour la solution de la question proposée.

Cependant Adrien avait proposé en général de résoudre I’équation
en s’en donnant le second membre; il faut done recourir & un autre
moyen qu’aux sections angulaires de Viete.

Si I’on propose tout d’abord, comme premier cas, d’égaler #* — 3x
a un nombre donné qui soit au plus égala 2, la question, comme nous
I'avons déja indiqué, se ramene a la trisection de I'angle; si, au con-
traire, on égale #* — 3z 4 4 ou & tout autre nombre supérieur 2 2,
'équation proposée est résolue par les amalystes au moyen de la
méthode de Cardan. Mais, dans les autres cas suivants, la solution
peut-elle étre obtenue indéfiniment par des extractions de racines,
voila ce que les analystes n’ont pas encore essayé; mais pourquoi ne
pas faire progresser 'Algibre de ce coté, surtout sous vos auspices,
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illustre Huygens, vous dont tous les savants honorent a juste titre le
brillant mérite?

Soit donc proposé d’égaler x* — 52+ 52 & 4 ou A tout autre
nombre supérieur & 2. Dans ce cas, la méthode de Viete est inappli-
cable ; mais nous pouvons affirmer hardiment, pour résoudre généra-
lement le probleme d’Adrien, que pour toutes les expressions de la
Table précitée, toutes les fois que le nombre donné est supéricur a 2,
la question proposée peut étre facilement résolue par des extractions
de racines.

Nous avons en effet remarqué, bien plus nous avons démontré que,
dans tous ces cas, la question peut étre ramenée, de méme que dans
I’équation cubique, & une quadratique par une racine cubique, sclon
la méthode de Cardan et de Viete; si 'équation est du cinquieme
degré, d une quadratique par une racine du cinquieme degré; si I'é-
quation est du septiéme degré, & une quadratique par une racine du
septieme degré, et ainsi de suite indéfiniment.

Soit, par exemple, #* — 32 = 4. Tous savent que la méthode précitée
donne la racine : x = 3\/2 + V3 + ;\/2——‘:/?

Mais proposons, dans U'exemple d'Adrien ou de Viete, d’égaler

x® — da® — S i 4 ou i tout autre nombre plus grand que 2.
Par une méthode qui est générale et qui s’appliquera indéfiniment
i tous les cas de la Table, nous supposerons que la racine cherchée

yid1 , A
< -5 en operanl la substitution, nous verrons tou-

est de la forme
jours se détruire réciproquement les termes qui s’opposent a lasimple
résolution de la question par une extraction de racine; par exemple,

dans le cas proposé, la racine sera \/2 + V3 + \/2 — V3.
Si Pon prend la septi¢eme expression dans la Table de Viete (je
veux dire celle dont I'exposant de la plus haute puissance est 7), soit

2T — st 1hat— s =4,

)
. . . 2 41
et que I'on imagine, comme ci-dessus, o = %—, tous les termes

s‘opposant i la solution par extraction de racine se détruiront de
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méme, et'on troavera pour laracine cherchée : Va2 + 3+ {/2 — V3,
et ainsi de suite & Pinfini.

(’est ce que vous pourrcz non seulement reconnaitre par Pexpé-
rience, mais aussi démontrer, aussitot que vous le désirerez; car c’est
une propriété spécifique de toutes les ¢quations que 'on peut former
avec la Table de Viete, que leurs solutions s’obtiennent toujours par
de simples extractions de racines, lorsquele terme connu est supérieur
a2,

Or le nombre donné, auquel peut étre égalée une expression analy-
tique de la Table, peut étre soit 2, soit plus petit que 2, soit plus grand
que 2.

Dans le premier cas, la racine cherchée est toujours 2.

Dans le second, la question se raméne, d’apres Viete, aux sections
angulaires.

Dans le troisieme, elle se résout facilement au moyen de notre mé-
thode, c’est-a-dire par des extractions de racines.

Ainsi, si 'on prend I'expression analytique proposée par Adrien :

la racine cherchée sera @ = Vz + V3 + “\/2 - \/§

Nous n’avons pas i nous arréter plus longtemps sur un sujet désor-
mais éclairci par des exemples suffisants; on peut toutefois remarquer
que Uextraction de la racine du 45¢ degré, ou U'invention de quarante-
quatre moyennes proportionnelles entre deux quantités données, peut
se ramener tres facilement a U'extraction successive de deux racines
cubiques et d'une racine du 5° degré, ce que montrent suffisamment
les diviseurs 5 et g du nombre 45; 5 en effet correspond & une racine
du 5¢ degré, et g & I'extraction de deux racines cubiques, puisque ¢
est le carré de 3, exposant du cube.

Ainsi, U'invention de deux moyennes proportionnelles réitérée deux
fois et celle de quatre moyennes, opérée une scule fois, fournissent
(uarante-quatre moyennes et résolvent notre question, de méme que
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Viete a ramené la division de 'angle en 45 parties égales, ce qui est le
probleme d’Adrien, & une équation cubique réitérée deux fois et a une
équation du 5¢ degré, c’est-a-dire & une double trisection el & une
seule division en 5.

Je n’ajoute rien sur les solutions multiples de I'équation ou ques-
tion proposée; jai seulement donné celle qui se présente en premier
lieu, me réservant a traiter i loisir des autres dont la discussion

demande plus de travail.

Adieu, homme illustre, aimez-moi.
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REPONSE AUX QUESTIONS DE CAVALIERL

e

Il'y alongtemps qu’a I'exemple d’Archimede pour sa parabole, j'ai
carré toutes celles en nombre indefini dans lesquelles les abscisses sont pro-
portionnelles aux ordonnées elegées a une puissance quelconque. Cette
découverte, que j’ai été le premier a faire, a été communiquée &
M. de Beaugrand et & d’autres; cependant je dois dire que M. de Ro-
berval, qui; sur mes indications, s’était attaqué a ces questions, en a
trouvé de lui-méme la solution, et a ainsi donné une preuve de 'heu-
reuse perspicacité de son génie en Mathématique.

Jai également trouvé les centres de gravité de ces figures et de
celles qui en dérivent; j'ai employé & cet effet cette méthode qui m’ap-
partient et grace a laquelle j’ai aussi bien construit Ies tangentes des
courbes quelconques, ainsi que leurs asymptotes, enfin tous les pro-
blemes qui se rapportent a la recherche du maximum et du mini-
mum.

Mais arrivons & la question : le savant Bonaventure Cavalieri de-
mande ce que 'on peut dire des quadratures précitées. J’ai établi une
regle générale qui donne la solution, non seulement quand il y a rap-
port constant entre I'abscisse et une puissance de 'ordonnée, mais
aussi quand le rapport est donné entre une puissance quelconque de
'abscisse et une puissance quelconque de 'ordonnée; voici I'énoncé
général.

Soit une figure parabolique quelconque EAF ( fig. 111), et suppo-

EC* .
sons, par exemple, s = pue’ J¢ prends les exposants des puissances,

tant des ordonnées que des abscisses : Pexposant est 4 pour le bicarré

Fermat. — LI, 22
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de 'ordonnée; 3 pour le cube de I'abscisse. Je dis donc que le rapport
du parallélogramme EH & 'aire de la figure EAF est le méme que celui
de la somme des exposants des deux puissances & 'exposant de la

Fig. 111,

L =

puissance des ordonnées. Ainsi, dans 'exemple proposé, ¥ :
[ 1 d A lans I’ le proposé, le rapport

du parallélogramme a la figure inscrite sera de 7 & 4.
EC* CA

2 Q \1. ‘d ’ Q ’ 1 A
Dés lors, si, par exemple, o = i’ Lexposant de I'abscisse étant
simplement I'unité, le rapport du parallélogramme a la figure sera de
5a4.

Il en sera de méme indéfiniment pour toutes les figures de ce
genre.

Done on peut affirmer ce que le savant Cavalieri ne proposait
qu’avec doute, a savoir que s’il y a rapport constant entre les puis-
sances des ordonnées et la simple longueur de 'abscisse (ou avec le
coté, comme disent les analystes), le rapport du parallélogramme & la

s
figure est de 2 & 1 pour le triangle, de 3 & 2 pour la parabole simple,
de 4 a 3 pour la parabole cubique, de 5 a 4 pour la biquadratique, et
ainsi de suite indéfiniment.

St maintenant, en laissant fixe la droite CA, on fail tourner la figure
autour d’clle de fagon a engendrer un solide, le rapport du cylindre EH
« ce solide se trouvera comme suit :

Le cylindre est au solide dans le rapport de la somme du double de
I"'exposant de la puissance de 'abscisse et de I'exposant de la puis-
sance de Pordonnée & ce dernier exposant.

Soit, par exemple, B — BA* “yoovhosant du carré de Pabscisse

’ p‘ P > DB3 T BAz P N S

est 2, dont le double est 4; ajoutant 3, exposant de la puissance de



[197, 198] QUESTIONS DE CAVALIERI 171

Pordonnée, on a 7; le rapport du cylindre au solide est donc de 7 & 3
(exposant de la puissance de 'ordonnée).

Par la, j’ai répondu a la seconde question.

Les centres de gragit¢ de toutes ces figures, tant planes que solides,
divisent le diamétre dans le rapport soit du parallélogramme a la
tigure plane, soit du cylindre au solide.

Si lon fait tourner la figure autour de EF, le solide engendré n’est
plus simple comme précédemment, mais composé. Cependant un
habile géometre peut facilement établir une proposition simple entre
ce solide ct le cylindre circonscrit. Je pourrai le montrer plus longue-
ment et avee des preuves a M. Cavalieri, s’il le désire.

Mais quand il demande si des courbes de ce genre, en debors du
triangle et de la parabole, peuvent étre des sections coniques, il
semble ne pas penser a leurs propriétés spécifiques; il est tout aussi
impossible qu’elles soient des sections coniques qu’il est impossible
que la section de la sphére par un plan soit une parabole, une hyper-
bole, ou une ellipse.

Je lui demanderai en grace de vouloir bien nous envover d’ltalie

quelques problémes.

e D Qe —
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PROPOSITIONS A LALOUVERE.

f.

Soit une parabole BAD ( fig. 112) dont AC est I’axe, BC une ordon-
née, AE le paramétre. On demande le rapport de la courbe AB & la
droite BC.

Fig. 112
¥
A
H G
I L
B C D M . N 0

Soit I'hyperbole MLO de centre G, d’axe transverse FL égal au para-
metre AE de la parabole. Soit LN I'axe de cette hyperbole, dont nous
supposerons le parametre égal & 'axe transverse, en sorte que pour
toute ordonnée on ait MN*= FN.NL. En G, élevons la perpendicu-
laire GH ¢gale & Pordonnée BC de la parabole; menons HM et LI,
paralleles & GN et GH et par M, point de rencontre de HM et de I'hy-
perbole, menons l'ordonnée MN.

Je dis que le rapport de la courbe parabolique AB & la droite BC est
le méme que celui du quadrilatére MHGL (formé par les droites MG,
HG, GL et la courbe ML) au rectangle IG.

II.

Soit donnée (fig. 113) la parabole BAD; soient AC son axe, BC une
ordonnée, AE le parametre; on fait tournerla figure parabolique BAC
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autour de 'ordonnée BC; trouver la mesure de la surface courbe du
solide engendré.

Je construis I’hyperbole MNH ayant HI pour axe, en prenant son
axe transverse HF égal au quart du parametre de la parabole, ¢’est-
a-dire de la droite AE, et en faisant le paramétre de cette hyperhole

Fig. 113.
/ . /H
N
B C D M 1

égal & son axe transverse, en sorte que, pour une ordonnée quel-
conque, on ait IM* = FI.IH. Je prends HI égale & I’axe AC de la para-
bole et je mene 'ordonnée IM. Du produit de CA par Pare parabo-
lique BA, je retranche Paire hyperbolique IMH; je construis le carré
égal ala différence. La diagonale de ce carré sera le rayon d’un cercle
égal & la surface courbe du solide engendré par la rotation de aire
ABC autour de 'ordonnée BC.

I11.

Soit une demi-parabole quelconque AC (fig. 114), de sommet A et
d’axe AB; de cette courbe j'en déduis d’autres en nombre indéfini
comme AF, AE, AD, etc.

Fig. 114.

I
g

1 H G B N A

Voici la loi de leur formation : pour la courbe AF, I'ordonnée BF est
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égale & 'arc de courbe parabolique CA, el si je prends un autre point
quelconque, comme N, parlequel je méne 'ordonnée NP, cette ordon-
née NP est de méme égale & 'arc de parabole AO. Pour la courbe EA,
I'ordonnée EB est égale a la courbe FA du second degré et toute autre
ordonnée QN est de méme égale & Parc PA de la méme courbe du
second degré. De méme, pour la courbe AD, I'ordonnée BD est égale
a la courbe EA dua troisieme degré, et toute autre ordonnée NR a
'arc QA de laméme courbe du troisiéme degré ; et ainsi de suite indé-
finiment.

Je dis que toutes ces courbes en nombre indéfini se trouvent dans
un rapport donné avec la parabole simple primitive; voici comment
on peut énoncer le théoréme général :

Qu’on prolonge indéfiniment la parabole primitive AC par les points
M, L, K, par exemple, et de méme son axe par les points G, H, 1, en
nombre aussi grand que 'on voudra, en prenant BG = GH = HI = AB
I’axe, et en menant les ordonnées GM, HL, IK:

Le rapport de la courbe parabolique AM a la courbe AF du second
degré est celui de 'ordonnée GM & I'ordonnée BC.

Le rapport de la courbe parabolique AL ala courbe AE du troisiéme
degré est celui de I'ordonnée HL & la droite BC.

Le rapportde la courbe parabolique AK & la courbe AD du quatrieme
degré est celui de 'ordonnée KI a la droite BC.

Et ainsi de suite indéfiniment.

Si l'on fait tourner les figures AMG, AFB autour des ordonnées GM,
BF, le rapport de la surface courbe engendrée par la figure AMG tour-
nant autour de GM & la surface courbe engendrée par la figure AFB
tournant autour de BF est égal au rapport de GM? 4 BC?.

De méme le rapport de la surface courbe engendrée par la figure ALH
tournant autour de HL & la surface courbe engendrée par la figure
AEB tournant autour de BE sera égal au rapport de HL?® & BC?.

Et ainsi de suite indéfiniment.
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V.

Soit BA (fig. 115) une demi-cycloide dont on déduit une autre

courbe DA par la condition que le rapport des ordonnées ](%S ou ]%:8

soit constamment égal & un rapport donné. Des géométres ont dé-
montré que la demi-cycloide BA est double de la droite AC, diametre
ducercle générateur de la cycloide. On demande larelation des courbes
AD & d’autres lignes soit courbes, soit droites.

— —M

7/3 0

B D C G

Voici notre énoncé général : Si ces nouvelles courbes se trouvent,
comme sur la figure ci-dessus, entre la cycloide et le diametre du
cercle générateur, toutes ces courbes AD et leurs parties seront égales
a des arcs de parabole; si ces nouvelles courbes sont au contraire
extérieures i la cycloide, comme dans la figure ci-apres (fig. 116),
toutes ces courbes AD et leurs parties auront un rapport donné a la
somme d’une droite et d’un are de cercle.

Sur la premiere figure (fig. 115), le théoréme général peut étre for-

, . . . ... BC*—CD2 4AC
mulé comme il suit. Construisez AM pourlacondition C—CD,— = lTNP

prenez A comme sommet d’'une parabole ayant AM pour parametre et

AC pour axe; soit G le point de rencontre de cette parabole et du pro-
P P v

longement de la droite BDC, H le point de rencontre avec le prolonge-

ment de la droite FEO. Le rapport de la courbe parabolique AG & la

AGY Bt le rapport
AD? = BG—cpr “H1C PP

courbe AD sera donné; on aura en effet
des arcs AH et AE sera le méme.
Sil’on fait tourner les figures : ACG autour de lordonnée CG, ADC
autour de la droite DC, le rapport des surfaces courbes engendrées
sera égal au rapport des courbes AG et AD. Il en sera de méme pour
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les parties de figure AOH, AEO, si on les fait tourner autour des

droites OH, OE.
Pour 'autre figure ( fig. 116), dans laquelle la courbe AD est exté-
. . . . . CD2—CB? AC .
ricure a la cycloide AB, je fais —pr = aw> et je prends la lon-

gueur AM sur la méme direction que AC; sur cette droite AM, je

Fig. 116.
A
f /F 0 ‘i
p B C N4
M

décris un demi-cercle qui sera coupé aux points G et H par les droites

arc AG - GC\*__ /arcAH+HO\*  B(? )
DBC, EFO. On a“ra<w> _< arc AR > = De— gy "AP-

port donné.
V.

Soit la parabole AC (fig. 117), de sommet A, d’axe AB, d’or-
donnée CB; de la courbe parabolique CA jen déduis d’autres en

F Fig. 117.
'E
M D
0
|
I A R N v
i
c G B 0 ' P

nombre indéfini CD, CE, CF, par la méme méthode que précédem-
ment (fig. 114), sauf que cette fois je les fais toutes passer par I’extré-

mité de la méme ordonnée, au lieu de les faire toutes passer par le
sommet.
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La propriété de ces nouvelles courbes sera done que, si 'on meéne
GHIOM parallele a I'axe AB, la droite BD interceptée en D par la
courbe CID du second degré sera égale a I'arc de parabole AC, ct la
droite GI égale & I'arc de parabole CH; la droite BE interceptée en K
par la courbe du troisieme degré sera é¢gale a I'arc DIC du second
degré et ainsi de suite indéfiniment pour les courbes et leurs ares.

Je dis que toutes ces courbes CD, EC, FC, ete. sont égales a des ares
de paraboles primitives ou simples, qui seront toutefois différentes de
celles qui ont été précédemment égalées aux courbes dérivées. Voici
le théoréme général :

Je construis la parabole RP, ayant pour axe RQ = AB l'axe de la
premiére parabole, et pour parametre RV, double du paramétre AN.
Je dis que I'arc RP de cette parabole est égal a la courbe CID.

Si, avec RQ = AB pour axe, on prend le parametre RV = 3AN, 'arc
parabelique RP sera égal i la courbe COE.

St, toujours avec RQ = AB pour axe, on prend le parametre
RV = 4AN, l'arc parabolique RP sera ¢gal & la courbe CMF.

VI

Si, autour des droites AB, BD, BE, BF, on fait tourner les figures
ACB, DCB, ECB, FCB, etc., on peut construire un cercle équivalent i
chacune des surfaces courbes des solides ainsi engendrés, avec autant
de facilité que 'on peut construire un cercle représentant la surface
courbe du conoide parabolique engendré par la rotation de la para-
bole AB autour de I'axe AB. Je n’ajouterais pas cette derniére con-
struction que j’apprends avoir déja été trouvée (sans avoir cependant
connaissance de ce qui a été éerit par d’autres sur ce sujet), sile pro-
cédé n’était pas général et ne s’étendait pas tres aisément a tous les
conoides engendrés autour des axes BD, BE, BF par ces nouvelles
courbes en nombre indéfini.

Silon fait tourner (fig. 117) la courbe CD autour de la droite BD,
voici comment on trouvera la surface courbe du solide engendré :

Construisez, d’apres la méthode ci-dessus, la courbe parabolique RP

Feryar. — 111, 23
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¢gale & lacourbe CID, et faites tourner cette parabole RP autour de la

- _surfl. conoide RPQ _ PQ
droite RQ. On aura ’bﬁn’m == Eﬁ)
Si'on construit de méme la parabole RP égale & la courbe COE, on
swef. conoide RPQ - PQ
surf. conoide EOCB — CB

rapport des ordonnées.

, et ainst de suite indéfiniment.

aura encore

VIL.

Soit maintenant (f£g. 118) la parabole FBAD d’axe EA, d’or-
donnée FE. On demande la mesure de la surface courbe du solide
engendré par la votation de la figure ABFE autour de axe AE.

Iig. 118.
A
B, C
T E D
G H

Prenez AC ¢gal au quart du parambtre; construisez 'ordonnée CB;
prenez BH = AC, et construisez ordonnée GH, puis le carré équiva-
lent & CBGH, ce qui est facile d'apres Archimede. La diagonale de ce
carre ¢quivalent & CBGH sera le rayon du cercle équivalent & la sur-
face courbe du conoide FAD engendré autour de 'axe AE.

VIII.

Le subtil géometre qui a récemment démontré 'égalité de la spirale
a la parabole aurait pu concevoir le théortme plus généralement et
¢tablir une comparaison entre un nombre indéfini de spirales et de
paraboles d’especes différentes, grice a la proposition suivante qui
peut étre énoncée de fagon i servie d’exemple général :

Soit sur la fig. 33 du Livre de Dettonville (fig. 119), unce spirale
d'espece quelconque, ¢'est-d-dire telle que le rapport d’une puissance
queleonque du rayon AB & la meéme puissance du rayon AC soit égal
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au rapport d’une puissance quelconque de la circonférence totale
BESB & la puissance semblable de I'arc E8B.

Iig. 11q.

—_—
2]

Lo}

Construisez la parabole dont la demi-base ou la derni¢re ordonnée
RP soit égale au rayon AB, et dont P'axe AR soit égal & une fraction de
la circonférence totale BE8B, fraction ayant pour numérateur I'expo-
sant de la puissance du rayon AB, et pour dénominateur la somme
des exposants de la puissance du rayon AB et de la puissance de la
circonférence BE8B; qu’enfin les puissances des ordonnées de la
parabole, ayant pour exposant la somme de ceux des puissances du
ravon AB et de la circonférence BESB, soient entre elles dans Ie méme
rapport que les puissances des abscisses dont I'exposant est celui de
la_circonférence BE8B. Je dis que la spirale et la parabole ainsi con-
struites seront toujours ¢gales entre elles dans tous les cas.

Par exemple, soit d’abord la spirale d’Archimede et la parabole

. AB circ. BESB . .
simple : AC = moESH Construisez la parabole AQP avant pow

derniére ordonnée RP =AB, et pour axe AR une fraction de la cir-

conférence BESB, ayant pour numérateur I'exposant de la puissance
du rayon AB (icir) et pour dénominateur la somme des exposants des
puissances du rayon et de I'arc (ici 2; car dans ce cas 'exposant de la
puissance de Iarc est 1). Ainsi 'axe AR devra étre + de la circonfé-
rence constitutive de la spirale, et dans la parabole, une puissance de
’ordonnée RP ayant pour exposant la somme de ceux des puissances
du rayon et de 'are (ici 2) doit étre & la puissance semblable de I'or-
donnée 6Q comme une puissance de 'abscisse AR avant pour expo-
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sant cefui de la circonférence BE8B (ici 1) est a la puissance sem-
blable de I'abscisse A6, ¢’est-a-dire que I'on doit avoir : <%>2: ]b{—i
La courbe parabolique PQA et la spirale BCDA seront égales.

AB? circ. BESB
AC* ~ TarcESB
de la puissance du rayon AB est 2, celui de la puissance de la circon-

Supposons maintenant : . Dans ce cas 'exposant
férence est 1. La parabole se construira suivant la régle ci-dessus :
I'ordonnée RP sera prise égale au rayon AB, I'axe AR =3 circ. BESB,

6Q 6A
égales.

3

., /RP\* RA .
enfin = ——- Cette parabole et la spirale correspondante seront

—_—3
%TB = mm'@?—- Dans la parabole, I'ordonnée RP
! arc E8B

sera prise égale au rayon AB, laxe AR = ;circ. BESB, et enfin

Soit encore :

(BEY = (B2Y. 11y aura toujours égalité entre la parabole et la spi
ga) = \%a ) - !l yaura toujours ¢ga 1té entre la parabole et la spi-

rale.

\

S ———
.. . . AB® circ. BESB
Soit enfin dans la spirale : N dans la parabole
arc E8B
correspondante et égale a cette spirale, on aura, comme toujours, 'or-

donnée RP = AB, 'axe RA =2 circ. BE8B, et enfin pour le rapport
des ordonnées et des abscisses : <—lili>5~_— <ﬁ>3
60 6A

La méthode sera indéfiniment la méme pour comparer les spirales
et les paraboles d’espece quelconque. Il n’y aura d’ailleurs aucune
difficulté pour égaler des arcs de spirale augmentés ou diminués avec
des arcs de la parabole correspondante. D’apres ce qui précede, il y a
a intérieur d'un méme cercle unc infinité de spirales différentes d’es-
pece et de longueur; bien plus, il y en a une infinité qui surpassent
la circonférence du cercle, ce que I'on peut compter parmi les mer-
veilles de la Géométrie. Cependant il n’y en a pas qui ne soit infé-
rieure a la somme de la circonférence et du rayon, et il n’y en a pas

qui ne soit plus grande que le rayon.

[
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DE LA COMPARAISON

DES LIGNES COURBES AVEC LES LIGNES DROITES.

DISSERTATION GEOMETRIQUE.

Jamais encore, que je sache, une ligne courbe purement géomé-
trique n’a été égalée par les géometres a une droite donnée. Ce qu’en
effet un subtil mathématicien anglais a récemment découvert et dé-
montré, que la cycloide primaire est quadruple du diamétre du cercle qui
l'engendre, parait devoir se limiter, d’apres I'avis des plus savants
géomeétres. Ils pensent en effet que c’est une loi et un ordre de la
nature qu’on ne puisse trouver une droite égale d une courbe, & moins
de supposer d’abord une autre droite égale & une autre courbe, et
prenant cet exemple de la cycloide, ils montrent qu’il en est ainsi
dans ce cas. Je ne le nie pas; il est clair en effet que le tracé de la
cycloide suppose I'égalité d’une autre courbe avec une droite, a savoir
celle de la circonférence du cercle générateur de la cycloide avec la
droite qui est la base de la cycloide. Mais on va voir ci-dessous ce
qu’il en est de cette loi de la nature qu'ils établissent, et combien il
est dangereux sur un ou deux faits d’expérience de conclure aussitot
un axiome. Je vais en effet démontrer Uégalité a une droite d’'une
courbe véritablement géometrique et pour la construction de lagquelle on
n'a a supposer aucune égalite semblable d’une autre courbe avec une
droite, et je traiterai toute la question aussi brievement que pos-
sible.

Prorosition 1.

Soit ( fig. 120) une courbe quelconque AHMG concave vers un méme

coté, par exemple une des paraboles en nombre infini, dont les tangentes
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rencontrent en dehors de la courbe la base AF et I'axe ¥G. Je prends sur
une courbe de cette nature un point quelconque W par lequel je mene la
tangente INK; sur celle-ct je prends, de cote et d autre, les points K, 1,
d’ow J’abaisse 1B, KD perpendiculaires sur la base AF et coupant la
courbe aux points R, M. Je dis que le segment 0l de la tangente est plus
petit que Uarc de courbe RH, qu’auw contraire le segment HK de la méme

tangente est plus gmnd que ! ‘are de courbe HM.

Fig. 120 (1).

N _G
K1 v
.o
J!
VoI
A X
//R
L

A B C D E F

En effet, puisque, par hypothese, la tangente KI rencontre la base
AF en dehors de la courbe, Pangle CHI que fait la perpendiculaire HC
a la base avec la tangente HI est plus petit qu'un droit, et par con-
séquent la perpendiculaire abaissée de H sur la droite BI tombera
en Vau-dessus des points B, R, I. On en conclat que HV < HI et que
HI est plus petit que la droite qui joint les points H, R. Done, a for-
trord, HI est plus petit que I'arc de courbe HR sous-tendu par cette
droite qui joint les points H, R. Premier point qu’'il fallait démontrer.

Je dis maintenant que le segment KH est plus grand que Pare de
courbe HM. Du point K je méne a la courbe la tangente KN, et jabaisse
la perpendiculaire NE. Il est prouvé, par ce qui précéde, que
KN <arc NM. Mais, d’apres Archimede, la somme des tangentes
HK + KN > arc HN. Donc segment HK > arc HM. Second point qu’il
fallait démontrer.

IIn’ya pasa objecter que la tangente menée du point K peut tomber
au dela du point G. Car, dans ce cas, on peut prendre un autre point
entre K et M, et employer le raisonnement précédent.

1L suir de Ta que, si des points K, I on abaisse sur I'axe des perpen-
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diculaires qui coupentla courbe en O, P, on aura, dans le cas de la
figure, HI > arc HO et HK < are HP.

Si l'on imagine en effet la figure retournée, en sorte que 'on prenne
'axe comme base, et la base comme axe, la démonstration sera non
sculement semblable, mais absolument identique.

I. resvrre enfin de la construction méme que, si BC = CD, on a les
segments des tangentes HI = HK. Ce qu’il est important de remar-
quer.

Proposrtriox 1I1.

Pour mesurer les lignes courbes, je ne me servirai pas de lignes
inscrites et circonscrites a 'exemple d’Archimede, mais seulement de
circonscrites formées par des segments de tangentes; je démontrerai,
en effet, qu'il y a deux séries de tangentes, 'une plus grande que la
courbe, Pautre plus petite, et les analystes verront que la démonstra-
tion par les circonscrites seules est beaucoup plus facile et plus éleé-
gante.

Je dis done qu'il est possible, suivant U'esprit de la méthode d’Archi-
mede, de circonscrire a une quelcongue des courbes précitées deux figures
composées de droites, et dont l'une surpasse la courbe d’une diférence
nfereure a un intervalle donné quelconque; dont I’ autre sott au contraire
plus petite que la courbe d’une dyfference également inferieure a un inter-
calle donné quelconque.

Soit (fig. t21) une quelconque des courbes précitées : je partage
la base AG en un nombre quelconque de parties égales, AB, BC, CD,

Fig. 121 (2).

DE, EF, FG; par les points B, G, D, E, F, j’éleve les perpendiculaires
BQ, CV, DZ, ER, FM, qui rencontrent la courbe aux points P, T, Y,
N, 0. Je mene les tangentes AQ, PV, TZ, YR, NM, OI.
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D’apres la premiére proposition : tangente AQ > arc AP ; tangente
PV > arc PT; ete.; enfin tangente OI >arc OH. Donc la figure formée
par tous les segments des tangentes AQ, PV, TZ, YR, NM, OI est plus
grande que la courbe.
Mais soient la méme courbe (fig. 122) et la base AG divisée en
autant de parties égales aux points B, C, D, E, F. En ces points B, C,

Fig. 122 (3).

T

A
D, K, F, jéleve encore des perpendiculaires BR, CQ, DO, EL, FI, qui
rencontrent la courbe aux points S, P, N, M, K. Au point S, je mene
fa tangente ST jusqu’a la rencontre avec la perpendiculaire AT; puis
aux points P, N, M, K, H, les tangentes PR, NQ, MO, KL, HI, ren-
contrant les perpendiculaires BS, CP, DN, EM, FK aux points R, Q, O,
L, I. D’aprés la premiére proposition : tangente ST < arc AS; tangente
PR < arcPS; etc.; enfin la parallele & la base, [H < arec KH. Donc la
tigure, formée par tous ces segments de tangentes ST, PR, NQ, MO,
KL, HI, sera plus petite que la courbe.

Mais, d’aprés le corollaire de la proposition I, les segments pris sur
les deux cotés des tangentes en un point de la courbe, et correspondant
de part et d’autre & des segments égaux de la base, sont égaux entre
cux. Par conséquent, puisque les courbes des figures 2 et 3 sont sup-
posces égales ou plutot comme ce n’est qu'une méme courbe et que,
sinous avons tracé deux figures, ce n’a été que pour éviter la confu-
sion, on a : tangente ST (3¢ figure) = tangente PV (2° figure) : le
point S (3¢ figure) étant identique a P (2°figure), et les segments AB,
BC de la base étant égaux de part et d’autre dans les deux figures, les
segments pris des deux cotés sur la tangente et correspondant a ces
segments égaux de la base doivent en effet étre égaux, ¢’est-a-dire que
ST (3¢ figure) = PV (2° figure).
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On prouvera de méme que PR (3¢figure) = TZ (2¢ figure); ete.
pour les autres segments. Il n’y aura que le premier de la 2¢ figure et
le dernier de la 3¢ qui ne seront pas égaux a quelque segment sur
I'autre figure. Donc I'excés de la figure 2 sur la figure 3 est égal &
celui de la tangente AQ (2¢ figure) sar la tangente IH (3¢ figure).
Mais, & cause du parallélisme, TH est égal  un segment de base, FG ou
AB, puisqu’on suppose tous ces segments égaux dans les deux figures;
donc la 2 figure, composée de tangentes et plus grande que la courbe,
surpasse la 3¢ figure, composée de tangentes et plus petite que la
courbe, de I'exces de la tangente AQ sur le segment AB de la base qui
lui correspond (2° figure).

Si donc nous voulons circonscrire & la courbe deux figures, I'une
plus grande, 1'autre plus petite, et dont la différence soit plus petite
qu'une quantité donnée quelconque, la construction sera tres facile.
La tangente au point A (fig. 121) est donnée d’apres la méthode des
tangentes déja connue, donc I’angle QAB est donné; mais I'angle QBA
est droit; donc le triangle QAB est donné d’espéce, donc le rapport
AQ

g L faut done régler la division de la base en sorte que la différence

AQ — AB soit plus petite qu'une droite donnée quelconque; pour cela,
il suffit de chercher deux droites dans le rapport donné et dont la dif-
férence soit plus petite que la droite donnée : probleme facile. On
prendra ensuite un segment quelconque AB de la base, avec la seule
condition qu’il soit au plus égal a la plus petite des deux droites satis-
faisant audit probleme.

Nous aurons ainsi trouvé deux figures circonscrites a la courbe,
I"'une plus grande, I'autre plus petite que cette courbe, et telles que la
différence de ces figures soit inférieure 2 un intervalle donné quel-
conque; a fortiors, U'exces de la plus grande des circonscrites sur la
courbe et celui de la courbe sur la plus petite des circonscrites seront
chacun plus petits encore.

O~ vorr donc que notre méthode par double circonscription ouvre
un acces facile d la méthode d’Archiméde, quand il s’agit de la mesure

FeErmat. — I 2/
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des lignes courbes. 11 suffit de avoir dit une fois et de 'avoir dé-
montré.

Cela posé, j’'affirme hardiment qu'on peut trouver une courbe vraiment
kgéométrique égale a une droite donnée. Gette courbe est une des paraboles
en nombre infini, sur lesquelles nous avons spéculé il y a déja longtemps;
c'est celle ou les cubes des ordonnées sur I’axe sont proportionnels aux
carrés des abscisses de 'axe. Pour que les géométres n’aient pas a douter
de mon affirmation, voici la démonstration en peu de mots.

Prorosirion II1.

Sotent ( fig. 123) MIVA la parabole dont je viens de parler, A son

sommet, AN son axe, | un point quelconque pris sur la courbe. Sije mene

Tig. 123 (4).

L
A & ¢
A B S
o
v
F
0
Y
M R H G N X

les perpendiculaires ou ordonnées sur 'axe MN, 1IF, j”aurai constamment

MNY_NA® g la courbe MIA est égale d 0t
1 = Fas’ Jaut prouver que la courbe MIA est égale a une droue

donneée.

ANz N , . . . . .
Je pose — N AD étant pris perpendiculaire & AN; il est clair

que AD sera le parametre de la dite parabole, c’est-d-dire que
AD >< AN* = NM® ét que, si I'on prend un auatre point I, on aura
encore pour le cube de ’ordonnée : AD > AF*== IF?. Celan’a pas besoin
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de démonstration, et nous n’avons pas & nous arréter & ce qui est trop
facile.

Je mene la tangente au point I, soit IOE, E étant son point de ren-
contre avec I'axe AN. D’aprés la méthode des tangentes, on aura

o/ : Fe_ 3 EF* _ 9
FA == 2 AE, par conséquent 5 ==~ done 35 = 7

Je prends CD = 3AD, et le milieu B du reste CA; on aura
DA 9 ER )

AB 4 AR
Donc AD > AF? == FE2 < AB. Mais AD < AF* = IF?*; donc

AB><EF?*=IF?.Donc ]ﬁl = Ii!F » et componendo (comme EF? - 1F* == 1E*):
I IF + AB
Iz AB

St je méne du point I, perpendiculairement sur la base, la droite IH,
st je trace une autre perpendiculaire quelconque GQVO, rencontrant
'ordonnée IF en Q, la courbe en V, et la tangente en O, les triangles

10 IO" IR

semblables donneront 071G ” > Aol s =
IE? IF -+ AB 102 IF -+ AB . .
Mais e - 5 Pone g < a0 relation constante quesjc

me pf‘OIOOSdlS de démontrer.

I suir de [ que, si sur le prolongement de MN on prend NX == AB,

on a toujours 107
( J HG?

coté, qui, & cause des paralléles, donnent touJ0u1's le méme 1'apport>

IV HX
RH* ~~ NX

pres la construction, puisqu’a cause des paralléles on a HN == IF, et

ou (pour la tangente etle segment de base de I'autre

qu'on a pris NX = AB.

Prorositiox 1V,

Soit ( fig. 124) AXE cette parabole dont la propriété, comme nous
avons dit, est que les cubes des ordonnées soient proportionnels aux
carrés des abscisses sur I'axe. Soient Al I'axe, EI la base ou demi-
base; I'axe Al et 'ordonnée IE é¢tant donnés, on trouvera, comme ci-
dessus, le paramétre AD, dont on retranchera le neuvieme, CD; apres
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quoi on prendra le milieu B du reste AC. Je divise labase El en autant
de parties égales que I'on voudra EF, FG, GH, HI; aux points I, G, H,
j’éleve les perpendiculaires FX, GY, HZ, qui rencontrent la courbe
aux points X, Y, Z. Par les points E, X, Y, Z, je mene les tangentes
ER, XS, YT, ZV qui rencontrentle prolongement des perpendiculaires
FX, GY, HZ, IA aux points R, S, T, V. Enfin je prends, sur le prelon-
gement de EI, 1K = AB.

Fig. 124 (5).
v B ¢
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Il résulte de la proposition précédente et de son corollaire que I'on
Zv:  HK YT? GK X8* FK ER? EK
de méme ;

THE T KD Gt — KU rer — ko eMin g = g

Cela posé, en K jéleve KL perpendiculaire sur EK, et je prends
KL = KI = AB. J'imagine maintenant qu'avec K comme sommet, KE
pour axe, on décrive la parabole simple ou parabole d’Archiméde, de
paramétre KL. Soit KMQ cette parabole, j'éleve jusqu’a sa rencontre
les perpendiculaires EQ, FP, GO, HN, IM qui en seront évidemment
les ordonnées, et qui seront dans le prolongement des perpendicu-

laires FX, GY, etc.
AK HK

Gomme nous P'avons déja dit, e = S+ Mais, en multipliant les
deux termes par KL, on a Il{{lf 1111? II{%, or, d’apres la nature de la
parabole d’Archimeéde, HK.KL = HN?; d’ailleurs IK.KL = KL?, puisque

HN? AL HN 7V

Donc -

I'on a pris KL = KI. Donc R = o XL = i’
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Nous prouverons de méme que I'on aura, entre les tangentes et les

ordonnées, les rapports : ~w = GO, XS __FP, enfin o8 — EQ

) 108 TAPPOTLS = Gy = K5 we = ki MMM R T KL
. gV HN , .
Mais, puisque g = > en égalant le produit des extrémes a celui

des moyens, on a NH.HI = KL.ZV., De méme, OG.GH = KL.YT, et
PF.FG = KL.XS, enfin EQ.EF = KL. ER.

Mais pourquoi s’arréter plus longtemps sur une question aussi
facile, lorsque nous arrivons ainsi immédiatement & la méthode d’Ar-
chimede? En inscrivant et en circonscrivant les figures au segment
parabolique, la somme de tous les rectangles QE.EF, PF.FG, OG.GH,
NH.HI, représentera le segment parabolique EQMI; Ia somme des tan-
gentes ER, XS, YT, ZV, en redoublant la circonscription, conformé-
ment aux regles de notre méthode, représentera la courbe méme
EXYZA. Donc le segment parabolique EQMI est égal au produit de KL
par la courbe EXA. Or le segment parabolique EQMI est donné en
rectilignes, puisque Archimede a carré la parabole et par consé-
quent ses segments. Donc le produit KL x< @ est donné; mais KL
est donné, donc la courbe EXA, et 'on peut trouver une droite qui lui
soit égale. . Q. F.D.

Si quelqu'un trouvait cependant cette démonstration trop rapide, je ne
refuse pas de donner a part le raisonnement complet, en suivant les traces
d’'Archiméde; ceux qui estiment que ce qui précéde ne suffit pas pourront
lire et examiner le raisonnement qui suit :

Il faut prouver que le segment parabolique EQMI = KL x< EXA.

Posons, d’apres Archimede, EQMI = KL >< §. KL et 8 sont donnés.

Si nous prouvons que § = IL/EZA, notre proposition sera établie.

Je dis done que = [EXA. Si en effet elle n’est point égale & cette
courbe, elle sera ou plus grande ou plus petite. Soit d’abord § > EXA
et soit, dans cette hypothese, ¢ leur différence.

D’apres la proposition I, nous pouvons circonscrire & la courbe EXA
une figure composée de segments de tangentes et qui soit supéricure
a la courbe d’un intervalle moindre que 8. Supposons cette circon-
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scription effectuée et représentée dans une figure 4 part ( fig. 125),
marquée cinquiéme en chiffre romain, ot cet ensemble de segments
de tangentes, ER - XS + YT + ZV, d’apres ce qui a été démontré,
est plus grand que la courbe EXA. Mais on suppose également 3 plus
grande que cette courbe, et I'exces de la figure circonscrite sur la
courbe est inférieur a celui de § sur la courbe. Donc la tigure circon-
scrite est plus petite que . Done le produit de KL par la circonserite

Fig. 125 (V).
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est inférieur 3 KL > B. Mais KL < § est égal au segment parabo-
lique EQMI. Donc le produit de KL par la circonscrite est inférieur
a ce segment parabolique EQMI.

Or nous avons prouvé que

KL x< ER = QE < EF,
KL < X8 =PF < I'G,
KL < YT = 0G < GH,
KL =< ZV = NH x< HI.

Donc, en sommant, le produit de KL par la figure circonserite est
égal & la somme QE < EF + PF.FG + OG.GH — NH.HI. Si mainte-
nant, sur les droites FP, GO, HN, IM qui décroissent continuellement
a mesure qu'elles se rapprochent du sommet de la parabole, on
abaisse, des points Q, P, O, N, les perpendiculaires (paralléles 4 la
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de méme OF == PF.FG; AG = OG > GH; enfin ¢H = NH.HI. Donc le
produit de KL par la circonscrite est égal a la somme des rectangles
vE, 0F, AG, ¢H. ‘

Mais nous avons prouvé que ce produit de KL par la circonscrite est
inférieur au segment parabolique EQMI. Done

yE + 0F + 3G + o H < EQMI;

ce qui est absurde, puisque la somme forme une figure composée
de rectangles, évidemment circonscrite au segment parabolique, et
par conséquent supérieure. Donc 3 n’est pas plus grande que la
courbe EXA.

Nous allons prouver qu’elle n’est pas plus petite. Supposons en

N
effet B < EXA, et soit & I'exces de la courbe sur la droite B.
Circonscrivons a la courbe sur une figure (fig. 126) séparée (dési-
gnée comme cinquieme en caractére grec) une suite de segments de

Fig. 126 (e¢).
v

T
T
/1

~ \{

<
I G L /1
,/‘
e
P - L
A M L
TG N
== °
Q

tangentes inférieure & la courbe EXA, mais en sorte que I'excés de la
courbe sur elle soit inférieur a 8. Soit cette suite de segments de tan-
gentes : XR + YS + ZT + AV.

~ Comme l'exces de la courbe sur B est égala 3, et que I'exces de la
méme courbe sur la ﬁgure circonscrite est moindre que &, la circon-
scrite sera plus grande que 3, donc son produit par KL sera plus
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grand que le segment parabolique EQMI. Mais, d’aprés ce qui a été
démontré, le produit de KL par la circonscrite est égal &

PF >< FE + OG < GF + NH < HG -+ MI > IH.
En effet, Zl%i = TFQBL; donc KL < XR = PF x< FE, et ainsi de suite
pour les autres.
Puisque le produit de KL par la circonscrite est plus grand que le
segment parabolique EQMI, la somme des rectangles

PF.FE + OG.GF +~ NH.GH + MI. HI

est supérieure i ce segment parabolique. Mais si on méne les perpen-
diculaires (paralléles a la base) Py, 00, NA, Mo, qui rencontrent les
ordonnées a 'intérieur de la parabole (car les ordonnées croissent i
mesure qu’elles s’éloignent du sommet), les rectangles ainsi construits
PE, OF, NG, MH seront respectivement égaux aux précédents. Donc
la somme PE + OF + NG + MH sera supérieure au segment parabo-
lique. Ce qui est absurde, car ces rectangles PE, OF, NG, MH compo-
sent une figure inscrite dans le segment parabolique et par conséquent
plus petite.

Donc 8 n’est pas inférieure & la courbe EXA. Ne lui étant ainsi ni
supérieure, ni inférieure, elle lui est égale. C’est ce que nous avons
voulu démontrer longuement pour écarter tout scrupule.

DE cE Qur A BT DEMONTRE, ressort que 'on peut établir avec la méme
facilité I'égalité entre un segment parabolique quelconque EQPF, re-
tranché du premier, et le produit de la donnée KL par la courbe EX.
Si donc on donne sur la base un point quelconque F, comme, d’apres
Archimede, le segment parabolique EQPF est donné en rectilignes, le
produit KL < EX est donné ; mais KL est donné, donc I'arc EX. Par
conséquent, si 'on donne sur la base un point quelconque F, il est
clair que I'arc de courbe correspondant est donné et qu’on peut assi-
gner une droite qui lui soit égale.

I N’y A pas & objecter que, pour trouver une droite égale a la
courbe EXA, il semble falloir construire une parabole simple, ce qui
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rendrait le probléeme solide. Car le tracé de cette parabole n’est sup-
posé que pour rechercher la vérité et faire réguliérement la démon-
stration; rien n’empéche qu’on ne dissimule ce tracé imaginaire de
parabole, et quon ne fasse le calcul en ne laissant apparaitre que des
droites et des cercles. Sauf erreur, voici ce calcul.

Soit ( fig. 127) la courbe parabolique DAC, telle que les cubes des
ordonnées DB et NM soient proportionnels aux carrés des abscisses de
I’axe, BA, AM. On donne la hauteur AB, et la demi-base BD, ou la base
totale DBC. Je dis que la droite prouvée égale i la courbe DAC est
donnée par un calcul véritablement géométrique.

Fig. 127 (6).
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Soit AO le parametre de cette parabole, qui est donné avec I'axe et
Pordonnée, comme il a été montré plus haut; j’en retranche la neu-
vieme partie EO. Je prends égale au reste AE la droite YK, que je pro-
longe de KX égale & 'ordonnée ou demi-base DB. Sur YX comme dia-
métre, je décris le demi-cercle YIX et, prenant en R le milieu de YK,
i’y ¢leve la perpendiculaire RT qui rencontre le demi-cercle en T. Je
prends RV égale & RT, et sur VX comme diametre je décris le demi-
cercle VQX jusqu’a la rencontre duquel j’éleve du point R la perpen-
diculaire RQ. Sur les droites TR, RQ, je décris les demi-cercles TPR,

RGQ, et j’y inscris les cordes TP, RG égales a RY. Je joins RP, QG et je
arcDAC _ 2QG?
DBC T 3RP?

Feamart. — T 29

dis que le rapport et par conséquent est donné. Soit
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donc posé i—g% = % La droite IH donnée par cette construction sera
égale & la courbe parabolique DAC.

Si cette construction d’ailleurs ne concorde pas avec la démonstra-
tion précédente, il faut la corriger d’apres cette derniére.

St cerTE proprIETE de notre courbe parabolique ne suffit pas pour la
faire placer par les géométres an rang des objets particulicrement
remarquables de leur Science, ce qui va suivre lui assurera peut-étre
ce rang. Car qu'y a-t-il de plus singulier que de voir, de cette scule
courbe, en dériver une infinité d’autres différentes de cette premiere
ct différentes entre elles, et qu'on démontrera néanmoins étre égales
des droites données? Voici la proposition générale :

Sotent ( fig. 128) CMA notre courbe parabolique, AB sa hauteur, CB sa

denu-base; sur cette courbe, on en formera d’autres en nombre infini de

Fig. 128 (7).
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cette fagon. Si l'on méne perpendiculairement a la base des droites quel-
conques DMNL, EKIH, coupant la courbe aux points M, K, la nouvelle
courbe CNIG a former de cette premicre sera de telle nature que DN soit
égale a Uarc correspondant CM de la premiére courbe, Bl a I’arc CMK de
la premicre courbe, et de méme pour toutes les autres perpendéculdires.
Cette nouvelle courbe CNIG sera différente d’espcce de la premicre.

On formera sur cette seconde courbe une troisicme CLHF, en sorte que
DL, BN soient respectivement égales aux arcs CN, CNI de la seconde
courbe. Sur la troisieme, on formera de la méme facon une quatrieme, sur

la quatriéme une cinquiéme, sur la cinquiéme une sixieme, et ainsi de
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swite a Uinfint. Je dis que toules ces courbes CN1G, CLHF, etc. @ U'infint

seront, de méme que la premicre paraboligue CMKA, cgales a des drottes

données.

[l faut remarquer que toutes ces courbes, en nombre indéfini, sont
purement géométriques, et, cependant, on ne peut leur appliquer cette
prétendue loi de la nature, dont j’ai parlé an commencement de cette
Dissertation. Quoique, en effet, on suppose les droites DN, EI égales
aux arcs CM, CMK, elles n’en sont pas moins posces comme égales &
des lignes droites, d’apres la démonstration précédente. Car, soit
donné un point quelconque D, d’aprés ce qui précede, une droite
égale & Parc CM est donnée; donce la droite DN posée par construction
égale a 'arc CM doit étre considérée comme une droite véritablement
donnée et non supposée égale a un arc. De méme pour les autres.
Donc la courbe CNIG est véritablement géométrique, et une fois que
nous aurons démontré qu’elle est égale & une droite donnée, il s’en-
suivra que la courbe qui en dérive, CLHF, est aussi purement géomé-
trique, et de méme toutes les autres indéfiniment.

La démonstration est facile en posant d’abord une proposition qui
soit générale pour toute cette question.

Prorosition VI.

Sotent ( ﬁg. 129) une courbe quelconque ONR, de la nature des prece-
dentes, dont O est le sommet, OVI l'axe (ou l'ordonnée, car la démon-
stration est la méme dans les deux cas). Je forme sur elle une autre

courbe OAR, telles que ses ordonnées soient égales aux arcs correspon-

danis de la premiére courbe; ¢ est-a-dire VA = ON , IE == Oi?, et ainst de
swite. Je meénerai comme suit la tangente en un point donné de celte
nouyelle courbe. Soit B le point donné, je méne l'ordonnée El qui coupe
la premiére courbe en R. Je méne en ce point R la tangente RC a la pre-

miére courbe. Cetle tangente renconire l'axe au point C. Je pose
RC IE . .. . ] o

T1 = 1B’ et je joins EB. Je dis que EB est tangente en K a la nouvelle
courbe EAO.
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En effet, si je prends sur 'axe un point quelconque V, et si je mene
I'ordonnée VNA coupant la premiere courbe en N, la tangente RC
en S, la seconde courbe en A, enfin EB en Y, il me suffit de prouver
que Pon a toujours VY > VA, pour établir que EB ne coupe pas la
nouvelle courbe du coté du sommet. Or cette preuve est facile &

donner.
Fig. 129 (8).
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En effet, VA = ON — OR — NR. Mais RS < RN, suivantle corollaire
de la premiére proposition. Donc OR — RS > OR — RN. Mais
VY == OR -— RS, comme nous allons le prouver tout & I'heure. Done
VY (ordonnée de EB) > VA (ordonnée de 'arc OAE). Donc tous les

~points de EB du coté du sommet sont extérieurs a la courbe; donc EB
ne coupe pas la courbe du coté du sommet.

Mais je dis qu’elle ne la coupe pas davantage plus bas. Je prends en
effet un point quelconque H, par lequel je méne Vordonnée HZ, qui
coupe la premitre courbe en D, le prolongement de RC en I, la seconde
courbe en Z, le prolongement de EB en Q. Si je prouve qu’en tous cas
HQ > HZ, j'aurai prouvé que tous les points de EB, méme au-dessous
de E, sont extérieurs a la courbe, et par suite la droite EB sera d¢-
montrée toucher la seconde courbe au point E.

HZ = OD = OR -+ RD, par construction. Mais RF > RD, suivant le
corollaire de la premiére proposition, RF étant un segment inférieur

de la tangente RC. Donc OR + RF > OR - RD. Mais OR -+ RF = HQ,

comme nous allons le prouver tout & 'heure, et OR + RD = HZ, par
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construction. Donc en tous cas HQ > HZ. Donc la droite EB est tan-
gente en K a la seconde courbe.

RESTE A PROUVER en premier lieu que OR — RS = VY.

Je mene EM parallele & I’axe et rencontrant en M le prolongement

. El_RC , . EI YV _YM _RC RS
de VY. Par construction, iB=Tcr Mais B =vE — w5 °f L = Vi’
donc YMBI% = % Mais, & cause des paralleles, ME = VI; done YM = RS.

Mais aussi El = VM; donc ElI — MY = VY. Or, par construction,
EI = OR. Donc OR — MY(==RS) = YV. Premier point qu’il fallait
démontrer.

On raisonnera de méme au-dessous de I'ordonnée EI. Menant EP
parallele & 'axe, on prouvera que QP = RF.

En effet EI QH QP RC RF

TR TR T R TR 171

D’ailleurs HQ == HP +-PQ; HP =[E = 6ﬁ; PQ = RF, comme on vient
de le démontrer. Donc OR + RF = HQ. Seccond point qu’il fallait
démontrer.

Il est donc prouvé que EB est tangente & la seconde courbe au
point E, ce qu’il fallait démontrer.

Sort MAINTENANT (fig. 130) notre courbe parabolique GKA, de hau-

Fig. 130 (9).
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teur AE, de demi-base GE, de parametre AD. Soient, comme précé-
demment, CD = ;AD, et B le milieu de AC. De cette premiére courbe



198