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INITIA MATHEMATICA.

MATHESNIS UNIVERNALIN.
ARITHMETICA. ALGEBRAICA.

VL. 1






In Betreff des vorliegenden Bandes ist dic Bemerkung voraus-
zuschicken, dass die bisherige Anordnung der Abhandlungen nach
der Zeit ihrer Abfassung aufgegeben werden musste, insofern von
den noch unedirten der Termin ihrer Entstehung nicht immer genau
sich ermitteln liess. Es wurde deshalb auf die Verwandtschaft des
Inhalts Riicksicht genommen, und es sind diejenigen, die ihrem
Inhalt- nach iibereinstimmen, zusammengestellt. —

Je tiefer Leibniz in die einzelnen mathematischen Disciplinen
eindrang , um so mehr iberzeugte er sich, dass ein Aufbau dersel-
ben von den ersten Principien an nothig sei. Dies erfordere nicht
nur die Wissenschaft selbst, indem dadurch zugleich an ihrer Ver-
vollkommnung gearbeitet werde, besonders aber sei es fir diejeni-
gen von der hochsten Wichtigkeil, die selbststindig in die Wissen-
schaft einzudringen winschten, insofern sie kennen leruten, wie
nach und nach der Fortschritt von dem Einfachsten -zu dem Schwie-
rigeren geschehe; auch erhielten sie so eine Anleitung, aus eigener
Kraft neue Wahrheiten zu finden. Es ist namentlich das Letztere,
die Erfindungskunst (ars inveniendi), der Leibniz an vielen Stellen
seiner Schriften das haochste Lob spendet; er preist sie als das
Wichtigste , wonach der Mensch streben misse, denn von ihrer
Vervollkomnmnung hingt das wahre Gliick der menschlichen Gesell-
schaft ab. Dieser Gedanke bheseelte ihn, den Meister in dieser
Kunst, sein ganzes Leben hindurch. Unter seinen Papieren be-
finden sich mehrere Entwiirfe mil den Aufschriften: (lavis mathe-
matica arcana, Inventorium mathematicum, Thesaurus mathemati-
cus, worin er die mathematischen Wissenschaften auf solche Weise
zu behandeln beabsichtigte. Leibniz hat in den Jahren der ristig-
sten Kraft daran gearbeitet, namentlich nachdem er die Principien
der hdheren Analysis gefunden ; sie verdienen hier eine Stelle, um
Leibnizens Thatigkeit auf dem Gebiet der Mathematik vollstindig
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kennen zu lernen. Von diesen Entwiirfen sind die einen fiir An-
fanger geschrieben, die in die Wissenschaft einzudringen wiinschen ;
andere fir die, welche die Mathematik wissenschaftlich fordern wol-
len. Die Bruchstiicke, die unter num. L bis VI. mitgetheilt wer-
den, geben ein Bild, wie Leibniz den hier besprochenen Gedanken
zu verwirklichen gedachte. .

Was nun zunichst die Arithmetik und Algebra betrifft, so
waren Leibnizens erste wissenschaftliche Studien hesonders diesen
Gebieten zugewandt. Von seiner Jugendschrift, der Dissertatio de
Arte Combinatoria, ist bereits dic Rede gewesen. Ferner geht aus
den Anfingen seiner Correspondenzen mit Oldenburg und mit Hu-
gens hervor, dass er sich in der ersten Zeit seines Pariser Aufent-
halts mit der Summation von Zahlreihen mittelst der Differenzen

, und mit der Theorie der algebraischen Gleichungen beschiftigte.
Nur das Wenigste davon hat er selbst.-verdffentlicht, bei weitem
das Meiste liegt in seinen hinterlassenen Papieren, zum Theil un-
vollendet und zum Druck nicht geeiguet, vergraben. Auch die Ei-
genschaften der Zablen entgingen seiner Aufmerksamkeil nicht; eine
Notiz dariiber ist aus einem Briefe Leibnizens an den Herausgeber
des Journal des Savans 1678 bekannt gemacht worden. Von den
dieses Gebiet betreffenden Untersuchungen, die in seinem Nachlass
vorhanden sind, mégen nur die folgenden hier eine Stelle finden:
De primitivis et divisoribus ex tabula combinatoria; Exercitium ad
promovendam scientiam numerorum ; Invenire triangulum rectangu-
lum, cujus area sit quadratus.

Mit diesen arithmetischen Untersuchungen gingen algebraische
Studien Hand in Hand. Bombelli’s Algebra diente anfangs als Fiih-
rer; aber seinem Grundsatz getreu, mit dem Erlernen einer Wis-
senschaft zugleich auch ibhre Erweiterung anzustreben, gelang es
Leibniz zuerst in der Aufldsung der cubischen Gleichungen mittelst
der Cardanischen Formel den sogenannten casus irreducibilis zu be-
seitigen.*) Besonders aber warf er sich mit der ganzen Kraft ju-
gendlicher Energie auf das berichtigte Problem, die allgemeine
Auflosung der Gleichungen zu finden. Die ersten Versache dazu

*) Siehe die Correspondenz mit Hugens Bd. II. 8. 11 ff, — Die
diesen Gegenstand betreffende, bisher unedirte -Abhandlung Leibnizens
ist in diesem Bande abgedruckt.



geschahen bereits um die Zeit, als Leibniz und Tschirnhaus zu Pa-
ris gemeinsam arbeiteten. Sie fihrten nicht zum Ziele, da sie im
Wesentlichen darin bestanden, die auf die hichste Potenz folgenden
Potenzen der Unbekannten aus der Gleichung wegzuschaffen. Dass
es unmdglich sei, anf diesem Wege das Problem zu losen, erkannte
Leibniz sehr bald, und er tadelte Tschirnhaus, als dieser seine
ebenfalls darauf basirte Methode in den Actis Eruditorum 1683 ver-
offentlichte. *) Da die Schwierigkeiten hauptsichlich darin bestan-
den, dass die fir die Coefficienten erhaltenen Ausdriicke in Betreff
ihrer Entstehung und Zusammensetzung sich schwer ibersehen lies-
sen und vorhandene Rechnumgsfehler nur mit Mihe aufgefunden
werden konnten, so meinte Leibniz in dieser Hinsicht Abhilfe zu
schaffen, wenn er eine andere Bezeichnung der Coefficienten als die
itbliche durch Buchstaben einfiibrte. Er driickte deshalb die Coeffi-
cienten durch fingirte Zahlen aus, so dass z. B. in den Gleichungen

10+11x+12y=0

20421x+22y =0

30+31x4+32y=0
von den fingirten Zahlen 10, 11, 12, 20, 21, 22, 30, 31, 32 jede
Ziffer rechts anzeigte, zu welcher der Unbekannten sie gehore, und
jede Ziffer links , in welcher Gleichung, ob in der ersten, zweiten,
dritten sie urspringlich vorkomme. Dadurch wurde es Leibniz zu-
niachst maglich, einen Canon fir die Elimination der Unbekannten
aus Gleichungen, die den ersten Grad nicht ibersteigen, aufzustel-
len, welchen er sofort auf zwei Gleichungen von héheren Graden,
die nur eine Unbekannte enthalten , ausdehnte. Er selbst spricht
sich dariber auf einem Zettel, der vielleicht unmittelbar nach der
Entdeckung geschrieben ist, folgendermassen aus:

Inveni Canonem pro tollendis incognitis quotcun-
que aequationes non nisi simplici gradu ingredienti-
bus, ponendo aequationum numerum excedere unitate numerum
incogriitarum. Id ita habet.

Fiant omnes combinationes possibiles literarum coefficien-
tium, ita ut nunquam concurrant plures coefficientes ejusdem in-
cognitae et ejusdem aequationis. Hae combinationes affectae signis,

“

*) Siehe die Correspondenz mit Tschirnhaus Bd. IV,



ut mox sequetur, componantur simul, compositumque aequatum ni-
hilo dabit aequationem omnibus incognitis carentem.
Lexsignorum haec est. Uni ex combinationibus assigne-
tur signum pro arbitrio, et caeterae combinationes qtiae ab hac diffe-
runt coeflicientibus duabus, quatuor, sex etc., habebunt signum op-
positum ipsius signo; quae vero ab hac differunt coefficientibus tri-
bus, quinque, septem etc., habebunt signum idem cum ipsius signo.
Ex.gr.sit 104 11x + 12y=0, 20 + 21x 4+ 22y=0, 30+31x+32y=0,
fiet + 10.21.32

—10.22.31

—11.20.32 _ ¢ Coefficientibus eas literas computo, quae sunt
+11.22.30 ( =" nullius incognitarum , ut 10, 20, 30.
+12.20.31

—12.21.30

Ope hujus Canonis inveniri poterit alius Canon pro tolenda
communi incognita ex duabus aequationibus gradus cujuscunque.
Sunto aequationes binae ejusdem gradus: 10 4 11 x 4 12xx + 13x3
+14x*=0, et 20 + 21x +22xx + 23x3 4 24x* = 0. Multipli-
cetur unaquaeque per formulam assumtitiam uno gradu inferiorem,
producta ambo componantur in unam aequationem, cujus quilibet
terminus sit aequalis nihilo, habemus tot aequationes quot incogni-
tas assumlitias, quae sunt formularum assumtitiarum coefficientes,
et unam aequationem praeterea; incognitae autem assumtitiae in
simplice gradu consistunt. Itayue canon superior applicari potest.
Quodsi duae aequationes literam communem tollendam habentes
non sint ejusdem gradus, coefficientes graduum superiorum in ae-
quatione inferiore erunt aequales nihilo.

Veniamus ad exemplum:

10 4+ 11x 4 12xx = O multiplicetur per 30 + 31x
20 + 21x 4 22xx = O multiplicetur per 40 + 41x,
ubi 12, 22, 31 poni possunt = 1 et 41 =—1. Compositum ex
duobus productis erit:
10.30 + 11.30x 4 12.30xx
10.31.. 11.31..+12.31x3
20.40 4+ 21.40.. + 22.40.. .
20.41.. 21.41..+22.41..
ubi ut destruatur x, fient aequationes tres:
10.304-20.40=0, 11.30 + 10.31) _ . 12.30 + 11.31 ) _
21.404+20.41f 7 22.40+21.41

=0

0



nam quarta 12.31 4+ 22.41 =0 per se patet, posito 12,31,22=1,
et 41 =—1. Harum trium aequationum ope tolli possuntincogni-
tae assumtitiae 30 et 40;
coefficientes ipsius 30 sunt 10, 11, 12
40 sunt 20, 21, 22
neutrius nempe ipsius 1
coefficientes sunt 0, 10—20, 1121
seu compendio 0, 51, 52
Habemus combinationes cum suis signis debitis et ex iis aequatio-
nem incognitis assumtitiis pariter ac litera x carentem
+10.21.52—10.22.51 310 ubi12 et 22=1, et 51 = 10—20,
—11.20.52 + 12.20.51 ' et B2=11-21.
Unde fiet + 10.11.21—10.10.22
—10.21.21 4 10.20.22 [ _
—11.11.20 4 10.12.20 { ~
4+ 11.20.21—12.20.20
Von dieser Coefficientenbezeichnung, die suerst in einem Manu-
script aus dem Jahre 1678 vorkommt*), so wie von der dadurch

0

*) Unter den Leibnizischen Manuscripten findet sith das fol-
gende , datirt: Junii 1678, mit der Aufschrift: Specimen Ana-
lyseos novae, qua errores vitantur, animus quasi manu
ducitur et facile progressiones inveniuntur.,

Pro literis numeros adhibeo, quoniam ita perpetuo singulis ut
ita dicam passibus promotis instituere possum examen per abjectionem
novenarii vel etiam summationem, Examen per novenarium sufficit
adhiberi continuo, examen autem exactius per summationem satis est
singulis stationibus adhiberi. Praeterea adhibitis numeris in proclivi
mihi est inter ipsas quantitates sive characteres ordines atque relatio-
nes varios exacte exprimere, ita ut statim primo adspectu in progressu
appareat, quaenam litera cognita ad quam incognitam pertinuerit aut
quam ejus potentiam affecerit, quod in numeris exactissime assequi li-
cet, in literis non item, Haec observatio omnium, quae de calculo
fieri possunt, maximi momenti est: ita facile et velut sponte sua se
detegunt praeclara theoremata et progressiones, ita ut plerague sine
caleulo scribi possint, initiis tantum praelibatis. Sane si quis in
exemplo praesenti, datis quatuor literis totidemque aequationibus sim-
plicibus plenis, valorem unius ex ipsis quaerat et literas indistincte



gewonnenen bemerkenswerthen Entdeckung hat Leibniz in seinen
Untersuchungen, besonders in der Behandlung vom Problemen
aus der hoheren Analysis den ausgedehntesten Gebraueh gemacht;
die mathematischen Manuscripte aus der spitern Zeit seines Lebens
zeigen zahlreiche Spuren davon. Er selbst hat ausser der ziemlich
kurzen Notiz am Schlusse seiner Vertheidigung gegen Fatio’s An-
griffe nichts dariber veroffentlicht; dagegen hat er in seinen Corre-
spondenzen nicht selten darauf hingewiesen und. zu ihrer Vervoll-
kemmnung, die ihm ganz besonders am Herzen lag, aufgefordert,
vielleicht am ausfiibrlichsten in seinen Briefen an den Marquis de
PHospital (Bd. II. S. 238 ff.) \

Es ist bereits an einem andern Orte darauf aufmerksam ge-
macht worden, dass wegen des Obigen Leibniz herechtigt ist, auf
die erste Entdeckung der in neuester Zeit so wichtig gewordenen
Lehre von den Determinanten Anspruch zu machen. Er hat ferner
zuerst die Régel gefunden, die um die Mitte der vorigen Jahrhun-
derts von Cramer bekamnt gemacht wurde und nach ikm benannt
wird; desgleichen hat er zuerst fir einzelne Fille das Eliminations-
verfahren zur Anwendung gebracht, das um ein Jahrhundert spiter
Bezout als ein allgemeines aufstellte. —

Durch eben jene Coefficientenbezeichnang wurde Leibniz hochst
wahrscheinlich darauf gefiihrt, dass jede ganze Zahl durch zwei Zahi-
zeichen ausgedriickt werden konnte; es wire demnach seine Dya-
dik lediglich als ein Corollarium jenes Verfahrens ra betrachten.

ut solent assumat a, b, x, y etc. ut lubet, confusionem experietur hor-
ribilem et laborem immensum, cum nostro more res nullo pene ne-
gotio peragatur, ut patebit. Artis ergo characteristicae haec summa
regula est, ut characteres omnia exprimant quae in re designata la-
tent, quod numeris ob eorum copiam et calculandi facilitatem optime
fiet, Item et in Geometria magni usus est ad situs exprimendos,




l.
PRAEFATIO CLAVIS MATHEMATICAE ARCANAE.

, Quoniam interest generis humani artem inveniendi mathema-
ticam hactenus in arcano habitam aut ignoratam perfici atque inter
eruditos vulgarem reddi, ut pluribus hoc organo instructis junctis-
que multorum operis inventa vitae utilia augeantur, ideo libellum
hunc ita scribere constitui, ut solus sufficiat ad scientiam mathema-
ticam a primis Elementis ad intima usque arcana intelligendam, et
si occasio detur proprio cujusque studio in immensumn provehen-
dam. Scio multos esse mathematicae rei amatores, sed in principiis
haerere, quia a nemine reete ducuntur. Horum bonae voluntati suc-
currendum existimavi. Itaque ita scripsi, ut semper videant discentes
rationem eorum quae discunt, imo ut ipsa etiam inventorum origo ap-
pareat, ac ut perinde onmia intelligant ac si omnia per se invenis-
sent ipsi. Diligentia atque animi attentione opus esse quisque fa-
cile judicabit, jucundius tamen aut brevius ista hactenus tractata esse
non puto. Nihil enim affero, quin usum quoque ejus monstrem,
quod maxime illi desiderant, qui vitae potius quam scholae discunt.
Memoria quoque nulla ratione magis juvatur, quam si quis rationes
praeceptorum teneat; ita enim quae memoria elapsa sunt, facile
meditando eruuntur. .

Porro ingentes esse utilitates diseiplinarum mathematicarum
experimento publico constat; sciunt enim omnes, quanti sit rerum
pretia numeris aestimare, agros ac solida liquidaque metiri, tempora
et astrorum cursus cognoscere instrumentis, locum ubi agas in longin-
quis navigationibus et medio mari vel abditis terrae cavernis indi-
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care iosse, firmas commodasque substructiones moliri quibus ab
aéris hominumque injuriis defendamur, certis quibusdam instrumen-
tis in sentiendo juvari et in agendo dirigi, vires denique nostras
machinis in immensum augere. Magna haec sunt, sed majora su-
persunt, in quibus humano generi mathematica scientia prodesse
posset, si satis sciremus Dei beneficiis uti. Usus autem illi etsi
nondum experimento sint comprobati, satis tamen agnoscentur ab
his qui mecum cogitabunt, physicam nihil aliud esse quam Geome-
triam materiae applicatam, et posse a nobis tot experimenta sumi
circa naturam, imo jam in promtu esse, ut credam sufficientia jam
data haberi ad corporum multorum texturas interiores cognoscen-
das imaximo generis humani bono, si sanitatis nostrae curam gerere
vellemus, et si geometrae exhaustis artis suae praeceplis jam serio
in natura explicanda laborarent, tandemque tot praeclaris experi-
mentis in unum congestis uterentur. Quod nisi faciunt, peribit no-
bis laborum nostrorum fructus, quos post multa secula vix denique
ercipiet posteritas.

Haec cum mecum cogitarem attentius, observavi in geometriae
applicatione ad naturam aut mechanicam occurrere plerumque pro-
blemata longe diversa ab his quae vulgo considerant geometrae,
planeque per algebram intractabilia. tnde non nisi maximos geo-
metras in hoc genere specimina alicujus momenti dedisse videbam,
caeteris velut a limine repulsis. Agnito ergo algebrae defectu, cogi-
tavi de vera Analysi Mathematica, sive via certa ac determinata,
per quam semper ad propesitum pervenire possemus. Hanc tan-
dem assecutus mjhi videor, quae algebram hodie receptam infinitis
transcendit modis; docet enim solvere problemata, quae neque plana
neque solida aut supersolida sunt, sed proprie nullius certi sunt
gradus, proinde a me transcendentia appellantur, qualia sunt
potissima atque utilissima quaeque. Quare qui algebram quidvis
praestare posse putat, aut inconsiderate loquitur aut problemata ma-
joris momenti tractare non .est expertus.

Hanc ergo artem in Mathematicis inveniendi generalem publi-
care constitui boni publici amore; gloriae enimn fortasse meae ma-
gis velificarer, si speciminibus editis methodum supprimerem. Sed
supersunt mihi longe majora, et generis humani interest, ut geome-
trae, quod supra dixi, exhaustis artis suae praeceptis, jam serio
cogitent de applicatione ejus ad naturam, ubi si methodum a me
hic praescriptam et exemplis illustratam sequentur, non dubito quin
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detecturi sint non pauca quae nunc ingeni6 humano impenetrabilia
habentur. Tempus credo veniet, nec opinor longe abest, et hoc
libello meo fortasse accelerabitur, quo ommis mathematica doctrina
non minus vulgata erit inter eruditos, quam nunc arithmetica com-
munis est inter plebejos, nec amplius de geometria (nisi exercendi
tironum ingenii causa) sed de usu ejus laborabitur. Unum tamen
nondum tradam, quod nec perfecte possem, artem scilicet inveniendi
brevissimas atque optimas vias, quanquam et in eo genere non
pauca praestiterim et videam progrediendi rationem. Sed nunc qui-
dem contenti sumus habere vias certas ac determinatas propositum
assequendi, quod tutius imo et brevius est quam fatigare animum
et temere divagari velle, ut casu in meliora incidamus.

Methodum in tradendo hanc sequar. Primum expounam gene-
sin numerorum et characteres, quibus exprimuntur. Deinde expli-
cabo Logisticam seu modum calculandi, id est addendi, subtrahendi,
multiplicandi, dividendi et radices extrahendi, idque tum in numeris
indeterminate et generaliter sumtis, tum in numeris determinatis per
characteres suos expressis, quod vulgo vocant Algorithmum,
ubi tradetur et exjressio per decimales et tabulae variae numero-
rum, quibus calculus sublevatur, inter quas est tabula logarithmo-
rum. Inde explicabo Algebram, id est modwm inveniendi valores
_incognitorum numerorum literis expressorum, sive modum logisticae
praeceplis ita utendi, ut primum nanciscamur aequationem, quae
exprimat relationem inter incognitam et cognitas, deinde ut extraha-
mus radices ex aequationibus tum exacte tum per appropinquatio-
nem in infinitum continuatam seu seriem infinitam idque tum in literis
tum in numeris. Algebram sequitur Arithmetica Diophantea,
ubi id quod quaeritur non est satis determinatum, sed pro nostro
arbitrio porro determinandum, ea tamen arte ut conditiones quas
pro arbitrio assumimus aptae sint ad quaestionem reddendam faci-
liorem. Hanc scientiam quae hactenus in potestate Analytici non
fuit, tandem absolvi. Subjiciam specimen Tabularum Analyti-
carum mirificarum, quibus calculus literalis magis contrahetur,
quam calculus numerorum per logarithmes. His tabulis absolutis
omnis calculus literalis imposterum ludus jocusque erit.  Sequitur
Analysis transcendentium seu eorum quae ab aequatione
certi gradus non pendent, eaque duplex, una summarum et diffe-
rentiarum in seriebus, altera exponentium in potestatibus.

Hactenus magnitudines in universum tractavimus velut Nume-



ros, nulla situs ac figurae ratione habita. Nunc ergo agemus de
Geometriae Elementis, nempe de situ, de arvigulo, de natura rectae,
circuli aliarumque figurarum quarum generationes et potissimas po-
testates ita explicabimus, ut caeteras quae per calculum ex his fa-
cile ducuntur non attingamus. Inde jungendo calculum cum geo-
metria ostendemus primum, quomodo ea quae per geometriam et
ductum linearum sive per motum determinata habentur, exprimi
possint per calculum ; deinde’ vicissim quomodo ea quae caleulo de-
lerminata sunt, construi possint per ductum linearum. Sequi-
tur Geometria transcendentium, nempe de quadraturis
figuarum, quo refero dimensiones curvarum et superficierum et in-
ventiones centrorum gravitatis; item de methodo tangentium
inversa, quae Geometriae fastigium est. Atque ita absoluta est
pars mathematicae doctrinae pura; subjicienda est mixta, quae nihil
aliud continet, quam methodum problemata concreta revocandi ad
. abstracta ejusque exempla, ex quibus simplicissima sunt quae exhi-
bet Optica. Hanc sequitur Mechanica, inde Musica, post Astrono-
mia et Geographia ac Navigandi ars, et Architectonica, et Scientia
militaris. Et omnino post Opticam et Mechanicam et Musicam et
Astronomiam caetera tractanda eo ordine, quem postulat usus eo-
rum in vita, ut appareat origo inventionis; ea enim cognita mirifice
et acuitur ingenium et memoria sublevatur. *) ’

*) Ein der Clavis mathematica arcana &hnliches Werk gedachte
Leibniz unter dem Titel: Thesaurus mathematicus, zu verfassen.
Ueber den Inhalt desselben dussert er sich folgendermassen: UComsi-
lium operis: efficere ut lector attentus sine praeceptore, sine aliis -
bris proprio marte jucunde et facile non discere tantum pulcherrima
atque utilissima mathematicorum inventa paucis comprehensa possit,
sed etiam rationes veras atque inventionum origines teneat sciatque,
qua ratione non haec tantum ipse si quando forte oblitus sit sibimet
reperire denuo regularumque discendarum labore carere, sed et infi-
nita alia ubi opus erit invenire oblataque problemata licet a nemine
tractata quantum ad usum sufficit accurate solvere possit,
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INVENTORIUM MATHEMATICUM.

- Praefatio. *)

Cum usu deprehenderim, agnoscantque nunc primarii geome-
trae, receptam analysin ad problemata difficiliora non sufficere qua-
lia quotidie occurrunt geometriam ad mechanicen caeterasque artes
vitae utiles applicantibus, et mihi ad universalia respicienti quaedam
inveniendi artificia obtigerint quae superioris cujusdam scientiae co-
rollaria tantum esse video: specimina haec in publicum exire volui,
tum ut excitentur praestantiora ingenia, aperto aditu nove, tum ut
illi ab errore liberentur qui cum facilia tantum experti sint proprio
marte, putant tamen quidvis analysi sua praestari posse, magno de-
trimento juventutis, quae vana scientiae opinione inflata remittit a
diligentia et progrediendi conatum deponit, cum tamen pulcherrima
atque utilissima geometria, qua tum maxime indigemus cum lineas
calenlumque ad naturae arcana artinmque desiderata applicamus,
prope intacta supersit. - .

Sciendum est autem, problemata difficiliora pleraque aut non
omnino aut non nisi singulari artificio ad aequationes reduci posse,
quales vulgo quaerunt: multa enim desinunt in aliud quoddam aequa-
tionum genus, quas vocare soleo transcendentes, quia non sunt certi
gradus, sed vel graduum simul emnium, vel gradus ut ita dicam in-
finiti, quare problemata quae ab his pendent neque plana neque so-
lida sunt neque suprasolida modo definito, possunt tamen solvi per
calculum non minus quam per constructiones lineares. Sed lineae
in geometriam recipiendae sunt novae, geometricae quidem, lacte-

*) Leibniz hat spiter hinzugefiigt: Pruefatio ad provectos. De
his' quae nova praestitimus. Alia addenda praefatio ad discen-
tes, addendum optare me, ut imposterum de mathemalicis abstractis
arcana possimus deponere, accedentes ad naturam. — Am Rande des
Manuscripts hat Leibniz zur Erklirung der Aufschrift bemerkt: Me-
thodus Mathematica Nova, qua quisque instructus harum sclentlarum
arcana facile intelligere et per se invenire potest,
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nus tamen pro mechanicis habitae etiam a novissimis autoribus, sunt
enim transcendentes et analyticam quidem relationem habent om-
nium punctorum habitudinem perfecte exprimentem, sed quae per
naturam rerum non est definiti gradus, possunt tamen describi exacte
sine ulla transmutatione curvi in rectum, motu non minus continuo
et ab uno principio pendente quam quo conchoides circuli aut para-
bola describitur, quanquam hic describendi modus non sit notus.
Has ergo a geometria excludere nihil aliud est quam modum sibi
adimere solvendi maxima atque utilissima problemata, quae demon-
stratum est aliter solvi non posse. )
Unde intelligi potest, incipi a nobis, ubi Vieta et Cartesius
desinunt, proportione incrementi longe majoris quam quo ipsi Apol-
lonium ac Diophantum supergressi sunt, et quemadmodum illi pro-
blemata altiorum graduum quae plana solidaque excedunt, numeris
lineisque tractare docuerunt, ita nos geometriam aequationes ipso-
rum transcendentem docentes, campum inveniendi aperimus longe
immensiorem. Problemata enim quae aequationibus sive planis sive
solidis sive utcunque suprasolidis continentur, omnia si recte inspi-
cias tantuin rectilinea sunt (etsi curvarum intersectione solvantur)
et variis inter datas quaesitasque rectas rationum compesitionibus
tantum constant; sed cum curvilineae magnitudines calculum ingredi-
untur, aut problemata ejus sunt naturae, ut non rationum certa
compositione potentiarumve certi gradus aequalitate sed aliis quibus-
dam habitudinibus quales sunt innumerae determinentur, verbi gra-
tia per angulos aut expenentes incognitos, per tangentium proprie-
tates, per Inaxima et minima serierum exploratarum, tum vero non
potest inveniri ultima quaedam aequatio certi gradus quales vulgo
quaerunt, cujus radicibus per numeros lineasve exhibitis problema
solvatur, sed aequationibus lineisque transcendentibus opus esse cer-
tum est. Itaque ut rem omnem paucis complectar, Veteres geome-
triam planam ac solidam tantum tradidere, persuasi alias solutiones
tantum mechanicas esse; recentiores vero deprehenso eoruin errore
suprasolidam quidem, sed certi gradus cujuscunque tantum adeoque
non nisi rectilinean adjecere, obstruxere vero ipsi sibi progrediendi
viam, dum simili plane errore quae hanc legem ab ipsis latam su-
bire non poterant, velut inechanica rejecerunt, cumn tamen cortem-
plationes eftectionesque haberent puicherrimas utilissimasque et ana-
lytice exprimi possint per aequationes de gradu in gradum transeun-
tes. Sic ergo haec nobis relicta est provincia vacua, ut geometriam
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curvilinea metientem et analysin transcendentem eique propria Loca
sive lineas effectioni problematum necessarias supplentes, fastigium
quoddam scientiae imponeremus. Quae qui cum vulgata hodie me-
thodo contulerit, intelliget neque difficultatis neque amplissimi usus
comparationem fieri posse.

Nam quod ad difficultatem attinet, equidem hujus calculi quem
Vieta introduxit, et constructionum quas Cartesius adhibuit, apud
Veteres multa satis vestigia habentur, ut tantum quae ipsi Veteres
inconsulte coércuerant arctis nimis limitibus paucorum graduum, si-
mili plane ratione ad caeteros producerentur symbolisque enuntia-
rentur commodis ; sed nostri calculi apud Veteres ne vestigium est
quidem, ac ne problemata quidem talia apud illos quaeri solita sunt,
exceptis tantum paucis quae cognita videntur uni Archimedi, qui
tamen suas artes adeo callide texit, ut nemo Veterum eas suspicione
assecutus sit, unde nec quisquam Veterum quicquam praestitit in
Geometria Archimedea. Recentiores eam ex latebris eruere, excel-
lentes viri Galilaeus, Cavalerius, P. Gregorius, Guldinus, Ferma-
tius, sed summam rei non sunt assecuti- Et vero totum hoc quo
Archimedes usus videtur, transcendentis analyseos pars tantum exigua
est, unde ad reliqua aditus non patet. Vietam et Cartesium po-
tuisse arbitror aliquid magni praestare, etiam in hoc genere, sed ille
nimia modestia (dum quadam antiquitatis reverentia etiam quae pot-
est, se posse non putat solutionesque plane geometricas pro me-
chanicis habet), hic nimia ingenii sane maximi fiducia (dum ad
quae aditum ex calculo suo primo obtutu non videbat, ea pro im-
possibilibus damnat et ad mechanica relegat) sibi obstitere. Sed in
universum dici potest, talem esse calculum nostrum transcendentem,
ut non unquam facile in mentem venire possit. Et quamvis pro-
fitear excellentissimorum Geometrarum, Hugenii, Huddenii, Heuratii,
Pascalis, Slusii, Wrenni, Wallisii, Barrovii, Gregorii, Mercatoris,
Neutoni, ingeniosissimis inventis me mirifice adjutum esse, agnoscent
tamen opinor hi quoque qui ex illis hodieque superant pro candore
suo, praestita esse a me quae fieri posse ipsi fortasse nec expec-
tabant. ‘

Usum vero geometriae hujus novae liber hic satis ostendet:
illud tantum hoc loco monere satis erit, eum infinities ejus geome-
triaé usum superare quam supplevit Veteribusque adjecit Vieta vel
Cartesius, nam in Opticis, in Astronomia, in Mechanicis et in uni-
versum in mathesi quae cum physica concrevit, raro occurret pro-



blema utile ad aequationem receptam revocabile, quod ascendat ad
suprasolida sive quod per geometriam planam vel comicam solvi non
possit aut constructionibus a Cartesio primum introductis indigeat,
cum tamen in iisdem scientiis perpetuo incurremus in quaestiones
quae ad aequationes receptas reduci non possint, et si quis eas
analytice tractare velit, huic analysi trapscendente opus erit, nam
hactenus egregii viri qui aliquid in hoc genere praestitere, fere in-
genii potius sagacitate atque harum rerum usu quam methodo atque
analysi quam aliis communicare potuissent sibi viam fecere. Im-
posterum autem nihil esse arbitror pure mathematicum, quod hac
nostra methodo transcendente recte intellecta superari non possit,
hoc uno excepto, quod artem inveniendi vias brevissimas, tametsi
aditum ad eam videam, nondum in promtu habeam, et nisi mihi
aut me felicioribus otium ei rei necessarium suppetat , absolvendam
relinquo posteritati.

Caeterum una superest methodus sublimior, qua naturae artis-
que, quin imo et Metaphysicae et Vitae civilis problemata ad ter-
minos quasi pure mathematicos reduci possint calculoque subjici in
tantum certo, in quantum ex datis ingenio humano fieri petest;
sed haec pertinent ad Artem inventoriam generalem noudum cuidam
scriptorum quantum judico agnitam, et plane diversam ab ommi
eo quod hi quos legere aut cum quibus conferre memini, sibi fi-
gurant aut suspicantur. De quo hoc unum nunc dicere satis erit,
habere me demonstrationem ejus, viamque videre infallibilem atque
ita designatam, ut in ea persequenda exerrare aliquis non possit
certoque sit voto potiturus, sed labore complanandum esse iter tem-
porisque compendium esse quaerendum, conspiratione aliquot viro-
rum huic rei aptorum. Cujus artis Elementis utcunque traditis non
dubitem intra viginta annos majora ad humanae vitae usum praestari
etiam in scientiis, quae maxime conjecturales sed tanto magis neces-
sariae sunt, quam sueto ratiocinandi atque experimenta instituendi
modo, aliquot secula, ne dicam annorum millenarii dabant. Nunc
enim jam inopia, jam copia experimentorum atque ratiocinationwn
laboramus, et uti divitiis nostris non possumus nescimusque saepe,
quid possideamus, similes illis qui ingentem apparatum habent, in-
ventarium vero nullum, aut qui semper materiam colligunt, nun-
quam aliquid exstruunt. Quin etiam saepe cum possemus ex datis
aut facile parabilibus experimentis magna quaedam et utilia colligere,
si vel artem experimenta recto consilio instituendi teneremus vel ai
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empiricae industrise scientiam analyticam adjiceremus, contenti ta-
men sumus vel incertas hypotheses comminisci vel ex observationi-
bus conclusiones ducere aliunde jam notas et per se demonstrabi-
les deplorabili temporis sumtuumque jactura. Quare si sic per-
gimus, serae tantum posteritati laboramus, cum possemus, si sa-
peremus quidem, ipsi laborum nostrorum percipere fructus. Atque
haec quidem illis eonsideranda commendo, qui altiore genio res
agitant, veroque affectu publica bona prosequuntur; an autem fides
aliqua tribuenda sit sive votis sive propositionibus meis, his qui
libellum hunc intelligent, judicandum relinquo, hoc unum nunc
adjicere contentus, duas inventoriae artis partes esse, analyticam
et combinatoriam, instrumentum autem inventionis humanae ge-
nerale esse characteres aptos, quod salis Arithmeticae et Algebrae
el Geometriae ipsius exemplo patet: mens enim filo quasi quo-
dam sensibili regenda est, ne vagetur in labyrintho et com
multa simul compleeti distincte nequeat, adhibitis signis pro rebus,
imaginationi parcit: multum tamen interest, quomodo signa ad-
hibeantur ut res utiliter referrant; et jam nunc profiteor, hoc,
quicquid est quod inventioni mathematicae adjeci, ex hoc uno na-
tum esse, quod usum symbolorum quantitales repraesentantiom red-
didi meliorem.

1L

INITIA RERUM MATHEMATICARUM METAPHYSICA.

Cum insignis Mathematicus Christianus Wolfius nuper in
Cursu suo Mathematico Latino meditationes quasdam meas circa
Anpalysin Axiomatum et circa naluram similitudinis attigerit et pro
more suo illustrarit (vid. Act. Erudit A. 1714), visum est non-
nulla huc spectantia, dudum a me animo concepta, ne intercidant
proferre, ex quibus intelligi potest, esse artem quandam Analyti-
cam Mathematica ampliorem, ex qua Mathematica scientia pulcherri-
mas quasque suas Methodos mutuatur. Paulo ergo altius ordiri placet :
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Si plures ponantur existere rerum status, nihil
oppositum involventes, dicentur existere simul. la-
que quae anno praeterito et praesente facia sunl negamus erse Ai-
mul, involvunt enim oppositos ejusdem rei slatus, \

Si eorum quae non sunt simul unum rationem
alterius involvat, illud prius, hoc posterius habetur.
Status meus prior rationem involvit, ut posterior existal. El eum
status meus prior, ob omnium rerum connexionem, etiam sta-
tum aliarum rerum priorem involvat, hinc stalus meus prior
eliam rationem involvit status posterioris aliarum rerum atque adeo
et aliarum rerum statu est prior, Et ideo quicquid existit
alteri existenli aul simul est aut prius aut posterius.

Tempus est ordo existendi eorum quae non suut
simul. Atque adeo est ordo mutalionum generalis, ubi mulatio-
num species non speclalur.

Duratio est temporis magnitudo, Sitemporis magni-
tudo aequabiliter continue minuatur, tempus abit in Momentum,
cujus magnitudo nulla est.

Spatium est ordo coexistendi sen ordo existendi in-
ter ea quae sunt simul.

Secundum ulrumque ordinem (lemporis vel spatii)
propiora sibl aut rewmotiora censentur, prout ad or-
dinem inter.ipsa intelligendi plura paucioraque cor-
requiruntur. Hinc duo puncta propiora sunt, guorum inter-
posita ex ipsis maxime determinala dant aliquid simplicius. Tale
interpositum maxime determinapm, est via ab uno ad aliud sim-
plicissima, minima simul et maxime aequabilis, nempe recta, quae
minor interjecta est inter puncta propiora.

Exteusio est spalii magnitudo. Male Extensionem
vulgo ipsi extenso confundunt, et instar substantiae considerant.

Si spatii magnitudo aequabiliter continue minuatur. abit in
punctum cujus magnitudo nulla esl.

Sitas est coexislentiae modus. Itaque non tantum
quantitatem, sed el qualilatem involvit,

Quantitas seuMagnitudo est, quod in rebus sola
compraesentia(seu perceptione simultanea)cognoseci
potest. Sic non polest cognosci, quid sit pes, quid ulna, nisi
actu habeamus aliquid tanquam mensuram, quod deinde aliis ap-
plicari possit. Neque adeo pes ulla definitione satis explicari pot-

.
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esl, nempe quae non rursus aliquid tale involvat. Nam etsi pedem
dicamus esse duodecim pollicum, eadem est de pollice quaestio,
ne¢ majorem inde lucem acquirimus, nec dici potest, pollicis an
p'edis notio sit natura prior, cum in arbitrio existal utrum pro basi
sumere velimus.

Qualitas autem est, quod in rebus cognosci
potest cum singulatim observantur, neque opus est com-
praesentia.  Talia sunt attributa quae explicantur definitione aut
per varias modificationes quas involvunt./ ' :

Acqualia sunt ejusdem quantitatis,

Similia sunt ejusdem qualitatis. Hinc si duo similia sunt
diversa, non nisi per compraesentiam distingui possunt.

Hinc patet exempli causa, duo Triangula aequiangula habere
latera proportionalia vel vicissim. Nam sint latera proportionalia,
similia utique sunt triangula, cum simili modo determinentur. Porro
il omni triangulo summa angulorum est dadem, cum aequetur duo-
bus rectis; ergo necesse est in uno rationem angulorum respon-
dentium ad summam essé quae in altero; alioqui unum triangulum
ab alio eo ipso distingui posset, ex se scilicet seu singulatim spec-
tatum. Hta facile demonstratur quod alias per multos ambages.

Homogenea sunt quibus dari possunt aequalia similia in-
ter se. Sunto A et B, et possit sumi L aequale ipsi A, et M ae-
quale ipsi B sic ut L et M sint similia, tunc A et B appellabun-
tur Homogenea.

Hinc etiam dicere soleo, Homogenea esse quae per transfor-
mationem sibi reddi possunt simili®, ut curva rectae. Nempe si
A transformetur in aequale sibi L, potest fieri simile ipsi B vel ipsi
M, in quod transformari ponitur B. .

Inesse alicui loco dicimus vel alicujus ingrediens esse,
quod aliquo posito, eo ipso immediate poni intelligitur, ita scilicet
ut nullis opus sit consequentiis. Sic ubi lineam aliquam finitam
ponimus, ejus extrema ponimus ejus partes, '

Quod inest homogeneum, Pars appellatur, et cui inest ap-
pellatur Totum , seu pars est ingrediens homogeneum.

Termi-nqs communis est,',"quod duobus inest partem
communem non habentibus. Quae quoties intelligantur partes ejus-
dem Totius, is terminus communis dicetur Sectio lotius.

Hinc patet, Terminum non esse homogeneum terminato, nec
Sectionem esse homogeneam secto.

-
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Tempus et Momentum, Spatium et Punctum, Terminps et
Terminatum, etsi non sint Homogenea, suhl tamen homegeona,
dum unum in alterum continua mutatione abire
potest.

Locum qui alteri loco inesse dicitur, Homogonum intelli-
gimus, quod si ejus sit pars aut parti aequalis, non (antwn ho-
mogonus sed et homogeneus erit. Augulus etsi ad puncluin sit,
non tamen est in punclo, alioqui in puncto magnitudo intelli-
geretur.

Si pars unius sit aequalis alteri toti, illud vocatur Minus,
hoc Majus.

Itayue Totum est majus parte. Sit tolum A, pars B,
dico A esse majus quam B, quia pars ipsius A (nempe B) aequa-
tur toti B. Res etiam Syllogismo exponi potest, cujus Major pro-
positio est definitio, Minor propositio est identica:

Quicquid ipsius A parti aequale est, id ipso A minus esl, ex
definitione,

B est aequale parti ipsius A, nempe sibi, ex bypothesi,

ergo B est minus ipso A.

Unde videmus demonstrationes ultimum resolvi in duo inde-
monstrabilia : Definitiones seun ideas, et propositiones primitivas,
nempe identicas, qualis haec est B est B, unumquodque sibi ipsi
aequale est, aliaeque hujusmodi infinitae.

Motus est mutatio situs.

Movetur, in quo est mutatio situs, et simul ratio mu-

tationis. .
Mobile est homogonum extenso, nam et punctum mébile in-
telligitur.

Via est locus conlinuus snceessivus rei mobilis,

Vestigium est locus rei mobilis, quem aliquo momento
occupat, Hinc vestigium termini est seclio viae quam terminus
describit, cum scilicet mobile per sua vestigia non incedit.

Mobile per sua vestigia incedere dicitur, cum quod-
vis ejus punctum extra lerminum in locum alterius puncti ejusdem
mobilis continuo succedit.

Quodsi Mobile sic moveri non pobnatur, tunc Linea est
_via puncti.
Superficies est via Lineae.




Amplum vel 8patium vel ut vulgo solidum est via su-
perficiei.

ciem, superficies amplum describit, vocantur longitudo, lati-
tudo, profunditas. Vocantar dimensiones, et in Geometria
ostenditur non nisi tres dari.

Latitudinem habet, cujus datur sectio extensa, seu quod
extenso terminatur. .

Profunditatem habet, quod extensum non terminat,
seu quod sectio extensi esse mon potest, in profundo scilicet est
plus aliquid quam quod terminus esse possit.

Linea est ultimum terminans extensum.

Amplum est ultimum Terminatum extensum.

Similitudo vel dissimilitudo in amplo seu spatio cognoscitur
ralione lerminorum, itaque amplum, cum plus aliquid sit quam
quod terminus esse possit, intus ubique simile est. Amplaque quo-
ram omnimodae extremitates coincidunt, congruunt, assimilantur,
sunt coincidentia, congruentia, similia. Idem est in plano, quod
est superficies intus uniformis vel sibi similis, et in recta, quae
est linea intus sibi similis.

Omnimoda extremitas in Extensis latitudinem habenti-
bus Ambitus appellari potest. Sic ambitus circuli est periphe-
ria, ambitus sphaerae est superficies sphaerica.

Punctum (spatii scilicet) est locus simplicissimus, seu lo-
cns nullius alterius loci.

Spatium absolutum estlocus plenissimus seu locus oin-

nium locorum. )
) Ex uno puncto nihil prosultat.

Ex duobus punctis prosullat aliquid novi, nempe punctum
quod+is sui ad ea situs unicum , horumque omnium locus, id est
recta quae per duo puncta proposita transit.

Ex tribus punctis prosultat planum, id est locus omnium
punctorum sui ad tria puncta non in eandem rectam cadentia si-
tus umnicorum.

Ex quatuor punctisTnon in idem planum cadentibus prosul-
tat Spatium absolutum. Nam quodvis punctum sui ad qua-
tuor puncta in idem planum non cadentia situs unicum est.

Prosultandi vocabulo utor ad ideam indicandam novam,
dum ex quibusdam positis aliquid aliud determinatur eo ipso quod

Magaitudines viarum quibus punctum lineam, linea 'superﬁ— -



gnae ad ipsa relationis unicam est. Relatio autem hic. imtelligi-
tur situs. .- .
Tempus in infinitum continuari potest. Cym enim
tolum tempus sit simile parti, babebit se ad aliud tempus, ut pars
se habet ad ipsum, et ita in alio majore tempore conlimuari intel-
ligitur. .
Similiter et spatium solidum seu amplitudo conti-
nuari in infinitum potest, quandoquidem ejus pars sumi
potest similis toti. Et hinc planum guoque et recta comtinuantur

‘i’n infinitum.” Eodem modo ostenditur, spatiumn velut. rectam, item-

que tempus, el in universum continuum in inficitam subdividi
posse. Nam in recta et in tempore pars est dimilis toli atque
adeo in eadem ratione secari potest, qua totum, el licet sint ex-
tensa, in quibus pars non est similis toti, possunt tamen trans-
formari in talia, et in eadem ratione secari, in qua ea, in quae
transformantur.

Sequitur etiam ex his, quovis molu posse assumi celerio-

rem et lardiorem in data ratione: radio enim rigido circa centrum
‘acto motus punctorum sunt ut distantiae eorum a centro, itaque

celeritales variari possunt ut rectae.
_ Aestimatio magnitudinum duplex est, imperfecta et per-
fecta; imperfecta, cum aliquid majus minusve altero dicimus, quam-
vis non sint homogenea, nec babeant proportionem inter se,
quemadmodum si quis diceret, Lineam esse majorem puncto, aut
superficiem linea, Et tali modo Euclides dixit, Angulum contac-
tus esse minorem quovis rectilineo, etsi revera nulla inter hos toto
genere diversos sit comparatio, quin nec homogenea sunt, neccon-
tinua mutatione ab uno in alterum transiri potest. In aestimatio-
nibus perfectis inter homogenea obtinet haec regula, ut transeundo
continue ab uno extremo ad aliud, transeatur per omnia interme-
dia ; sed non obtinet in imperfectis, quia quod medium dicitur
heterogeneum est, itaque transeundo continue ab angulo acuto dato
ad angulum rectum non transitur per Angulum semicirculi seu ra-
dii ad circumferentiam, etsi is angulo recto minor, et quovis acuto
major dicatur, id Majus enim hic sumitur improprie pro eo quod
intra alterum cadit.

Plures secundum quantitatem dantur relationes; sic duae rec-
tae possunt eam habere Relationem inter se, ut summa earum

- aequetur constanti rectae. Et infinila possunt dari paria rectarum
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hanc relationem inter se habentia, nempe x et y, itaut sit x4y=a,
si verb. gr. a sit ut 10, possunt x etyesse ut | et 9, ut 2 et 8,
ut 3et7 utdet6 utdeth ut 6etd, ut 7et3 utBet?
ut 9 et |. Sed possunt etiam infiniti sumi fracti infra 10, qui
satisfaciunt.  Sic datur relatio talis inter duas rectas x et y, ut
_quadrala earum simul sumta aequentur quadrato dato rectae a,
ila fiet xx 4+ yy=2aa: et talium eliam dari possunt paria infinita,
et haec est in Circulo relatio sinus complementi ad sinum vel con-
tra, nam uno posilo x, alter est y, radius autem est a. Et tales
relationes possunt fingi infinitae, tot quot species linearum in plano
describi possunt. Veluti si x sint abscissae ex recta directrice, y
erunt ordinatae inter se parallelae ad abscissas applicatae, quae
" terminantur in Linea.

Sed omnium Relationum simplicissima est, quae dicitur Ra-
tio vel Proportio, eaque est Relatio duarum quantitatum homo-
genearum, quae ex ipsis solis oritur sine tertio homogeneo assumto.
Veluti si sit y ad x ut numerus ad unitatem sea y = nx, (uo casu
x positis abscissis, v ordinatis, locus est recta, locus inquam seu
Linea quam ‘ordinatae terminantur. Ex quo eliam patet, si esset

“ aequatio localis cujuscunque gradus velut 1x3 4+ my? 4 nxxy
+pxyy=0, ubi |, m, n, p sint wmeri numeri, locum ad quem
sit aequatio fore rectam et datam esse rationem ipsarum x et y.

Sint datae duae rectae, quae inter se comparentur utcunque.
Verb. gr. detrahalur minor ex majore, quoties fieri potest, et re-
siduum rursus ex minore, et ita porroresiduum ex illo quod quo-
ties fieri potest est detractum, donec vel sequalur exbaustio, ul-
timo . subtrahendo. existente communi Mensura, si guantitates sunt
commensurabiles, vel habeatur lex progressionis in infinitum, si
sint incommensurabiles, Et eadem erit series numerorum Quo-
tientium, cum eadem est proportio, Nempe si sit a ad b ut
I+
m+4—

n-%-l

p + ete. ‘ .
.series pumerorum quotiemtium. Verb. gr. si a sit 17 et b sit 5,
series tantum constabit ex tribus 1, m, n, qui pumeri erunt 3, 2,
2. Si aet b sint partes rectae extrema ot media ratione sectae,

ad unitatem, erit 1, m, n, p etc.



erit a major ad b minorem, ut l+-|——'

1+ —
I+L—
1+ etc.
ad unitatem; quotientes erunt unitates, et series eorum ibit in in-
finitum.  Sic a et b quaecunque reclae erunt ad se invicem ut
:+2+4+|)+q+etc.adl posito 1, m, B, p, q etc.

esse O vel |, quae series vel finitur vel periodica est, cum nu-
meri sunt commensurabiles.

Ex his sequitur, lineas similes esse in ratione rectarum Ho-
mologarum, superficies similes ut rectarum homologarum quadrata,
solida similia ut eorum cubos, Sint duo Extensa similia A et L,
et homologa homogenea et B et M. Quia A cum B seu A; B si-
mile est ipsi L cam M seu L; M, erit ratio A ad B eadem quae
L ad M. alioqui ipsum A; L ab ipso B; M aliter quam per com-
praesentiam distingui posset; prodibunt enim alii numeri rationem
exprimentes. Ergo permutando erit A ad L ut B ad M, ut pone-
batur. Sic ostendetur circulos esse ut quadrata diametrorum,
sphaeras ut cubos diametrorum. Circuli (sphaerae) erunt A et L,
quadrata homologa (cubi homologi) B et M.

Ex his manifestum est, Numerum in genere integrum, frac-
tum, rationalem, surdum, ordinalium, transcendentem generali no-
tione definiri posse, ut sit id quod homogeneum est Unitati, seu
quod se habet ad Unitatem, ut recta ad rectam. Manifestum est
etiam, si Ratio a ad b consideretur ut numerus qui sit ad Unita-
tem, ut recta a ad rectam b, fore Rationem ipsam homogeneam
Unitati ; Unitatem autem repraesentare Rationem aequalitatis.

Notandum est etiam, totam doctrinam Algebraicam esse ap-
plicationem ad quantitates Artis Combinatoriae, seu doctrinae de
Formis abstractae animo, quae est Characteristica in universum,
et ad Metaphysicam pertinet. Sic productum multiplicatione a +b
4+ c + etc. per | + m 4 n + etc. nihil aliud est quam summa om-
nium binionum ex diversi ordinis literis, et productum ex tribus
ordinibus invicem duclis, a+b 4+ ¢+ etc. inl+ m+n + ete.

in 84 t+v+etc. fore summam omnium ‘ternionum ex diversi
ordinis literis ; et ex aliis operationibus aliae prodeunt formae.

Hinc in calculo non tantum lex hemogeueorum, sed etjusti-



tie utiliter observatur, ut quae eodem modo se hahent in datis
vel assumtis, etiam eodem modo se habeant in quaesitis vel pro-
venientibus , et qua commode licet inter operandum eodem modo
tractentur ; et generaliter judicandum est, datis ordinate proceden-
tibus etiam quaesita ‘procedere ordinate. Hinc etiam sequitur Lex
Continuitatis a me primum prolata, qua fit ut lex quiescen-
tium sit quasi species legis in motu existentium. lex aequalium
quasi species legis inaequalium, ut lex Curvilineorum est quasi
species legis rectilineorum, quod semper locum habet, quoties ge-
nus in quasi-speciem oppositam desinit. Et hic pertinet illa ra-
tiocinatio quam Geometrae dudum admirati sunt, qua ex eo quod
quid ponitur esse, directe probatur id non esse, vel contra, vel
qua quod vélut species assumitur, oppesitum seu disparatum re-
peritur, Idque conlinui privilegium est; Continuitas autem in
tempore, extensione, qualitatibus, motlbus, omnique naturae
transitu reperitur, qui nunquam fit per saltum.

Situs quaedam coexistendi relatio est inter plura, eaque co-
gnoscitur per alia coexistentia, intermedia, id est quae ad priora
simpliciorem habent coexistendi relationem.

Coexistere autem cognoscimus non ea tantum quae simul
percipiuntur, sed etiam quae successive percipimns, modo pona-
tur durante transilu a perceplione unius ad perceptionem alterius
aut non interiisse prius, aul non natum esse posterius. Ex illa
hypothesi sequitur punc ambo coexistere, cum posterius attigimus ;
ex hac sequitur ambo extitisse cum prius disereremus.

. Est autem in percipiendi \ransitu quidam ordo, dum ab uno
ad aliud per alia transitur. Atque hoc via dici potest. Sed hic
ordo cum variari pessit infinitis modis, necesse est unum esse
simplicissimum , qui scilicet sit secundum ipsam rei paturam pro-
cedendo per delerminata jutermedia, id est per ea quae se habemt
ad nlrumque extremum quam simplicissime. Id enim nisi esset,
nullus esset ordo, nulla discernendi rvatio in coexistentia rerum,
cum a dato ad datum per quodvis iri possit. Atque haec est via
minima ab uno ad aliud, cujus magnitudo distantia appellatar.

Haec ut melius intelligantur, nunc quidem abstrahemus ani-
mum ab his quae in singulis spectari possunt, de quorum distan-
tia agitur: ita considerabimus ea, tanquam in singulis plura spec-
tanda non essent, seu considerabimus ea tanquam Pancta. Nam




punctum est, in quo nihil aliud ei coexistans penitur, ita i quic-
quid in ipso est. ipsum sit.

Ita via puncti erit linea, quae utique latitudinem nen
babebit, quia sectio ejus quae in puncto fit lesgitudinem non hebet.

Ex uno puncto dato nihil determinatur praeterea. Sed due-
bus datis punctis determinatar via ab umo ad aliud simplicissima,
quam appellamus Rectam.

(1) Hinc sequitur primeo, rectam esse migimam a puncio
ad punctum, seu magnitudinem ejus esse panctorum distantiam.

(2) Secundo, rectam ‘esse inter sua extrema aequabilem.
Neque enim aliquid assumitur, unde reddi possit ralio varietatia

(3) Itaque oportet, ut unus locus puncli in ea moti ab al-
tero discerni non possit seposito respectu ad extrema. Hinc et
pars rectae recta est, itaque intus ubique sibi similis est, nec duae
partes discerni possunt inter se, cum suis extremis discerni mon
possint.

(4) Sequitur etiam, extremis positis similibus aut congruis
aut coincidentibus, ipsas rectas similes, congruas aut coincidentes
esse. Extrema autem semper sunt similia. Itaque rectae duae
quaevis sunt similes, et pars etiam toti.

(3) Tertio ex definitione sequitur, procedere rectam per
puncta suae relationis unica ad duo puncta data, quae ratio est
maxime determinata. Oportet autem talia dari, alioqui ex duobus
datis nihil resultaret novi determinati. Et si daretur aliud punc-
tum eodem modo se habens ad A et B simul sumta ut proposi-
tum, nullx esset ratio cur via illa simplicissima determinata per
unum potius quam per aliud procederet. Patet etiam hoc ex prae-
cedente, quia dum ostendimus extremis datis rectam esse deter-
“minatam seu extremis coincidentibus coincidere rectas.

(6) Quarto sequitur, rectam in omnes plagas se habére
eodem modo nec concavum habere et convexum ut curvam, eum
ex duobus punctis assumtis A et B nulla ratio diversitatis reddi
possit. -

(7) Et proinde, si duo assumantur puncta quaecunque exira
rectam L et M quae se eodem modo habeant ad duo puncta rec-
tae collective, seu ita ut L se habeat ad A et B, ut M se habet
ad A et B, etiam eodem modo se habebunt ad totam rectam, seu
L se habebit ad rectam per A, B, ut M se ad emn habet.

(8) Mapifestum etiam est, rectam rigidam seu cujus punpfa
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son muiaat situm inter se, duohus in.ea punctis manentibus im-
wolis moveri non posse, alioqui enim plura darentur puncta eodem
wodo se habentia ad duo puncta immota, nempe Lam punctum in
.guo fuit punctum mobile, quam illud ad quod est translatum.

(9) Sequitur vicissim, alia omnia puncta, quae in rectam per
A et B transeuntem non caduut sem quae ipsis A et B non sunt
in directum , mobilia esse situ ad A et B servato, ipsis A et B
manentibus. immolis, cum recta sit locus omnium punctorum unice
se hahentium ad A et B; caetera ergo variari possunt el quidem
in omnes partes, cumn recta eodem modo se habeat in omnes
partes.

(2) llaque si Extensum rigidum moveatur duobus punctis
.manentibus immotis, omnia puncta ejus quiescentia cadent in rec-
tam per puncta immota transeuntem, quodyis punctum motile de-
;seribet circulum circa eandem rectam velut axemn.

Datis tribus punctis in eandem Rectam non cadentibus, quod
ipde. determinatur est planum. Sint puncta A, B, C non caden-
.tin in .eandem rectam, ex A, B punctis determinatur recta per A
el B, ex C et B punctis determinatur recta per C et B. Ex quo-
_vis punelo rectae per A et B, conjunclo cum quovis punclo rectae
per C el B, nova determinatur recta, el proinde datis A, B, C,
-determinantur rectae iofinitae quarum locus vocatur planum.

(1) Hague primo planum est minimum inter sua extrema.
_Ambitus. enim ejus non constat recta, quia recta spatium non
claudit, alioqui pars rectae foret dissimilis toti. Ergo ambitu dato
.dantur tria puncta in eandem rectam non cadentia, erge ex solo
.ambitu .dato determinatur planum interceptum. Ergo est mi-
nimum,

(3) Secundo planum est aequabile inter sua extrema, quia
nulja ratio varietatis ex hac origine ejus deduci potest.

(3) Unde sequitur, .planum intus esse sibi simile, ita quod
B eo movetur pumctum, locum in quo est ab alio loco non distin-
.guit wisi respectu ad extrema. Nec pars plani a parte nisi per
extrema discerni potest. .

. (4) Sequitur et porro, plapa quorum ambitus sunt similes
Aul. congrui aul .coincidentes, ipsa similia aut congrua aut coinci-
denjia esge. . ,

(5) Tertio ex definitione plani patel esse locum omniym
Rwnctorum ad (ria data puncta unicorum.




(6) Quarto sequitur planum utrinque se habere eodem mode,
adeoque nec concavum habere neque convexum.

(7) Atque adeo puncto se habenti utcunque ad A, B, C oi-
mul vel ad planum ex his determinatum, respondens afiud pune-~
tum dari posse eodem modo se habens ad tria haee puncu simul
sumta, cum nulla sit ratio diversitatis.

(S) Planum autem est latitudine praeditam, nam per linesm
reclam secari potest, per bina data ejus puneta transeantem. lta-
que seclio ejus longitudinem habet, cujus autem sectio habet longi-
tudinem, id ipsum habet latitudinem.

Datis quatuor punctis in idem planum non cadentibus resul-
tat profundum, seu id in quo sumi potest aliquid qued Terminus
non est, seu quod non potest ei esse commune caum altero misi
pro parte in ipsum immerso.

Sunto quatuor puncta A, B, C, D (fig. 1). Hinc dentur sex
rectae AB, AC, AD, BC, BD, CD; sed sufticiunt AB, AC, AD, nam
tres reliquae ex his nascuntur. Prosultantibus his tribus rectis,
prosultant et omnia earum puncta, et rectae conjungentes duo
quaevis diversarum rectarum puncta, locusque adeo harum recta-
rum omnium, Porro habemus et quatuor plana per A, B, €,
per A, B, D, per A, C, D, per B, C, D, quorum duo guaevis sec-
tionem habent rectam communem; verb. gr. plana per A, B, C et
per B, C, D habent communem sectionem rectam per B, C. Haec
quatuor plana claudent spatium quatuor Triangulis planis ABC, ABD,
ACD, BCD, quae spatii ambitum facient. Et recta quaevis EF, duo
puncta E et F duorum planorum ABC, BCD conjungens, habet
omnia puncta ut G intra hoc spatium, ita ut ex puncto G rectae
extremis interjecto nulla recta educi possit, quae non in ambitum
cadat. Claudunt autem spalium guae ambitum constituunt
plenum, nempe talem, ut linea quaecunque ducta in parte ambi-
tus, ubi pervenit ad ejus partis extremum, continuari possit m
alia ambitus parte Ex. gr. recta AL in parte Ambitus ABC ducta,
ubi pervenit ad extremum ejus L, continuari non posset in alia
ambitus parte, si abesset triangulum BCD, quod cum caeteris tri-
bus ABC, ABD, ACD spatii claudendi opus absolvit. Ponatur illa
recta produci quantum opus est ad punctum H, quod magis absit
apuncto G, quam omnia puncta triangulorum ABC, ABD, A€D, BCD.
Ex puncto H agantur normales in quatuor plana et itidem ex puncto
G, reperietur aliquod ex his planis planum, respectu cujus nor-



males amborum non sint ad easdem partes; aliquod ex his planis
debet GK secare in triangulo cujus planum est continuatio; dico
rectam GH si opus productam cadere in aliquod ex his planis.
Sumatur aliud quodcunque punctum H, ajo rectam GH productam
si opus ocourrere uni triangulorum quatuor ut ipsi ABD in K, pla-
num per E; F, H secabit plana ABD, ACD, BCD, quae tres rectae
constituent triangulum cujus duo latera cadent in duo ex triangu-
lis tribus diclis, et punctum G intra hoc triangulum cadet. Recta
ergo quaegunque (ransiens per G allerutrum ex illis ducbus lateribus
secabit, ergo et recta GH, ergo recta GH occurrit uni ex triangulis
ABD, ACD, BCD in K. Eodem modo ostendetur, et alio extremo
eccurrere uni ex aliis tribus triangulis. Sed brevius rem osten-
demus.

Iv.

INITIA MATHEMATICA.

DE QUANTITATE,

Determinantia sunt, quae simul non nisi uni seli com-
petunt, ut duo extrema A, B (fig. 2) non nisi uni competunt
rectae. :

Coincidentia sunt, quae plane eadem sunt tastumque
denominatione differunt, ut via ab A ad B a via a B ad A.

Congrua sunt, quae si diversa sunt, non nisi respectu
ad externa discerni possunt, ut quadrata C et D (fig. 3), nempe
quod eodem tempore sunt in diverso loco vel situ, vel quod unum
C est in materia aurea, alterum D in argentea. lta congruunt
libra auri et libra plumbi; dies hodiernus et hesternus. Punctum
quodlibet congruil cuilibet alteri, ut et instans instanti.

Aequalia sunt quae vel congruuni (exempli gratia (fig. 4)
triangula .\EFY, EFG, IKL, LMI, GNE, item rectangula EFGN et
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IKLM) vel per transformationem congrua reddi possunt (ut trian-
gulum HEG rectangulo IKLM, quia parte ipsius HEG , nempe EFH,
transposita in GNE, quod fieri potest quia congruunt, tunc HE(Q
transformatum erit in FGEN congruum ipsi 1KL.M; itaque HEG et
IKLM aequalia dicentur).  ltaque definiri possunt Aequalia,
quae resolvi possunt in suas partes diversas singulas singulis aite-
rius congruentes, .

Similia sunt, in quibus per se singulatim consideratis in-
veniri non potest quo discernantur, ut duo sphaerae vel circult
(vel duo cubi aut duo quadrata perfecta) A et B (fig. 5). Ut si
solus oculus sine aliis membris fingatur nunc esse intra sphaeram A,
nunc intra sphaeram B, non poterit eas discernere ; sed  poterit
si ambas simul spectet, vel si secnm membra alia corporis aliamve
mensuram introrsum afferat, quam nunc uni nunc alteri applicet.
Itaque ad similia discernenda opus est vel compraesentia eBrum
inter se, vel tertii cum singulis successive. [AL in dissimilibus
aliqua partium proportio notata in uno, quae non notatur in al-
tero, sufficit ad discernendum sigillatim, de quo postea pluribus].

Homogenea sunt, quae aut similia sunt aut similia trans-
formatione reddi possunt. Duae rectae sunt homogeneae, quia si-
miles; sed recta et arcus circuli homogeneae res sunt, quia circu-
Jus in rectam extendi potest. Homogenea etiam definire possu-
mus, quae in aliquo conveniant, et in quo conveniunt alia quae
in uno quoque eorum indefinite assumi possunt.

Si plura sint ut A vel B et unum C (fig 6) sintque in ali-
quo convenientia et in his homogeneum insit ipsis A et B com-
mune, omnia vero in ipsis homogenea sint ipsi C communia;
tunc illa plura dicentur partes integrantes, unum illud di-
cetur totum.

Minus est quod alterius (Majoris) parti aequale est.

Quantitas est id quod rei competit, quatenus habet om-
nes suas partes, sive ob quod alteri (homogeneac cuiwnque) aequa-
lis major aut minor dici sive comparari polest. Quantitas rei
ex. gr. areae ABCD (fig. 7) exprimitur per numerum ex, gr. quater-
parium , posito aliam rem ut pedem quadratum AEFG samtum
esse pro Mensura primaria seu Unitate reali. Est enim ABCD'
quatuor pedum quadratorum.  Si vero alia assumerelur unites
AHIK, quae est quadratum semipedis AH, qoantitas areae ABCD
esset 16. Itaque pro eadem quantitate diversus proveniet numes’



rus, prout assumitur umitas. Et proinde quantitas non est nume-
rus definitus, sed materiale numeri seu numerus indefinitas, as~
sumta certa mensura definiendus. Quantitates erge exprimuntur
vel numeris definitis, ut 1, 2, vel indefinitis seu literis aliisve cha~
racteribus a, b, ©, ).

Numerus est homogeneum Unitatis adeoque comparari
cum upitate eigue addi adimique potest. Estque vel aggregatum
upitatum qui dicitur integer, ut 2 (seu | + 1), item 3, 4 (seu
2+ 1 sive 1 41 +.1), vel aggregatum partium aliquotarum uni-
tatis , qui dicitur Fractus, ut si unitas ex. gr. pes AB sit divi~
8us .in quatuor partes, (unc res ut linea BH, quee habet tres quar-
tas pedis seu ter }, ita exprimetur §, isque fractus interdum
reduci potest ad integrum, ut AB sive 2 est quater AH seu 4 di-
midige sive §; vel denique numerus est alio quodam modo per
‘relationem ad unitatem delerminatus, quae quidem relationes pos-
sunt esge infinitae, sed maxime solennes sunt per radices. Nempe
sit numerus 4 (pro quadrate ABCD), quaeritur ejus radix quadrata
(sew latus AB) id est numerus qui per se ipsum mulliplicatus fa-
cit 4; is numerus eril 2, itaque cum 2.2 siva aa sit 4, V& (Yaa)
est 2 (a). Atque hoc casu radix reduci potest ad numerum com-
munem seu rationalem. Sed interdum baec reductio non suc-
cedit. Ex, gr. quaeritur numerus, qui per se ipsum multiplicatus
faciat 2, is neque est integer (aliogui emim, cum negessaria sit
minor guam 2, foret unitas, at unitas per se multiplicata facit 1),
neque est fractus, quia omnis fractus per se ipsum multiplica~
tus producit alium fraetum, ut § produat § sive 2 + §; ila-
que non est numerns nisi irrationalis ul vocant, sive polius
ineflabilis, A0yog, surdus, quisicscribitur y2, vel yq 2, vel Y2,
id est radix quadratica de 2; posito enim hunc numerum esse
Y, tun¢ ejus quadratum yy sive y* erit 2. Et ut appareat,
hugc pumerum esse in rerum natura, ducstur (fig. &) AF diago-
nalis quadrati AEFG. Sit AG 1, nempe unus pes, cujus quadra-
wm est | (nempe ipsum spativm AEFG seu unus pes quadratus),
tunc ipsa AF, quam vocabimus y, erit y2; nam ejus quadratum Yy,
AFBM est 2 (nempe duplus pes guadratus), est emim quadratum
AFBM duplum quadrati AEFG, pem dimidium ejus -triangulum
AFB 1oti AEFG aequale est. Cum ergo numerum delinierimus
homogeneum unitati, utique debet aliquis esse numerus, cujus ea
sit relatio ad unitatem, quae est rectac AF ad rectam AG, sive



posito AG esse |, debel esse numerus quo exprimstur qaantites
ipsius AF qui dicetur esse v2; AB autem erit 2.

Itaque si sit Scala AB divisa in partes aequales duas, qua-
tuor , oclo, sedecim etc. alque ita porro subdivisa qeantum libue-
rit, huic scalae utique recta quaelibet ipsa scala minor applicari
adeoque numeris explicari potest, et quidem vel exacte, vel pro-
pemodum exacte quidem, quando scilicet incipiems ab initio sca-
lae A incidit in aliqued punctum divisionis L, ut AL, cujus proinde
numerus in partibus scalae habetur. Ex.gr. AE existente |, tanc
AL erit }, et tunc recta AL est scalae commensurabilis, id est
datur earum mensura communis seu recta AN (}), quae repetita
tam scalam AB quam rectam Al efficit sev metitur., Prope-
modum vero numeris recta scalae applicata explicari potest, qusndo
non incidit in punctum divisionis , quantumvis scala subdividatue
el quocunque modo instituatur divisio. Et talis recta ut AF est
cum scala incommensurabilis. adeoque numeris rationalibus sive
- effabilibus explicari nequit, nisi propemodum. Quoniam lamen
necesse est, ut AF scalae applicata seu translata in AP incidat
saltem inter duo divisionis puncta, uli certe incidit inter 11 et 12,
posito scalam AB in sedecim partes aequales esse divisam, qua-
rum quaelibet est pars octava unitatis vel pedis AE, hinc si AG
vel AE latus quadrati sit pes, tunc diagonalis AF vel AP incidet
inter 42 (sive §) et % pedis, adeoque si ipsi AF sive V2 vel y
attribuas §, nimium, si %', parum tribues (nam quadretum a §
est J, id est plus quam _§ seu 2 seu yy, et quadratum ab %} est
424, quod est minus quam '@# sem 2), error tamen erit minor
una parte minima, in guam hoc loco unitas in scala divisa est, id
est minor quam {. Et { sive AQ erit propemodum mensura com-
munis unitalis sive etiam scalae et ipsius AF. Et quanto magis
subdivisa erit scala, eo winor erit error adeoque erit tam parvus quam
quis velit, sive minor reddi potest quovis errore assignabili. HIta-
que AF et AG etsi sint incommensurabiles, sunt tamen homoge-
neae seu comparabiles, el inveniri potest mensura communis tam
prope exacta, ut error seu residuum sit mipus data quantitate. At-
que hoc est fundamentun appropinquationum, et compu-
tandarum Tabularum, itemque Logisticae binariae vel sexa-
genariae vel etiam decimalis, si quidem scala in decem partes
dividatur et earum quaelibet in alias decem subdividatur, idque
quantumlibet continuetur. Kisi enim scalae instrumentis satis sub-
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dividi non semper possint, mente tamen sive calcuI;) ad summam
exactitudinem , quae quidem in praxi optari possit, procedi pot-
est, Quod quomodo fiat, infra apparebit.

Dimensiones sunt quantitates diversae (mterdum hetero-
geneae) quae in se invicem duci intelliguntur, ita scilicet ut
una tola applicetur cuilibet parti alterius. Exempli causa (fig. 9)
ex ductu latitudiric AB duorum pollicum in longitudinem BC trium
pollicum linearium (ita ut anguli A, B, C, e, [ semper congruant
seu iidem sint, qui dicuntur recti, qui est simplicissimus lineam
rectam in rectam ducendi modus) fit rectangulum ABC, quod est
duarum dimensionum, et sex pollicum sed quadratorum. Ex ductu
longitudinis CB,2, latitudinis BA,3, altitudinis AD,4 in se in-
vicem fit rectangulum solidum CBAD (fig. 10), quod est tnum
dimensionum seu viginti quatuor pollicum cubicorum (2 in 3'in 4),
cuilibet enim ex baseos ABC sex quadratillis seu pollicibus” qua-
dratis (ut quadratillo AEF) insistunt quatuor cubuli seu unitates
cubicae sive pollices cubici (nempe columna seu prisma FEAD ex
quatuor pedibus cubicis sibi impositis constans). Nec vero putan-
dum, ut hactenus™ crediderunt, dimensionem spectari in solis figu-
ris, adeoque rem allioris gradus seu plurium dimensionum quam
trium dimensionum esse imaginariam. Etsi enim spatium per se
habeat tantum tres dimensiones corpus tamen polest habere multo
plures, ex. gr. duo corpora, unum auréum, alterum argenteum, ha-
bent praeter consideralionem molis seu spatii, quod qccupam
etiam considerationem gravnatls specificae, quae in qualibet parte
molis spectatuf "~ Ita gravitate specifica pollicis cubici argenti
posita ut 5%, auri ut 99 unciarum (ea emm fere proporuo est),
evit pondus solidi CBAD, si aureum sit, 273 4 9 99 (seu 94 99 sive)
2376 uncnamm sin argenteum sit solidum, erit unciarum "R €L
seu (Z-l 55) ISQO unciarum. Itaque pondera ita sunt quatuor di-
mensionum, ex ductu scilicet molis seu spatii tridimensi in corpus
ipsum seu pondus Potest etiam praeter pondus mortuum acce-
dere impetus ex descensu gravis aliquamdiu continuatus; unde
nascitur percussio, quae est quinque dimensionum, ex mole tridi-
mensa, corpons ponderosnate et tempore lapsus in se invicem duc-
tis. Ita si una ulna quadrata panni valeal tres nummos imperiales,
duae ulnae’ valebunt bis Lres 1mpenales seu sex. Et pretium hoc
est duarum dimensionum , quod si idem pannus sit quatuor ulnas
latis; erit pretium ejus 2. 3. 4 seu 24 lmpermhum adeoque trium

Vi, 3
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dimensionum ex ductu in se invicem longitudinis , latitudinis, pre-
tiositatis, id est pretiositatis seu bonitatis intrinsecae in quantita-
tem seu benitatem extrinsecam. Ita pretium aggeris est quatluor
dimensionum ; spectatur enim in eo longitudo quae sit pedum 100,
latitudo 12, altitudo 20, et firmitas seu bonitas intriuseca sit ta-
lis, ut pes cubicus valeat decem nummos, erit valor ejus 100 12 20 10
nummorum seu 240000, ut proinde ductus dimensionis in dimen-
sionem sit exhibitio realis multiplicationis mentalis.

Ex his definitionibus sequentia Axiomata duci possunt.

Quae iisdem (vel coincidentibus) determinantur (eodem scili-
cet modo), coincidunt. Ut coincidunt duae rectae, quarum duo
extrema coincidunt.

Quae coincidunt, ea multo magis congruunt, seu idem con-
gruit sibi.

Quae congruentibus determinantur (eodem scilicet modo),
congrua sunt. Ut quia triangulum datar, datis tribus lateribus,
hinc si tria trianguli latera respondentia respondentibus congruant,
congruent (triangula.

Quae congruunt, ea mullo magis aequalia sunt.

Aequalia eadem sumtla mensura eodem numero exprimuntur,
sive ejusdem sunt quantitatis; cum enim inter se congrua reddi
possint, eidem mensurae primariae, seu unitati eodem meodo re-
petitae, eodem modo congruere poterunt. Unde idem prodit nume-
rus. Aequalia eodem modo secundum quantitatem tractata exhi-
bent aequalia.

Similia similiter tractata exhibent similia. Quae similiter similibus
determinantur, similia sunt. Determinari autem intelligo iis condi-
tionibus designari quae simul non nisi in unum cadere possunt,
laque quod ita determinatur, id plane exhibetur.

Similia et aequalia simul sunt congrua. Nihil enim super-
est quo discerni possint, sive sigillatim sive simul spectentur, nisi
referantur ad externa, ut locum et tempus aliaque accidentia.

Ratio non est nisi inter homogenea; patet ex definitione.
Quorum utrum altero majus, minus aut aequale est, homogenea
sunt. De aequalibus manifestum est, possunt enim congrua reddi,
adeoque et similia. Minus quoque majori homogeneum, quia ejus
parti aequale adeoque homogeneum est, pars autem est homogenea
toti. Atque ideo non dicemus lineam minorem superficie, aut ejus
partem, nec angulum contactus partem rectilinei, aut eo minorem.
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Si quis tamen partem latins sumat, pro omni qued quantitatem
habet et quantitatem habenti inest, poterit dicere, lineam esse
superficie minorem, :

Pars minor est toto. Est enim aequalis parti ejus, nempe
sibi ipsi. :

Totum est aequale emnibus partibus integrantibus, coinci-
dunt enim; vel certe si conjungantur, quia tolum componunt, coin-
cidentia reddentur, adeoque et congruent.

Pars partis est pars totius. Adeoque minus minore est mi-
nus majore. Nam. part) minoris aequale est;  ergo et parti majo-
ris, parti scilicet partis majoris.

Duo homogenea habent commupem mensuram quantumvis
exacte prop.nquam.. Ostendimus supra, cum scalam explicaremus.
Si duorum homogeneorum unum altero neque majus neque minus
est, erit aequale. In scala supra posita (fig. B) comparentur AG
el AE, appliceturque AG ipsi scalae, et puncto A manente, incidet
punctum. G inter B et A, posito AG esse minus quam AB. Pona-
mus jam demonstirari posse quod recta AG translata in AB, ma-
nente punclo A, punctumi G peque incidat intra E et B, neque
inter A et E, id est quod AG mec sit major nec minor quam AE,
ulique punctum G incidet in ipsum punctum E, adeoque AG erit
ipsi AE aequalis. Quod de duabus rectis, idem demonstrari pot-
est de omnibus homogeneis, nam omnia possunt reddi similia, et
ubi similia reddita sunt, si nec magnitudine differunt, nullo modo
per se discerni poterunt, sed congrua erunt, adeoque cum congrua
reddi poswint, aequalia sunt.

DE MAGNITUDINE ET MENSURA,

(1) Magnitudo est, quod in re exprimilur per numerum
partiam, congruentium rei dataec, quae Mensura appellatur.

Scholium. Exempli causa lineae magnitudo exprimitur

numero pedum vel pollicum, id est partium quarum quaelibet con-

gruit pedi vel pollici in aliqua materia (velut orichalco aut ligno)

reapse dato. Sic orgyiae magnitudo (quantum homo brachia ex-

tendere potest) ad certuni aliquid (velut per aversionem) designan-
. g
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dam censelur exprimi numero sex peduth, vel septuaginta dudrunr
pollicum, quia pes duodecim pollicum habetur. Cubiti magnitudov’
est unius et dimidii pedis, vel unius pedis el sex pollicum, vet
octodecim pollicam, Ponimus autem pedis vel pollicis magnitudi-
nem reapse in organo datam esse. Unde patel quoque, eandemr
ejusdem rei magnitudinem diversi#¥ numeris exprimi, prout variatur
mensura, imo interdum diversas mensuras conjungi infer se, ut
cum cubitus simul designatur per pedem et pollices.

(2) Homogenea sunl, quorumr magnitudines numeris ex-
primi possunt eandem assumendo pro omnibus mensuram tanquam-
unitatem,

Scholium. Ita si pes sit ut unmiths, erit pollex ut Y,
cubitus ut 4, orgyia ut 6. Sin pollex sit' ut unitas, erit pes ut 13,
cubitus ut 18, et orgyia 72. Et hoc mode lineae rectae cojus-
que longitudo exprimi potest numero quidem integro, si mensura
aliquoties detracta, verbi gralia pede ter detracto, restet nihil, ita
enim recta tripedalis erit. Sed si mensura vel pede quoties fieri
potest detracto restet aliquid, ad id quoque mensurandum sumi
poterit certa pars pedis, exempli cousa decimra, quae rursus quo-
ties fieri potest detrahetur ab hoc residuo; exempli causa vicibus
septem et pede assumto pro unitate, numerus quantitatis detractae
erit fractus 3 et {i; vel $7. Et hoc modo si res mensuranda ita
sit exhausta ut restet nihil, is numerus rei respendehit, magnitudi-
nemque ejus exprimet. Sin adhuc supersit aliquid, tunc vel possu-
mus iterum novam assumere mensurae partem, veluti centesimam,
eamque detrahere quoties fieri potest; et si error centesimma parte
minor nobis salis magni momenti non videatur, contenti possu-
mus esse hac per mensuram et mensurae decimas vel centesimas
appropinquatione, alioqui ad millesimas et ultra progressuri.
Solemus autem in praxi adhibere scalam, id est constantem
quandam mensurae divisionem in orichalco aut alia durabili mate-
ria factam, et quidem per decimas et decimas decimarum seu centesi-
mas et millesimas et porro, quoniam hoc modo fractiomes decima-
liter expressae tractari possunt instar integrorum, qui nobis deca-
dica progressione, id est per unitates, decades, centenarios, mille-
narios, myriades elc. exhiberi solent; ita Ludolphus de Colonia-
calculo longe producto invenit, diametro circuli existemte 1, cir-
cumferentiam esse )

8 +4% + 1do + 1olss + 10800 + 100’590 Tosdvvo Vel (quod in-

)



decimalibus licet) conjungendo statim in unam fractionem §-141492 etc.
usque ad ...... sedem. Sed quoniam appropinquationes hujus-
modi, elsi praxi vulgari sufficientes, nullam dant exactam magnitudi-
nis quaesilae cognilionem, ideoque in scientifico: progressu tamdiu
pergimps, donec appareat series progrediendi in infisium; et huic
fini non adhibemus indistinete decimales, aut alias quaslibet sca-
lae constantes divisiones, sed accommodamus fractiones ad rei na-
turam, ut scilicet facilius ad legem progressus pervenjamus. Atque
Ma a me repertum est, si diameter sit §, circumferentiam fore
++ ¥s + oy + t¥x et ita porro in infinitum , posito fractionum
numeratorem esse unitatem, sed dekominateres esse qui fiunt ex
duobus imparibus let 3, 5 et 7, 9 et 14, 13 et 15, 17 et 19,
et ita porro, invicem multiplicatis. Et ea ratione non tantum em-
nes appropinguationes continuando dabiles simaul exprimuntur, sed
etiam fieri potest ut error minor sit quovis dato, nam ostendi pot-
est, si circumferentiam dicatur esse 4, errorem fore minorem
quam 4; si dicatur esse § + 44, errorem minorem fore quam §;
si dicatur esse § + g5 + 145, errorem fore minorem quam 4%y,
et ita porro, priorem semper ex imparium proximorum combina-
tione sumendo, Tola autem series infinita exacle naturam drculi
exprimit. Sed hoc nos rationibus ex intima natura circuli con-
secuti sumus; organice autem magnitudo circumferentiae circuli
vel alterins lineae curvae per filum obtineri potest, curvae lineae
rigidae accommodatum et deinde in rectam extensum et scalae
applicatum, vel dum curva linea rigida volvitur in plano, quanquam
provolutio illa ad securitatem filo vel calena regenda sit, ne tractio
ei misceatur. Motu etiam res obtinetur, dum dwo mobilia veloci-
talis uniformis percurrunt rectam et curvam, pam eruntlineae iis-
dem temporibus absolutae ut mobilium velocitates. Quodsi res
mensuranda sit superficies, pro mensura peteril alia assumi super-
ficies, verbi gratia pes quadratus qui vel cujus determinatae partes
a plana superficie quoties fieri poterit detrahentur: quodsi super-
ficies plana non sit, videndum an commode transformari possit in
planam. Pro solidi mensura aliud assumetur solidum, veluti pes
cubicus, eodemque modo procedetur. Comparari etiam solidorum
magpitudines poterunt immergendo in liquorem, et mensurando
quantum ille in vase attollatur; sed et ponderando, si ambo ex
eadem materia elaborentur, idemque et ad lineas et superficies suo
quodam modo potest transferri. Atque ita Galilasus Cycloidis di-
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mensionem ponderibus investigavit, etsi veram dimensionem scien-
tifica deinde ab aliis ratione repertam hac methodo non fuerit con-
secutus, Motu etiam superficies et solida interdum commode men-
surantur, tanquam vestigia lineae aut superficiei. Generaliter autem
omnis aestimatio ex nostra magnitudinis definitione ad mensurae

- cujusdam repetitionem numeris expressam redit, aut ad numerum

rei ascribendum, posito rei alteri datae ascribi unitatem. Eaque
ratione etiam non tantum extensiones et difusiones partium exira
parte, ut in spatio et tempore, sed etiam inlensiones seu gradus
qualitatum actionumque, jura etiam, valores, verisimilitudines, per-
fectiones aliaque inextensa ad numeros revocantur, reperta scilicet
mensura cui aut cujus partibus aliquotis congruant, quae in re
mensuranda reperiuntur , sed cujus aut cujus partium aliquotarum
repetitione magnitudo aestimanda formetur, Quae consideratio quanti
sit momenti, et quam in ea consistat vis verae Matheseos Univer-
salis seu artis aestimandi in universum, in Dynamicis nostris speci-
minibus est ostensum.

(3) Commensurabilia sunt inter se, quorum reperiri
potest una mensura communis exhauriens, cujus repetitione magni-
tudines eorum conslituantur; sin minus, incommensurabilia
vocantur, et numerus ei, quod cum mensura pro unitale assumta
incommensurabile est, assignandus vocatur surdus vel irrationa-
lis ; sin commensurabilis sit unitati, rationalis appellatur.

Scholium. Si nempe mensuram vel partes aliquotas men-
suram sua repetitione constituentes quoties fieri potest detrahendo
perveniatur ad exhaustionem, semper haberi potest communis
mensura repetitione constituens. Nam tota magnitudo mensuranda
exprimitur vel integris vel composito ex integris et fractis. Jam
fracti quotcunque reduci possunt ad communem divisorem, atque
ita ad communem mensuram. Esto numerus inventus magnitudi-
nem (uaesitam lineae exprimens 2 4 } 4 &, reducendo ad com-
munem denominatorem fiet & ; itaque si pes sit 1 vel §, utique
communis mensura rei aestimatae et pedis erit 4, quae quantitas
in re aestimata continetur decies septies, in pede sexies, Sed si
sexta pars pedis Seu bipollicaris linea assumatur pro unitate seu
mensura, erit pes ut 6, linea vero aestimanda ut 17, adeoque pes
et linea commensurabiles erunt. Sed si fractiones procedant ‘in
infinitum, nec in unum numerum assignabilem integrum vel frac-
tum summando colligi possint, magnitudo aestimanda erit ei, cui



unilatem assignavimus, vel partibus ejus aliquotis (hoc est
repetendo eam conficientibus) incommensurabilis.  Veluti si linea
sil quae constel uno pede et duabus decimis pedis et tribus cente-
simis el quatuor millesimis, el quinque 10000mis, et sic in in-
finitum, ita ut pede posito ut 1, linea sit ut
P+ 75 + 185 + 1950 + 1odo0 + 1od%00 T Tovbooo ete. vel
{23458 etc. vel more decimalium 1.234567 etc. Ita enim nun-
quam exhaurietur linea quae mensuranda est, et lamen vera ejus
magnitudo exacle expressa habetur. Quotiescunque enim numerus
est rationalis, ut vocant, seu unilali commensurabilis, toties deci-
malibus expressus periodo constat, ita ut characteres iidem sem-
per recurrant in infinitum, ut suo loco ostendemus; quod hoc loco
noh fieri constructio ipsa oslendit. Porro communem mensuram
investigandi haec ratio prodita est a Mathematicis, uli suo loco
exponemus, ut a majore detrabatur minus quoties fieri potest,
Residuum deinde rursus quoties fieri potest ab ipso Minore antea
detracto detrahatur, et secundum Residuum a secundo detracto seu
primo residuo, et a secundo Residuo similiter tertium; ita necéssa-
rio vel ad exhaustionem devenietur, eritque ultimum detractum
exhauriens ipsa maxima communis mensura lolies in prima magni-
tudine seu comparatarum majore contenta, quoties umitas in pro-
ducto ex omnibus quotientibus invicem multiplicatis inest; vel si
residua supersint in infinitum, incommensurabiles erunt duae pri-
mae quantitates, quemadmodum et residua omnia; sed ipsa series
quotientium si certa lege constet, qui exprimunt quoties quivis
minor a praecedente detrahi possil, comparationem scientificam
duarum magnitudinem dabit. Interim fictione quadam possumus
concipere, omnes quantitates homogeneas esse velut commensura-
biles inter se, fingendo scilicet elementum aliquod infinitesimum
vel iofinite parvum. Tali fictione constat calculus Logarithmorum,
certo aliquo Elemento Logarithmico constituto. Similis fictio lo-
cum habet in Geometria, rem concipiendo perinde ac si omnes li-
neae constarent ex infinitis numero lineolis rectis infinite parvis,
el ita perinde ac si lineae curvae essent polygona infinitorum late-
rum, vel perinde ac si superficies constarent ex infinitis facieculis
planis, id est perinde ac si solida concava vel convexa omnia es-
" sent polyhedra hedrarum infinitae exiguitatis. Eodem modo fingi
potest, omnia solida constare ex corpusculis elementaribus aequa-
libus infinitis numero et magnitudine infinite parvis. Et haec fic-
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tio nullam potest afferre errorem, quia (si rite procedas ex hypo—
thesi) error nunquam fiL major particulis aliquot elementaribus,
qui nullam cum tote comparationem habet, de quo nostra incom-
"parabilium Lemmata videantur. Unde si pro particulis elementari-
bus fictitiis seu infinite parvis assumamus veras assignabiles quan-
tumlibet parvas, ostendi potest, errorem qui in ratiocinando ad-
missus videri possit, minorem esse quovis dato errore, id est nul-
lum assignari posse. Licet autem ad commensurabilitatis imitatio-
nem concipi possit, infinitesimalia illa seu infinite parva elementa
aequalia esse inter se, inlerdum tamen fingi praestat alia proce-
dere ratione utili ad rativcinationem juvandam. Quae melius appa-
rebunt ex parte illa interiore Doctrinae magniludinum seu Mathe-
seos Universalis, qua nempe continetur Scientia infiniti.

DE RATIONE ET PROPORTIONE.

Duarum rerum Ratio inter se habebitur, habita forma com-
parationis earum secundum quantitatem, et contra. Hinc etsi am-
barum quantitates sint incognilae, polest tamen ratio earum esse
cognita; licel enim ignorem exempli causa, quol sint nasi aut quot
sint oculi in hac civilate, scio tamen numerum nasorum bis repe-
tendum esse ul fiat numerus oculorum.

Comparare duas res secundum quantitatem est quaerere
modum inveniendi quantitalem unius ex data sola quantitate al-
terius. Hic enim finis est comparatipnis duarum rerum, . ut
postea sufficiat saltem unam in promptu habere et comparationis
meminisse; ila sensu unius et memoria alterius tantum efficimus,
quantum sensu utriusque, minore autem pretio constat memoria
quam sensus, quia memoria etiam absentium est.

Itaque rationem duarum rerum inter se habere, idem est
quod habere moduin cognoscendi unam ex data altera sola. Equi-
dem si summam duarum quantitatum sciamus, vel etiam differen-
tiam, etiam unam ex alia cognita invenimus, sed non 'sola; tria
enim occurrunt homogenea, duae scilicet quantitates, v. g. lineae
AB et BC (fig. 11) et earum summa (vel differentia) AC et duas
noscere necesse est ad inveniendam tertiam. In ratione v¢ro solum-
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modo unam noscere opus est ad inveniendam alteram. Ratio emim
ipsa, quam praeterea nosse oportet, non estlinea. ltaque si cog-
noscatur linea D (fig. 12) et praetera ralio ejus ad lineam E (ut
si sciatur esse duplam ipsius D), scietur etiam ipsa E.

Quaeritur jam quomodo duas quantitates, quas nunc habemus
praesentes, ita possimus comparare, ul postea sufficiat alteram so-
lam praesentem habere, et modi comparationis ad alteram quoque
cognoscendam meminisse. Hoc fiet dupliciter, vel nulla nova quanti-
tate homogenea assumta, vel assumta quidem nova ad comparatio-
nem, neglecta tamen postquam absoluta est comparatio. Quando
nulla nova quantitas assumitur, tunc comparatio duarum_ quantita-
tum fit, si consideremus upam esse minorem altera, vel ambas
esse aequales. Si ambae sunt aequales, nihil ultra quaeritur, mo-
dus enim inventus est habendi unam habita altera. Si sunt inae-
quales, tunc minor aequalis est parti majoris, ex definitione majo-

_ris. et minoris. Conferatur ergo minor DG (fig. 13) primum parti
EH majoris E sibi aequali, deinde et reliquae HF, el queniam reli-
qua pars HF iterum vel minor vel major est, ideo si major est
HF, iterum DG parti ejus HL aequalis erit, et si pars reliqua se-
cunda LF adhuc major est quam DG, tunc DG iterum parli ejus
LM aequalis erit, et ita porro continuabitur, donec reliqua vel sit
nulla vel sit minor quam DG, quod tandem fieri necesse est, si-
quidem EF finita est, alioqui enim semper ab ea detrahi posset
DG adeoque DG inesset ipsi EF infinities, id est ipsa EF infinita
contra hypothesin. Porro nulla quidem erit pars reliqua, quando
F incidit in M, seu quando EH, HL, LM vel LF ipsi DG aequan-
tur; adeoque minor quantitas DG dicitur mensura majoris, seu
dicitur majorem EF meliri sive repetendo efficere, portio autem ut
EH majoris aequalis minoris DG dicitur majoris pars aliquota
(nempe tertia vel quarta pro numero repetitionum), et major EF
vel EM dicitur multiplex minoris DG secundum numerum repetitio-
num qui dicitur Quotiens. Si vero pars reliqua tandem fiat mi-
nor detrahendo, sive si detracta aliquoties DG vel aequali ejus, ab
EF restet MF minor quam DG, tunc DG dicetur Mensura falsa
ipsius EF, elsi sit mensura vera ipsius EM, et pars reliqua MF,
minor quam Mensura, dicitur Residuum, nnmerus vero repeti-
tionum Quotiens falsus,

Notandus est ergo quotiens sive verus sive falsus, ut note-
tur forma comparationis, hoc loco terparius, quia ter DG aequalis
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est EM. Sed quia superest adhuc residuum MF, eo casu quotien-
tem notari non sufficit, divisa est enim major EF in duas partes
EM et MF, illam quam minor DG melitur, et cujus comparatio cum
minore constal ex quotiente, sed residuum MF cum sit nova quanti-
tas homogenea, iterum comparanda est cum reliquis DG et EM.
Sufficit autem comparari cum DG, quia si comparala sit cum men-
sura ipsius EM, salis comparata erit cum ipsa; itaque eodem modo
comparetur residuum MF cum Mensura DG, ut Mensura cum
quantitate mensurata EF. Et si quidem in secunda hac compa-
ratione ipsius MF cum DG nullum esset residuum, tunc MF esset
mensura ipsius DG, ergo erit maxima communis mensura sui ip-
sius et DG, non potest enim dari major mensura ipsius MF quam
ipsa MF, lam maxima communis mensura terminorum compara-
tionis hujus, MF et DG, est maxima communis mensura termino-
rumn comparationis praecedentis Nt; et EF. Ea vocetur P, jam si
N major quam P mensura ipsarum DG et EF communis, ea foret
mensura ipsius EF.  Est autem eadem N et mensura ipsius DG
ex hypothesi, ergo et ipsins EM (multiplae ipsius EF). Jam men-
sura totius et unius partis est mensura reliquae partis, ergo N
mensura tolius EF ex hypothesi, et partis EM per ostensa, erit
et mensura ipsius MF; est vero et ipsius DG per hypothesin, ergo
N est communis mensura et ipsarnm MF, DG, contra hypothesin.
Quoniam ergo continuatis hoc modo comparationibus, maxima
communis mensura terminorum unius comparationis eadem est
quaé praecedentis, et praecedentis quae antepraecedentis, el ita
porro, eril eadem maxima communis mensura omnium, adeoque
primae quae ultimae comparationis. Itaque si continuentur com-
parationes residuorum cum mensuri¢, donec nullum supersit resi-
duum; residuum autem ultimum seu quod nullum amplius relin-
quit residuum, sit maxima communis mensura suae comparationis
per superiora; ideo residuum ultimum erit maxima mensura com-
munis terminorum ab initio comparandorum; quotientes autem
omnium comparationum ordine notati dabunt formam comparatio-
nis. [ta ratio numerorum 63 et 49, itemque 72 el 56 seu forma
comparationis eadem est, quia eadem utrobique series quotien-
tium prodit, nempe 1, 3, 2; unde ea est ratio inter 63 et 19
quae inter 72 et 56.

Quodsi semper supersit residuum, tunc duae quantitates sunt
incommensurabiles, nec aliter hac methodo notari potest forma
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‘comparationis, quam si constet quotientium progressio in infini-
“tum. Unde si sit recta in extrema et media ratione secla, ut vo-
cat Euclides, sive si quantitas AB (fig. 14) sit divisa in duas par-
tes, ut eadem sit ratio minoris AC ad majorem CB, quae est par-
tis majoris CB-ad lotam BA, tunc progressio quotientium in com-
paratione partium duarum BC, CA, vel partis CB cum tloto AB,
erit 1, 1, 1, 1, 1, 1 etc. in infinitum. Nam compendii causa AB
appellatur a, et BC vocetur b, lam b sive BC plus quam semel
ab a sive AB detrahi non potest (nam CB major dimidia AB).
Eodem modo residuum AC a subtracta BC nisi semel subtrahi non
potest, est enim AC ad BC ut BC ad AB, restabitque BD. Jam
recta BC in puncto D rursus extrema et media ratione secta est,
est enim CD (sive AC) ad CB ut CB ad AB, quae ABin puncto C
extrema et media ratione secta est. Atque ila porro: quare sem-
per residuum non nisi semel detrahi poterit, in infinitum. Hanc
sectionem vocant divinam, et quoniam perpetuis illis residuorum
subtractionibus semel factis oriuntur termini sequentes :
albla—-b|-a42b| +2a—3b| —3a+5b] +5a- 8b
qui continuari possunt in infinitum. Si notetur numeros sic progredi:
| 1717378787 57" ete.

seu antepenultimum additum penultimo facere ullimum, hinc patet
la majorem quam b (ob terminum a-b), et la minorem quam 2b
(ob terminum -- a +2b, ubi a 2b detrahitur a), et 3a majorem
quam 3b (ob terminum 2a-—3b, ubi a 2a detrahitur 3b) et 3a
minorem quam 3b (ob terminum —3a+ 5b, ubi a 5b detrahitur
3a) et ita porro. Hinc patet, si a sit |, tunc b fore minorem
‘quam | ; et si a sit 2, b fore majorem quam |; et si a sit 3, b
fore minorem quam 23 et si a sit 3, b fore majorem quam 3; et
si a sit 8, b fore minorem quam 5, et ita porro in infinitum.
Eaque hujus progressionis pariter et sectioms divinae proprietas
jam apud autores labetur, nec dubito, quin haec comparandi me-
“thodus reddi generalior magnosque in contemplando usus habeie
possit. Finis tamen hujusmodi comparationis non est investigatio
seriei quotienlium, licel conlenti ea esse cogamur quoties quanti-
tales sunt incommensurabiles, sed potius investigatio communis
mensurae; hac enim habita, duobus tantum numeris (loco seriei
quotientium) res absolvitur, numeris scilicet secundum quos com-
" munis mensura melitur, tam unam guam alteram quantitatum com-
perandarum.
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Communi igitur mensura habita, perfecte nota est ratio dua-
rum rerum. Si (fig. 15) una A (exempli gratia) expressa sit per
mensuram quinquies sumtam seu 5 pollices, altera B per mensu-
ram ler sumlam seu tres pollices; qua ratione licet tertium quid-
dam extrinsecum assumtum sit, ipsa scilicel mensura, tamen (prae-
terquam quod ex comparatione duarum quantitatum per se inventa
est) sciendum est, numeris istis semel habitis tertiam illam quanti-
latem seu mensuram posse eliminari, ita ut nulla amplius pollicis
vel alterius mensurae mentione sil opus; quoniam enim supra os-
lendimus rationem duarum quantitatum ideo quaeri, ut una sola
babita inveniri possit alia, ideo habebitur numerus quo exprimitur
una quantitas, posito alteram sumi pro unitate. Ilaque A contine-
bit quinque tertias ipsius B, et contra B continebit tres quintas ip-
sius A, seu B erit ad A ut sunt tres quintae ad quinque quintas
seu ad unitatem, et A erit ad B ut sunt quinque tertiae ad tres
tertias seu ad unitatem. Patet etiam, quantitatem ipsius A seu
numerum ejus indefinitum, divisum per quantitatem ipsius B seu
pumerum ejus indefinitum, idem exhibere quod numerus 5 divisus
per numerum 3. Quaecunque enim denique unitas assusatur,
sive pes sive pollex, ad numeros illos indefinitos definiendos, uli-
que semper eadem numerorum provenientium ratio esse debet,
quoniam perfectae duarum quantilatum expressiones eandem ha-
bent formam comparationis, quam habent ipsae quantitates, ut si
A sit 5 pedum, et B trium pedum, utique ratio erit quae 5 ad 3.
Sed si assumantur pollices, quorum duodecim ingrediunter peder,
erit A 60 pollicum, et B 36 pollicum; eadem autem est ratio 60
ad 36 quae 5 ad 3, et dividendo 60 per 36, idem prodit quod
dividendo 5 per 3, nempe 14 3. Itaque patet, rationem duarum
quantitatum A et B cognitam esse, si cognoscatur% seu prove-
niens ex divisione A per B; et si duae rationes sint eaedem, etiam
haec provenientia divisionis eadem esse. His omnibus enim forma
comparationis duarum quantitatum cognoscitur. Unde patel etiam,
Aequimultiplorum eandem esse rationem, nempe quinquies duode-
cim esse ad ter duodecim ut 5 ad 3.

Si vero nulla sit Mensura communis exacta duarum quantita-
tum, nihilominus eodem modo- tractari poterunt ; numeri enim re-
periri poterunt, rationem earum sive exacle sive quam proxime
‘exprimentes, licet illi numeri exacti sint incommensurabiles inter
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se, adeoque vel alterater vel etiam uterque sit incommensurabilis
unitati. Quoniam enim numerus est homogeneum unitatis, quemadmo-
dum linea recta lineae rectae, hine aliqua recta sumta pro unitate, ne-
cesse est aliquem numerum respondere alteri rectae, qui erit surdus, si
quidem duae quantitates sunt incommensurabiles. Numeri autem surdi
exprimuntur per radices, tam puras quam affectas, variosque alios cal-
culandi modos, quibus effici potest quantitas rationalis interventu sur-
dae ; itaque surdae determinantur per quantitates rationales quas effici-
unt, sive per relationes quas ad rationales habent. Ita numerus qui per
se ipsum multiplicatus exhibeat 2, neque integer est, neque fractus,
ut supra ostendimus, sed ita scribitur: y2- vel rq2, isque tum in
lineis exhiberi tum etiam quam proxime per rationales exprimi
potest. Ita si guantitas extrema et media ratione secanda sit, tunc
pars ejus major %Jé — 4 dimidia radix quadrata quinarii demta
dimidia unitate, adeoque major a toto 1 suhtrahatur, restabit
minor § $y5 seu tres dimidiae demta dimidia radice quadrata
tolum ’majﬂ'em major minorem

quinardi, debet enim esse 1 ad $y3—4 ut §y5—14 ad %7_5_\#{

85— 1

3—y5
2
V5—1

Itaque quoniam

seu 2 ad Vo—1 ut ya—1 ad 3— 5, seu\(;:—l aequ.

quod et verum est, nam aequimultiplorum eadem ratio, hinc

-’\,/5—| 2\{5“—2 Vo

T 51 2 e—avs S 3T \r'
totum exlrema et media ratione secandum a est datum, alterutra
autem parlium est quaesita (inveénta enim una habetur altera, quia
est lotius et alleriug differentia), hinc si invenerimus, a posita uni-

aequal.

- = 5—1 .
tate, vatorem majoris b esse §y5—4 seu —5 sive a esse ad

b ut y3 -1 est ad 2, nihil amplius quaerimus. Unde manifestum
est,- quando quaeritur ratio a ad b, et a est data, b quaesita, ni-
hil aliud quaeri quam valorem seu numerum ipsius b, posito a
esse unitatem, sive duos numeros (integros, fractos aut surdos nil
refert) qui eandem habeant formam comparationis sive rationem
quamn habent a et b, Modum autem inveniendi hos numeros sur-
dos suo loco trademus, hoc uno tantum annolato, methodum qui-
dem comnparationis per se quae in conlinua divisione seu subtrac-
tione possibili residuorum consistit, utilem esse quidem ad invenien-
das communes mensuras, adeoque et valores exactos terminorum
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comparandorum quando sunt commensurabiles; sed quando sunt
incommensurabiles, non nisi per maximas ambages ducere posse
ad pumeros veros surdos, qui tamen ex conditionibus problematis
alia ratione facile inveniuntur, quod in exemplo praesenti osten-
dam. Totum a (AB) est ad partem majorem b (BC) ut pars ma-
jor b (BC) ad minorem a—b (AC); quoniam autem habilis qua-
tuor proportionalibus lerminis a, b, b, a~b, factum ex duobus me-
diis bb aequatur facto ex duobus extremis aa—ab, de quo suo
loco. Habemus ergo proportionem (ransmulalam in aequationem
aa—ab aequ. bb seu bb4ab aequ. aa, et quoniam a est cognita,
b incognita, habemps bb .,quadratum ipsius incognitae b una cum
ab faclo ex ductu cognitae a in incognitam b, aequale ipsi aa qua-
drato cognitae, quae aequatio dicitur affecia; si enim solum b fuis-
set cognilo aequale, aequatio fuisset simplex. Si quadratum ipsius
b nempe bb (vel cubus b3 aliave potentia) fuisset reperta aequa-
lis cuidam cognitae, tunc aequatio esset quidem exaltata ad aliquem
gradum, attamen pura, ut si fuisset ¥b (vel b?) aequ. a, tunc ex-
trahendo utrobique radicem quadratam habuissemus b aequ. Va, et
ita jam inventus fuisset numerus surdus exprimens valorem- ipsius
incognitae b per cognitam a, adeoque b facta esset cognita. Sed
quia hoc loco est bb+ ab aequ. aa, arte perveniendum est ad ex-
tractionem radicis. Quaerenda est ergo cognita quantilas, quae
ipsi incognitae bb+ab adjecta faciat formulam, ex qua exirahi pos-
sit radix ; talis est 241 seu quarla pars ipsius aa (quae secundum
regulam in Algebra praescriptam in omni hujusmodi exemwplo fa-

5
cile invenitar) et habetur bb+ab+1—a aequ. (m.\+-:l—ll seu) -7:-:1‘; ad-

. . . aa .
jecta enim utrobique quantitate — manet aequalitas.  Ex(rahendo

4 . .
ergo radicem quadratam ah utraque parte, fiet b+ fa aequ. 1ay?,

nam b +4a multipl. per se ipsum dat bb+ab4 l—a, ut palet in

schemate adjecto®) et $a V5 multipl. per se ipsum dat f?- (quia
*) b+4a ‘
b+f}a
%ah-l-}aa
+bb+5
bb 4-ab +ﬁa
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{a per 4a dat }aa, et Y5 per y5 dat 5). Ita quantitas incog-
nita b a quadrato depressa est ad simplicem formam seu primum
gradum; quoniam ergo b+44a aequ. 4ay5, hinc utrobique aufe-
rendo }a, fiet b aeqeal. $ay5—4a sive b est ad a ut 15—
est ad I, Tantum ergo ad habendum valorem ipsius b ex data a
quaeritur va, quae sane in lineis accurale exhiberi potest. Sit
enim trisngulum rectanguiam BAD (fig. 16), cujus latus minus BA
sit 1, medium AD, 2, tunc maximum BD erit \/5_ Nam quadratum
ipsius 1 sea BA est 1, ipsius AD seu 2 est 4; jam quadratum
bypotenusae BD aequale est duobus laterum quadratis per inven-
tum Pythagorae; ergo 1+ 4 seu 5 ipsa hypolenusa erit latus hu-
jus quadrati seu y5. Si jam igitur recta AB seu 1 extrema et
media ratiome secanda sit, sumatur dimidium ipsius BD nempe BE,
quod erit §y3, et ah eo detrahatur EF (aequalis ipsi BG, dimi-
diae ipsius AB unitatis, adeoque §), restabit BF aequal. 4y5— i,
quae per calculum praecedentem erit major pars rectae AB propo-
sito modo secandae. Sumta ergo BC aequal. BF, erit recta AB
secta in duas partes BC, CA sic, ut minor CA sit ad majorem BC
ut est ‘major pars BC ad totam AB, quae constructio per caleu-
lum inventa consentit cum ea, quam exhibuit Euclides in unde-
cima sexti juncta 30ma gecundi Elementorum, ubi etiam triangulo
rectangulo, cujus unum latus circa rectum alterius duplum est, utitur.

Quomodo autem aliae omnes quantilales vel rationales vel
surdae lineis: exhiberi possint, suo loco ostendetur; sed quando
numeri quaeruntur, sciendum est eos exhiberi posse vel propemo-
dum, nempe per appropinquationem , si inter appropinquandum
alicubi subsistatur, vel exacle per seriem infinitam, si investigetur
ipsa appropinquationum progressio. Cum enim hoc modo expri-
mantur omnes appropinquationes simul, manifestum est rem ip-
sam de qua agitur exacte exprimi, cum enim in singulis error fiat
semper minor ac minon, adeo ut exhiberi possit minor data qua-
vis quantitate, in omnibus tandem erit nullus. Ita in recta extrema et
media ratione secanda quotientes omnes simul exprimamus hoc modo:

>
5 dequ-

I - aequ. ©

l+l

~
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seu b aequ. ©, posito a esse 1

BC AB

AC autem seu pars minor erit 1—Q© seu 1 — i

T e,

Ex hac autem aequatione inter - et seriem infisitam @ elici pos—

sunt appropinquationes semper accuratiores, prout longius progredi-
. b .

mur. Nempe si ponatur — aequ. 1 posito a aequ. 1, fiet baequ.

1, qui valor est justo major; proximum est ut, a existente I, ‘sit

b aequ. T—le -aequ. 4, qui valor est justo minor; hinc b aequ.
1 :
1

T aequ. L aequ. ¢ juslo major; inde b aequ.
P 1+
1
l+--I—

— g aequ. 4 juste minor; hinc b aequ.

i aequ. § justo major, prodeuntibus ordine

1 +T“

numeris illis supra positis 2, 3, 5, 8, 13 etc. Unde cum § sit
major quam b et § minor quam b, hine sumeado alterutrum - pro
vero, error erit minor quam differentia inter { el § seu minor
quam 4, et cum § sit major et § minor quam b, error his assum-~
tis erit minor quam $—$% seu quam 4%, et ita porro, el bb § —8;
erit ‘error minor quam 134, et ila poterit esse minor date quovis
numero., Series autem ista
112 3 35 8 13 21 34

hanc habet proprietatem notabilem, quod terminus ultimus unitate
minutus. aequalis est omnibus praecedentibus praeter penultimum
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(51 aequ. 14142, ot 8—) aequ. 1414243, et 13—1 aequ.
14+14243+43), et quod, ut in progressione geometrica factum
ab extremis aequatur facto a mediis, ita si quatuor hujus termini
sumantur ut 2, 3, 5, 8, factum ab extremis 2.8 nempe 16 et fac-
tym a mediis 3,9 nempe 15 differt unitate. Imo si tres suman-
tar 5, 8, 13, factum ab extremis 513 seu 65 differt unitate a
quadrato mediae 88 sen 64. '

. V.

MATHESIS UNIVERSALIS.

Praefatio.

Nisi in re tot jam ingeniis trita [Scopus operis tum ad
mujta nova et ad perfectionem artis ne- promovepdam ipsam Sci-
cessaria dicenda haberem, totiusque sci- entiam Mathematicam Ge-
entiae longe diversam a receptis notio-  perslem artemque in ea
nibus ideam apimo concepissem, nollem inveniendi, tum ad juvan-
ab aliis bene dicta necquicquam retrac- dos scientiae candidatos,
tere. [Et sape constitueram initip solam ut filum quoddam habe-
tradere Scientiam infiniti, quae Mathe- ant in labyrintho.]
seos Generalis pars est altior et ad naturam rerum penitius nos-
cendam inprimis prodest, quod nulla ejus Elementa extarent ego-
que ipse nevum ip ea tractandi calculi genus protulissem approba-
tum insignibus Viris, quo pars quoque Geometriae Algebram tran-
scendens facta est magis analytica; sed postea mecum ipse reputavi,
ne communem quidem Logisticam, quae Algebrae nomine venit, a
suis fontibus peti, .neque aestimandi modum in universum satis
Rodti, unde saepe gravisgimi errores sunt nati, qualis illorum est
qui naturam virium motricium per gradus velocitalum ejusdem
corporis metiuntur, ut suo loco constabit. Sed neque quantitatis
aut relationis inter quantilates in universuym, imo quod mirum vi-

- deri queat, neque simplicjgsimae relationum speciei, hoc est ratio-

viL. 4
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nis ac proportionis naturam satis explicatam haberi, - atque ek his
causis potissimum factum esse notabam, ut plerique Vietom ét
Cartesium exscribere contenti nec totius scientiae vim complexi,
pomoeria ejus proferre non-tentarint. Oportet enim elism incogni-
tarum regionum praejudicatam quandam n®titiam haberi, ut -in novas
‘terras expeditiones fiant. ltaque qui supra veteres notiones meéntem
non attollunt neque in ulteriora prospiciunt,” ne suspicione gquidem
novarum rerum ducuntur. Cui malo inprimis eccurrunt illae Scien-
tiarum delineationes, quibus etiam desiderata attinguntur, sed qui-
bus abstinent autores qui videri volunt omnia praestitisse, quod in
Cartesio non reprehenderem ob maxima Viri merita, nisi viderem
magno Scientiarum detrimento hanc inanem fiduciam in magistrum
progressus ingeniorum stitisse. Videbam etiam hujus studii candi-
datos fortuna magis quam methode proficere, et cum nihil aliud
hic tradi debeat, quam Logica Mathematica, id est’ ars judicandi
atque inveniendi circa quantitates, a plerisque tamen non satis
logice, id est cum ratione, tractari calculum algebraicom, quod per-
inde est atque in labyrintho sine filo versari. Neque enim arbitror
satis explicari solere constantem modum Geometrica traducendi in
calculum , aut. vicissim a calculo redeundi ad construetiones; unde
fit ut aestuent tirones nec satis habeant quo se vertant, et-ad vul-
garis Geometriae vitium redeant ut a casu pendere ceganter, ma-
gistris ipsis plerumque more artificum magis in consuetadine lon-
gae praxeos artem positam habentibus quam in regulis eertis, quas
tradere aliis possint.  Praeterea considerabam tractatumr quidem
egregie fuisse, inde ab Euclide, de iis quae eandem habent ratie-
nem, sed novam latissimi usus doctrinam superesse de his quae
eandem relationem habent. Naturam quoque serierum seu progres-
sionum (quibus loca respondent in Geometria) magis fuisse libatam
quam expositam. Ac ne quid nunc dicam de modo solvendi pro-
blemata in rationalibus aut in integris (quod magis ad arithmeti-
cam spectare censetur), ubi hactenus fere per tentamenta proces-
sum est. Inter ipsins Algebrae desiderata semper hatwi Fabulas
quasdam ac velut series Theorematum sive Canonum, qui si cen-
diti haberentur semel in universum, magno ac taedioso celculendi
atque semper in novis exemplis idem saxum volvendi onerd nas
levarent, praeterquam quod mirifice augerent scientiam -et rationem
darent multa praevidendi primo aspectu, quae nunc ipso -caleuli
exitu sera sapientia discimus. Sed est in eam:rem opus novis qui-
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busdain ‘ex Specidsa illxGenerali repetitis artibus, quam et Combi-
natorfam vocare possis. non quantitatibus alligatam, sed in univer-
‘sum-rerum formas seu qualitates tractantem, quande et quantita-
tum notitiam -per qualitates ac similitudines ipsius Geometriae exem-
plo dirigi necesse est. Ipsa queque Logica, hoc est generalissima
Ars cogitandi, nova nobis subsidia sappeditare debet tum pro in-
‘ventione universalinm ex specialibus et inductione quadam scienti-
fica, tom pro nova quadam Analysi gradaria, ubi vulgaris illa per
sultum ineedens difficuitatem habet, ut alia laceam verae ac realis
Logicae parum vulgo cognitae arcana. Quemadmodum autem Lo-
gistica vel Generalis de Magnitudive Scientia (cujus pars Algebra
est) Bpeciosae Generali et ipsi postremo Logicae subordinata est,
ita vicissim sub se habet Arithmeticam et Geometriam et Mechani-
cent ‘et Bvientias quae mistae Matheseos appellantur. Nam numeri
definiti Arithmeticae sequuntur leges numerorum indefinitorum quos
Algebra tractat et ipsos suos ex ea operationum canones petunt.
Et in Geometria omnis puneti situs magnitudine quarundam recta-
rum determinatur. Et certis punctis definitis per rectas habentur
Loca magis composita punctorum infinitorum eandem legem sub-
euntiom, lineae et superficies, quibus figurae planae vel solidae ter-
minantur, ac corpera denique ipsa. Vicissim locorum .composito-
rum cencursu simpliciora definiuntar.

Motus ipse quatenus a causae et po-
tentiae consideratione abstrahitur, Geo-
metri¢ae est (ractationis; nam lineae, imo
et figurae omnes sunt motuum vestigia,
et constituta lege motus, tempus, veloci-

" talem, viam definire, rem purae Geome-

triae esse censeo. Sed-Dynamicen quae
tractat de Viribus metricibus corporum-
que condlictu, altius aliquid spirare, et
sua ‘quaedam principia petere comiperi
ex Metaphysica, cujus est - dispicere de
cansis et de viribus -atque actionibus

sabstantiarem in universum, peque enim-

ista (quemadmodum res matheseos) ima-
ginando consequare. Astronomiam nihil
aliud esse quam situum et motuum re-
praesentalionem manifestum est. Optica

{Deusu hujus Scientiae, ut
qui ejus praecepta teneat,
ipse per se facilius inve-
nire possit, quae in Geo-
metria et Mechanica et
Mathesi mista traduntur,
paucis lantum privatis
cujusque scientiae ad hanc
subalternae principiis cog-
pitis. Quod nunc magis
locum habet, ex-quo Tio~
vam Calculi Algebram
Transcendentis hoc pri-
mum libro explicati ge-
nus ipsa infiniti scientia
subiit, quae partem hu-
jus nosirae facit et ad
‘i




et. Musica praeter physicas quasdam hy- majoris momenti proble-
potheses experimento comprobatas mera mata adhiberi debet.)
sunt Arithmeticae et Geometriae specimina. Et in universum pa-
tura corporum quatenus cognoscitur, Mechanicas Leges subit, ita-
que physica, quatenus absolvit munus suam, redit ad Mechanicem ;
vicissim Mechanica tota ad Geometricas aequationes reducitur ag-
cedente propemodum solo illo ex Metaphysicis altiore principio
quod nuper introduximus de aequalitate causae plense integrique
effectus. Geometria ipsa postremo ad calculum, hoc est ad nos~
tram scientiam revocari potest, cujus praecepta praesentis operis
materia erunt. Hujus igitur scientine praeceptis cogpitis, saltem
quousque ea hactenus promota est, eousque asserere licet, mnum-
quemque subordinatas illas scientias per se consequi posse, paucis
tantum cujusque scientiae privatis principiis memoriae prius man-
datis, ita ut magno numero propositionum onerare ingenium ns-
cesse non sit, Quae praestare cum hic ostendatur, non temepe
dicemus Mathesin universalem hoc logo tradi. Nam et in ipsa
Geometria, qui pauca theoremata situs tenuerit et calculo recte uti
sciverit, calculo consequetur omnia quae apud Euclidem et Apollo-
nium et similes extant, idque partim jam tum ex Vietse et Carte-
sii inventis. Cum vero nec ista longe satis porrigantur, et praeter-
ea Geometria quaedam sublimior quam nemo fere Velerum prae-
ter Archimedem tractavit, hactenus calculi leges respuerit, imo a
_ calculi autoribus diserte fuerit exclusa, quasi Mechanicum esset guic-
quid Algebram non patitur, Bos buic errori (si_quid judico) suc-
currentes novo calculi genere Scientiam infiniti instruximus, non
per series tantum, sed et per summas differentipsque varii gradus,
id est per quantitates conflatas et conflantia infinjtis replicationi-
bus continui elementa. Ita nunc tandem effecisse videmur; ut quic-
quid Geometria figuris exhibere potest, nos calculo vel algebraice
vel certe nestro isto gradus aequationum algebraicarum omnes
transcendente cousequamur, ut jam demum agseri possit, totam
Geometriam et quicquid in natura et arte leges Geometricas aceepit,
huic scientiae obsequi. Quod experientia ipsa confirmat, quande
methodo nostra expedita sunt nuper quae prius summorum vire-
rum conatus repulere.




MATHESEOS UNIVERSALIS
PARS PRIOR.
De Terminis incomplexis,

(1) Mathesis universalis est scientia de quantitate m
universum, seu de rations aestimandi, adeoque limites designandi,
intra quos aliquid cadat. Et quoniam omnis creatura limites ha-
bet, hinc diei potest, ut Metaphysica est scientia rerum generalis,
ita Mathesin universalem esse scientiam creaturarum generalem.
Dussque habet partés: scientiam finiti (quae Algebrae nomine venit
priorque exponetur), et scientiam infiniti, ubi interventu infiniti fini-
tumdeterminatur. .

(2) Quin autem omnis quantitas determinari potest per
Numreraum pertinm congruentium inter se seu repetlitionem men-
surae, hinc fit ut mathesis universalis simul sit scientia de Men-
surae repetitione seu de Numero, unde et generali calouli nomine
venire sofet.

(3) Agitur antem tasm de numero certo seu speciali quem
tractat Arithmetica, quam de numero incerto et gemerali quem
exponit Logistica, ut quidam vocant, quam aliqui speciosam,
" alii denique Algebram appellsnt. Nam a, b, ¢; y, x pihil alind
sunt in calculo quam Numeri, at a4b==x significat 24 3=5 vel
14-7=8, vel aliquid simile.

(#) Quodsi de lineis vel aliis rebus invicem addendis agstur,
nibileminus tamen non nisi numerorum additio est, nam per lineas,
quatenus in iis quantitas consideratur, intelligitur numerus aliquis
mensurae veluti pedum. V.g. cum in unum addo a et b ad facien-
dam a+b sen x, posito a esse lineam unius pedis et b duorum
pedum, idem est dicere ex a+b fieri x, quam dicere ex 1+ 3 fieri
3 sen ex uno pede et duobus pedibus simul sumtis fieri tres pedes.

(5) Hinc patet, Arithmeticam et Algebram eaut Logisticam
napalinlug tractari posse, imo debere, cum eadem sit objecti na-
tura eaedemque operationes, tantumque interesse quod in Arith-
metica sunt nameri speciales, in Logistica vero Numeri generales
vel imdefiniti. :

Et cum ii qui ad Algebram discendam accedunt, jam intelfi-
gere soleant Arithmeticam, binc commode uti possumus praecep-
tis Arithmeticae ad Algebram translatis. Quemadmodum qui lin-
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guam aliquam jam tenet, Grammatica ejus mutatis mutandis utili-
ter ad alias linguas, praesertim cognatas discendas uti potest.

(6) Praeterea notandum est, omnes scientias a materia sen-
sibili abstractas seu mere rationales habere aliquid analogum logi-
cae, eoque magis quo magis sunt abstractae seu viciniores Logicae,
ita ut quasi Logicae quaedam utentes, -ut' vulgo loquantér, censeri
possint. Quid enim aliud aguot, quam quod ratienes generalesin-
ducunt in materiam ?

Et quemadmodum multi Logleam illustrare tentaverunt simi-
litudine computi ipseque Aristoteles in Analyticis Mathematico more
locutus est; ita vicissim et multo quidem rectins Mathesis praeser-
tim universalis, adeoque Arithmetica et Algebra (ractari - possunt
per modum Logicae, tanquam si essent Logica Mathematica, ut ita
in effectu coincidat- Mathesis universalis sive Logistica et:Logica
Meathematicorum; unde et Logistica nostra nomine A nalyseos
Mathematicae passim venit. ' -

- (7)- In° Logiea autem suat Notiones; Pl'opoamones., Argluu-
tationes, Methodi. Idem est in Analysi Mathematica, ubi sumt
quantitates, veritates de -quantitatibns enuntiatae (aequatiobes, ma-
joritates, ' mrinoritates, analogiae etc.), argumentationes (sempe ope-
rationes ealeuli) et denique methodi seu processus quibus utimur
ad quaesitum investigandum.

(8) Porro ut Noliones in Logicis- sunt vel Cdegorenatmne
vel Syncategorematicae, verb, gr. Homo aut equus est notio .cate-
gorematica; sed particula et in termino isto: homo et equys, est
syncategorematica ; ita--similiter in Mathesi universali notionibus
categorematicis respondent quantitates sen .Numeri quae quive desig-
nantur potis primariis: 1, 2, 3; a, b, x. Sed. notionibus .syneate-
gorematicis respondent neotae secundariae, et ut ita dicam, connota-
tiones, veluti signa vincula ahaeve notae relationum iater quan-
titates. :

(9) Signa xaz’ doy)y voeari solent -~ plus. et — mi-
nus, quae sunl nolae additionis et subtractloms ita 248 facit &
et 8—3 facit2; a4+ b=¢, ¢c—b=a. C

(10) Notae multiplicationis sunt — vel punctum; interdum
etiam simplex ascriptio. 273 vel 2.3 significat bis (ria sew 8, ut
ex a~b simplici ascriptione fit ab=e.

Notae divisionis —:— vel a:bh. ' . L



Sie 375 vel 3.5 mibi significant ter quinque seu 15. Et 15:3
mihi significat. 15 divis. per 3 seu 5. L

{11) Nota comprehensionis sen vinculum, ut a+b.c, significat
a+b multiplicari per ¢, seu fieri ac+bc; nam si scripsissemus
a+bc longe aliud prodiisset.

Pro vinculo praesertim repelito saepe utor commatibus iis~
que repelitis; sic a+b,:,c+d mihi significat a4+-b dividi debere
per c+d. Sic V,a+bh,:,¢+d,,:,I4+m mibi significat radicem ex
fraptione facta divisione ipsius a<-b per c4-d, debere dividi per
I+m. Quod et sic notare possem ya+b,:,e+d,:,I4+m; valgo

a+b

vero sic notaretur\/ c+d , yuod inter alia incommoda nimis spatii
+

in pagina occupat. Utor et interdum parenthesibus, verbi gratia
(a+4-b)c, item y((a4-b) : (04=d)):(14-m), qua ratione.in valde compo-
sitis optime tolluntur aequivocationes. Sed et solis intervallis ma-~
joribus mineribusque designari posset, quaenam in unum com-
plexum sint conjungenda, dictae tamen designationes .sufficiunt.

(12) Est et nota potentiae, seu dnctus in se ipsum; [s J a+b
slgmﬁut quadratum ipsins a4b, et- s l a+ sigaifical ejus cu-~
bum, | ¢ | biquadratem, [6 | surdesolidum, | ¢ | quadratocubum, et
ita porro, ubi 2, 3 elc. sunt exponentes. anqnam et saepe. w:
solsmmodo soribo expomentem supra ponendo a+b’ vel a+b’.
Quidam selent exponentem scribere non supra, sed simpliciter post
quantitatem per petentias exaltandam, ex. gr. a2 idem ipsis est
gued aa vel qued a%; sed cum saepe in calculo vumeri ipsi pro
literis adhibeantur, nascitur hinc aequivocatio, ut alia taceam in-
commoda,

(13) Reclprocum ipsius potentiae est Radiy, cujus nota esty,
id-est. r cum productione, ut yab, yea+abh, id es radix quadrata
edueta ex: ab, vel ex aa el ab. y est radix cubica, y est bigue-
dritiea, J sordesolida, v quadrato-cubica, et ita porro, Recipro-
catio inter polentiam et radicem sic intelligitur in exemplo J9-=3
el vicissim 9 = I’|3vel9=3z vel 9=3.3.

1. (14) Nota aequalitatis solet esse =, ut a=b. Carlesius ad-
hibet: oc , credo a: litera initiali aequalitatis nempe ®.

(15) Nota majoritat i, ut 5 [ 3 significat 5 esse majus
quam . 8. .
Neta. ,minoritatis '/ ut 3 15 seu 3 esse.minus quam §.



(16) Nota differentiae a Cartesio et Schotenio adhiberi so-
let =, ut a=b significat ipsis differentiam inter a ot b, sive ex-
cessum ejus quod inter haec duo est majus, cum scilicet ignora-
mus adhuc utrum sit majus. Verum deprehendi, non esse opus
peculiari signo differentiae, sed id contineri sub signis ambiguita-
tis quae a me sunt uberius excuita.

Itaque differentia inter a et b nihil aliud est, quam alterum
horum 4a-—b vel +b—a seu —a+b, unde a me scribi sic so-
let £axh, modo intelligatur id quod majus est ex dwobus affici
signo +, alterum verum signo —.

Datur et ambiguitas major et quidem triplex, ut si sit
+a +b, quod significat vel summam vel differentiam, cum scili-
+ — .
cet duas quantitates in unam componendam conjungendas constat,
nec tamen adhuc determinatur utrum id sit faciendum per additio-
nem an per subtractionem; et si per subtractionem, quodnam duo-
rum sit subtrahendum ab altero.

Notae quoque peculiares rationis et proportionis adhiberi so-
lent. 8ic quidam solent per a--biic--d significare, eandem esse
ralionem seu proportionem ipsius a ad b, quae est ipsius ¢ ad d.
Sed ego deprehendi regulariter non esse opus in calculo peculiari-
bus signis pro rationibus et proportionibus, earumque analogiis
sen proportionalilatibus, sed pro ratione sive preportione sufficere
signum divisionis, et pro analogia seu proportionum coincidentia
sufficere signum aequalitatis. Itaque rationem seu proportionem

ipsius a ad ipsum b sic scribo:a:b sen -%, quasi de divisione ip-

gfus a per b agerstur.

Et analogiam seu duarum proportionum aequalilatem sive con-
venientiam designo per aequalitatem duarum divisionum seun fractionum.
Et cum designo, eandem esse rationem a ad b quae est ¢ ad-d, suffi-
cit scribere a:b = c:d seu »; = : Etsi enim in se et forma-
liter alia sit proportionis quam divisionis natura, attamen quia po-
sito a<+biic+-d, semper est a:b=c:d, et vicissim hoc posite
sequitur illad; hinc ne superflaas notas adhibeam, ipsam rationem
et proportionem statim hoc modo in calculum traduco,.praeser-
lim cum infra appariturom sit, omnes Euclidess -de: Ratienibus et



Proportionibus consequentias ex hoc notandi modo sponte nasci,
nec opus esse peculiaribus regulis vel praeceptis.

Praeter notationem proportioris et ratienis adhibeo etiam in-
terdam notam Relationis in genere. [Est enim proportio tantum
relationis species, eaque simplicissima. Sed relationes adhue va-
riari possunt modis innumerabilibus, ex. gr. cum dato sinu recto
et simu verso detur radius, hinc intelligi potest relatio quaedam
inter radium r, sinum s, et sinum versum v, quam sic designo
r; 's‘; v, el si essel r; 5} v eadem cum m;'ﬁ; p seu r; ?-, v e
m; 0 p. id mihi significaret, etiam m, n, p se habere ut radium,
sinum et sinum versum.

Unde praeter notam aequalitatis habeo et notam similitu-
dinis o, qua et usus sum in exemplo proxime praecedente. Sic
si sit aa—bb=cc et l -mm nn, tunc dico esse a;r; c”l;ti?;n *
seu relationem inter a, b, ¢ eandem esse respective (seu eodem or-
dine servato) cum relatione inter 1, m, n.

Habeo et notam coincidentiae 0O seu identitatis. Exempli
gratia sit aax?+2abx+bboolx?+mx+4n, hoc mihi non tantum
significat aequalitatem inter has duas formulas (quemadmodum si
scripajssem aax2+ 2abx<4-bb = Ixx + mx+n), sed significal etiam
coincidentiam, adeoque aequalitatem singulorum terminorum, adeo-
que erit 1=aa et m=2ab et n=bb. Itaque quod vulgo vocant
comparationem aequationum, revera est identificalio quaedam seu
coincidentia.

Quemadmodum etiam 4 est nota conjunctiva seu cumula-
tionis et respondet 7y et, ut a+b id est a+b simul, ita datur
quoque nota disjunctiva seu alternationis quae respondet z¢ vel,
sic avb mihi significat a vel b. Idque et in calculo ‘usum habet,
nam si sit xx+ab=a<+bx, erit x=avb seu x significabit vel a vel
b, hsbebitque adeo valorem ambiguum. Ex. causa si sit xx + 6= 5x,
potest x esse 2, sed lamen potest etiam x esse 3. Nam si x sit
2, tunc ex xx+6="5x fiet 44+6=10; et si x sit 3, tunc ex
xx+6==5x fit 94 62=15. Plures autem incognitas hujus valores
seu praesentis asqualionis radices dari nmon possunt, ut suo loco
patehit.

Hinc usum quoque habent signa ambigua, et suo loco pate-
bit, smbiguitatem in calculo esse fontem irrationalitatis ; itaque cum
scriba x=3+¥4, tunc .id potest explicari tam per 3+y4 seu 3+2



seu 5, quam per 3—y4 seu 3—2 seu 1, adeeque erit xm=5vl.
Nam ut tollamus irrationalitatem; sit x—-:i::Jl; ergo xx—06x 4 9==d
seu xx—6x+4+5=0 seu xx+%=6x, ubi patet satisfacere'tam 5
quam |. Nam si x valeat 5, fiet 264 5==30; sin x valeat }, fit
L +5=6. ' :
Introduxi et novum genus notandi pro caleulo differentiali et
summatorio. Sit enim series repraesentata per figuram adjectam
(fig. 17) ubi abscissae AB, nempe A,B, A,B, A,B etc. significant lo-
cum in serie seu numeros ordinales, sed ordinatae BC, uti B,C,
2B2C, 3B;C etc. significant ipsos terminos seriei. Jam AB seu ab.
scissam quamcunque generali appellatione vocemus x, et BC quam-
cunque seu ordinatam ipsi x respondentem vocemus Yy si placet,
adeo, ut si x sit A,B, respondens ei y futura sit ,B,C. His posi-
. tis jam porro possumus considerare incrementa quaedam seu diffe-
rentias tam in abscissis proximis quam in ordinatis, Ex. g. diffe-
rentia inter duas proximas abscissas A;B et A,B est (B,B seu
1CaD, et differentia inter duas proximas ordinatas ,B,C et 3B,C
est ,D,C. Similiterque differentia inter duas alias proximas ab-
scissas A;B et AB est ;BB seu ;C,D. Et differenfia inter duas
iis respondentes proximas ordinatas ;8;C et (B,C est (D,C. Quem-
admodum autem quamlibet abscissam velut A,B, A,B, A;B, A(B
etc. generali appellatione vocavimus x, et quamlibet ordinatam ve-
lut ,B,C, 4B,C, ;85C, ,B,C generali appellatione vocavimus y; ita
quodlibet incrementum vel elementum abscissae (quo scilicet se-
quens supra praecedentem crescit) velut ;B,B, ,B;B, ;BB gene-
rali appellatione vocabimus dx, id est differentiam dvarum proxi-
marum Xx; et similiter quodlibet elementum vel incrementum ordi-
natae (quo scilicet sequens supra praecedentem crescit) velut ,D,C,
2D4C, 4D;C, (D,C generali appellatione vocabimus dy, id est diffe-
rentiam duarum proximarum y. '
Adhibuimus etiam notam pro summis; nam si quaelibet bha-
ram ,D,C, ,D,C, §D;C, D,C vocetur v, summa omnium (id est
1D4C +2D2C 4 30,C + (D,C) id est 4B,C a me per compendium vo-
cabitur fv. Hinc patet, ut reciprocaé sumt additio et subtractio,
tam multiplicatio et divisio, itemque potentia et radix, ita et re-
ciprocas inler se esse summas et differentias. Nam in selemate
praecedenti quamlibet ex dictis ,D;C, 3D,C, 3D;C, {D,C vocavi-
mus v, ita ut v sit DC; sed easdem etiam vocavimus dy, referendo
ad ipsas y seu BC, quaram’ sufit incrementa, Habemus ergo dy==v



et vicissim fv=xy. Nem summee omnium v vel ompiwm DC, inde
ab. ipitie. aequantur ultimae y (seu (DyC+ pDyC+gDC 4 (D€
ax,CB,0); quis ergo fv=y, el va=dy, fiel Jdy=y seu summa diffe-
rentiarum inter ipsas y nddn lpsull terminum y, prorsus ul in
potentiis et radicibus 2 f 3 =3

Cum vero ipsae DC seu v sive dy non minus progressionem
vel incrementa aut decrementa differentiasque adeo suas habeant,
quam ipsaé Y binc oriuntur differentiae “differentiarum seu ddy.
Imo dantur et differentiae tertiae, et ita porro, quoad usque est
opus, - :

 Reperi ‘autem summatorium calculum imprimis pertinere ad
figurarum quadraturas, differentialem vero ad tangentes vel direc-
tiones, el differentio-differentialem ad oscula seu flexiones; de qui-
bus omnibus suo loco clariores notiones habebuntur.

Hactenus de Connotationibus seu notis secundariis quibus in
calculo uumur sed nunc ipsae quantitates notis istis vel primariis
sulis cum simplices sunt, vel primariis et secundariis simul desig-
nandae uberius a nobis exponi debent.

Quantitas designari potest litera, ut a, b, item numero vel
vero, ut 3 (ternarius), vel fictitio, ut si 13 mibi non significet
tredecim, sed polius quantitatem collocatam in formula prima |,
loco tertio 3, quam designo per 13. Unde patet, ne hoc qmdem
indifferens esse, quam notam simplicem primariam assumere veli-
mus. Qua ratione ingentem Speciosae Wefectum suppleo, quod
nempe assumtae vulgn notae, scilicet litérae a, b etc. non salis
signiticant ipsarum quantitatum inter se ordinem et relationem; ita
in progressu calculi non apparent pulchrae illae harmoniae, leges-
que ac theoremata, guae primou stalim aspectu designantur, si ordo
quidam certus et regularis in notando servetur. Exempli causa si
vulgari more cx3+bx?+gx+r multiplicetur per gx2+ px+e,

 8x° + bgx* 4 qgx® + rgx?
prodinctum erit ‘ + cpx* 4 bpx3+qpx2+ rpx
+cex3 -+ bex? + gex +re i
sed si l(lx'+l|x’+l2x+l3 multiplicemus per 20x2 + 2ix 4 22,
ubi nuila nota sine ratione assumta est, nibilque est in assumtis,
quod nos . exprimatur el discriminetar in notis, eliam progressus
egregie in producto apparebit. - Nempe per notam dextram numeri
distinguimus ‘cesfliciontes -formulae primee a cofficientibus formulae



secundse; per notem vere sinistram distinguimus sedem in quavis
formula, seu cujusnam potentiae sit coefficiens; sic 21 intelligimus
esse in formula secunda coefficientem ipsius x! sew x, ot 18 in—
telligimus esse in formula prima coefficientem ipsius x3. '
Jam 10x3+ L1ix3 etc. in 20x34-3lx etc.
dat 10.20x°%+ 11.20x¢+ 12.20x3+ 13.20xx
+10.21x¢ 11.21x* 1221xx+13.21x
10.22x3  11.22xx 12.22x 4+ 13.23,

ubi patet it producto esse omnes combinaliones possibiles certa
lege atque ordine factas. Nempe in quovis membro coefficientis
producti est binio, seu combinatio duorum numerorum fictitiorum.
In qualibet harum binionum notae sinistrae sunt eaedem et
eodem modo collocatae, nempe | et2 veluti 10.20, aut 11.20, aut
10.21, et ita porro. In omnibus binionibus seu membris coeffi-
cientis ejusdem potentiae ipsius x, summa notarum dextrarum con-
ficit idem, nempe numerum qui additus exponenti potentiae dat
exponentem summum 5. Veluti coefficiens ipsius x* constat ex
tribus membris, 13.20412.21 4 11.22, ubi patet 340, itemque
24-1, itemque 142 facere semper idem nempe numerum 3, qui
additus ad 2 (exponentem ipsius x?) possit facere 3. Unde patet
etiam, quot possibilia sint membra cujuscunque coefficientis, tot
scilicet quot modis numerus 3 ex binis inferioribus 0, 1, 2 com-
poni potest, et quot cujusque compositionis sunt transpositiones
possibiles, veluti 142 et 241 sunt una quidem compositio, sed
variant transpositione. palet etiam hinc, productum hic scribi posse
sine calculo, theorematibus hujus modi semel constitutis. Exempli
gratia pro termino x primum scribemus
13. et mox supplendo fiet 13.2 et denique absolvendo 13.20x?

12. 122 12.21..
1L 11.2 11.22..
10. 10.2 10.23..

Et ita ex primo membro cujusque coefficientis dato (quod deter-
minatur ab ipso potentiae ipsius x gradu) patet religna quoque cum
sua serie determinari. .

Et haec majoris adhuc usus sunt, cum tres vel plures: for-
mulae invicem duci debent; nam si adhibeamus notatienem regu-
larem et accuratam, non vero ut vulgo arbitrariam, saepe praevi-
dere pessumus quid sit proditurum; et semper certa quasdem theo-



reaeka apla eruimus, facileque etizmp errores procavemus aut emen-
damus. . .

. Hinc etian prodit ignorata hactenus vel neglecta sub-ordina-
tio Algebrae ad.artem Combinatoriam, sen Algebrae Speciosae ad
Speciosam generalem, seu scientise de formulis guantitatem signi-
ficantibus ad doctrinam de formulis, seu ordinis, similitudinis, re-
lationis etc. expressionibas in universum, vel scientiae geueralis
de quaptitale ad scientiam generalem de qualitate, ul adeo spe-
ciosa, nostra Mathematica nihil aliud sil guam specimen illustre
Artis Combinatoriae seu speciosae generalis,

Unde patet quoque, quam imperfecta hactenus fuerit Alge-
bra, cum ne modus quidem simplices terminos exprimendi bene
faerit constitutus, ut taceam tot alios in Connotationibus defectus
hic suppletos, et alias supplendos. Quemadmodum et ostendam,
Arithmeticae notas, quantum ad Theoriam, hagtenys male fuisse con-
stitutas, ita scilicet ut relatio numerorum inter se atque ordo non
apparuerit, eague ratione factum est, ut magna verae Arithmeticae
pars hactenus sit igmorata, quod in scientia maxime facili et ma-
xime wsuali mirum videri possit.

Quantitates quae notantur per literas vel numeros vel alias
notas, sunt vel abstractae, vel concretae. Abstractse sunt numeri,
vel etiam rationes, quas ipsas (quemadmodum supra dictum) ut nume-
ros fractos concipio. Quantitates concrelae possunt esse lineae,
figurae, solida, tempora, motus, vires, soni, Jux, et omuia denigue,
in quibus ejusdem mensurae repelitio intelligi potest; de quibus
alias pluribus, ut applicatio Calculi generalis ad Geometriam, Dyna-
micen, Astronomiam, Physicam et alias scientias melius appareat.

‘Quantitates exprimuntur vel per notam simplicem, modo
dicto, velut per a, b numerum; vel per plures notas inter se con-
janctas, modum formandi quantitates designantes.

Prima formatio est per signum -+, ut si ex a et b conjunc-
tis .per additionem sen simul sumtis fiat a+b, vel a+b+c, vel
a4b+c+d. Fieri autem potest, ut quae hoc modo simul addun-
tur, habeant quandam relalionem inter se, ex quibus simplicissima
est, si coincidant; ut si aetb coincidant fita4-b idem quod a+a,
vel idem quod 2a, et a+b+c¢ idem quod a+a+a seu idem quod
8a.. Ex quo etiam apparet, quomodo Multiplicatio sit additio
quaedam rapetita. Et porro, cum babemus 2a, vel 3a, vel gene-
raliter ma, vel am, rursus considerare licebit, ipsum numerum m
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poss¢ aequalem esse numero a, et ex am flet as; unde jam m!:i
tur Potentia, eodem in se multiplicato. S

Habent autem potentise suos gradus, nempe si a multiplioes
per a fit aa seu a? seu (uadratum; si aa rursus muluphces per 2,
fit asa seu a® seu cubus. '

Tabula ‘potentiarum: a® est unitas, a' seu a ‘est latus seu
quantitas, a? est quadratum, a® cubus; a* biquadratum, " as - surde-
solidum primum , a* (seu a%#®) quadrati-cubus , a’ surdebisolidura
‘seu surdesolidum secundum (nomirie surdesolidi vocando’ :omnem
potentiam cujus exponens est numerus priMitivas supra 3), a® seu
a%22 triquadratum, a® seu a®3 bicubus, a'® sen a* quadratisurde-
solidum, a'! surdetrisolidum seu surdesolidum terlium, a'2 gen a%?3
biquadrati cubus. Sic a3'%3 seu a®? erit tricubus, et as'd seq a?®
eril bisurdesolidum, et a!2® seu a®3%% erit trisurdesolidum. £t in
universum denominationes designant resolutionem exponentis in
8uos primitivos.

Quemadmodum porro potentiae nascuntur ex ductis invicem
aequalibus, ita si diversae literae vel- notse simplices ducantur, ori-
untur quae vocare licet rectangula, quoniam in Geometria ab sea
multiplicatio a per b repraesentatur optime per rectangulum pla-
oum (fig. 18); et abe, seu multiplicalio a per b et producti rur-
sus per c repraesentatur per rectangulum solidum.

Imo etsi in Geometria non dentur nisi tres dimensiones, ta-
men in rerum natura dantur plures. Sint enim duo rectangula
solida abe et lmn (fig. 1Y), prius ex auro, posterius ex argento, et
pondus auri ad pondus argenti sit ut d ad p; patet poridus rect-
anguli solidi prioris ad pondus rectanguli ‘solidi posterioris fore
ut abed ad lmnp, adeoque etsi spatia non sint nisi trium dimen-
sionum, pondera tamen esse quatuor dimensionum. ' Quodsi im-
petus, motus, vires horumque varios gradus aut varias species ad-
jungamus, possunt dimensiodes multiplicari in infinitum. =

Habemus ergo rectangula haec: blrectanguium ab, mrectau—
gulum abe, quadrirectangulum abcd, et ita porro.-

Eadem exprimi possunt per combinationes. Nam ab est bi-
nio duorum, abc est ternio trium, abcd est quaterhio quatuor tat
lium: quae quidem combinatio; cum numerus ‘combinandorum- eo-
incidit cum exponente combinationis,. non' nisi unica est. Alas
sunt plures, exempli causa, rerum trium a, h,.c sunt biniones tres,
nempe ab, ac, be; rerum quatuor a, b, ¢, @ sunt biniones sex,



nempe ab, ac, ad, bc, bd, cd; terniones quatuor “sbc, abd, acd,
bed; sed de his suo loco.

Cum vero. potentiae simplices sint formae ex iisdem sive ae-
qualibus. invicem ductis, et rectangula seu combinationes simplices
sint formae ex diversis invicem ductis, superest jam ut eas for-
mas seu combinationes spectemus, in quibus partim sunt eaedem
literae, partim diversae, quas compositas vocare licet.

Et hae quidem formae variant, pro gradibus: in primo gradu
nihil aliud habemus quam unam formam, a vel b etc.

In secundo gradu sunt formae duae: quadratum et hinio seu
birectangulum aa et ab. .

In teftio gradu sunt formae tres: a3, ah, ahc, nempe prae-
ter cubum ‘a3, et trirectangulum vel ternionem abec, oceurrit a*h
(vel qued quoad formam eodem redit ab?) quod possis appellare
quadrato-simplex.

In quarto gradu sant formae: a* (hiquadratum), a3b (cubo
simplex), a?h? (bibinio), a’bc (quadratobinum), abed (quaternio).

In quinto gridu sunt formae: a® (surdesolidum), a*h (biqua-
drate simplex), a’b? (cuboquadratum), a3hc (cubobinum), a?b%c
(bibinio simplex),. a’bed (quadratotrinum), abede quinio, ’

In sexlo gradu sunt formae: a® (quadraticubus), a’b (surde-
solido simplex), a*h? (biquadratoquadratum), a‘bc (biquadratobinum),
a%h? (tribinio), a%b%c (cubo-quadrato simplex) a3bed (cuboternum),
a?b2¢? (biternio), a%b%cd (bibinobinum), a*bede (quadrato quater-
num), abedef (senio).

In septimo gradu sunt formae: a' (surdesolidum secundum),
a%h (quadratocubo-simplex), a5bh? (surdesolido gnadratum), a3hc
(surdesolido binum), a*h? (biquadrato cubus), a*h2c (biquadrato-
quadrato simplex), atbed (biquadrato ternum), a3h3c (tribino sim-
plex), a3hb2¢? (cubobibinum), a%b2¢d (cuboquadrato binum), ashcde
(cubo quaternum), a%b2c2d biterno. simplex), a2b2cde (bibino ter-
oum), athedefl (quadrato quinum) abedefg (septemio). Atque ita
porro ad gradum octavam, nonum et sequentes pergi posset, si
essel opus; sed non est necesse his multum morari, etsi lihare -
nonnihil prosit,

Notandum etiam, quadraticabum mihi significare a® seu a?'3,
nempe quia exponens. hujus potentiae 6 est producfus ex 2 ex-
ponente quadrati et 3 exponente cubi, ubi semper in denominando
incipio a numero producente minore, Sed cubo-quadratus, cum

-
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seilicet a majore incipio, lenge aliud milii designat, nempe. formam
productam ex cubo unius literae in quadratum alterius literae, at
a%b2?, vel b2, vel quod idem est a*h3, ubi in demominando in-
cipio ab altiore; quod observandum est ad aequivecationes evi-
tandas. Itaque quadraticubo-quadratum mihi significabit a%h?, et
quadraticubo-quadraticubus significat a*h®, qued etiam efferri pet-
est sebinio, et quadraticubo-cuboquadratus significat a%hc?.

Ubi etiam notandum, quae sunt ejusdem literae comnecti per
genitivum, quae diversae per dativum; sic quadraticubus est a®
veu a23; nam revera est quadrati a? cabus, quia si. a? ter in se
cubice ducatur fit a®; sed dativus significat transitum a litere in
literam, ut cuboquadratus significat a3h2, seu cubum ab une duc-
tum in quadratum ab alio. Lieet autem, observato hoc discrimine
inter genitivum et dativam, minus sit necessarium observare quid
sit praeponendum aut postponendum; nam quadraticubus sen cu-
bus a quadrato idem est quod cubiquadratus seu quadratus a cubo;
et quadrato cubus b?a3, id est ductum a quadrato alicujus literae
b in cubum alterius literae a, idem est quod cubo. quadratus a®h?,
id est cubus alicujus literae a in quadratum alterius b; malo ta-
men majoris lucis causa praeter distinctionem genitivi et dativi ad-
hibere distinctionem ordinis, ut in exprimendo exponente unius li-
terae praeponam exponentis factores seu productores minores, sed
ut in exprimendo combinationes potentiarum a diversis literis prae-
ponam exponentem potentiae altioris. .

Denique notandum est, quasdam formas servare legem justi-
tiae, ita ut quaelibet in iis litera se habeat eodem modo, ut fit in
rectangulis seu combinationibus simplicibus, nempe binionibus ab,
ternionibus abe, quaternionibus abcd, et in harum potentiis seu
bibinionibus a?b?, tribinionibus a3h?® etc., biternionibus a2b?c?, tri-
ternionibus a®b3c?® etc., biquaternionibus - a%b%c2d3, (riquaternioni-
bus a3h3c3d3 etc., et ita porro,

Ceterae formae leges justitioe non observant nisi plures si-
miles addantur inter se, ex. gr. quadrato simplex a®b aliter trac-
* tat a quam b: si tamen in unum addantur a*b+ah?, corrigitur
injustitia, et in formula hac composita ambae literae aequali jure
utantur, *

Atque haec vel ideo praenotare operae pretium est, quoniam.
ut suo loco patebit, justitia (quemadmodum et pietas) ad omnia
utilis est, ut etiam in calculo Algebraico ejus simulacrum prosit,



4 Expositis jam formis simplicibus, considerandum nunc est,
‘posse inde oriri formulas compositas ex. gr. x4y, vel x3+y?, vel
x34+x%y, vel x +y+xx4xy, vel 2x 43y, aliisque modis innume-
rabilibus. --Duae dutem sunt leges quae in hac compositione ob-
‘servari-vel ‘violari possunt: una ést Lex Homogeneorum, quam tu-
fit Vieta, altéra est Lex Justitiae, quam ego introduxi.

Lex-Homogeneorum est, ut quae in unum componuntur, ‘sint
ejusdem gradus, ex.gr.x+y, velx24y2, vel xx 4 2xy, vel 2xx 4 3yy,
'posito 2 el 3 -esse numeros, hi enim in lege Homogeneorum ni-
‘hit mutant. ‘Sed 'si in unum addantur diversi gradus quantitates,
tunc violata mteillgl.ur lex Homogeneorum at si fiat x+y+"xx
+3xy. o

Et quidem si de numeris vel “yuantitale nfere abstracta aga-
tur, impune lex hemogeneorum violari potest; ex. causa 6415+ 8
27 ' ubi faciehdo 2=a, et 3=b, et 5=c fiet ab +bc+ad=-b3,
quod verum ést, etsi lex homogeneorum non observetur,- seu etsi
réctangula pland’ ab 4-be addantur cubo ad.

Sed cuih pumeri' applicantur rebus, hoc non licet, neque
enim addi ‘possunt in Geometria rectangula plana ab et bc ad cu-
bum a3, neque licet comparationem instituere inter rectangulum
solidum spatiale seu’ simplex dectonua trium dimensiotium, et in-
ter-corpus aliquod grave, quod est quatuor dlmensmnum ut paulo
ante ‘est’ explrcatum

‘Foterim licet etiamin rebus ipsis recedere alege homogeneo-
rum, saltem inspeciem, subintelligendo 'aliguam quantitatem pro
unitate assumtam, ex: gr. ab4bc + a¥=b3 significabit, 6 pedes cu-
bicos una cim I5 pedibus cubicis et cubo duorum pedum simal
aequari cubo trium pedum; sea unitatem 1 adhibendo lab+ Ibec
+a3=b?, id est r'ectangulum solidum lab seu ab (quia’ unitas
non muluphcat’) cujus altitudo unius.pedis (1), latitudo duorum (@),
longitudo trium (b) producum sex pedes cubicos una cum rec-
tangylo, solido. fac’seu’ ac, cu]us altitudo unius pedis (1), latitudo
duorum’ 2(a) et longltudo 5(0) producunt 16 pedes cubicos, una
cum a® cubo” duorum pedum seu & pedibus cubicis aeqaari b
cubo trium pedum seu 27 pedibus cubicis.

Etsi autem Cartesius soleat non’ raro studio violare - legem
homogeneorum introductione unitatis, ego lamen ejus rei non mag-
num usum reperio, et malo cum Vieta, quoad commode licet,
etiam in ipsis numeris legem homogeneorum sequi, quia ita sponte.

vit. 5



naturae pascitur. caleulus, maximeque id consentit ordini rerum,
erroresque etiam facilius evitantur, cum lex homogeueorum inter
examina sit calculi,

Habeo et novam homegeneorum Legem a me introductam
pro calculo differentiali et summatorio, ubi praeter petentias et
formas paulo ante positas occurrunt differentiae, Ex. causa addx
homogenea est cum dxdx, seu quadratum differentiae primi gra-
dus homogeneum est cum rectangulo ex differentia secundi gradus
ducta in quantitatem ordinariam facto. Et hanc in rem. regulam
assignavi generalem, sed cui hoc loco immorari nolo, quia istp
profundiora nendum satis intelligi possunt initio hujus tractationis.

Porro lex justitiae etsi minus necessaria sit quam lex homo-
genegqrum, tamen non minus est utilis; non tantum enim inservit
-ad calculi examen ulterius et exquisitius, ervoresque alias facile irre-
pentes praecavel, sed etiam modum estendit, id quod de una quan-
titate per calculum venati sumus, de alia. statim scribendi sine
calculo, ex principio similitudinis seu ejusdem relationis, Est au-
_tem lex justitiae vel communis omnibus literis calculi. propositi,
vel tantum quibusdarh inter se, et aliis rursus inter se. Communis
omnibus literis est in formula qualis x3+y34 23 4 3x2y+4 2x% 4 2xy?

+2x224-2y%2 4 2y22 4 5xyz, ubi soleo magno calculi fructu compen-
dns uli in scribendo, nam hanc formulam breviter ita exprimo:
x‘+£x’y+axyt, ubi per x3 intelligo omnes cubos ex literis x, y, 2,
per x’y omnes quadrato simplices ex iisdem, et ita porro in aliis.
Unde multa generalissima theoremata condi possunt, quae locum
habent quantuscunque sit numerus literarum, ex, gr. cubus de
x+y+z+w ete. seu compendiose cubus ipsius X est x%+3x%y
+b6xyz. Unde in specie explicando in quatuor lltens ‘cubus ab
x+y+z+0 est . ,
x34+3x2y46xyz  Unde si plures essent literae, verb, gr, sex, sep-
y® 3xy* 6xyw tem, decem etc., immensa orietur moles membro-

28 3x¥z 6xzw  ruwm, quae tamen omnis hac brevi formula |3 3 | x
wd 3x2? byzw =12x%+ 3x?y 4 6xyz sufficienter exprimitur, bene-

3x2w licio justitiae inter literas observatae.

3% w® :

3y%z

3yz?

3yw

Jyw?

3z2°w

zw2 - v
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Interdum lex justitiae propria observatur inter literas quas-
dam, et rursus alia propria inter alias quasdam _literas in calculo
occurrentes, ul si sit +a |x? +a$y“+abxy, patet x el y ser-

b
vare justitiam inter se, item a et b etiam servare justitiam inter
. se, etsi a et x (v. gr.) inter se justitiam non servent.

Aequationes vero, ut id obiler addam, etsi non sit plane hu-
jus loci, duobus modis justitiam servant, uno: si omnibus quanti-
tatibus ab una parte positis et nihilo posito in altera, oritur for-
mula observans justitiam, quae formula est nihilo aequalis; altero
modo observalur justitia in aequatione, si quidem aequatione ad
formulam redacta ambae literae non tractantur actu ipso eodem
modo, quod tamen de una nunc factum est, fieri potest de altera,
et vice versa, quod contingit simplice mutatione signorum. Ita si
sit xx +yy=0, inter x et y perfecte lex justitiae observatur; sed
si sit xx4Xx=yy +y, tunc redacta aequatione ad formulam fit
+3x+x
-y
literae pari jure utuntur lege justitiae non nisi in speciem violata,

+YY+Y
—Xx—

= 0, ubi aliter tractatur x quam y, revera tamen ambae

quoniam pari jure (mutatis signis) facere licet = 0, quem-

admodum si ex priore xx +yy=aa faciamus xx=aa—yy, lex justi-
tiae etiam in speciem tantum violatur.

€aeterum etsi hactenus quantitastes earamque formas snmph-
ciores vel etiam formulas magis compositas' tantum formaverimus
explicate, seu actu ipso, possunt tamen et formari implicite seu
indicative; nam saepe cum formulae sunt in se invicem ducen-
dae, praesertim ubi sunt magis' compositae, ductum illum non actu
ipso peragimus (quod quomodo fieri debeat, pertinet ad explicatio-
nem operationum), sed tantum faciendum esse indicamas. Veluti
si a idem sit quod x4y, et b idem sit quod x—y, erit ab idem
quod x4, x—y sea x+y.x—y seu (x+y) (x—y). Imo si es-
sent tres vel plures formulae, ideni locum habet, ut si latera trian-
guli sint x, y, z, et a sit +x+y- z, et b sit $x—y+4z, et ipa
¢ 8it —x+y+z, et fsit +x+y+z, ita ut tres priores sint ex-
cessus duorum laterym super tertium, quarta quantitas sil summa,
reperietur, quartam radicis quadraticae ex quatuor invicem ductis
seu §yabcf dafe aream trianguli ex datis tribus lateribus x,y, z,
ut constat. '

5.
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Hactenus non nisi additione, eaque aequalium , seu'mhltipli-
calione, eaque per-aequalia seu potentia, et horum inter se com-
binationibus usi sumus, id est calculo directe progressivo, qui qui-
dem semper succedit: nunc tempus’ est, ut admoneamus dari cal-
culum regressivum, eumque non semper esse in potestate, et hic
calculus est pro contrariis additionis, multiplicationis et excitationis -
potentiarum, nempe pro subtractione, divisione el radicum extrac-
tione. Scilicet quodyis licet addere cuivis, quidvis licet multiphi-
care per quodvis, et ab uno quoque datam potentiam excitore li-
cel; sed non licel vicissim subtrahere quodvis a quovis, nec divi-
dere quidvis per quodvis, nec extrahere quamvis radicem ex dato.
Non licet, inquam, scilicet ut Numeri tales inde prodeant, quales
hactenus tractavimus, integri scilicet, qui constent ex progrediente
mensurae repelitione. Nam non licet subirahere majus a minore,
nec exacte dividere numeros multos v..g. primitivos, nec exacte
extrahere radices, nisi ex certis numeris per multiplicationem in se
invicem oonflatis. Prodeunt tamen succedanea; nempe cum sub-
tractio irrita est, numeri prodeunt negativi; cum divisio irrita
est, numeri fracti; cum extractio irrita est, numeri surdi.
Idemque est de quantitatibus, quod de pumeris. Haec succedanea
vere satisfaciunl et exacte, exhiberique etiam in natura actu ipso
possunt. ' '

.

‘Dantur et quantitates transcendentes, ipsis ut itadicam
surdis surdiores, quae tamen in Geometria et natura actu u-sn exhi-
bentur; sed de his suo loco clarius dicemus. -

Dantur et quantitates inassignabiles., eaeque vel infinitae,
vel. infinite parvae seu infinilesimae, eaeque rursum varii gradus.
Quae etsi per se non prosint, prosunt tamen non raro ad quanu-
tates assignabiles per inassignabiliom amba, es inveniendas; et om-
nino in omni transcendentia intervenit aliqua considerajio infiniti
aut infinitesimi. '

Et generaliter, ‘ut etiam initio notatum est, Mathesin uni-
versalem seu speciosam in duas partes dlspesco, uném Alge-
braicam quae tractat de quantitate finita per finitas investigata,” al-
leran Lranscendentem, quae tractat de quantitate finita quidem in-
vestiganda, sed interventu infinitarum, etsi postremo infinitde 1Ilae
vel inassignabiles evanescant.
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Itaque Matheseos universalis pars superior revera
nihil aliud est quam Scientia infiniti, quatenus. ad inveniendas fini-
tas quantitates prodest. Unde merito visa est viris ingeniosis ali-
quid mirabilius, et ut sic dicam divinius in se habere. Et cum
inter potissima Matheseos universalis superioris instrumenta sit cal-
culus differentialis a me introductus, de quo sue loco, saltem id
nunc notabimus, differentiationem esse etiam operationem progres-
sivam, adeoque semper succedentem, sed summationem esse ope-
rationem quandam regressivam quae non est semper in potestate,

Omies tamen operaliones regressivae seu coarclatae semper
fieri possunt indicative, per notam scilicet suam propriam, etsi non
semper explicate vel actu ipso. Sic a—b significat ab a debere
subtoahi b. Similiter <, vel ut ego seribo, a: b signiticat a dividi
debere |;er b. Et Yab significat radicem quadratam extrahi debere
ex ab. ‘ R

Utrum vero res per Calculum exacte fieri queat, an vero
tantum organice per Geometriam et Naturam, tum demum ap-
parebit, cum accedet literarum explicatio per numeros speciales. Ex.
gr. si a sit 2 et b sit 8, ab erit 16, et succedet'emaclioz scili-
cet Jab seu \/I(i idem est quod 4; sed si a sit 2 et b sit 3, ab
erit 6, et yab erit idem quod {8, quo casu exacta exiractio non
succedit.

Interdum operatio explicata, ubi non promsus succedit, sal-
tem tamen proficit ad majorem simplicitatem. Sic si sit a—b, -et
ponatur a==hb - ¢, patet .a—b fore idem quod —c, nam fit a—b
ridem, quod b--c -b sem (b)—c( . b) seu —c, destructis scilicet
destruendis quod ciroulis illis vel inclusionibus moto. Et soleo di-
versas destructiones diversis distincte notatis inclusionibus designare.
Ut si sit a idem quod b-—c, et |idem quod m—n, et proponatur
a+l—b—m, ex hoc fiet (by — ¢ (+m) —n(—b)(—m), id est
—c—n. :

: .
Idem est in divisione. Sit enim proposita fractio! a:b seu
\

-;—-, ut valgo designant; sit b=;ac, fiet a:b=1:c, seu a:b=a:ac,
seu 1(a):(a)c sen =1:c.

. Sed et in exwactionibus saepe per explicationem pervemtul‘
8i pon ad sublationem ommmodam surdae per extractionem perfec-
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tam, saltem ad surdam simpliciorem. V. gr. sit proposita radix
vab et a sit 2 et b sit 6, tunc ab erit 12, et yab seu yi2 idem
erit quod 2J3 quia 12 idem est quod 4.3 seu quod V4 in B seu
.quod 2y3,

Quantitates neg\ativ ae, cum a minori subtrahi debet wma-
jus, saepe oriuntur in calculo, .el licet non videantur respondere
ad quaestionem, reapse tamen respondent perfectissime, non lam-
tum enim indicant, quaestionem fuisse male conceptam (elsi venia
danda sit, quia praevideri non poterat), sed etiam quomodo fuerit
concipienda et quid ad eam recte conceptam sit respondendum.
Ex. causa quaeritur, quantum Titius habeat in.bonis, subducto cal-
culo eorum quae habet et quae debet; reperitur eum non medo
-nihil, habere in bonis (nisi scilicet ipsum debitum, quod significat
non habere, uti meritum sceleris), sed etiam habere minus quam
nihil, id est acquisitionibus adhuc quibusdam opus ei fuisse ad ni-
hil habendum. ltaque ostendit haec solutio, quaerendum fuisse
non quid habeat (habet enim nihil), sed quid accipere eum opor-
téat, ut omnino liber intelligatur. Et patet, eum qui haeres ejus
fiat sine inventarii beneficio, non lucrari, sed perdere tantam sum-
mam, quanta est signo — affecta. Itaque dum quis acquirit x seu
a—b, reperitur autem postremo a—b seu x idem valere quod -—c,
apparet utique eum, qui x acquirit, revera perdere summam c.
Unde vicissim patet, eum, si perdat x sea — ¢, lucrari, et judicem
qui haeredi talem haereditatem x adimat, revera ipsi adjudicare
‘summam c; alque adeo subtragtionem quantitatis negativae esse
additionem affirmativae ejusdem melis. Nempe quantitas x seu — ¢
el quantitas +¢ | habent eandem molem c, eritque — x idem quod
c, id est — —c==4c. Et hoc est quod vulgo dicitur, — in —
facere .

Similis quaestio in lineis fieri potest; v. gr. quaeritur quan-
tum aliquis per, horam progrediatur hinc versus Brunsvigam, si
quovis quadrante horae progrediatur primum per passus 100 et
mox durante adhuc éodem quadrante regrediatur per passps 150;
dico absoluta hora progressum talis viatoris versus Brunsvigam
fore passuum — 200, seu revera finita hora 200 passibus magis
abfore a Brunsviga, quam inde aberat hora incepta, atque adeo non
lucratum esse, sed sub progressus specie perdidisse. Et progres-
su$ iste poterit appellari falsus, ctim revera sit regressus. Tales

A}
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errores, etsi non tam manifeste absurdi, quotidie contingunt in re-
bus humanis, .

Nuwmeri fracti habent Numeratorem et Denominatorem; et
quidem si denominator sit unitas, numerus fractus revera est inr
leger; sit epim.fracius a:h et sit b= 1, fiet a:b=a:l=a Idem

conlingare petest, si numerator possit exacte dividi per deuomma-
torem, Ut sil a=he, fiet a:b=bc:b=c.

. Unde patet, indicalionss regressivas hoc habere, ut exphca- .
tione facka saepe pessit evanescere signum regressivi, aique adeo
sub fractis in speciem contineri integros, sub irratienalibus in spe-
ciem vel Radicalibys coblnerj posse et rationales; quemadmodum
et sno loco patebit, sub transcendentjbus in speciem contineri
etiam posse ordinarias quantitates.

Porro amnis fractus vel purus est, vel .inlegrum habet sub
sé latentem, Purus est, si pumerator sit minor. denominatore, ut
2:3; sed integer admistus est, si pumerator sii major denomina-
tore, ut 11:3, nam 3 detrahendo quoties fieri potest, patet de-
trahi posse ler, quia est quotiens, et restare 2 adeoque fieri 11:3
=34 (2:3) seu Y =344 '

Surdus vel potius Radicalis seu radice affectus variat
tum pro varietate exirahendae radicis, tum pro varietate eorum, ex
quibus extrahends est, Radix extrahenda est duplex, pura vel
affecta. Pura esl, cum potentia Radicis aequatur datae quanti-
tati; affecta, cum formatum ex pluribug diversis radicis quaesitae
potentils tanquam membris, datae quantitati aequatur. . Ex, cauga
si x2=6 seu 8 quadratum ipsius x aequatur dato 6,6 fit x:-’\'ﬁ\‘..
quae est radix pura; idem est si sit x5=45, fiL enim x= Via.
Sed si sit x% 4 3x2=49, ita ut- nen soli surdesolido, sed propter
ea triplo ipsius quadrati aegualis sit numerus 45, tune extractio
88l pon pura, sed affecta. ! . : ‘

Et sciendum est, inventam rationem hactenus haberi. omnes
radices . affectap aequationis quadralicae, cubicae et biquadraticae
reducendi ad puras; sed hanc methodum non esse ulterius promo-
tam ad aeguationes surdesolidas e} altlores. de quo suo loep.

Radix pura vel est quadratica vel cubica vel biquadratiea
vel syrdesalida etc. adeoque variat tot modis quot variari possupt
potentipe. _ . )

« Quarquam, wi suo loca dicemus, radices sub otentiis, dt



potentise sub radicibus secundum cerths comsiderationes compre-
hendi possunt, imo dantur sive potentiae sive Radices extraordina-
riae quae‘sub hactenus explicatis -nen continentur. Sed de his suo
loco, nam pertinent ad Transcendeiites. .
Extractio fiéri potest vel semel ommino vel per gradus. ~ Ex.
gr. extractio Radicis biquadraticae fieri potest vel extralendo sta-
tim radicem biquadraticam, vel extrahendo primum radicem qua-
‘draticam, et ex residuo rursus radicem -quadraticam, -.Ita interdum
fit, ut succedat prior extractio radicis quadraticae, sed nom poste-
rior; *v. gr. si debeat extrahi Radix biquadratica ex 4 seu 'si
quaeratur Y3, idem est ac si quaeratar VY%, id est & 3.

" Radices (purae) varfant ratione eorum, ex quibus sunt ex-
trahendae, quae rursus vel sunt quantitates rationaliter exbréssae’,
vel quantitates radicales. Et radix quae sub vinculo' svo' conti-
net plura membra, ex qulbus unum ad minimum est radlcale di-
cntur universalis, ex. gn \/a+\/ab seu \/(a+\fab)

Quantnates surdae, quae nullum continent radlcem universa-
lem; vel sunt simplices, quaram scilicet potentia aliqua (pura) est
ralionalis ; vel sunt compositae, constantes ex membris duobus vel
pluribus, quarum vel alterutrum ést rationale vel ambo sunt irra-
tionalia. De his sub nomine Apotomarum et similibus multum
dissernit Euclides in libro decimo, sed quibus post hodiernos ex-
primendi modos immorari haud est necesse.

THud notari sufficit, quantitatem potentia rationalem dici, cu-
jus quadratum est rationale, verb. gr. yab, nam ejus quadratum est

ab, idque etiam in composms locum habet. Ja+s/aa—bb+
\/a—y/aa - bb est quantitas potentia rationalis, nam ejus qua-
dratum est + a + yaa—bb 4 a—vyaa—bb ¥ 2\/a+ Jaa-- bb in
\/a—Jaa-—bb, jam \Ia#—\/aa bb in \Ia—\/aa-bb est; ybb seu
+ b; -ergo fit, hoc quadratum esse + a + yaa—bb +a—y/aa—bb £ 2b
seu 2a+2b. Unde y2a£2b idem est quod erat Ja +Jﬁa—-bb+
Ja——Jaa——bb sed hoc obiter.

Caeterum ne quis putet, omnes quantitates radicales fortasse
aliqua nobis incognita hactenus ratione posse fieri rationales, . scien-
dum, Euclidem demonstrasse (quemadmodaom et alias vel -ex cal-
culo haberi potest) quod multae' quantitates sunt incommensurabi-
les inter se adeoque rationem inter has. quantitates exprimi per
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Numerum qui dicitur surdus, id'est qui est incommensurabilis uni-
tati.. Fractus vero eat usitati commensurabilis. Quod ita- patet:

sit fractus quicunque, ut 3:5; dividatur unitas in partes 5, patet

unam quintam parlem unitalis esse mensuram communem tam
fractionis §, quam unitatis, nam } in unitate constat contineri
quinquies, in # contineri ter. Caeterum quomodo continuatis ope-
wationibus per integros accedi possit ad fractes, et per -rationales
ad surdes, suo loco patebit. - ; . .

_ Exirratiowalibus oriuntur quantitates impossibiles sen imagi-
nariae, quarum mira esi natura, et tamen non contemnenda uti-
litas; -etsi enim ipsae per se sliquid impossibile significent, tamen
non tantum ostendunt fontem impossibilitatis, et quomodo quaestio

'

corrigi potuerit, ne esset impussibilis, sed etiam interventu ipsa-

rum exprimi possunt quantitates reales.

Itagque quemadmodum saepe licet liberare formulam a signo
— ‘seu quantilate negaliva, et a quantitate fracta, aut a surda; ila
licet interdam calculum libetare ab imaginaria, idque vel operatione
deprdssiva vel operauone regressiva, seu evolutiva, quod est desi-
deralum, vel saltem operatione involutiva seu progressiva, quod ta-
men et ipsam suuip usum habet, et aliquando ad evolutionem con-
‘duceré potest. Sed haéc tunc erunt explicanda, cum de operatio-
‘nibus - agetur. ’ ' :

Nunc tantum nonnulla praelibare oportet, ut varlae quanu-
tatum specles intelligantur.

Quanmates imaginariae oriuntur, cum radices quadraticae,
vel involventes quadraucas extrahendae sunt ex quanlitatibus nega-
tivis, .ex. gr. J 1, ¥ —1 (sen JJ—-!),V ~1 (seu J\I—l). ad
quas; reduci possunt caeterae. Nam Y —2 idem est quod y2 multipi.
per v_’ ‘r i o . :

" Hae expressiones .id habent mirabile, quod ‘in calculo nihil
involvant absurdi vel contradictorii, et tamen exhiberi non pessunt
in natura rerum seu in . cemcretis. Quomodo autem significent
quaestionem male esse constitutam, apparet in exemplis, ubi facta
debita mutatione in datis, evanescunt imaginariae. Nempe res
‘estendit, nos quaesiisse punctum in aliqua linea, quod tamen quae-
rendum erat extra ipsam, ‘vel linea aliter erat assumends. Res
exemplo patebit: Datus sit (fig. 20) cifculus ABC, quemn tangat recta
AE, ex cujus rectae puncto aliquo F educatur normaliter recta
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FG occurrens ecirculo in punctis H et L, patet in casu quo F im-
cidit in @, ita ut fiat AF vel Ap aequalis radio circuli, duo puncta
occursus H et L coincidere in unicum punctum 4, el ex sectione
fieri contactum. Sed si F adhuc wagis removeatur ab 4, ut si
ponatur in (F), tupc ductam (F)(G) nullo modo posse oecurrere
circulo. Unde ¢l est omnium FH maxima, et omniam FL mi-
nima. His positis, aliquis Analyticus curiosus merito quaerat, quid
factura sit natura rerum, ut calculantem eludat, qui sumens AF
radie majorem, nihilominus quaerat punclum occmrsus cum dato
circulo, qued punctum tamen est impossibile. Sane idem plane
instituitar calculus, sive AF sit major sive minor radip; imo cal-
culus fieri potest generalis; quomodo ergo discewus impossibilita-
tem? cum Runquam quicquam hic in calculo assumatur, ut adeo
prodire possit per se et sua natura.absurdum. Sciendum igitur,
.naturam uihil aliud habuisse, quod inquisitipni impossibili impone-
ret, quam imaginarias quantitales seu radices ex Begativis,

Res clarius patebit, si digressione non inutili ipsum calcylum
institnamus.  Centrum circuli sit K. Jam AF sit x, FH vel FL
sit y. Radius KA vel FM vel KA vel KH vel KL sit r, et HL
bisecetur io medio M, patet esse KM aeq. AF gen x et HM qua-
drat. — KA quadrat, — KM quadrat. seu HM qu. = rr—xx seu
HM = {rr—xx, et FL =FM (seu r) +LM seu HM. Ergo FL sen
y=r+Jrr-—xx, seu generaliter y=r:tJrr—xx, ut scilicet diversa
puncta H et L uno eodemque calculo ambiguo designentur, quan-
quam suffecerit scribere y=r+ yrr—xx, quoniam omnuis radix per
se ambigua est, de quo suo loco. Hinc si rr—xx sit = 0, fit
y=r et evanescit irrationalitas adeoque et ambiguilas; et patet in
casu cessantis ambiguitatis seu coincidentis miriusque puncti H et
L, ipsam AF seu x coincidere cum r (eo ipso dum rr—xx=0 seu
xx=rr) adeoque et y seu @A fieri aequalem ipsi radio r seu AK.
Sed si x vel AF ponatur mejor quam radius r vel Ak, tume¢ rr—xx
est quantitas negativa, quippe residuum pest detractionem majoris
xx a minore rr. Hic erga fuit modus, quo natura indicare potuit,
y in eo casu quo x est majus quam r, esse impossibile.

Unde discimus, quaestisnem non esse bene constitutam, st
vel debere ciroulum ABC sive radium ejus r assumi majorem, vel
eodem manente circulo, ipsam x vel AF assumendam minoretn, ut
quaesitum obtineri possit. Et pisi darentur tales quantitates ima-
ginariae in caloulo, impossibile foret institui oalcules generales,
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seu valores reperiri possibilibus et impossibilibus communes, qui .
sola’ différunt explicatione literarum. '

‘ Superest, @t nonnihil addem de quantitate inassignabili, sive
ea sit infinite parva, sive infinita, saltem ut aliqua de illis notitia
- habeatur; caétera enim suo loco explicabuntur. Recta TC (fig. 21)
curvam AC(C) secet in duobus punctis C et (C), ex quibus demit-
‘tantur ad axem AB perpendiculares CB et (C)(B). Jam ex C in
{B)(C) agatur ‘normalis CD, patet CB esse differentiam abscissa-
rum AB et A(B); similiterque’ D(C) esse differentiam ordinatarum
BC et (BXC). Et si recta TC axi AB occurrat in T, patet trian-
gula TBC et CD(C) esse similia. 8ed in casu contactus, cum recta
TC curvam AC(C) nun secat sed tangit, seu cum puncta C et (C)
coincidant vel quod eodem redit, infinite parvo (sive infinitesimo)
distant in}ervallo, patet triangalum €D(U) fieri inassignabile, con-
stans ex lateribus infinite parvis, et CD esse elementum abscissae
et D(C) esse elementum ordinatae, et C(C), quemadmodum et suo
l1oco patebit, esse elementum’ curvae; adeeque Triangulum hoc inas-
gignabile CD(C) simile esse Triangulo assignabili seu ordinario TBC,
imo ope hujus Trienguli inassignabilis seu interventu rationis intér
quantitates inassignabiles CD et D(C) (quam noster caleulus diffe-
‘rentialis exhibet’ per quantitates ordinarias sen assignabiles) inve-
niti rationem inter quantitates assigmabiles TB et BC, adéoque mo-
"dufh ‘ducendi tangentem TC. .

Caéterum non tantam quantitatis infinite parvae sen infinite-
sitae, sed etiam ‘quantitatis infinitae wsus est in ealculo. Ex. eausa
constal ex optitis, cum radii diversi veniunt ex eodem .puncto, id-
que punctum ponitur infinite vel inassignabiliter vel ut subinde lo-
qui soleo, incomparabiliter abesse, radios fieri parallelos.  Unde
radii ex sole venientes finguntur paralleli, et directiones gravium
elsi ad’idem terrae centruin' tendant, tamen ob magnam hujus cen-
tri distantiam, pro parallelis habentur, quasi sol aut centrum infi-
nite abessent. !

Sed quia mirabitur aliquis, quomodo in calculo assumtis me-
ris quantitatibus finitis, prodire tamen possit aliqua quantitas infi-
nila, sciendum est & seu 1:0 esse quantitatem infinitam, adeo-
que unitalem esse mediam proportionalem inter -nihilum vel quasi
et infinitum, adeoque si quantitas aliqua ordinaria dividatur per ni-
hilum, quotientem esse infinitum, Talis autem divisio in calculo
contingere potest, quod exemplo ostendam. Sit (fig. 22) angulus
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rectus KAH, cujus crura utcunque producta intelligantur et in uno
ejus’ latere sumatur recta AH. Descripta sit cyrva LC talis natu-
rac. ut quocungue ejus puncto sumto, ut (, atque inde ad rectam
AH demissa perpendiculari CB, fiat semper rectangulum ABC (sen
sub AB et BC) aequale eidem consltanti quadrato ab AH, quam
curvam ex Conicis constat esse llyperholam. Jam AH.vocetur a,
ot HB. vocetur x, fiet AB =a—x, et BC vocetur y, Ergo ex dicta
curvae proprictate, cum sit AB in.BC aequ. AH quadr. seu:;:xy=aa,
utique fiet y=aa:, a—x seu valor ipsius y sive BC oritur, si aa
dividatur per a—x. Sed quando B incidit in A, ita ut AB eva-
nescat seu fiat aequalis nihilo, fiet a==x, seu AH=HB, ergo a—x=0.
Ergo in eo casu fiet y=aa: 0 seu ?09
adeoque recta normalis ad ipsam AH educta ex A versus Hyper-
bolam est infinita, et licet continue ad eam accedat, nullum tamen
punctum assignari potest, quo ei occurrat, jdeoque solet dici
Asymplota, quae res multis incomprehensibilis yvisa est, integrisque
olim libris materiam dedit. Sed baec ideo taptum: paucis Jlibare
.placuil,. ut infinitae magnitudinis desagnauo per finitas, ususque hu-
jus designationis intélligeretur.

. Superesset transcendentium finitarum uberior exphcatlo, sed
hanc rem in locum convepientiorem rejicere maluimus, ut tandem
tractationi-de Notione simplici Analyseos Mathemalicae, variisque
generibus numerorum sive Quantitatum Matheseos universalis trac-
tationi subjectasum, variisque comnotationibus quantitates afficien-
tibus, tanquam jacto jam fundamento, finem impenamus.*)

, ergo y est quantitas infinita,

*) Am Schlusse des Concepts hat Leibniz hinzugefiigt : De
Enuptiationibus, Argumentati_onibus et Methodis postea dicemus.
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PRIMA CALCULI MAGNITUDINUM ELEMENTA DEMONSTRATA
IN ADDITIONE ET SUBTRACTIONE, USUQUE
PRO IPSIS SIGNORUM + ET —.

(1) Magnitudo est quod in re exprmiltur per numerum
partium determinatarum.

*Scholium. Ex. gr. orgyiae (quantum homo brachia exten-
deté potest) magnitudo censetur exprimi numero sex pedum, vel
(quia pes 12 pollicum est) per numerum 72 pollicum; Ulnae vel
cubiti magnitudo per numerum unius et dimidii pedis, vel per unum
pedem et sex pollices.

(2) a, b et similes notae significant numeros 'rerum expri-
mentes, qui scilicet ipsis debent assignari, posito allquam esse rem,
cui ‘unitas assignetur, quam Mensuram appellamus

Slchollum Sit pes p, pollex 7, orgyia a, cubitus ¢, p
erit 1277, a erit 6p vel' 727w, ¢ erit Ip+4p vel 3p vel Ip4 67
vel 18z, Hinc si p (pes) sit. mensura vel si ei assignetur unitas,
a erit 6, c erit §, 7w erit 4%; sin 7w (pollex) sit mensura vel uni-
tas, p erit 12, c erit 18, a erit 72. Si | sit latus quadratl, dia-
gonalis d erit ut V2, vel si 1sit 1, d erit V2.

Homogenea inter se sunt, quoram magnitudines eadem
mensura pro unitate sumta per numeros exprimi possunt.

. (3)‘Aequalia sunt quorum unum alteri substitui potest
sélva magmludme Et'ita designatur a=b, id est ipsi a ubique
substitui potest, b in magnitudinum calculo, ‘et talis enuntiatio dici-
tur aequatio, velut in numens §=§ in hnels pes = 12 polli-
ces vel p=127.

(4) Axioma, a=a,

(6) Theorema. Si a=b, sequitur esse b=a.

Nam quia a=b (ex hypothesi), ergo pro a (per 3) substitui
potest b. Sabstituatur ergo b loco priore ipsius a in aequatione
a=a (vera per axioma 3), fiet b=a. Quod erat demonst. .

(6) Theorema. Sia=b et b=c, erit a=c, vel ut vulgo
enuntiant: quae sunl aequalia uni tertio, aequalia sunt inter se.

Nam quia a=b (ex hypothiesi priore), poterit in ea substitit



(per 3) pro b ipsi aequale (ex hyp. posteriore) c, et ex a=b fiet

Q. E. D.

Additio. )

(7) Definitio. Si plunbus magmtudmlbus simpliciter po-
sitis, ut a, b, ex hoc ipso fiat nova ipsis hompgenea, ut m, ope-
ratio dicetur Additip, nova aequatio dicetur summa et reprae-
sentatio erit talis +a4b=+m. Et + vel plus erit signum ad-
ditionis, id est simplicis positionis. Idem est in pluribus, ut si
+a+b+c‘—m .

Scholium. Res scilicet redit ad s:mphcem add:tmnem nu-
merorum, per quos obh eandem rem pro unilate posilem magnitu-
dines exprimuntur, . '

(8) Theorema. +a+b=+b+a

Patet ex praecedenti, quia ibi nihil refert, guo ordine col-
locentur ; sufficit unum cum alio poni.

(9) Explicatio. Signum + omni notae magmtudlms sine
signo sumtae praefigi potest, aut praefixum intelligi. Sed initio
saepe omitli solet, itaque a=+a et a4b=+a+b. Hinc et
+ 4a=+4a, ut si ponatur f=+a, fiet a=-4-a=f (ex hypoth.)

- =+4f=4 +a. .
(10) Explicatio. +0+a=a, sen 0 est signum nihili,
~ quod nihil addit.
. (1) Theorema. Si aequalibus addas aequalia, fiunt ae-
qualia, seu si sit a=I et b=m, erit a+b=14m,
Nam a+b=a+b (per 3), itaque in 3ltero a+b pro a po-
nendo | (ex hyp. priore) et pro b ponendo m (ex hyp. posteriore)
quod licet (per 2), utique ex a+b=a+b fieta+b=l4+m. Q. E.D.

Subtractio.

(12) Ab a subtrahere b significat in magnitudine, in qua
ponitur a, sumere aequalem ipsi b, eamque tollere, idque indicatur
scribendo :a—b vel +a—b. Hinc si in magpitudine, in qua est
a, nihil aliud esse intelligatur quam b, restat nihil, sdeoque
+b—Db=0. Et — (signum denotans minys. vel subtragtjo~
nem) significat id quod positum fuit vel eiaequale, seu uno verbo
ejus quantitatem positam rursus tollendo-, perinde esse qupad ma-
gnitudinem sublalam ac si ponendo eam ¢t rursus follendo agtum
esset nihil. Si quid aliud adest, residuum appellatur.
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. (13) Theorema. §i ah agqualibus auferas aequalia, re-
sidua sunt aequalia, seu si sit a==] et b=m, erit a—b=Il--m,

Nam p—b==a—p (per 8), in posteriore pro a penatar | (ex
hyp. 1.). et pro b pnnaturm(ex hyp. 2.), ergo ex a—b=a—b fiet
a~~bx=l+m, Q. E, D

(14) Theorema. Si a qunnutatlbus duabus auferas aequa-
Ha, et residua sint aequalia, ipsae quantitales sunt aequales,
seu si sit a—b=tl-m, ‘et b=m, erit a=l

Nam si aequalibus a—b= (ex hyp. 1) l—m addas aequalia
(ex hyp. 8.) b et m, nempe prieri b, posteriori m, fient (per 11)
aequalia a—b+b=I—m4m, id est (per 12) a=l. Q. K. D.

(13) Theorema. Si ab aequalibus auferas duas quantita-
tes, et residua sint mequalia, erunt quantitates aequales, seu si sit
a=l et a—b=I—in, erit h=m.

Nam a—b==1—m (per hyp. 2.), ergo addendo utrobique ae-
qualia b+m et b+m, fient (per 11) aequalia a—b+b+m=]—m
+b+m, erge (per 12 junct. &) a+m=l4b, a quibus aequalibus
‘si aequatia & et I (per hyp. b.) auferantur, fient (per 13) residua
aequalia m=b. Q. B. D,

(16) Theorema. Si a=b<e, erit a—b=e.

Nam ab utroque aequalium auferendo b fient ‘ aequalia a—b
=b+e—b, id est (per 12) a—b=e. Q. E. D.

(17) Theorema. Si a=—b, erit b=—a,

Nam ‘quia a= —b (ex hyp.), ergo addendo aequalibus istis

~ aequalia b et b (per 3) fient (per 11) aequalia a+b=—b+b, ergo
(per 12) a+b=0 seu (per 16) b=U—a seu (per 10) b= —a,

Q. E. D, .

(18) Theorema. —a— —a=0.

. Nam — a designetur per f seu sit —a=f. Jam f— (=0
(per 3), ergo pro f ponendo aequale ipsi (ex hyp) —a, fiet
—a——a=V. Q. E D

. (19) Theorema. ——a= + a.

Nam —a——a =0 (per 1) et 0= —-a+a (per 12), ergo
(per. 6) —a—-—a=-—a+a, unde utrobique addendo a fient
(per 11) apgyalia +a -a——a=—a-+a+a, et proinde (per 12)
0- —a=0+a sen (per 10) ——a=+a. Q. E. D.

(20) Theorema. — fa=y-a aut 4—a= —a.

_ Patet ex 9.

4
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(21) Theorema. In omni - aequatione ‘licet -miembium ab-
jicere ab una parte et ¥igno coutrari¢ affectum pomere in: slters. -

Sit f4-a - b==h, dico fore f=h--a4¥b. Nam m -sequatione
(ex hyp. vera)-f+a - b=h addstur utrobique: ~a-b, - fiel inde
f+a—b—a+b=h—a+bh, id est (per 12) f=h—a4b. €. E.. D,

(22).Explicatio. Quod de formula sub vinculo com-
prehensa significatur, intelligemndum est .de singulis membris via-
culo inclusis, ut — (+a—b) vel - +a—b significat — (4a) —
(—b) seu (per 9) —a——b, id.est per 1Y) —a+b.

(23) Theorema. Addenda ascribuntur signis retentis, seu
f+(a—b) = (per 22) f+ a—b.. . v

Nam f+ (a—b) = f+a+—b == (per 20) H—a—b

(24) Theorema. Subtrahenda -ascribunpur sigpis mutalis,
+ in —, et — in +, seu f-- (a—b) = —a+Dh.

Nam f— (a—-b) = (per 21) f-—a—-—b :(per 19) f—a +b
Q. E. D
~ Aliter: Sit a—-b_e, ajo esse ——e==—-a+b seu f—e-—
f—a+b. Nam +e—e=-+ta—rb—a+b per 12), ergo ab aequali-
bus tollendo aequalia, illinc +e, hinc +a—b), restabunt (per 13)
aequalia —e et - a4+b. Q. E. D. .

Applicatio calculi ad res, ubi de toto, parte,
majore, m’inore, positivo et privativo.
) Explicatio. Si‘explicando iotas formulae ‘per res
ipsas, verbi gratia per lineas rectas sibi addendas vel subtrahen-
das, evanescat tandem subtractio’ vel signum " lla ut semper
destruendo id quod est signo — affectuin (verb. gr. —b). per ae-
qualis molis signo + affectum’ (nempe + b), tandem nihil aliud
remaneat in formula vel el aeqmva]ante s¢,' ex. gr. linea', quam
quod sit afféctum signo +! tuiic tota' formula dicitur designare
quantitatem - positivam; sin contrd postremo signum + evanes-
cat, remapente —, tunc formula denolat“qdantitatém privati-
vam seu nihilo minorem, hot est talem, ut-ad ipsam addenda sit
ipsius moles, quo fiat nikil. Exempli causa si esset’ formula
f4a—b, et esset f+a-=-e<b, et hae literae omnes forent Yuanti-
tates posilivae, quae explicatae per res, nullam fx wltima resolu-
tione deprehenderetur contineré signum —, patet f4-a—b signifi-
care +e. Nam in hac formula pro f+a ‘substituéndo e+b, fiet
e+b—Db, id est e. Contrarium esset, si in ultila resolutione nul-
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lom remenéret ‘sighum +, ut si esset formuty f4-a—d, ét- esset
d=f+a+g, tunc P+a—¢ significubit —g: -~ Nam' pro — &' in‘ fo¥-
mula f-}a—d substituendo valorem fiet f4 &-~f—a—g, id est -8
Hinc patet, quando duae quantitates signis coutrariis affectae’ cotix
junguntur; semper alterutrum sighorum penitus posse tolli per ex-
plicalionem amus quantitatis,’ quatemus continet' alteram quantita-
tem (vid. 12). Putet etiam, ul formula f+a —d (quae quantitateni
privativamy =—g significat) fiat nihil, addi debere ‘g (seu +'g, ejus-
dem. molis cum'— g, sed ‘affectum’ ' contrario signo) 'dea esse
f4u-u d4-g:20, quia M4 8 —d=—g;" jim—g+gml vel resolu-
tione resumta f4a—d="_4a— F—-—a g, ergo~l‘+a—d+g='f’+ a—~f
—a—g+g, id est 0.

iSoholium,’ lnsplclantur figurae duae, ubi in pru-re(ﬁg 23)
pregressus fit pet lineam rectam f et haic'in directum adjectsm
rectam -a, regressus’ hutem (per pumcta ‘designatus) abextremo'4d-
jectae a, in eidem recta’ totali foa fit per rectam b’ ita in recta
f4-a remanet ‘e, adeoque est f4a—b= te. n posteriore’(fig. 24)
progressusfit ut ante; sed régressus in eadem T+ a fif per 'ipsam
rectam d majorem quam f4a, et excedentem’ quantitate g.” Unde
talis progressus est falsus sive’ putatitius, el qui &ie' prigfedi se
putat, revera regrdssus est quantitate seu mole g, et est f4a—if
=g ltaque signum' + designa¥ pro'gressum, signum- - regres-
“sum, et quod in lineis, idem ‘in aliis augmentis et’ decrémentis in~ .
wlligi potest, 'vetul in' accefito ‘et expenso, - - - ' - Ol :

(26) ‘Defimitio. Si s a4b="{'el sint ipsorum a‘, b, f
quantitates positivae, dicetur f totum el a, b- dicentur par-
tes. ldenque est, §i sifit' plura, ut a +b4 et~ Requiritur
igitur, ut quanutales snbn addi adimive pdssim, sim\ilqw ut sint
positivae. 0 .

(27) Definitio. Mlnus est, qnud aequale est phm dfte-
rios nempe ‘majoris, verb: gr. sit' f=a+b el g=a, dicmur f ma-
jus, et'g minus, et:seribetur f Mget gt = - . o

Scholium. 'Caéterum cautio in definitione ‘totius et partis
expressa, adeoque eliam ad majus minusque pertinens, neimpe ut
a, b, f etc. sint hoc loco guantitates positivae, necessaria est, alio-
qui si fiat a4b=m, non sequitur m esse majus quam a vel b,
aut haec esse partes ipsius m, elsi sint membra forinulae aequa-
lis ipsi m; nam fieri potest, ut b (verbi gratia) sit revera quan-
titas negaliva aequalis ipsi —d, posito d esse positivam, et tunc a

vil. ' 6



qxistgnte pesitiva: pra .qkh=m feret axdwm. - Upde patet, a
fora majup quam m; fantum abept, ut pospil esse gjys pars. .
(28) Thegrqmg. " .Pm est minor tm, yel totym est ma-,
jnssuaparte T T ‘ ‘
- Sit,a4b=[, erit a mmus quam f. Nun a aequale est ipaa
a (pqr 3); jam quod asquale ipsi a est migus quam 3t b sea
quam f (per 27), ergo.a est minua quam f. . Q, K D. |

(29) l]efmlt.no Homogepea vel comparabilia sumq
quorum unius. quantitas ah ,aljerius -quantitate semel au} ssepips
subiraly pojesf,_ul subliagtum. relinquat uibii ayt aliguid se, mmup

(30) Theorema. . Duo homogenea tync umt uqnaha,
alterum altero nec minus sil nec majus.

Nam homogenea synt (ex hyp.), ergo (ppr 20) qmnmas
upius eorum ab alterius guantitate semel sublracta apt . relingyit
nihil, quo facto erunt aeqpalia (per 12), am relinquit gliquid (se,
rurgys minys vel majus), et tunc -parli ejus.’a qup subtractio.facts
est, aequale efit (vid. 12) adeoque dper 27) erit minus. Q.E, D.. .
. .@G1) Theorema, Majus mdwre gst majus mippre, seu si
al'betb[Tc erital"c

Nam quia a [" b (hyp. 1), erut (per 24) a=b+], et quia
thyp- 2) b7, erit Aper 27) b=c+m,, qui valor ipsius b pubsti-
luqlur (per_3) loco jpsius b in aequatione invegta am=b-+l, et fiet

inde a=c-hm 41, exga, (per 27) al'c. .Q. E. D, .o

. (32) Problema. .Jpvepire b .mediyp uuhmepgum
inter a et ¢,id est ila ug b taptp sit majore a minus quanto est
migore ¢ majus. ;
1. .., Copstruglig. Addantnr m uynum 3 et c, el. sqmmae dl-
minm erib b, quaesijium, . ., .., .

Nam quia (ex hyp. conslruclloms) b est dlm:dlum )psms
adrs prie. dypjum b aequale, dugbus, Jigidiis, ho¢ est; loli,a ¢,
808,26 prjt aequale duplo b, sive fiet a+g¢=b+b, ergowzl)
‘a—b=b—ec, id est erunl differenyiae exiremorum 3 medio h
aquep, give .excessus a super, b aequalyr excessui b super

QO Ec L s - N .



CONSPECTUS CALCULI'

(1) Namerisimplics 0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10

(2) Literae 6 ab cd e f g -h-k 1
‘Linese N NA NB NC ND NE NP NG NH NK NL:

- RO * A-AB ACAD FL EL DL CLBL AL'
PR B BC BD etc. g :
TR I . . ete.etc. CEGL - ©

v ey F ‘LKLQQC LIRS TR TR . ey ey

(3 Scdla ' N’_Tﬂ"""'r‘ ?;‘"‘—"g‘““[,

) "(;I) Toitit"e, 5, ‘NE. Partes: NB, HE; lb ¢y 2,3
"' (3) Totum' est aeqhale ommbus parubus d aequ b+c,
5 aequ 343; NE aequ. NB+BE. " R

(6) Majus una, d "¢, 5 majus quam 5 ' '

(7) Pars. minor toto, c 1 d, 3 minus quam 5. '

(8) Addluo slmplex si ad 2 addas 3, fiet 2+3 \IVP a,
b4-c sive e; 2a+3a aequ. 5a; NB+ BE aequ "NE: slve si ab N
progrediaris in'B 6t aB progrediaris IL E" progressus ‘eris 'ab N
in E, cadet autem punctum B inter 'N'et El ]

(9) Signum -l-, plus, initio omitti solet 243" aequ +2+3

(10) Subtractio snmplex si ab e subtrahas b, fit e——b
give ¢c; 5—2 sive 3; NE—EB aequ. NB; sive si ab N ‘progressus
sis in E et ab’'E regressus in B (et cadet B mterN et E), pro-
grehsus eris ab N in B,

v (ll) Si aequalibus g] 7 et c4d [3+4 addas’ (auferas) ae-
qualia’e | 5. et b4c | 2+3, fient aequalia. g +e aequ c+d+b+c
seu g+ e aequ, b+ 2¢4d. 7435 aequ. 2+2”d + 4 seu aeqq,
’ 2+6-|-4 gg—e aeqy; c+d—b—c aequ. £d—b 7—5 aequ +—2)

(12) Nihil, Q,, nec add&t nec. minuits AN:t_N aequ. AN;, 140
aequ. 1—0 aequ.,l; et contra, quad nec addit nec.minuit, est,ni-,
hil. Item.si a4n aequ. a—pn, tunc n erit 0. Item. 0.4 0 aegu. 0.
Et si n4n aequ. n, tunc n eyit 0,

(13) Si aequalium poum ab altero, suhtrahalm. resut nihil,.
et .contrg, ut a—a.aqqu. 0; .3—3 aequ. 0; NC—CN aequ. N;

. 6*
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sive si ab N progressus sis in C et a C regrestus in N, progres-
sus erit nullus; ¢ - a—b (aequ. c—c)aequ. 0. [EL contra, sic - a
—b aequ. 0, erit ¢ aequ. a+b.

(14) Si majus subtrabatur a minore. restat minus nihile,
ut 4b—c (aequ. :Fmbd:i)fa) aequ. 0—a vel aequ. —a, seu 2 —3
est —1. Si tibi debeantur 2, et tu vicissim debeas 3, compen-
satione facta debebis 1. Si in bonis habeas 200 et debeas 300,
tunc patrimonium (yum erit minus nibilo seu 0—100, et 100 ac-
quirere debebis, antequam liber fias nihilque purum habere inci-
pias. Si ab A duos facias passus antrarsum versus L seu sipro-
gressus sis AC, et a C tres facias passus retrorsum CN, progres-
sus tuus ab A versus L erit revera regressus ab A in N uno passu,
+AC—tN aequ. —AN, cadet autem punctum A inter C et N.

(15) Multiplicatio est additio aequalium, ut b+b4b est
3b. Numerus repetendus b est multiplicandus, numerus re-
pétitionﬁm 3 est multiplicans, productum 3b seu |8, vel
quia  est ¢, loco 3b scribitur cb | f vel 2°3 sive 2.3 | 6. Eodem
modo in tribus literis bc e | 2. 3. 5| fe[6. 530 "

f L
" (16) In additione et subtractione vel multiplicalione ordo ni-
bil facit, ut +b+a aequ. +-a+b, b—a aequ. a—b, bc aequ. ch,
23 idem quod 3°2, bis tria idem quod ter duo.

(17) Dimensionis in dimensionem ductus seu quantitatis, exem-
pli causa latitudinis AB (fig. 25) applicatio ad quamlibet partem
longitudinis BE, est realis exhibitio multiplicationis meuntalis, et
quidem si angulus ubique sit idem, tunc prodit reclangulum pla-
num' NBEP, vel compendio NBE (sive NB"BE) aut etiam NE. Cum-
que longitude BE sit 3 pedum linearium, el NE duorum, itaque si
ducas ter pedem linearem in bis pedem linearem, ter quidem du-
ces in bis fit 6, et pedem linearem ducendo in pedem linearem
fit pes superficialis, nempe .quadvatus NR. ftague rectangulum
NBE erit 8 pedum quadratorum. 3p in 2p dat 8pp, quodsi 3p
aequ. ¢ et 2p aequ.b, ‘tiet Gpp aequ. be. ltaque hoc feciangulum
dicitur esse daarum’ dimensionum, ex latitudine b in longitudinem
c. Si jam altitudo NQ (fig. 26), 4p vel d 'ducatur eodét “meodo
-in rectangulum NBEP seu 6pp vel be, fit :12ppp! vel) ' 12p3 “vef.
bed, id est rectangulumn solidum EPNQ sive BPQ-cobstans 12 pedi--
bus cubicisé cuilibet enim pedi quadrato NR insistit 'columna NRQ
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ex quatior pedibus cubicis. Itaque hoc rectangulum selidum bed
est trium dimensionum. Neque hoc tantum in lineis, sed et in aliis .
applicationibus rei unius in quamlibet partem alterius locum habet.
Ut si bonitas intrinseca seu pretiositas rei ducatur in quantitatem
mercium seir bowitalem extrinsecam inde fit rei valor 'seu pretium,
quod est duarum dimensionum,, ut in argento puro vel mixto ap-
parét, eadem enim bonitss intrinseca, sive idem mixturae vel alli-
gationis gradus spectatur in qualibet particula. Idem est in aliis
rebus dividuis in partes similes ejusdem pretiositatis' cum toto, ubi
diplo major quantitas est duplo pretiosior, unde ICti has res vo-
cant guantitates. Secus vero est in illis qmas ICti vocant .species,
qualis est equus, imo et adamans, qui physice quidem semilaris
est, at non civiliter, quoniam si rumpatur, partes omnes simul
tanti non sunt, quanti erat totum. Quod secus est in argento,
vino, frumentk acervo. Itaque in' his duplex ista aestimatio quanti-
tatis et pretiositatis conjungenda est, non per additieriem, sed per
multiplicationem. - Exémpli causa, si " auri -bonilas intrinseca seu
pretiositas sit duodecupla benitatis argenti, tunc librae auri pre-
tium duodecupluim erit pretii librae argenti, sed trium librarum
auri -pretiam erit -pretii librae argerm ter duodecuphm ducta: pre«-
uosnate in quantitatem.

" (17) Quando quantitates, quae in se mvxcem ducumur, sunt
aeqnales, oriuntur Potestates. :

a®  al (vel a) a? (vel aa) a® (vel a%a) a* as n‘
1 b 1 1 : 1 R | -1
be bt b b? - .b bs be

T 2 4 8 16 32 84
.IO . ll I] o l. : " ~ l5 T ]‘ .

1 107 - 100 - 1000 - 10000 . 160000 1060060 -
Unitas Radix ‘Quadratum Cubus Biquadratam Surde- Quadrati-
Latus =~ . " seu quadrati solidum cubus
Gradus ‘ o " quadratum "
Nullus, Primus; Secundus, Yertius, Quartus, Qnuintus;: Sextus- etc.
(18) e (zeu I® in I vel IP7I) aequ. lb+c aequ. 15, seu 1213
aequ. 1%, seu 160'in 1000 dat 160000, et 4 in 8 dat 32. ' Nu-
meri autem qui literae superscribuntor, sunt indices sem ex-
ponentes graduum. Uti vero 12+3 significat 1213 seu 15, ita 123
sea ‘1% significat 12 cubice seu ter in se multiplicatum seu- 12PI2,
vel I* quadratice: sive bis in: se multiplicatum M3  llague-additio
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:mxpombﬁnm _significat. -multiplicationem ' potestatum, multiplicatio
#Nponentis, per alium exponentem: significat. potestatem’. pajestatis.
Jta 1243 a4l quadratum. in- cubum. at )3 est- quadratmubus sen

oubi iquadratom, ;- | : AR
awd (18).Quadrat dupli latems non esl.duplumpnom. sedquqdruplup
oo e oteiphe o triphim . . mopcyplum,
EROE quadmpli 4 .-'quadruplnm . ..sodacupluml

ol o Apoeter s L w s o woee o o Ly el
.lm (6ig.1 27) quad{'atum supear Tecja. . AB est . gquadruplym quadl‘all
super, rectp NB. ' Quadratum ab AN .continet navies quadratum k]
tegtia ipsiws AN iparte AW.. Et |3 GH aequ..16 [ 3| G sew quadr.
B, 3equ.: 16 gnads; 9»3 Hyia ,HG aeqn. 4Gy,  Sit Gy .pes seu
Rauet GH. sit dp sive .d, @Z erit pp et HM erit dd aequ, 4p dp
seu. 1fpp. sive, 16, pedum  quadratorum; Hine si quis aream HM
starnere .veiit. lapidibus -quadraticis. longitudine AB, quos ponamus
esge bipedales, tantum .quarta parte’ lapidum indigebit- quos opus
shaberet,. si-yellet pedales longitudine AN. Unum enim quadratug
bippdale A4 taptum spatii- vecupat, guantum quatuor pedes. quar
drati. BN, Nily HM, MT.. Haque-.canalis, cujus ecapacitas' sixe. Jur
mep . vel seeho: per mediom; sit A, duplo crassior quami AG gua-
druplo plus aquae coatinebit.

(@M :Cubi dupli lateris; est. octu.phm, mpll .:7 pltlS. qqadruph
64P|“s etc. Inspiciatur (fig. 28) cubus ABCDEF el . (compendio-
sius) ACF, nempe super(laters AB, et it alius cybys. GHIKLM vel
GIM a latera GH dimidio ipsius AB'; patet cubum majorgm conti-
nerg octo cupos talest.'qualis est nginor, nempe cuilibey quatuor
quadratorum daseos A4 insistent duo, ipsi GD insistente GHIKLM
et QI2DYL;! super TH duo TGQLVF, SQXYEV, super, NH ~duo
NBQIQS et POCRQXQ, snper AG duo ANPQST et RPZXWS. [lta
eodem mado. #i uilipat: quadratillo quadrati Al impongs tres cur
bulos, habehis, 27 cubulps implentes cubum majorem ab AG.

(21) Dimensionym, natyra, hactenus non satis intellecty' .est,
npm. licet in gpatio: per ge considerato wop.denjanisi.trey dimen-
miques, in ‘corpare tawen, dantar ‘muito ‘plures, | Etsi gnim in solis

" figaris_supra:,selidpm ascendi non possit, non. tamen altiones, Po-
lgstalga sive, res quajuge ayt quinque. put pluriom . . dimensiogum
imaginarine suni; ut vuigo: putant, .qued, sic ostenda,. Gum daﬂlen,
.8jo pit..cealis, exhibiliq multIphcauomg (pex superipra), binc quaties
‘Rova quantitps accedit,..quag. cuilibet, pr.ior'ig parti inest vel, ‘appli-
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1catur, :novh ‘aopedil dimensio. . Sing~duo gubii ACK sunens,  cujus
tlatus sit:b | 2, enitque..ejis  males b sive B, ot GAM. .argeniens,
-cujus latis sit a | 1, eritgue. moles ejus ;seu contentwum a? | 4.
Sit jam auri gravilas specifica etiam ut b, argenti ut! a, .id estguia
b duplo. majus quam 3, seu.a est | st b est, 2, et aurum paulo
minus quam duplo gravis est argento.:paris; molis sey apalii; -ideo
ponamus -nunc quidem gravitatem speciieam auri esse duplam
specificae argenti, ergo ducendo B .in''b%;gravitatem specificarn auri
.in cubi aurei molem (cuilibet epim phrticnlse haec gravitas inest)
fiet b* seu. 1B pré: pandere. bubi sursh,: at 1a (gravi. specifica ar-
genti) in a® (cubi argentei molem) dabit;a% seu 1 pondus cubi hu-
-jup asgesti; habemus .ergo.duo quadkati-quadrata redlia,
-faeta ex quatuor dimensionibus: i longitudine, Jatitudine,
~altitedime, gravitateé specifica. . Etilisdqm posilis si.acce-
-dat quinta dimensio, rienipe impetus,:quesm labendo acquirerent,
-t i dwrets -labstur duplo.: tempore_ diutiks) ;argemteo, percussio
1(quae ésb quinipue’ 8imensionum) sb aureo ‘cubo -erit .b5, 33, ‘ab
argenteo a%, |, et habemus duo surdesslida realia!. Et quia
. ;potunn propovtiones pro arbitrie assumi ipusunl. mdnifestum est
-est sscendi: in -infidisum. . . . RO
' . (23) Uniths noa -muitiplicat. in numeris , ll sem I 1-e8b.il,
1472 seu-1.9 edt 3, 1b est b, « Muliplicat. tampn in zebus ipsis sau
1 attollit. dimensiofies, gquande per Unikatem intelligitur aliqua-Mes-
sura pro Unitate sssumta, .t pes;. nam ip im Ip datl Ippl seu. pp
.Aivg pedem | quagralulp 1t sl a s;f 1, , lupe, az erit I, sed si |
" fignificet unum pedem, tunc a er}t unus pes, Imeans a’ unus_ pes
quagratys, a' .unys pes cubup ltaque umlaq submlellecta supplel
_RUMpraR, qqmenslon\lm, ut Qn fig. 2) suyra) recwng NBE aequ.
,he aequ, 2.3 seu 6, mtelhﬂe 6 umllatum qqadralarum §eu 6al.
Jam 6 aequ. h, ergo bc aequ. b, submtelhge be aequ. ha seu
NB"BE | 2. 9 aequ. NS°ST | 671, lmea enim h sive NS reclangulo
'be 'Hequails essk non’ potest msn haé‘c’ finea NS. diicatur i umta—
‘tém ST, I od ey e
R v 1 )] ltaqié quando’ dalcull non de ﬂumerls abstraetis, sled :
"de ‘vebud" ipsis inteNigurilur » servandd ést’ lex homogeiid bruﬁn
qudm vobaHt, 10" dst''ea "quae" 'comipirantir 'ac sibl adduntut” Vel
* ailferunti, bebent ' habete ‘sundbin numeriim "diménsionuin,” ot b2
¥ ebilyoy iten:b3} b2e,; bed; negue enim lined'supepficiel supierficiesve
v.spatiortridimensb, Dpo.spatium; vacuuw ponderi cerpogie, e pagi-



“dus mortuum percossioni comparari petest. Et quando now' est
.idem dimensionum numerus, subintelligenda ‘est .unitas a, ut' si
comparentur b* et ‘c2d, hujus loco sumi potest acid. - Baepe ' la-
imven unitas dissimalatur, - - i : oL =

(24) Quantias ex -pluribus dnmmuomhlotformu a inu dici
solet forma. Sunt autem hae " -

e Grad: L a. .
e - +Grad. 1I. a% ab. -
o Grad. IH. a3, a2b, abe. C
- Grad. lV a¥, a%h, t’b’, atbe, abcd:
R eto; '

ita: bicke sive) 29339 significat 8.9.56 sen 360 Et utilissima. qui-
-dem.haee:est resolutio numerorum -derivativorum ‘in primi-
tivos seu egs,:qui in alios. (practer se ipsum-:atque, unitatem) hoc
.modo resolvi nom .possunt, ut' 1, 2, 3, b, 7, .11, 13, 19 _etc. Cae-
tert ex his fiunt, ut 4 est 22, el G:est 2.3, et B est 23, . et 9 st
32, est 10-et 2.5, et 12 est 22.3, et 14 est 27 et li est 3.0, el
36 ésl 24, oL 18 est 322,

~+126) Nihil in multiplicatiowe facit nihil, ssu..0 aequ. 02 aequ
0% aequ. 0.a aequ. Ob vel b0. Nam centies' mihil est nihily»et nul-
lies -centurh seu nungquam L0O est .eliawm -nibil. - Hind si scribatur
unath, oL sit n aequ. 0, erit na®b aequ. 0.- Item 0b: aequ.i.0c,: nec
-tathen ‘ideo b :aequ. e. Item quia:af—be apqu. 0 (4:6--2.3), . erit
ativm baf+—b% aequ. 0 (seu 2.1.6-+2%.3,.4d est 12— IR)

(36) Si ‘tamen O significet remi 'hon quidém nullam, ded’ in-
ﬁmte parvam, sive finitis nulle modo comparabllem ‘vaque’ ducatur
in’ rem infinitam, inde ' fieri potesl qu.mmas forditlaria seu * finita.
‘Infinituny ita' designd’ oo, eritqué' Voo abqu. I ‘Sed hoc m'lél“gen-
" dum ex exempha, uln conslderauo haec uuhssnma reperlel&r q(lae
suo low aﬂ'eremus oo '
L (27) ho nequ I Nam b"“bc (per IS) aequ h""',‘. id est
(per 12) aequ. he et hoc (per 22) aequ. 17be, Habemps ergo
1 bo7be ;ngp. 17°b¢, ergo (per 29) b aequ. ). Hinc cprollarium
b0 aequ. 1, ergg et c® aequ. |,.ergo b® aequ, c? nec tamen
ldeo b aequ. ¢, licet enim alioqui quae . aodem mqdo lraclata exhl-
ben!, aequalla, sint -aequalia,, tamen per, 0 [ractari est non lractarl

v (28). ko.aequ.-1%aequ: }' aequ. 1% -adqu. 1% dto. adeoque 1y
-aequ. |, etl, si a aequ.. |; ewil a¥ aequi -} aequ. a% et ‘oemtra'si av

N



sequ. 1, et y diversus ‘est ab unitate vel si a¥ dequ. a® et y Bc z
diversi sund inter ss, tunc erit a aequ. 1.
(29) Aeqnahum aequimultipla aequalia sunt, et e converso.
Sit f aequ, 6, dico ésse fd aequ. 6d. Nam f— 6 aequ. 0 (per 13),
ergo fd—6d aequ. 0 (per 25)," ergo fd aequ. 6d (per 13), quod
_ erat demonstrandnm Eodem modo demonstratur et conversa, sci-
licet quornm, aeqmmulllpla aequalia sunt, ea ipsamet aequalia sunt.
Idem ex axiomate illo generali patet, quod aequalia f et 6, eodem
modo tractala, nempe per d multiplicata, exhihent aequalia, nempe
fd et 6d. :
30 F + est + seu +l +1 aequ. +1, vel ponere ponens
.est ponere sive efficere, ut habeas quod alioqui habiturus non es-
ses. Ita qui parientem tibi’ donat, partum donat; qui tibi jus cen-
tum nummorum donat, qul ex_l_gL_Eossunt cum voles, is tibi cen-
tum nummos donal seq ++100 aequ. ++100 aequ. +100.
Hine +1"+b aequ. +b, nam +b aequ. +1°b (per 22), ergo
+174+b aequ. +1°41°b, at +1"+1 aequ. + 1 hic, ergo
+ 17+ 57D aequ. 417b; at +1"b sequ. +b (per 23); ergo 4 1~+b
aequ. *:b. Hinec:+b"4e¢ aequ. +be. Nam +b aequ. +41°b, et
40 aequ. 1+ 17c (per22), itaque +b"4c aequ. 4+ 1"b" 4176, et
(quia .per 18 i multiplicande'transponere. licet) aequ. 4-1~4 1"b"¢;
jdm b7c est ke (per 1d) ‘et : + 1741 est 41 hic; ergo fit
1 1rb e aequ.- + 17be, 1d- est (per ‘82) +bec. Haec conside-
‘ratio- signi cum adjuncta -unitaie, sumendo’ + quasi 4=l suo
tempove. usem habebit; proprie etism: non: potest - duci- in 4,
nen epim ‘est. quantitas, seg <+t in + 15
1o (38) 4 est-— sey + 17— aequ. —1, -séu ponere - tal-
Jens est tollere. sewiefficere, ut -nom habeas qued: alioqui habitu-
rus: esses, .ut s tibi donem animal prorsus nujlins pretii:ea condi-
‘tiong, ut réjineas pascagque; domim weum’ polius poena erit tanto
. majer- quamte ‘viracius erit animal. - It si in te trapsferam obli-
igationem qua téneor, seu ut' wuigo foguantur debitum passivum
-bemtum’ nummorum, ulique hoc ipso. centum nummi patrimonio
tao decedant.. Itaque: +1"—b gequ. ~b et +c¢™—b wequ. —cb,
ut-in' praseedenti, seu ademtio :duorum nummorum ter posita est
ademlio 'sex pummorum.: - L e PR
(32)y <+ estu— seu —1" 4 laequ. —1. Patet ex prae-
cedentiy lngm Lranspositia! licita per 16. Setidus est< tollere ponens
‘est tollepes ut si:jus centum’ nummordm secure exiggadérum- tibi
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adimam,‘ centum nummos sdemi seu - 1"+ 10Q ot — 100; itemn
—2°43 est —6, seu si 'tibi jus trivm - nummorum bis aduan
gex npummos ademi, - . .

. (83) — — est 4+, seu —I"~1 aequ. +l s tollere toi-
lens est ponere, ut si tibi adimam animal illud inutile et vorax,
quod sub conditione alendi recepisti, teque illo onere liberem, tan-
tum donasse videbor, quantum damni illud animal alioqui daturump
adhuc fuisset, Et, si obhgatlonem centum nummorum quos alteri
debes, tibi ademtam recipiam in ine, utiqué centum nummos tibi
dedv liaque -—I‘-—b est +b et per transpositionem —b"—1 est
+b et (per 20) —b :cLS aequ. %—317:" orgo —b"+c sequ. +bo,
ld est si duae res | b] tibi adimantur, quarum unaquaeque alio -
qui tres nummos | ¢| tibi ademtura fuisset, reapse sex nummos
ea ratione acqms:vnsu sive nunc hoc modo habes quos alioqui nop
‘esses habuurus

(34) Rivisio est subtractio aequlmm. Lt wmm in minlu-
plicatione,  date numena rerum repelendarwm el repetitiondm, quae-
rityr pumetus rerum in unitersum -aen factus, ilain divisione, dato
facto sive numero rerum- sen. dividendo,- quuerilur mumerus repeti-
liopum alterius rei seu. divisoris ; is numerus dicitur quotiens. Jta
in. multiplicatione: tres numwmi: (gui, ést numerus. multiplitandus seu
.repetendus) Ybis (qui eal multiplicater seu’ pummerus repetilionum)
sumii dant, 6' (nusmernm productum), in divisione. vero ipsius f:per
3, is qui antea erat productus, nnc ijerum est nesolvendus, id est
- quaeritur quoties ex Iribys .nummis repelitis facus sit; @t respon-
.detur.jesée his repelitos ac -preinde ires nummes ia. Bex numMmMIs
bis conlineri, adeoqus bis @ sex nummis subtrabi posse. ls ergo
(qumerys . repelitionum,; hae loco . bindrive, - qui -ia muliiplicatione: est
datus,, in divisione, egl gquaesitus ‘et ‘dicilut q.u oibieas, pumerns
verg repetite subitrabendus, boc loge tarnarius, dicitardivisor. Ideg
st g ‘binarius sit divigor, id.est subirabendus quoties fieri potest,
.et. reperielur ipsum ten subtrahi- posse. Hinc patdt eliam, divisionp
dividendym dividi. in .t aequalen partes, quol sunt in dinisqre ui-
tates, ut sex dividitur per 3 in tres partes..apquales; nempe:ttas
Dingriosy quenadmodum in.mulkiplicalione produclus-eex :componi-
tur-ex sequalibus, partibus, nsmpe tribusi binaiis vel dwobps- terr
Mariig,, ;Haqua. uti 273 vel.2.3. aequu Gy ita-6_2 vel § aequ. A, et

.
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6.3 vel § aequ. 2; in literis bc aequ, f, ergo ¥y dequn. c vel o
aequ, b. " ‘

(35) bc_c vel , item 2c vel b_c. aequ. b, id est si qua res

muluphcetur simul et dmdatur per tdem, muluphcauo el divisio se
muiuo’ tollent, manebit res prior. - Exempli gratia ‘tertia pars triph
est simplum. Itaque quivis multiplicatione productus, ut hce (sive
2°375) vel fe (sive 6°5) vel 1"c (10°3) vel | +e"h (sive 1572) eos-
dem hybet divisores quot factores, nempe pce, 30, “dividi potest
per 2 et 3 et 5; b et c et e jungendo 2 el 3 per Bvel [ vel be;
jungendo 2 et 5 per 10 vel.] vel be; jungendo 3 et § per 15 vel
14e vel ce. Patet eliam hinc, quotientein et divisorem recipro-
cari ‘seu ex quotiente fleri pusse divisorsm et tunc ex divisore fieri
quotientem; § aequ. 3 et § aequ. 2; item b divisorem, divisores
be esse divisorem, dividendi bce. Hinc et divisor quatientis est di-
visor dividendi, quia et quotiens est divisor, 36.3 aequ. 12; jam
12 dividi potest per 4, ergo et 36, quia 36 dividi polesl per 12,
et 12 per 4.

b b? b¢
(36) Hinc T 2edu b aequ 2 2edu: E-; btd ;. item b aedu b?
. l;l‘ ' b&- ’

aequ aequ b” et generallter b

p 2edu. b#-v (por amc 18 et

. '3
35)& »Exomph gnna 24 aequ 2% aequ.., 2’ sm~ aequ E-—'
t [

ch2 b3
o 0 1
demn modo b aequ. ¢ seu cb o+ aequ och sem cb!, at ‘B‘

aequ cb’ etc flaque quando divisor, ut b, in dlvndenﬂo, ut cb?,

contmetur. tunc destrunur, et invenitur quotiens ch snmplmor divi-
‘defido cb“.  Hink g- 2equ.. 3, quia -g— aequ; !:.;. aefju. b.

‘ "(8'.7) 3 aequ. 0. Ném -g— 5eq\i. (;)—b' (q}tia Ob. aetin. _o’per
"artic. "5) et Q-b aequ 0 ‘per amc %5 Hmc 0 dmd| potest per

2. item per 3 elc, nam Adimidjum l]lhll; est mhll,, .et tertia - parg
nihili est nihil. Itaque O est par, et est ternalis, et. quazemalls, et
qnmahs. et Maporre. ... . ., ... ..




(38) % aequ. 1, sive -:- aeqa. 1, seu omnis numeras per

se ipsum divisus quotientem exhibet unitatem. - Nam omnis nume-
rus non nisi semel a se ipso subtrahi potest. Idem calculo ita

constat. b aequ. 1"b (per 22), ergo % aequ. -IFI-) (per axioma
generale, quod aequalia eodem modo tractata exhibent aequalia);

jam l% aequ. 1 (quia in % per artic. 35 duo -:— se mutuo tol-

lunt), ergo % aequ. 1. Idem aliter: Quantitatum {— et 1 aequi-

multipla per b, nempe %‘h (id est b per 35) et'l"b (id est” b

per 22) aequalia sunt, ergo (per 29 conversam) ipsae quantitates
sunt aequales,

39 3 aequ.’b 'seu unitas dividendo non.mutat. Nam

-‘l aequ. — ] (per 22) et g‘l aequ. b (per 39).

(40) Articulus 38 et 39 ita conjungi possunt brevnterque
probari. b aequ. b1 (per 22), at omnis multiplicatione productus
ut b"1 habet (per 35) eosdem divisores, (uos faclores sen, gene-
* ratores -hoc loco b et 1. '

(41) Si numerus aliquis integer habeatur expressus per for-
mam unicam constantem ex meris primitivis, tunc ommes diviso-
res invenientur modo sequenti. Sit numerus 360 expressus per
formam unicam (pam si expressus sit per formulam compositam
ex pluribus terminis, res non procedit) b3c%e sive 2¥3%, ubi in-
gredientes b, ¢, e sive 2, 3, 5 sunt meri pmnllm nam 5 exempli
causa non dividi potest nisi per unitalém et se ipsum, ergo 360
- dividi potest ante omnia per 1, hinc primo perb (2) et ¢ (3) ot
e (3); secundo per formas secundi gradus in forma data con-
tentas: b? (4), ¢ (9), be (6), be (10), ce {15); tertio per for-
mas tertii gradus: b3 (8), b2c (12), b2e (20), be2 (I8), bee (30);
quarto per formas quarti gradus: b3c (24), b%?(36), b2ce (60),
be%e (90); quinto per formas quinti gradus: b¥? (72), bice (120),
b%c%e (180); sexto formd proposita dividitur per unam formam
sexti gradus, nempe per se ipsam b32e.’

(42) Hinc si modus exprimendi numerum datum per primi-
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tivos non: Mabeatur," potest numerus datus ad primitivos reduci
hoc ‘modo.- Ponamus ‘ignorari quod 360 sit bc®e vel 29325, hoc
ita inveniemus. Percurramus ofdine omnes primitivos, quoad opus
erit; ‘et 'quidem omnis ' numerus dividi poteést per 1. Post 1 se-
quitur 2; dividatur ergo 360 per 2, fit 180, nempe 360_2 aequ.
180 (seu b¥%_b aequ. b*®). Similiter 180_2 aequ. 90 (b2c2e b
aequ. beZe), 90 2 aequ. 43 (beze b aequ. c?e). At 45 si divida-
tar per ‘2, manet residuum, itaque hoc ad scopum nostrum non
procedit- (mec ¢2e_b procedit ad scopum nostrum). Ergo proceda-
tur a 2'ad proximum primitivum 3, et fiet 45_3 aequ. 15 (ce_c
aequ; ce), 15_3 aequ. 5 (ce_c aequ. e). Jam 5 non amplius sine
residuo dividi potest per 3, nam si 3 detrahas a 5, restat 2, a .
quo 3 amplius detrahi non potest. Ergo ulterior divisio per 3 non
procedit.’ Proximus primitivorum post 3 est 3." Hoc si dividatur
5,: quod paulo ante provenerat; flet 5.5 aequ. | (e_e aequ. 1),
unitas autem amplius dividi non potest. Habemis ergo, 360 dividi
posse per 2 quidem-ter seu per eubum ipsius 2 sive per 23, per
3 vero bis seu per quadratum ipsius' 3; ac denique per 5 semel,
unde it 360 aequ. 233351 seu bhice'. Si quis vero in tali inqui-
sitione occurreret primilivus inapplicabilis seu per "quem divisio
exacte fieri non possit, is transsilictur sumeturque sequems, Hac
methodo etiam apparebit, an numerus aliquis 8it lpsemet
omninb primitivus, id est per alium praeter unitatem et se
ipsum dividi hon possit. Nam tentetur, an dividi possit per om-
nes ordine primitivos, donec perveniatur ad primitivos, per quos
dividendo fiant quotientes (neglecto residuo) minores divisore, ut
19 dividatur per 2, prodit (neglecto residuo) 9, et 19_3 dat 6, et
19_5 dat 3, ergo ullra pergi opus non est, quia 3 quotiens minor
esl’ quam 5 primifivus divisor.” Ratio est, quia si per primitivum
altiorem, ut 7, procederet divisio, tunc 'quotiens cum minor sit
quam 7, deberél vel esse primitivus minor quam 7, vel certe si
noh est primitivus, debebit divisibilis esse per primitivum minorem
se ipso, adeoque minorem quam 7. Jam si quotiens est exacte
divisibilis 'per aliquem primitivam minorem ‘quam 7, eliam dividen-
dus' erit" divisibilis*'per divisorem minorem quam 7 (per artic. 35)
contra: hypothesin; tentavimus enim jam per omnes. Ergo per
primitivum altiorem, ut 7, non potest'dividi dividendus, adeoque
inutilis est tentatio ulterior. Dantur autem varia compendia pro
aguoscehdis' nutheris primitivis, sed ea non sunt hujus loci. L
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, - (43) Ex pluribus ejusdem numeri divisoribys seu fact@ribus
illi qui sunul eum faciuni, dicantur confactores, ut exempli
gratia 12 seu 14+b aequ. b%c aequ. dc sequ. bf. Sunt ergo .con-
factores primo modo b, b, c, secundo d, ¢ (vel b?, @), tergio bf
(seu b, bc). Possunt et dici condivisores.

. (49) Si pumerus divisibilis sit per primitivum sliquem, tumg
aliquis confactorum ejus per eundem primitivam  divisibilis erit,
ut si 2.6 seu 12 divisibilis est per 3, dico vel 2 vel 6 debere divi-
sﬂnlem esse per 3. Nam si resolvatur pumerus &6 secundum, arhq
42, ut habeatur modus exprimendi eum per primitivos  factores,
necesse est ut inter eos etiam compareat 3; resolvendo, aul¢ém hoc
modo debet vel 2 vel 6 resalvi vel ambo, itaque 3 debet latere vel
in uno_vel in utroque, parlim enim .in ung, partim in altero Jatere
non powst, quia ipsemet est primitivus sive resolvi in plures fac-
tores non potest. Et itaque cym 2 non sit divisibilis per-3, neque
adeo in 3 resolvn possit, nmecesse gst 6 in 3 resolvi posse; est
enim 6 aequ. 2.3, et fiet 12 aequ. 2.2.3 seu 223. . Si vero divi-
sor non sit pnmmvus, id necesse non est, ex. gr. 12 seu 2.6 di-
vidi potest per 4. et tamen neque 2 neque 6 per 4 dividi potest:

sed ipsum 4 resolvendo in -primitives, ﬁet 2.2, itaque 4, parim

continetut in 2, partim in 6 hoc modo — 2. , nam unutm 2 eomme

2.2 2
tur m uno confactore (2), allerum in altero confactore (6).

(45) 'Hmc si potentia sit divisibilis pey aliquem prumuvum,
latus erit divisibile per eundem, ex., gr. 63. sive 216 dividi potest
per' 3, ergo cum ejus confactores sint 6, 8, 6, ideo unus ex ipsis,
nempe (cum sint aequales assumti) ipsum latus 6 etiam dividi pote-
rit per 3.

(46) Numerus divisibilis ,per_plures pnmmvos dlvmhllls est‘
per factum ex omnibus, U si numerus 3Q divjsibilis sit per 2 ot
3, necessario d!VlSlbllls em per6 Necesse esy gt enim in resolu-
tione secundum modum arlic, 42 appareant pmbo, .ilague compare-
bit 2, 3, nempe 30 est 2.3.5.

(47) Si plura aeqmmult.npla additione ve} suhlracuone con-,
junguntur, compesilum cum ipsis aequxmnltlplum erit, ,vel quq,i
idem est si plures quantitates divisibiles, per eundem numerum,
conjungantur in eandem formulam, composita formula erit divisibi-
lis per eundem, ex, gr. si copjungpntur 6 et 9,, ambo dnvmblleq
per 3, compositum 15 erit eliam divisibile per 3. bc4cc (seu
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be +-ce
b+oc seu éc) atique dlvisibﬂe est per e, fiel enim -c— aequ

b+c aequ e Sumhler 15 9 (seu 6) dmdn poterit per 3, qnm
tam 5, ‘quanr 9 dividi potest per 8. [lta ec—c2 (seu Tw seu
] AP P P : . ‘

be) divid? 'p‘otést' per ¢, fiet enim % 8equ. e—c aequ. b, sive'

ec—ce
_e: erit mteger, et — esl integer, ergo -‘T est’ integer, quae

omnia pqtent ex ar,uc 33, nam c snpra et infra se mutuo tollumt,

(48) Hinc si tota formpl; divigibilis sit per aliquemy rume-:
rum el pars per eundem, reliqua pars etiam per eum dirisihilis
erit. lia sit 12 aequ. 1+b, is numerus 12 totus dividi petest per.
b sive per 2 (per lqpothesm) et pars ejus b djvidi etiam potest:
per b (per artic. 38), ajo alteram partem | eliam per b - dividi:
posse. Nam 12 divisib. per b [sive % est integer], item b divi-
sibilis’ per b'[seu —l-l- est integer, ergo IT?—%, erit '2; b etiam
integer] seu 13- h erit gxacte divisibilis per b, per.. artic. 47. Jam
12—b (12-2) gst aequ. },(10) (quia 12 aegu, 1+b, ergo subtra-.

hendo utrobrqne b fit 12—b aequ. l+h-6}—’ aequ 1). Ergo si l2—b

divisib. p” b,. etiam aequahs ei | per'b dms;hlhp Tt quod osten-.
denduni erat: @xmiﬁter’ sit-24 aequ 3!-—4 (% |0—6), - aequ 8

.

seu %-4 esl mteger, ergo et il— est integer, nempe 1, ergo et %

qs), mleger, sﬁu qpia | lola formuh 3l—f seu 24 dividi potest. per.
§,:et 3. etiam, seguitur; el f dividi posse per 3, Dam quia 24
aequ. 3l 1, e, 244  (vequ. 31—F+0) aequ. 31, ergp (24) + f
(- 24) aequ. 3i—24; jam 3| divisib. per 8, et 24 etiam, exgo
per artic. 47 _compesila_formula. 31—24 seu f divisib. per 3. 'Hae
Rropositippes sunt principium divisionym, guae in _Rumeris compo-.
sms per paries peraguntur. . |

Hing e converse, si_una pars ‘formulae per ahquam quapti-
tatem ve]l sumerum sit dmsgbahp, altera yero pars,.iptegrans (seu.
rqhqyum totam formulam absolvens) per eum, divisibilis non sit,
tync ipsa (orqmla per enm. divisibilis non erit. Ita 19 non petest,

i
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_ dividi per 3, ‘nam discerpi potest in. duas partes 18 et 1 (quia
1841 aequ. 19) quarum una 18 leIdl potest per 3 allera vero
1 minime. ' "

(49) Duo numeri integri per eundem dlmplhllea,dmunw ha-
bere communem Mensuram, id est communem divisorem, ut
be et cc sive 6 et 9 communem habent - divisorem c, Sive 3. Si
vero nullum habeant communem divisorem, dicuntur, esse pnml
inter se. Divisor aulem exactus merito dicitur mensura, ut 2
est mensura numeri 6, quia aliquoties (nempe ter) repefitus nu-
merus numerum 6 exacte melitur;, ‘nullumque’ residuum ‘rélinquit.
Ideo 6 et: 4 dicuntur habere communem mensuram 2.

(30) 8i numerus divisibilis sit per 'alium, aliquis confacto-
rum numeri dividendi habebit communem’ mensuram cum divisore.
Ita pamerus 60 dividi potest per 15, ergo aliquis ex duobms ejus
confactoribus - vel condivisoribus, nempe 2,30, communem habebit.
divisorem cum 15. Nam 2.30 resolvi poterit ad modum artic. 41
et 42 ut divisores omnes! ap‘paream, nempe inter caeteros etiam
35 ser 15, Jam 2 nec in 3 nec in 5 resolvi potest, ergo ne-
cesse est 30 ita resolvi posse; itaque 30 et 15 'habent communem
divisorem 3, imo et communem divisoreni 5, quin imo’ 30 et 15’
habebunt communem divisorem 15, nam' 30 per'15 dat 4, et 15
per 19 dat 1. Scilicet 60 est 2.30 vel 2.2,3.5 sive 22.3.9, . Simi-.
liter quia 60 dividi potest per 3 (fit enim 60_3 aequ. 20), ne-
cesse est unum saltem ex duobus confactoritus 2'et’ 30 habeére’
communem divisorem cum 3, et vero 2 non hahei, ideo, pecesse
est, ut 3 et 30 sint condivisibiles, quod et verum est, nain tam
3:qyam 30 dividi pogsunt per, eundem 3,  Ita quia 3720 aequ. §0
et 60 dividi potest per 30, patet ho¢ loco non alterutrum taitum,
sed utrumque tam 3 quam 20 ipsi 30 condivisibilem; nam'3 ‘et
30 dividi possunt per -3, et 20 et 30 dividi possunt per-19. ''Ei
generaliter ista patent ex habita forma quanumerus 60 per primi-
tivos exprimitur, ut 60 aequ.22.3.5 seu 2.2.3.5, quomodocunque’
eniin’ conjungantur isti factores simplicissimi 2.2.3#6 in confactures:
compositos, nempe in duos confactores 2 (id est2:2.3) et §, itemn’
20 (2.2.5) et 3, item 30(2.3.5) et 2, item 4 (2.2) et 13 (3.3),
item 6 (2.3) et 10(2.5), et in tres 4 (2.2) 3 et 5, ifem' 6 (2.3)
2 et 5, item' }0 (2.5) 2 et 3, item 15 (3.5) et ‘2 ét 2, et deni-
que in duatuor 2.3.4:5; patet qdemhbet factorem ve“esse priwiti=’
voram unum, vel'ex parte eorum inviceni ductor umi ' ; adeoque
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divisores ejus esse partem divisorum pumeri seu latere in confac-
toribus simul sumtis, et quidem vel totum in uno confactorum, vel
pro parte in uno, pro parte in altero,

(91) Hinc si potentia sit divisibilis per aliquem numerum,
necesse est latus et divisorem habere mensuram communem, ut sj
b%c2d?, nullus potest assumi divisor, qui non contineat aliquam
ex literis b vel ¢ vel d, itaque habebit literam cum latere hcd com-
munem. i

(52) Numerus divisibilis per plures primos ioter se, divisibi-
lis est per faclum ex omnibus, ut numerus divisibilis per 5 et 6
et 7, divisibilis est per 210 seu 5.6.7. Nam divisibilis est per 5
et per 6, sed quia 5 nihil continel commune cum 6, nihil con-
tribuit ad hoc, ut numerus sit divisibilis per 6; ideo alterum ab
altero separatum est, et si divisus sit per 5, adhuc dividi poterit
per 6; idemque est de 7. Itaque numerus divisibilis per 5 et 6 et
7 necessario erit 5.6.7. Sed secus est in pumero divisibili per 4
el 6, exempl. gr. 36; is enim .non est necessario divisibilis per

4
24, sed solum per ‘é“w seu per 12, quia 2 est communis men-
6
sura numerorum 4 et 6.

(93) Si a nymero aliquo diminuendo 21 subtrahatur numerus
ut 15, et residuum 6 habeat communem divisorem cum subtracto
13, tunc subtractus 15 habebit eundem communem divisorem cum
diminuendo 21. Nam in literis, sit 2l—ce aequ. cl, ergo2l
aequ. cb +ce, ergo 21 id est cb+ce habet divisorem ¢, eundem
quem habet ce.

(94) Si a numero aliquo dividendo 56 subtrahatur divisor
12, quoties fieri polest, et sit residuus 8, tunc 4 maxima com-
munis mensura divisoris 12 et residui 8 erit maxima communis
mensura divisoris 12 et dividendi 56. In literis, sit divisor x et
quotiens 4 (quoties scilicel x subtrabi potest a dividendo), residuus
b, dividendus 36, utique erit 56 aequ. 4x+h. Ponamus jam x et
h habere maximum communem divisorem d, et esse x aequ. cd,
et h aequ. bd, fiet 56 aequ. 4cd4bd. Jam duorum numerorum
4cd+bd et cd maximus communis divisor est d, quonmiam si ma-
jor aliquis sumatur divisor ipsius 4cd, pempe m, -is non erit di-
visor ipsius bd (alioqui 4cd et bd haberent communem divisorem
m majorem quam d contra hypothesin, posuimus enim d esse

viL. . 1
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maximum); at omnis divisor ipsius 4cd, qui non est divisor ip-
sius bd, non potest esse divisor ipsius 4cd4bd per artic. 45.
Ergo m non est divisor ipsius dcd+bd seu ipsius dividendi 56,
ergo non datur communis divisor dividendi 4cd+bd (seu 56) et
divisoris cd, ui sit major quam d.

(55) Hinc si dividendus dividatur per divisorem, et divisor
per residuum, et residuum primum seu divisor secundus per resi-
duum secundum seu divisorem lertium, et ita quousque libuerit,
tunc maxima mensura communis ultimi divisoris et ultimi residui
erit maxima mensura communis primi divisoris et primi dividendi.
Nam quia divisor et residuum divisionis praecedentis fiunt dividen-
dus et divisor sequentis, et per praecedentem communis mensura
divisoriz el residui est communis mensura dividendi et divisoris,
ergo ‘communis mensura divisoris et residui divisionis ultimae est
communis mensura dividendi et divisoris divisionis ultimae, erge
divisoris et residui divisionis penultimae, erge dividendi et diviso-
ris divisionis penultimae, ergo rursus divisoris et residui divisio-
nis antepenultimae, ergo dividendi et divisoris divisionis antepenul-
timae, et ita porro procedetur usque ad dividendum et divisorem
divisionis primae.

(56) Hinc habetur modus inveniendi duorum numerorum
inlegrorum maximam communem mensuram, si quam habent. Di-
vidatur dividendus per divisorem, divisor per residuum, idque
continuetur, donec nullum sit residuum, el ultimus divisor erit
maxima communis mensura quaesita. Ultimus enim divisor, cum
nullam residuum relinquat, erit divisor exactus, omnis autem
divisor exactus est maxima mensura communis sui
ipsius et dividendi (est enim divisor dividendi, et quilibet
numerus est maximus divisor sui ipsius seu quo non datur major
sui, ergo nec datur major communis). Ergo ultimus divisor est
maxima communis mensura ultimi divisoris et ultimi dividendi,
ergo el residui (qui est ultimus divisor) et divisoris divisionis pen-
ultimae (qui est ullimae dividendus), ergo per praecedentem om-
niam divisorum et residuorum, itemque omnium dividendorum et
divisorum divisionum praecedentium, adeoque et primae ; dividen-
dus autem et divisor divisionis primae sunt numeri dati, quorum
communis divisor quaeritur. Semper autem habetur denique ulti-
mus divisor exactus; quoniam residuus est semper integer sem-
perque decrescit, tandem vel invenitur divisor exactus, gqni est



maxima mensura communis quaesita, nec opus est nltra pergi, vel
devenitur ad unitatem, infra quam descendi non potest, nam nec
datur integer minor unitate, et unitas semper ist divisor exactus.
Quando autem pergendum est usque ad unitatem, tunc signum est,
duos numeros nullam habere communem mensuram nisi unitatem,
seu esse primos inter se. Ulrumque exemplis declarabo. Sint
duo numeri 56 et 12, quorum quaeritur mensura communis; 56
aequ. 4.124-8 (erit 56 dividendus, 12 divisor, 4 quotiens. 8 re-
siduus), 12 aequ. 1.8+44 (erit 12 dividendus, 8 divisor, 1 quoti-
ens, 4 residuus), 8 aequ. 2.4 (erit 8 dividendus, 4 divisor, 2 quo-
tiens, residuus 0). Ergo maxima communis mensura 56 et 12 est
4, seu 56_4 dat 14, et 12_4 dat 3. At 14 et 3 amplius diviso-
rem communem non habent. At 120 et 49 esse primos inter se
sic discemus: 120 aequ. 2.49+422, 49 aequ. 2.22+5, 22 aequ.
4542, 5 aequ. 2241, ergo ullimus residuus est 1, adeoque
nulla alia datur mensura communis.

Unusquisque numerus dividi potest per unitatem, secundus
quisque per 2, tertius quisque per 3, quartus quisque per 4, et
ita porro, incipiendo numerationem ab 0. Ita 0, 3, 6, 9 etc. sunt
divisibiles per 3.

Hinc sequitur, productum ex duobus numeris continuis, ut
0.1, vel 1.2, vel 2.3, vel 3.4 etc. esse numerum parem seu divi-
sibilem per 2; et productum ex trihus continuis esse numerum
divisibilem per 3, ut 4.5.6 sive 120, vel 5.6.7 sive 210, vel 6.7.8
sive 336; semper enim unus inter eos est ternalis seu divisibilis
per 3. Ita productus ex quinque continuis, ut 12.13.14.15.16,
semper est divisibilis per 5; nam unus quinalis semper inest, quia
. quintus quisque est unus ex quingue continuis, nunquam enim
intervallorum eorum inter duos quinales plures quam quatuor nu-
meri interpositi esse possunt.

Hinc sequitur, productum ex tribus continuis dividi posse per
6, ut 120_6 aequ. 20 et 210_6 aequ. 35, quia productum ex tri-
bus continuis est etiam productum ex ducbus continuis, ergo di-
vidi potest per 2, idemque quia est ex tribus, dividi potest per 3.
Similiter productum ex quatuor continuis dividi potest per 2.3.4
seu per 24, ita 879°10"11 seu 7920 dividi potest per 24. Et ita
porro. Unde sumto quocunque numero ut y, cujus continui
sunt y+1 et y4+2 et y43 etc. productus ex ommibus, nempe
YY+1y+2y+3 etc. dividi potest exacte per 1727374 etc. ltaque

RS |
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yy+1 . vy+b.y+2 . yy+l.y+2.y43 . )
2 item o3 item 1934 , el ita porro,
sunt numeri integri, modo y sit integer. Hinc innumerae conse-

quentiae elegantes duci possunt; exempli causa, quia ”;-;l vel

y!;—_-y esl integer, erit yy+y numerus par, a quo si auferatur 2y,

qui est etiam par, residuus yy—y erit par. Itaque si a numero
quadrato auferatur latus, residuus erit par, ut 9—3 est 6, idque
etiam ex eo patet, quod fit ex duobus sola unitate differentibus
seu continuis y—1 et y. Similiter y."y41."y+2 seu y*+3yy+2y
est ternalis seu divisibilis per 3, ergo auferendo ternalem 3yy—3y
restabit y3—y, qui etiam erit divisibilis per 3. Iraque cubus la-
tere minutus semper est ternalis sive exacte divisibilis per 3. modo
scilicet latus y sit numerus integer. Imo y3—y est senalis seu
divisibilis per 6, fit enim ex tribus continais seu sola unitate diffe-
rentibus y—1.y.y +1. Eodem modo y—2./y—1"y."y+ 1"y +2
seu y2—47y*— 1"y seu y*—3y3+d4y divisibilis per 1.2.3.4.5 seu
per 120 adeoque et per 30, a quo si auferatur 5y3—5y divisibilis
per 30 (nam y®—y per 6), restabit y>—y divisibilis per 30. Hine
sequitur, si y neque per 2 neque per 3 neque per 5 dividi possit,
tunc y*—1 etiam dividi posse per 30. Sunt enim numeri y5—y
duo confactores y et y*—1; jam si y dividi non potest per primi-
tivos 2 et 3 et d, necesse est per artic. 44 alterum confactorem
y*—1 dividi posse et per 2 et per 3 et per 5, qui cum sint pri-
mitivi, necesse est per 46. y*—1 dividi posse per 2.3.5 seu per 30.
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VIIL

DE PRIMITIVIS ET DIVISORIBUS EX TABULA COMBINATORIA.

y y.y—l y—y—1.y—2

Combinationum formulae: y°, <- —

y.y—l.y—2.y~3
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Itaque 3* significat tres esse
uniones ternarii, item 3** deno-
tat tres esse biniones ejusdem
ternarii, et 6* indicat sex esse
biniones quaternarii. Sint epim
res quatuor a, b, ¢, d, erunt ea-
rum biniones sex, nempe ab, ac,
ad, bc, bd, cd. 4* significat qua-
luor rerum esse quatuor uniones,
nempe a, b, ¢, d, et 4** gignifi-
cat quatuor esse lerniones qua-
tuor rerum, scilicet abe, abd, acd,
bed.

Numeri hujus Tabulae hanc ha-
bent proprietatem, ut duae com-
binationes alicujus numeri (ut

" binarii) sibi proximae (ut 2 et 1,

quarum illa est unio, haec binio
binarii) simul sumtae constituunt
(3**) combinationem Numeri
proxime majoris (ternarii) com-
binationum priorum (binionis et
unionis) majori (nempe’ binioni)
similem (sive erit 3** sive 241
binio ternarii, erit unio binarii
<+ binio binarii).

Habent etiam hanc proprieta-
tem Numeri hujus Tabulae, ut
combinatio quaelibet (ut binio

¥y l ) )mulnphcala per (y—-2)nu- -
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merum rerum (y) indice (2) minutum, et divisa per (3) indicem

(2) unitate auctum exhibeat (Hi—;fg—z) combinationem proxitne

majorem ejusdem numeri.

His proprietatibus demonstrandis nunc quidem supersedebi-
mus, sunl enim satis ab aliis demonstratae, sed ex illis ducemus
novas, circa Numerorum divisibilitates. Prima autem haec est:

Factus ex nummeris continuis (seu sola unitate diffe-
rentibus) quotcunque (ut yy l.y—2) dividi potest per
factum ex totidem continuis incipientibus ab Uni-

tate (4.2.3). Nam ry—! vel yy—ly—2 elc. est numerus com-

1.2 1.23
binationis Rerum; est ergo numerus integer. At si numerus ali-
. . I y.y—ly—2
quis integer exprimatur per modum fractionis, ut a3 >

necesse est ejus Numeratorem v.y—I.y—2 dividi posse per de-
nominatorem 1.2.3 seu 6.

Corollarium. Hinc quilibet Numerus factus ex conti-
nuis dividi potest per numerum quemvis, qui non est
major numero continuorum; itayy—ly—2y—3.y—4y— 5
dividi potest per 2, item per 3, item per 4, item per 3, ilem
per 6.

Ex his duci possent innumera theoremala circa potentiarum
vel aliarum formularum divisibilitates, verhi gratia: y.y—1 sive
yy—y bifidus seu divisibilis per 2. Ergo omnis Numerus quadra-
tus latere minutus est bifidus. Eiiam ommnis quadratus latere auc-
tus est bifidus. Et omnis quadrato-quadratus suo qua-
drato minutus est quadrifidus seu dividi potest per
quaternarium, imo per duodenarium. Sed haec Lunc per-
sequi non placet. Ne quis autem dubitet an regulae uniusmodi
sint universales seu verificeniur etiam cum lalus est unitas, scire
debet, Nullitatem sen Nihil esse numerum exacte divisibilem per
quemlibet numerum ; itaque etiam Unitatis quadrato-quadratus ip-
sius unitatis quadrato minutus , nempe |—1 sive 0, divisihilis erit
per 12, nam -122- est 03 sed de his alias.

Si Numerus rerum sit primitivas, combinatio
ejus quaelibet per ipsum dividi potest, demta prima
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et ultima. Sit combinatio v. g quaternio urll—’é—:%ﬁs
sit y Numerus rerum primitivus ex. g. 5, ajo eam dividi posse
per 3. Cum enim y sit primitivus, nullum habebit divisorem prae-
ter se ipsum, ideo nihil confert ad divisibilitatem, nisi in combina-
tione ultima, ubi ipse est inter divisores, sive si y—l.y—2.y—3
non sit divisibilis per 1.2.3.4, multiplicatus per y non fiet divisibi-
lis (quia primitivas numerum multiplicans non reddit eum ex non-
divisibili divisibilem nisi per se ipsaum), at multiplicatus per vy,
dans y.y—1.y—2.y—3, est divisibilis per 1.2.3.4 ex hypothesi, ergo

et

y—ly—2y—3 est divisibil.is per 1.2.3.4, sive %——%ﬂ
est integer. [Is autem prodit, si combinatio proposita ”——%Yz:g%’—_f

dividatur per suum numerum rerum y. Ergo ea divisione prodit
integer, et proinde combinatlio quaevis (excepla ultima) quae sic ex-
primitur, id est quaevis praeter y° seu nullionem sive primam, est
per suum numerum rerum exacte divisibilis, si numerus rerum sit
primitivus; ita 7.21.35.35 21.7 combinationes septenarii sunt divi-
sibiles per 7.

Generalius: Quaelibet combinetio, exceptis duabus
extremis, divisibilis est per aliquem divisorem sui
pumeri rerum, sive communem habet cum numero rerum
divisorem, el ideo nunquam (exceptis duabus pene extremis, quae
coincidunt cum ipso numero rerum) potest esse primitivus. Sit
combinatio y.y— 1.y —2.y—3.y—4_1.23.4.5, quae fit ex
y—1l.y—2.y—3 y—4_1.2.3.4 quae est combinatio proxime praece-

dens punieri proxime minoris quam vocabimus C ducta in -Y—; est

ergo combinatio proposita —By, (i existente integro. Quodsi jam
index 9 coincidit cum Cy seu cum combinatio est ultima, tunc non
potest dividi EY per y; sed et ratiocinatio non procedit cum com-

bimatio proposita est prima seu minima, nec datur C. In ceteris ca-

sibus debet vel C dividi per §, quo casu erit -g— integer, ac pro-

C{,y erit divisibilis per y, nam dabit ¢ integrum; vel C non

inde 5
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potest dividi per 5, tunc si 5 est primitivus, debet y dividi per 3,

et %— erit divisor aliquis ipsius y integer, per quem poterit dividi
N . C

%!, sin esset derivativus, ut %X, tunc combinatio proposita é—y po-

terit dividi per aliquem ipsius 6 divisorem. Nam C, quod non pot:

est dividi per 6, vel poterit dividi per aliquem ipsius 6 divisorem,

ut 2, tunc poterit neccssario y dividi per alium ipsius 6 condiviso-

rem, nempe 3, ut %' fiat integer, ergo restabit alius divisor ip-
sius y hac divisione per 6 non sublatus, per quem dividi poterit
combinatio %!; vel C non potest omuino dividi per ullum ipsius

6 divisorem, et tunc necesse est y vel cum 6 coincidere, quod fit
in casu ultimae combinationis jam excluso, vel y dividi posse per

8, restabitque divisor aliquis ipsius y per quem dividetar %’
Generaliter ergo omnis combinatio exceptis duabus extremis dividi

potest per aliquem divisorem ipsius y, si non per ipsummetl y.

Si combinatio proxime praecedens (C) numeri
proxime praecedenTis divisibilis est per indicem
combinationis datae (6), tunc combinatio proposita
Cy
3)
illa non est divisibilis per indicem, tunc haec est di-
visibilis per suum numerum rerum. Est ergo nota reci-
proca. Demonstratio patet ex praecedenti demonstratione, ubi eam

dividi non potest per numerum rerum (y), sin

. - . . C .
satis attigimus. Sed ut breviter tamen repetamus: Si 67est integer,

ulique g y dividi potest per y; sin % non est integer, nec %y

dividi potest per y. Est enim % quotiens divisionis per y factus.

Sicombinatio aliqua (C). per suum indicem (4)
unitate auctum (9) et ita primitivam dividi potest,
.tunc ejus numerus rerum (y—I) unitate auctus (nempe
y) per hune primitivum dividi non potest. Et, si ille
non potest, tunc hic potest, Est ergo reciproca. Hoc ita
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y—l.y—2.y—3.y—4

1.2.3.4
seu indicem 4 unitate auctum, et d est primitivus, necesse est ali-
quem ex ipsis facloribus Numeratoris, nempe vel y—1, vel y—2,
vel y—3, vel y—4, esse divisibilem per 5:; et contra. Ratio:
quia eum sil primitivus, non potest unus faclorum dividi per
unum divisorem ipsius 9, alius per alium, ut in se invicem ducti
faciant aliquod divisibile per ipsum 5. Jam si aliquis ex his mul-
tiplicatoribus est divisibilis per 5, necesse est numerum, qui minus
guam -indice unitate auclo seu quinario a quolibet eorum distat,
non esse divisibilem per 5. Aty distat a quolibet eorum minus
quam 9, nam a maxime remoto y—4 distat quaternario. Ergo
si aliquis ex his multiplicateribus divisibilis per 5, tunc y non est
divisibilis per 5. Contra si nullus ex his multiplicatoribus est
divisibilis per 5, tunc cum sint pauciores unitate quam 5, necesse
est proximum ipsis, nempe y, esse divisibilem per 8, quod autem
de multiplicatoribus omnibus, et de ipsa combinatione in casu
divisoris primitivi verum est. Habemus ergo ostensum, quod pro-
posueramus.

Cum numerus rerum (y) perindicem combinatio-
nis primitivam (5) dividi non potest, tunc solum et
y.y—Ly—2y—-3.y—4

1.2.3.4.5
numerum rerum dividi potest. Nam cum namerus rerum
y per indicem combinalionis primilivum 8 dividi non potest, tunc
solum et semper numerus rerum praecedens y—1 unitate auctus,
id est y, per indicem combinationis praecedentis 4, unitate auctum,
primitivam 5 dividi non potest. Cum numerus praecedens y—1
per combinationis suae indicem 4 unitate auctum 441 primili-
vum dividi non potest, tunc solum et semper combinatio illa
y—ly—2y-3.y—4

1.2.3.4
441 primitivum dividi potest, per propositionem praece-
dentem convertibilem. Est autem combinatio illa C proxime
praecedens numeri proxime praecedentis. Jam cum combinatio
proxime praecedens C numeri proxime praecedentis y—l1 per in-
dicem suum unitate auctum, seu per indicem combinationis propo-
sitae 9 dividi potest, tunc solum et semper ipsa combinatio propo-
sila per suum numerum rerum y dividi polest, per propositio-

demonstratur : Si sive C est divisibilis per 8

semper combinatio( ) per ipsum

sive. C per indicem suum unitate auctum
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nem ante praecedentem convertibilem. Ergo cum nu-
merus rerum etc. Q. E. D,

Ex hac propositione patet, solos Numeros Rerum pri-
mitivos habere hanc proprietatem, ut quaelibet eo-
rum combinatio per ipsos dividi possit, seu attributum
hoc supra de ipsis demonstratum esse convertibile. Nam inter in-
dices combinationum numeri rerum est quilibet numerus ipso mi-
nor, ut inter indices quinarii sunt quaternio, terpio, binio, unio
(nullionem autem primarii et ipsam ultimam, hoc loco quinionem,
in his propositionibus semper exclusimus). Ergo si Numerus re-
ram est derivalivus seu per aliquem primitivum divisibilis, dabitur
aliqua ejus combinatio, cujus index erit ille ipse primitivus, sed
illa combinatio non est per suum numerum divisibilis, per prop.
praecedentem. Ergo omnis Numerus derivativas habet combi-
nalionem, quam non dividit.

Antequam pergamus, propositiones ¢uaedam constiluendae
sunt de modo cognoscendi, quot in data serie continuorum conti-
neantur numeri divisibiles per datum.

Numeri continwni quotcunque incipientes cum
unitate, tot continent numeros divisibiles per datum,
quot in eorum maximi per datum divisi quotiente
sunt unitates, ut 1,2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12,13 continent,numeros
trifidos seu per ternarium divisibiles quatuor, quia 13 divisus per
3 dat neglecto residuo quotientem 4. Hoc ita demonstro: Si maxi-
mus 13 dividatur per ternarium sive per 3, prodit quotiens 4.
Ergo lernarius 4 vicibus sumtis seu quadritrilidus pon est major
quam 13; et continue minuendo quotiente, el ternarius 3 vicibus
seu tertrifidus et ternarius 2 vicibus seu bitrifidus, et ternarius 1
vice seu unitrifidus, multo minus sunt majores quam 13. Qui sunt
omnes trifidi possibiles non majores quam 13, tot scilicet quot in
quotiente 4 erant unitales. Hi autem omnes coutinentur in nu-
weris omnibus ab unitate usque ad 13 simul sumlis, quia numeri
continui incipientes ab unitate continent omnes pDumeros maximo
pon majores. Ergo tot continent tritidos, quot in maximi per 3
divisi quotiente sunt unitates, -

Numeri continui quotcunque, quorum minimus
esl proxime major numero divisibili per datum, tot
continent Numeros divisibiles per datum, quot toli-
dem numeri coutinui incipientes cum unilate; ita
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B 7.8.9.10.11.12.13 tot continent trifidos quot

A 128.4.5.6,7. Nam quilibet priorum seriei ex wajoribus
constantis vocelur B, quilibet respondens seriei minorum voce-
tur A, patet fore B aequa. A+6. Nempe 7 est 1 4+6 et 8 est
23+6, et generaliter B quilibet est A senariv numero scilicet
trifido auctus; ergo B non est trifidus, nisi et A sit trifidus, et
contra,

Numeri continui quotcunque, quoruin minimus
est proxime major numero divisibili per datum, tot
continent numeros divisibiles per datum, quot in
quotiente numeri ipsorum per datum divisi unitates.
Patet ex duabus propositionibus praecedentibus. Nam numeri con-
tinui 7.8.9.10.11.12.13, quorum minimus est proxime major trifido,
continent tot (rifidos, quot totidem continui incipientes ab unitate
1.2.3.4.5.6.7 per praecedentem, hi vero tot quot eorum maximi 7°
per 3 divisi quotiens 2 continel unitates. Maximus autem 7 estnu-
merus omnium 1.2.3.4.5.6 7, ac proinde et omnium 7.8.9.10.11.12,13.
" Ergo pumeri continui 7.8.9.10.11.12.13 tot continent trifidos, quot

sunt unitates in quotiente 2 numeri mullitudinis eorum 7 divisi
per 3. .

Numeri continui, quorum minimus est divisi-
bilis per datum, ‘tot continent numeros divisibiles
per datum, quot in numeri eorum unitate minuli et
deinde per datum divisi quotiente unitate aucto sunt
unitates.

Sint numeri conlinui octo quorum minimus 6 est (rifidus,
6.7.8.9.10.11.12.13 ; omittatur minimus, supererunt septem 7.8.9.10.
11.12.13, in quibus numerus trifilorum est quotiens numeri 7
divisi per 3, al numeri initio posili oclo unum praeterea trifidum
habent, nempe minimum 6. Ergo si sint continui trifidi quotcun-
que ut 6.7 etc. 13, nempe octo, numerus eorum unitate minua-
tar, fiet 7; is dividatur per 3, quotiens erit 2. Huic adjectus 1,
dabit 3 numerum trifidorum quaesitum.

Regula generalis investigandi Numerum Numerorum per datum
divisibilium, qui in serie data Numerornm continuorum comprehendun-
tur: Numerus maximus dividatur perdatum, gquotiens
residuo neglecto servetur, et numerus minimus pro-

‘xime inferior etiam dividatur per datum ac quotiens
residuo neglecto iterum annotetur; subtrahatur quo-



tiens minor a majori, residuum erit numerus divisi-
bilium quaesitus.

Sit series continuorum data A 8.9.10.1).12.13;
compleatur retrorsum
usque ad unitatem, fiet series completaB 1.2.3.4.5.6.7.2.9.10,11.12.13;
adjecta erit series continuorum ab
unitate seu series complens €1.2.3.4.5.6.7; quaeruntur om-
ues trifidi seriei A. Hi erunt ommes trifidi seriei B (tot quot sunt
unitates in quotiente numeri maximi 13 per 3 divisi) demtis om-
nibus trifidis seriei C, qui sunt tot quot unitates in numero ma-
ximo seriei C, nempe 7, per 3 diviso, qui numerus 7 minimo
seriei A, nempe 8, proxime inferior est. Ergo omnes trifidi seriei
A erunt 43 | 4 seu 4 demto } seu 2, seu 4—2 id est 2.

Si Numerus maximus seriei continuorum est di-
visibilis per datum, et numerus minimo proxime in-
ferior est etiam divisibilis per datum, tunc numerus
divisibilium per datum in serie data aequivalet nu-
mero terminorum diviso per datum, eritque illa di-
visio exacta.

Sit series dala A o 7.8.9.10.11.12.13.14.15

et series completa B 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12,13.14.15

et series complens C 1.2.3.4.5.6,

numerus maximus seriei datae 15 est trifidus, ejus minimo 7 pro-
" xime inferior 6 est etiam trifidus. Dico pumerum trifidorum seriei
A aequivalere numero terminorum seriei A, nempe 9, diviso per3
eamque divisionem esse exactam. Nam numerus trifidorum seriei
A aequivalet numero trifidorum seriei B, demto numero trifilorum
seriei C. Trifidorum autem seriei B numerus est 1 exactus, et
trifidorum seriei C est § exactus; ergo numerus trifidorum seriei

A erit

exactus; at 15—6 est numerus terminorum seriei A,

ergo numerus terminorum seriei A divisus per 3 dat exacte quae-
situm.

Sinumerus maximus seriei continuorum estdivi-
sibilisper datum, et numerus minimo proxime infe-"
rior non gst divisibilis per datum, tuncnumerus di-
visibilium perdatumin seriedata, quotientem numeri
terminorum per datum divisj excedit unitate.
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Sit series data A 8.9.10.11.12.13.14.15

et series completa B;1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15

et series cemplens C 1.2.3.4.5.6.7,

dico numerum trifidorum seriei A esse § (neglecto residuo) + 1
id est 3. Nam trifidi seriei A sunt 4 id est 5, demto § neglecto
quotiente seu 2. 15 sit exacte divisibiis per 3, non vero 7.
Hine fit, ut detrahendum sit unilate minus, quam fuisset si succes-
sisset divisio, itagque non tantum est § neglecto residuo, seu
4$—1 neglecto residuo, sed praeterea ), quia in % ob exactam
divisionem nil negligitur, sed negligitur tantum in detrahendo. Cla-
rius: trifidi seriei A sunt %> —[§—4) seu demlis § neglecto resi-
duo § seu Y—J4+4 Jam P—FJ+fest § §+1, el §-3+1
est § neglecto residuo + 1. Ergo trifidi seriei A sunt § neglecto
residuo -} |, seu numerus terminorum seriei A, qui est &, divi-
sus per 3, negleclo residuo, et addito 1.

Si numerus maximus seriei conlinuorum non
est divisibilis per datum, et numerus minimo pro-
xime inferior est divisibilis per datum, tunc nume-
rus divisibilium per datum in serie data quotientem
numeriterminorum per datum divisum aequat.

Sit series data 'A 7.8.9.10.11.12.13.14.15.16
’ completa B 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12,13.14.15.16
complens 0 1.2.3.4.5.6,

dico numerum trifidorum seriei A esse '¥. Est enim % mneglecto
residuo, demto § exacto.

Si numerus maximus seriei continuorum non
est divisibilis per datum el numerus minimo proxime
inferior itidem non est divisibilis per datum, nume-
rus tamen seriei est divisibilis per datum, tunc nu-
merus divisipilium per datum in serie data quotien-
tem numeri terminorum per datum divisum aequat.
Sit series data A 5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16
series completa B 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 11.12,13.14.15.16

complens € 1.2.3.4
16—4 est numerus terminorum seriei A, et ¥ neglecto residuo,

dem:o § neglecto residuo, est aequ. 16 neglecto residuo, nam

3
® neglecio residuo est ¥ —4 et § neglecto residuo est §—4, et
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'$ negl. resid. — § negl. resid. est ¥ —§ + § —§ seu 1-6—;-——4.
Quod semper ila contingere ostendam: Sit y—x aequ, bl, sitque y
aequ. al+m et x aequ. ¢cl4n, erit y—x aequ. al—cl4-m—n
aequ. bl. Est autem m | |, ergo m—n non est divisibilis per |,
ergo +m—n est 0, sen m aequ. n. Semper ergo duo residua se
destruent, seu si duorum numerorum differentia est per datum
divisibilis, et neuter numerorum est per datum divisibilis, residua
sunt aequalia.

Si nec numerus maximus seriei continuorum, nec numerus
minimo proxime inferior, nec numerus terminorum seriei per da-
tum exacte dividi possint, recurrendum est ad regulam generalem,
quam esse deprehendi hanc: Si serie continuorum dats,
maximus el minimo proxime inferior (x) per datum (I)
dividantur, sitque residuus posterior (n) major (non
major) priore (m), numerus divisibilinm per datum
in serie comprehensorum erit unitate superior (ae-
qualis) quotienti numeri terminorum (y—x) divisi per
datum (!). » -

Sit y numerus termigorum seriei completae seu maximus se-
riei datae, et x numerus terminorum seriei complentis seu minimo
seriei datae proxime inferior, et y—x numerus terminorum seriei
datae, et sit y aequ. al4+m, x aequ. bl4n, positis a, b quotienti-
bus, m, n residuis. Numerus orthotomorum (ex. gr. trifidorum)

- . . m
seriei completae L neglecto residuo sit a, seu . Numerus

1 1 1

- .
orthotomorum seriei complentis

) neglecto residuo sit b seu

}l— —-rl—l-. Quorum differentia erit —ly——xT + -;l— —i.l-l seu yT‘-Ei—

n—m y—x

— qui esl numerus orthotomorum seriei datae.  Ergo T

aequ, a—b+l$l, et quoniam m "1, ergo si y—x dividatur per

l, erit a—b quotiens et m—n residuus, posito m esse majorem
y—x
1
Numerus Terminorum seriei datae y—x per | datum divisus npe-
glecto residuo, erit a—b seu erit numerus orthotomorum, idew

quam n. Ergo neglecto residuo erit aequ. a —b, ac proinde



est, si sit m—n aequ. 0, quia tunc nullum est residuum, Sin

. . . y—X , n—m
contra sit n major quam m, tunc erit T +—l——- aequ. a—b,

eritque a—b major quam !T—x ergo et major quam

y—x
I

ne-

. . . —x
glecto residuo, qui tamen excessus ipsius a—b super Y 7 st

minor unitate, quia n 11, ergo et n—m 1, ergo n’TE "1 1.Er-

. —X . .
g0 el excessus ejus super yl_ neglecto residuo, est minor duabug

unitatibus; componitur enim ex I minore quam 1 et ipso re-

. _—_ —X . . . .
siduo ipsius Y—l— etiam minore quam 1. Excessus autem integri

. .y —x .

a—h super integrum comprehensum in y—l— seu quotientem nu-
meri terminoram per datum divisi, cum sit aliquis et tamen mi-
nor binario, erit |. Ergo conclusum habemus: Si n residuus nu-
meri x minimo datae seriei continuorum, proxime minoris, divisi
per dalum 1 est major quam m, residuus numeri y maximi seriei

continuorum datae, tunc a—b numerus divisibilium per datum |

comprehensorum in seriei data est unitate major quam T inte-

ger (neglecto residuo) quotiens numeri terminorum seriei per da-
tum | divisi; sin vero residuus ille n hoc m non major, sed vel
minor vel aequalis, tunc a—m numerus divisibilium per datum in
serie data comprehensorum est quotienti numeri terminorum se-
riei per datum diviso, neglecto residuo, aequalis.

Ex praecedenti propositione apparet etiam, si residuus
minimo inferioris in serie data continuorum per da-
tum divisi est major quam residuus maximi divisi per
eundem, fore numerum per datum divisibilium in
serie data continuorum comprehensorum majorem nu-
mero per datum eundem divisibilium comprehensorum
in serie totidem continuorum incipientium cum uni-
tate; alioqui vero fore semper aequalem, nunquam
vero minorem. Patel, inquam, ex praecedenti, quia is numerus
divisibilium comprehensorum in serie totidem incipientium ab uni-



tate, idem est cum quotiente ipsius numeri terminorum per da-
tum diviso.

Si series continuorum incipiat.a numero divisi-
bili per datum, ¢t numerus continuorum non sit divi-
sibilis per datum, erit numerus divisibilium per datum
in serie comprehensorum unitate major quotiente nu-
meri terminorum per datum divisi, seu numero divisi-
bilium per datum, qui in serie totidem continuerum
cum unitate incipientium comprehenduntur.

Sit series 6.7.8.9.10.11.12.13 , cujus minimus est trifi-
dus, utique proxime minor 5, divisus per ternarium, relinguet
maximum residuum possibilem, nempe 3 — 1. Ergo numerus
maximus seriei 13 divisus per 3 relinquet residuum, qui non
potest esse major quam prior, erit ergo vel minor vel aequalis.
Si aequalis, tunc duobus residuis m et n se destruentibus
erit 'Y—Tx aequ. a—b integro, sen numerus terminorum y—x erit
exacte divisibilis per I; et contra, si sit exacte divisibilis per |,
m—n

1
vero numerus terminorum non .est exacte divisibilis per n, ut hoc
loco, tunc residui m et n non sunt aequales; eslL aulem n seu
3—1 maximus, qui esse potest, ergo m est minor. Hoc autem
posito utique numerus divisibilium per datum 1 comprehensorum
in serie data, erit unitate major quotiente numeri terminorum di-
visi per 1, seu numero comprehensibilium in totidem continuis in-
cipientibus ab unitate.

Factus ex numeris conlinuis quotcunque dividi
potest per factum ex totidem continuis incipientibus
5.6.7.8.9.10.11.12
123.45.6.7.8
continel tolidem ad minimum bifidos, tolidem trifidos, totidem
quadrifidos etc., quot nominalor, per propositionem aunle-
praecedentem. Ergo numerator fit ad minimum ex 2 tolies in
se duclo, 3 toties in se ducto, 4 toties in se ducto, quoties no-
minator ex illis fit, seu omnes potentiae binarii, ternarii etc. vel
alterius primitivi, quae in se invicem ductae constituunt nominato-
rem, eae in se invicem ductae cum aliis tamen praeterea in ipsos
ductis conslituunt el numeratorem. '

tunc utique destrui debet, ergo m et n aequales. Quando

ab unitate seu est integer. Nam numerator
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Si factus ex continuis quotcunque divisus per totidem conti-
nuos incipientes cum unitate, adhuc dividi potest per proxime ma-
jorem divisoribus derivativum, necesse est ut dividi possit praeter
priores per quemlibet novi divisoris divisorem. Ut si ————i’g;i:
.dividi potest per 6, debet dividi posse et per 2 et per 3. Ergo
vel habebit numerator plures bifidos quam nominator, si nempe
"5—1 divis, per 2 reliquisset majus residuum, quam 9 divis. per 8,
quod non est;. vel habebit numerator magis bifidos, nempe 8, cu-
bum in numeratore loco quadrati 4 in nominatore. Quoniam au-
tem methodum habemus sciendi, an plures bifidi vel trifidi vel alii
quicunque insint numeratori, quam nominatori, superest ut investi- -
gemus etiam an pluries. Ubi considerandum, divisibilium per
dignitates numeri seriem seu ordinem investigari utile futurum esse.
.Binarii dignitatum hic est ordo:

2.4.6.8.10,12.14.16.18.20. 22.24.26.28.80.32,84.86.88.40.48.&44648
divisib. per .
24.28. 2. 4. 2.16. 2. 4, 2. 8. 2. 4. 2.82. 2.4.2.8.2.4.2[6
- 8.08.12.156.18.21.24, 27.80.88.86.89.42.45.48.51.54.57.60.63.66.69.72.75.78.81

dmsnb per
8.89. 8, 8. 9. 8.:3.27. 8. 8.9,8.8.9.8. 827.3.8.9.8.8,0. 8 3.81
. iderand 5.6.7.8.9
Sed haec ahag prosequemur. Nunc considerandum, si 12345
dividi potest per 6, adeeque per 2, necessario alliorem potentiam
ipsius 2 conflei ex bifidis numeratoris, quam nominatoris. Et quia
mon sunt plures hifidi in numeratore, quam nominatore, viden-
dum, an non sint plures quadrifidi in numeratore quam in nomi-
natere, quod sciri eadem methodo potest, qua id in bifidis sci-
vimus.

viI.
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IX.
EXERCITIUM AD PROMOVENDAM SCIENTIAM NUMERORUM.

1) Proponitur problema in rationalibus Numeris: dato
numero a, exhibere numerum x, qui faciat, ut x + —:— sit quadra-

tus, aut ostendere impossibilitatem. Is quadratus sit yy, et fiet
XX+ a=Xxyy. C

(2) Si'x et ysint integri, etiam a est integer, nam ex
aequatione praecedenti est a=xyy—xx. Itaque cum a adquetur im-
tegro, erit imteger. ’ :

(3) Si a et y sint integri, etiam x est integer.. Esto enim
x fractus z : w cujus numerator sit z ‘¢t demominator w, fractione
ad minimos terminos reducta, seu ita ut z et w sint primi inter
se. Ita ex aequatione articuli 1 fiet 2z+aww= zwyy, .seu.s2:wa=
zyy - aw. Ergo zz:w est integer, qued est impossibile, cum z et
w sint primi inter se, nisi w sit 1 seu nisi x sit integer. Hic ex
supposito fracto concluditur non fractus.

(4) Sed licet a et x sint integri, nikil prohibet saepe y -esse
fractum, ut mox patebit.

- - () Si numeri omnes requirantur integri, necesse est, ad hoc
ut problema succedat, a esse be, confactoribus b el ¢ extstentihus
integris, talibus ut b+e¢ sit quadratus, ipse scilicet'yy, altér antem
horum confactorum velut b erit x. Quia enim a==xyy-—xx per
artic, 1, ideo positis a et y adeoque (per artic. 8) ®t x. integris,
erit a divisibilis per x. Posilo ergo aw=bc et b=x, fiet be==byy
—bb seu b+ c=yy, ut asserebatur. Exempli causa si a sit :14,
ubi b=2 et ¢=7 et 24+7=9, potest esse x=3, nam 2+ S ==9.
Potest etiam esse x=7, nam 74 % =9. Nec refert utrumalteru-
ter horum b et ¢ aequetur unitati, alter vero ipsi a. Verb. gratia
a sit 18, quia erge 15+ I=quadrato 16, ideo potestxesse |; nam
14 4#=16; potest etiam x esse 15, nam 15+ {§=186.

(6) Si numeri omnes requirantur integri, habe-
tur solutio, id est, quaesitum quodvis possibile vel impossibili-
tas. Cum epim dato numero a integro bini haberi possint ejus
confactores quoties dari possunt, patet an et quinam confactores
possint _componere quadratum. Horum jam quilibet potest esse x



quaesitus , summa autem confactorum efit quadratus ipse yy.
Quodsi tales confactores non dentur, problema erit impossibile,
per. arlic. praecedentem, el quando a4l est quadratus, ideo cum
1 et a sint confactores ipsius a, x potest esse |, item a.

"~ (7) Si omnes numeri requirantur integri, non alius primiti-
vus polest esse a, quam 3. Est enim a primitivus, ergo bini con-
faclores non possunt esse alii, quam a et 1. Ergo (per artic. 5)
a+1=yy seu am=yy—1=y+1, y—1. Ergo (major) y+1 est a,
el (minor) y—I| est 1. KErgo y=2, Ergo y+1 seu a est = 3.
Et x erit 1 vel 3, pam | +{=4 el 3+§=4. :

(8) Si omues numeri requirantur integri, et postulentur a et
X primi inter se, necesse est, ad hoc ut problema sit possibile,
datum a unitate auctum facere quadratum, qui quadratus erit yy,
sed x erit 1. Neque enim numerorum primorum inter se unus,
nisi sit unitas, alterius factor esse potest; primos autem inter se
vocamus, gui pon aliam habent communem mensuram quam unitatem,

(9). Si soli a et x requirantur integri, datus scilicet et_quae-
situs, pec referat, utrum resultans yy sit integer vel non; el y sit
v:w fraclione ad minimos terminos redacta, et proinde v et w
sint integri primi inter se, w abeunte in 1 eo casu, quo y est
integer; ponaturque a=bc et x=Dz, ipso b existente maxima men-
sura ipsorum aet z et abeunte in 1 eo casu, quo a et x sint primi
inter se: his positis dico. fore x=bww. Nam in aequalione arti-
culi 1, pro x substituendo bz et pro y substituendo v:w, fiet
bhzaww + bcww=bzyv seu fiet bzzww { cww.=2zvv seu baz+4c=
ZVV:WW, ilaque zvv:ww est integer, cum sit aequalis integro bzz 4 c.
Hing cum gzvv dividi possit per ww, sed vv et ww non possint
habere communem mensuram (ex hypothesi), necesse est ut z di-
vidi 'possit per ww. Rursus (eodem argumento) quia cww:z
est integer, seu cww dividi potest per z, z autem et ¢ sunt primi
inter se (alioqui b non esset maxima communis mensura ipsorum
be et bz eontra hypoth.), necesse est ww dividi posse per z. Hinc
cum phulo ante ostensum sit etiam z dividi posse per ww, conse-
quens est 2 pl ww esse numeros inter se aequales, et proinde cum
posuerimus x esse bz, fiet x=bww.

(10) Iisdem positis necesse est, cc esse majorem quam $hww,
Nam ex aequatione articuli praecedentis pro 2 ponendo ww fiet
bw* + ca=vv, seu c=vv—bw* seu c=v+wwyb, v—wwvVb. Jam
in integris productum ex: duobys unitate majoribus est majus pro-

o g




ducente quovis. Ergo c est major quam v4wwyib, item ¢ est
major quam v—wwyb. Ergo et ¢ est major quam horum diffe-
rentia, quae est 2wwyb, seu cc major est quam 4bw¢. Excipitar
casus, quo excessus ipsius v seu ipsius y(bw*+c) super dewy'b
est minor unitate.

(I1) lisdem positis et posito praeterea a et x esse integros
primos inter se, x est quadratus nempe ww, nam cum Xx 8it
bww per praecedentem artic., eo casu b abit in 1.

(12) lisdem positis, si a et x sint integri primi inter se, ha-
bebit a duos confactores d ete, quorum differentia erit duplum
quadrati et is quadratus erit x. Veluti si a sit 33 et x sit 4, et
d sit 3 et e sit 11, erit 11—3=8=2.4=2x et 4+ 3=, Nam
ex aequatione articuli 9, ubi erat bzzww 4 cww=zvv, pro z po-
nendo ww (per artic. 9) et pro b ponendo 1 (ex hyp. articuli prae-
sentis et praecedentis) et pro ¢ ponendo a (nam cum sit be=3»,
faciendo b=1 fit c=a) prodibit w*+a=vv seu a=vv—wi=v{ ww,
v—ww. Sunt ergo duo confactores ipsius a, quorum unus minor,
nempe d, sit v—ww, alter major, nempe e, sit v+ ww, et fiet e—
d=2ww, ipso ww existente x, per praeced.

(13) Si ipsorum a et x maxima cominunis mensura b sit
quadratus 88, tunc ¢ (quotiens ex a divis, per b) habebit binos
‘confactores d ete, quorum differentia divisa per g, radicem quadra-
ticam ipsius b, dabit duplum quadrati, qui quadratus mul(iplii:atus
per b, dabit x.

Exempli causa sit a, 729, potest x esse 36, horum maxima
communis mensura b est 9=g8. Nam 729:9=81=c=de=13.27,
et e—d (=27—3) =24 et 24:8=24:3=8=2.4=2ww, et ww=4,
‘et bww=36=x. Et fiet 364 '2*=22% Nam ex aequatione ar-
ticuli 9 pro z ponendo ww, et pro b ponendo 88 fit c=vv—pgfw!=
v+pww, v—Bww. Ergo c habebit binos confactores d =v— Sww,
et e=v+pBww, et e—d erit =28ww. Ergo e—d,:S=2ww et
e—d,:28,b =bww=x. Casus articuli 10 vel 11 sub hoc etiam
articulo continetur, cum b adeoque et 8 est 1.

(14) Si a datus et x quaesitus requirantur ratio-

. . . a
nales integri in aequatione x+;=yy, nec referat

utrum y sit integer an fractus, invenire numerum «x
‘quotiesest possibilis, aut invenire impossibilitatem,
idque per tentationes numero definitas. ‘Primum dispici potest, ‘an
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a habeat biuos. confactores, quornm summa sit quadratus, et habe-
bitur aliqua solutio per arlic. 5. Deinde dispici potest, an a divi-
sus exacte per quadralum (qui etiam potest, esse 1) det numerum
bahentem binos confactores d et e, quorum differentia divisa per
radicem dicti quadrati, det duplum novi quadrati.  Ita enim habe-
bitur aliqua solutio per artic. 13. Sed generaliter ut omnis solu-
tio poessibilis aut impossibilitas inveniatur, quaerantur bini quivis
confactores ipsius a, qui vocentur b et ¢, el pro quibusvis b et ¢
sumatur integer w talis, ut sit 4bw* minor quam cc per artic. 10,
tenteturque an x possit esse bww per artic. 9, et cum res suc-
cedit, ut hoc modo fiat x+~— vel quod idem est bww +-v%v
vel quod eodem redit bw‘+c aequalis quadrato rationali integro,
tunc et non aliter habetur quaesitum. Quodsi nullus w inter
Jimites praescriptos det x succedentem, problema pro numero. dato
a impossibile est.

Ut melius intelligatur praxis hujus solutionis , subjiciemus ali-
quot exempla. Cum nempe numerus a datus est integer, et x
quaesitus requiritur integer, a datus sit 19, quaeritur an sit aptus

S Lo . 19
ut inveniri possit x integer pro aequatione x+—=yy.

b 19 ]
c 1 19
ce 1 36l
w,| 4bwt 76 4
x = bww 19 succed. 1 nen succedit.
w2 4bwt e e 64
X = bww e e e 4 non succedit.
w,3 4bw* . e e 324
. x = bww . e 9 succedit.’
w4 4bw* 1024 justo major. -

Nempe a posito l9 b est 19 vel 1, et ¢ est 1 vel 19; ita-
que cc est 1 vel 361. Jam cum b est 19 et ¢ est 1, tunc posito
w, 1, fit 4bw*=76, qui numerus est justo major, id est major
quam cc seu quam 1. Ergo pro b, 19 et ¢, 1 frustra tentatur
major w, nam sic 4bw* fiet adhuc majus excedens. Pergamus
ergo ad b, 1 et ¢, 19, erit cc, 361. Hinc si wsitl, fet 4bw=4,
qui numerus minor est quam 361. Ergo tentetur, an x=bww=
1 succedat; sed non succedit, quia 1+19=20, qui non est qua-
dratus. Fodem modo res non suceedit, cum w sumilur 2, etsi
enim 4bw* fiat 64, minor quam 361, tamen x=bww=4 non' suc-
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oodit. Sed si sumatur w, 3, tunoc 4bw* erit 324 minor quem 38),
et x=bww erit 9. Jam 94 ' =122 qui eist quadratus. Ergo hic
casus succedit, Sed posito w=4 fit 4bwt, 1024 justo major seu
maj orquam 361. Ergo frustra assumitur w adhuc major quam 4,
et quia non dantur alii b et ¢ (confactores ipsius 19) quam b, 19
etc, 1, vel b, 1 et ¢, 19, alia solutio haberi maquit,

Sumamus aliud exemplum: postuletur x integer. pesito 2

esse 39, seu quaeritur x+3x—9==yy.

b]39 13 3 1
cl 3 13 3y
ce] 1 9 169 1521
w,1  1bw*| justo maj. |justo maj.| 12 4
x=bww] . . . e e . 3 succ. 1 non succedit
w2 dbwt| . . . | . . . |192just.maj| 64
x:=bww| . . . . e o 4 non sucoedit
w,3 dbwe¢] . . . coe . . . 324
. x=4bw| . . . e e . e 9 non succedit
wd 4bwt] . . . c e ... 1024
x=bwt] . . . e .. 16 non succedit
w5 4bw! 2500 justo maj.

itaque non alner pnoblema succedlt, quam si x sit 3, ubifit3+%
seu 3+13=16.
Postuletur denique x integer, posito a esse 42, seu quaeri-

tur x+?=yy, Et schema operationis erit tale:

"bj42 (21 |14 | 7 6 |3 2 l 1

¢l 11236 7 14 21 42

ce] 1L} 4] 9 (36 (49 196 441 1764

w1  4bw*{jim.|jm. |jm. 28 |24 12 ] 4
x=bww| . . . | Ins.| 6ns.| dns.| 2n.s. i n.s.

w,2 4bw4| . e { o |jm |jm |193 128 64
x=bww] . . . . . 12s.n.| Sns. 4un.s

w3 4bwt . | . | . A jom. | j.om. | 324
x=bww| . [ . | . . . . . 9n,s.

w,d 4bwt] . . . . . . . 1024
1=bww] . . . . . . . 16 n.s.
wb 4bwt} . | . | . . . . . | justo msj.

Anmerkung. Das Format des Buches gestattete es nicht, das
vorstehende Schema genau nach dem Ms, abzudrucken; es mussten, um
Raum zu gewinnen, die Worte justo maj. mit j. m. und non succedit
mit n. 5. wiedergegeben werden,



Hague ocum a est 42 et x requiritur integer, preblematis solu-
tiogem mon sucoedere osionsum esl.

Superest ut solvendi problematis modum quaeramus, cum a.
detus est fragius, x aulem es{ integer; ilem cum a est integer, x
autem permissus esl fraclus; ac.denique cum a est fraclus et x
etiam permissus est fractus. Sed haec nunc persequi nen vacal,
Tantum paucis annotare placet, posito a integro, x autem fracto,
positisque integris b, ¢, q, u, v fore a==bc, x=buu:qq, ¢==viqu
el bu'+q¢qi=vv, ila tamen ut b pessit esse unitas, sed q erit nu-
merus ialeger: unitale major. Erunt autem c et u, bet q, u etgq,
v el u, primi inter se, Et numeri fracti x el y, ad minimos termi-
nos fractionum reducli, non quidem habent commurem denowina-
torem, habeni tsmen depominatores, quorum est communis divi-
sor. Numeratores sutem ipsius x et ipsius y non possunt habere
comaunem divisorem , nisi si quem habent communem cum ipso

a. Itaque dato numero integro asbc, ut haberi possit x+-:-=yy,

quaeeruntur integri u et q, primi inter se, et u primus cum c, et
q primus cum b, tales, ut fiat but+eq* aequalis quadrato cuidam
vv, nec problema solvi potest, quia u et q quales diximus iunve-
niantur. Sufficeret aulem inveniri per tentationes numero definitas,
ut supra articulo 14.

' X

OBSERVATION NOUVELLE DE LA MANIERE D’ESSAYER SI UN
NOMBRE EST PRIMITIF.

.Aus einem Briefe Leibnizens an den Herausgeber des Journale
des Savans. Février 1678.)

J'ai fait quelques observations sur les nombres primitifs, qui
sont de conséquence, & mon avis, pour la perfection de la science
des nowbres, dout on dppelie primitifs ceux qui ne peuvent éire



divisés, ni produits par multiplication, au lieu que teus les awtres
peuvent éire produits et divisés par cewx-ci. Si leur progression
était bien connue, elle servirait & nous decouvrir ‘le mystére des
nombres en général: mais elle a paru si bizarre jusques‘ici, qu'on
p'en a pd trouver aucune marque ni proprieté affirmative: et tout
ce qu'on en scait, c'est qu'ils sont indivisibles: encore est-il mal-
aisé de le reconnaitre dans les grands nombres, sans en fhire I'es-
" sai par une multitude d’autres, ce qui est étrangement prolixe. Je
crois avoir trouvé le vrai chemin pour pénetrer dans leur nature :
mais n'ayant pas eu encore le loisir- de I'achever, je vous donmerai
ici une proprieté positive, qui me parait curieuse-et utile quoi-
quelle ne soil pas réciproque; car au moins tous les nombres qui
pe l'ont pas, seront exclus d’abord. Veici cette proprieté. Tout
nombre primitif au dessus de cinq élant diminué ou de | ou de
8 disjontivement, est divisible par 6. Par exemple, 7 moins |
est 6,11 moins Het 6, 13 m. 1 est 12, 17 m. 5 est 12, 19 m. |
est 18,37 m. 1 est 36,101 m. 5 est 86,103 m. 1 est 102, qui
divisé par 6 donne 17, 10007 m. 5 divisé par 6 donne 16867, 510511
m. 1 divisé par 6 donne 83085 etc.

XL

INVENIRE. TRIANGULUM RECTANGULUM IN NUMERIS
CUJUS AREA SIT QUADRATUS. %)

Ajo id problema esse impossibile, _
Inter varias demonstrandi rationes hanc reperi pulcherrimam,
quia per multas alias praeclaras propositiones ducit.

*) Leibniz hat bemerkt: 29. Decembr. 1678.



Propositio L. Si sint duo triangula similia, et latus tri-
anguli unius fit multiplicatione lateris homologi trianguli alterius
per aliguem numerum, etiam avea illius fiet ex area’ hujus per
ejusdem Numeri quadratum muitiplicata,

‘Nam areae triangulorum similium sunt inter se ut quadrata

homologorum laterum, adeoque si Jatus fit multiplicatione

lateris homologi per aliquem numerum, fiet quadratum late-
ris multiplicatione lateris homologi per quadratum ejusdem
numeri. Ac proinde idem est in areis Triangulorum ipsorum.

Propositio Il. Si area trianguli rectanguli primitivi in
numeris integris, quadratus esse non potest, etiam derivativi in
inlegris , imo et trianguli rectanguli cujuscunque in numeris frac-
tis, area non potest esse quadratus.

' Primo. Nam primitivum et derivativam sunt similia, ergo
per prop. 1. area primitivi sit ex divisa area deri-
vativi per quadratum numeri derivativam metien-
tis. Ergo si area derivativi est quadratus, etiam
quod ea per quadratum divisa sit, nempe area pri-
mitivi erit quadratus; quod si impossibile ostenda-
tur, etiam aream derivativi quadratum non esse
posse patet.

Secundo. Trianguli rectanguli in numeris fractis latera re-
ducantur ad communem denominatorem, manifes-
tum est tres numeratores fore.tria latera homologa
alterius trianguli similis in integris; et aream tri-
anguli rectanguli in fractis in quadratum communis
illius denominatoris ductam dare aream trianguli
homologi in integris per prop. 1, quae si quadra-
tus esse non potest, neque id, quo in quadratuin
ducto ipsa producitur, nempe area trianguli in frac-
tis, quadratus esse poterit.

Problema Il  Si in triangulo rectangulo duo latera quae-
libet habeant communem mensuram, tertium habebit eandem com-
munem ‘mensuram. '

Est -enim tertium nihil aliud quam latus summae vel diffe-

rentiae quadratorum a duobus reliquis. Jam ex hypothesi

duo ista reliqua latera habent communem mensuram, ergo
et quadreta eorum habent communem mensuram, nempe
quadratum communis mensurae laterum, E£rgo quadratorum




ab’ipsis summam vel differentiam metitur communis Borum
quadratorom mensura, nempe quadralum communis mensu-
rae laterum. Quodsi ergo hoc quadratum summam vel diffe-
rentiam illam wmetitur, etiam latus hujus quadrati (scilicet
communis mensura duorum reliquorum laterum) Istus summae
illius vel differentize, id est latus trianguli tertivm metietur.

Propositio IV. Duo pumeri integri inaequales, non qua-
drali, quorum in se invicem ductu producitur quadralus, habent
alijuam communem mensuram.

Ut a?b, b vel a%h, bc?, unde fit a?h? vel a?h3¢2. Nam  qui-
vis quadratus producitur ex quadratis factorum lateris, Ita-
que dividi potest in duos factores mon nisi tribus modis, vel
enim omnia quadrata divelluntur, uno latere hinc, altero il-
linc manente, et duo illi factores sunt aequales, nempe ra-
dix (v. g. abc, abc); vel nulla quadrata diveluntur, et tunc
aliqua quadrata hine, aliqua illinc, consistunt, et uterque fac-
tor est quadratus (v. g. a%, b2c?); vel aliqua quadrata divel-
luntur, aliqua non divelluntur, et tunc latus ejus quod di-
vellitur, hinc pariter atque illinc consistit (v. g. a%h, be?) ac
proinde duo factores divellendo facti habent mensuram com-
munem, nempe hoc ipsum latus. Ergo si duo factores qua-
drati sint inaequales, et non quadrati, habebunt communem
mensuram, numerum scilicet aliquem.

Propositio V. Omnia latera trianguli rectanguli in inte-
gris primitivi sunt numeri impares praeter unum latus circa rectum,
quod semper est par (si quidem area est integer).

Primum patet, omnia latera non posse esse pares, alioqui

triangulum non esseét primitivum, quia communis mensura

foret binarius. Nec duo quaelibet possunt esse pares, alio-
qui et tertium foret per prop. 3. Ergo si quod est par, erit
unicum tantum ex tribus. Est autem .semper aliquod. si
quidem area est integer, quia alioqui latere uno in alterjus
circa rectum dimidium ducto non potest prodire integer.

Quid fiat, cum area non est integer, non est hujus loci;

quaerimus enim aream in integris, quae sit quadratuys.

Propositio V. Omnibus utsupra positis, latus impar_circa
rectum et dimidium lateris- paris nop pessunt .-esse simul quedrati.
Constat el dudum ab aliis. demonstratum -est, -lstera .trian-
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- guh rectanguli-in numeris integris omnia sic poese esprimi:
vy | o4y
latera cirea  hypetenusa
rectum :
Ajo x2—y? et xy nem. pesse simul esse quadratos, posio
trisngulum de quo agilur esse primitivum. Nam si xy est
quadratus, tunc per prep. 4. vel x et y habebuni cemmau-
pem meansuram, vel tam x quam y erit quadratus. Prius
fieri bic non potest, alioqui et omnia trianguli latera habe-
bunt communem mensuram, quod est contra paturam trian-
guli primigenii. Restat ergo posterius, ut tam x quam y
gint quadrati. Eodem modo si x2—y2? (seu x-+yin x--y)
. est quadralus, tunc per prop. 4. vel x4y et x—y habent
communem mensuram, vel sunt quadrati ambo. Prius fieri
Bon polest, nam 6i X4y et x—y essent commensurabiles,
aullam possent etiam habere communem mensuram quam
binarium , nisi x et y eliam commensurabiles velimus, quod
paulo ante explosimus. Sed nec binarium habent pro com-
muni mensura, aliogui essent pares, ergo et faclum -ex ipsis
-x3—y? esset par, cum tamen sit impar per prop. 9, quippe
cum alternm latus circa rectum 2xy sit par. Restat ergo
- paslerius, ut tam x+y quam x-— ysint amko quadrati. Cum-
que supra ostenderimus, in praesenti hypothesi etiam x et y
esse ambos quadratos, habebimus quatuor quadratosy, x—y,
x, x+y, sed hoc quoque impossibile est, quia ita tres ha-
berentur quadrati progressionis arithmeticae, x- y, x, x4y,
differentiam habentes gquadratum, quod est absurdum. Ergo
impossibile est, latus impar et dimidium lateris paris simul
esse quadratos.
Proposilio VII. lisdem positis, iidem non possunt esse
aequales.
Sint xy et x2-- y2 aequales, si fieri potest; ergo y2+4xy aequ.
x3, ergo y+x in y erit quadratus; et x>—xy aequ. y?, ergo
x—y in x erit quadratus. Ergo dué numeri x4 yety (item
x—y et x) per prop. 4. vel erunt aequales, quod esse non
potest, vel commensurabiles, quo facto et x et y erunt com-
mensurabiles contra ostensa in demonstratione propositionis
praecedentis: vel erunt simul quadrati, sed illic duos x+y
- et y- itemque hic duos x—y et.x, et in summa hos quatuor
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simul esse quadratos impossibile est, alioqui quatuory, x—y,
x, 3+y simul essent quadrati. Ergo impossihile est, xy et
x2--y2 hoc loco esse aequales.
Propositio VIII. Area Trianguli Rectanguli primitivi in
numeris integris quadratus esee nen potest.
In Triangulo rectangulo primitivo, quale dixi, duo latera circa
rectam nullam habent communem mensuram (quia per prop.
3. nc etiam tertium haberel communem mensuram, atque
ita non foret triangulum primitivum). Ergo etiam latus unum
et alterius dimidiom multo magis nullam communem mensu-
ram habebunt (nam si dimidium latus A dividi potest per
divisorem seu mensuram lateris B, multo magis ipsam latus
A per eum dividi poterit). Jam ex latere uno cirea rectum
in alterius dimidium ducto fit area Trianguli, ergo area tri-
anguli fit ex duobus numeris, nullam mensuram communem
habentibus, Duo autem isti numeri non sunt aequales per
prop. 7. nec ambo quadrati per prop. 6, ergo factus ex ip-
. sis non est quadratus per prop. 4; sed factus ex ipsis est
area trianguli, ergo ea non est quadratus. Q. E. D.
Propositio IX. Nullius omnino Trianguli rectanguliin nu-
meris integris vel fractis area quadratus esse potest.
Non in integris primitivis per prop. 9: ergo nec in aliis in-
tegris vel fractis per prop, 3. Q. E. D.

Corollaria.

Primo. Cubus latere multstus non aequatur quadrato,

Nam x3y—xy® seu area Trianguli Rectanguli in mumeris non

aequalur quadrato per prop. 9, sed si y aequalis unitati, erit

area cubus latere multatus.

Secundo. Tres numeri continui in se invicem ducti non
producunt quadratum.

Nam x—1, x, x+1 producunt x*—x, qui per coroll: prim.

non est quadratus.

Tertio. Differentia duorum quadrate-quadratorum non pot-
est esse quadratus.

Alioqui enim aliquando x? —y? et xy in se invicem possent

facere quadratam, posito scilicet tam x quam y esse quadra-

tos, tunc enim xy foret quadratus, ergo si x2—y? etiam

quadratus, productum quoque ex xy in x2-~y? foret §uadra-
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tus, quod fleri non potest, quia kWoc productum trianguli
rectanguli- avea est. Jam si x et y sunt pumeri quadrati,
verbi gratia x aequ. »? et y aequ. w?, fiet loco x2—y? quan-
titas »*—wh, quae proinde quadrato aequari non potest.
‘Quarto. Differentia duarum fractionum sibi ipsis recipro-
carum, -seu differentia duorum numerorum qm in seinvicem ducti
faciunt- unitatem, nen est quadratus.
Nam x3y—xy? aequ. x2y?2® est aequatio impossibilis, quia
area trianguli aequaret quadrato. Ergo aequatio x2—y? aequ.

.xyz? seu v —z— aequ. z* est etiam impossibilis*).

ALl

MEDITATIO JURIDICO - MATHEMATICA DE -
INTERUSURIO SIMPLICE.

Interusurium sive resegmentum anticipationis, vulgo Germ.
Rabat, est differentia inter pecuniam in diem certum debitam et
praesenlem ejus valorem, seu quanto plus petat, qui plus tempore
pelit, vel quanto minus solvege aequum sit eum, qui post aliquot
annos demum debiturus nunc solvit. Hujus quantitas, quae apud
Jurisconsullos passim non satis, et apud aliguos non satis recte
explicatur, acaurato calculo definire potest, duabus suppositionibus
ex jure assumlis. Nimirum

I. SUPPOSITIO PRIMA est, quod is, a quo pecu-
niaante tewpus, quo deberi incipit, petitur, vicis-
sim petere potest, ut sibi eo nomine, quovis anno

¢

*) Am Rande des Manuseripts hat Leibniz bemerkt: x’y—xy‘ aequ.
y’z’ impossibilis, ergo x3 aequ. xy2+ yz? impossibilis in numeris, ergo
aequatio cubica x3—y2x aequ. yz2 est indeprimibilis, Ecce usum harum
numericarum contemplationum in reducendis aequationibus.



futuro medii temporis, praestetur legilima usura.
Exempli causa: post decem anmos proximos figitos mihi centum
debebis (de quibus interim nullas debeg usuras, sliogui soriem jam
nunc deberes); ego, qui forte negotium aliquod utile, .sed paratae
pecuniae indigum geslurus sum, pelo et a te obtineo, ut nunc sol-
vas; tu vicissim petere potes, ut eo nomine tibi quovis anne tolius
decennii proximi finito solvam quinque: nec refert, atrum pe-
cunia, quae ante tempus solvitur, sors sit an usura.
Omnis enim usura soluta fit sors; imo cum usurarum petitio per
se odiosa sit, magis odiosa erit usurarum pelitio ante tempus, et
qui nibil eo nomine praestare volet, incidet in quandam usurariam
pravitalem: revera enim plus usurae nomine exiget, quam legibus
permissum est, quia tempore quoque plus petitur. llaque usurae
exactae ob usuras ante lempus praestitas, quae sorlis naturam in-
duere, non nisi vocabulum commune bhabent cum usuris usurarum
non solutarum, quae legibus prohibentur, et tantum abest negotium
in velitum Apatocismum incidere, ut secus fieri regulariter in le-
ges peccatum videatur ; regulariter, inquam, nam exceptiones ex
natura negolii personarumgque sumi possunt (de quibus alias), quae
judicis arbitrio permittuntur. Nobis autem in calculo ineundo in-
spiciendum videtur, quod regulare exa¢tumque est.

Il. SUPPOSITIO SECUNDA est ex jure nolissimo petita,
guod compensatio est quaedam solutio, et qui a pecunia,
quam accipit, summam certam sibi detrohi patitur, vam ipsam sum-
mam eo ipso tempore solvisse censetur.

IlI. His adjungo POSTULATUM, quod ereditor ae dobl-
torin diem futurum certamde peeuncianondum caedua
nunc statim inter se contrahere possint velintque, ita
ut totum negotivm simul ac semel inter ipsos (et qui-
dem sine alterutrius laesione) finiatur, Itaque creditor,
qui centum post decennium debita nunc anticipat, -eeque nomine
quovis anno decennii proxime futuri deberet quingue solvere, ut
ea molestia se debitoremque liberet totumque negotiam finist,
potest pati, ut sibi nunc stalim de ipsis centum detrahatur- ali-
quid usurarum futursrum nomine, et quidem non integra 50 seu
decies quinque, nondum enim caedua sunt seu nondum dies eo-
rum venit, sed paulo minus aliquid. Proinde minus -quam centum
accipiet, et quod detrahi sibi patitur, ipsissimum est interusu-
rium punc determinandum. '



IV. 8x his jam ducetur CONCLUSIO PRIMA: Si usura
legitima sit vicesima sortis, valor praesens unitatis

post annum debitae erit: + — o 14y — wo'so +re0%00+
TTo 000 e¢. in infinitum, sive generalius, loco 20 assumendo

. . - 11
namerum quemcungque », qui quotam usurariam exprimat, ;—;

1 1 i i

ta—ata 5 etc. Demonstratio simul et expli-

catlio: Statim post annum Onitum mihi debebis unitatem seu 1)
(ex facto), unum verbi gratia aureum, aut unam decadem aureorum,
vel upum centeparium etc. Hanc unitatem sive sortem, si mihi
nunc solvas, ejus nomine tibi usuram post annum finitum debebo,
mempe vicesimam unilalis seu 45 (per suppositionem artic. 1);
quoniam vero placuit, ut negotiam inter nos nunc statim finiatur
(per postulatum artic. 3), ideo tu vicissim postulas, ut ego tibi hanc
summat .Y nunc solvam anticipando.  Selutio autem haec fieri
potest per compensationem, si lantundem mihi detrahi patiar de
summa, quam a te accipere debeo (per supposit. artic. 2), aceipio’
ergo | mmus 45 seu | - 545, Sed quia ita ut quoque summam o
post annum demum caeduam nunc accepisli, eo nomine et tu mihi
post annum finitum debebis usuram (per artic. 1), nempe vicesi-
mam de 54, hoc est 44;. £t cum negutium statim inter mos sit
finiendum (per artic. 3), ea mihi nunc statim dabis praeter sum-
ma_praecedentem , .quae eral )—j';; dabis ergo mihi nunc 1— 44
+x$p+ Verum ita mihi quoque istam summam g§5 post annum
demum caeduam nunc stalim anlicipando dedisti, itaque eo no-
-mine vicissim tibi post supum finitum debebo usaram (per artic.
1), nempe vicesimam de 35, hoc est g %53 et cum negotium
statim inter nos sit finiendum (ertic. 3), hanc usuram anticipando
statim- nunc tibi salvam, salva rursus anticipationis consideratione.
Solvere autem potero per compensationem (artic. 2) sem statim
wo5g 8 te detrahi patiar de summa praecedente, quam mihi sol-
vere debes, quae erat 1—qf54 34y, itaque solves mihi |—4y
*1is —to5g- Bt sio in infinitum calculum centinuatum fingendo
semperque amieipando (ul negolium statim finiatur) nulliusque
anticipationis resegmentum negligendo (ut neuter laedatur), patet
1€ mihi solvere nunc debere summam seriei infinitae praedictae,
cujus termini sunt progressionis Geometricae subvigecuplae, sem-



-per enim sequens est vigesima pars proxime antecedentis. Signa
autem 4 et — alternantur.

V. LEMMA ex calculo infinitorum: Fractio :1—. est ae-

. . L | | 1 1 1
gualis toti seriei infinitae T 5t ;,—-—;3-+
etc. Demonstratio simul et explicatio: Posilo » esse 20,
ostendendum est fractionem 39 idem esse quod infinita series {—
#5+ 185 — 595+ 150909 — 720dooe etc. Nimirum fractio §¢
multiplicata per 21 dat 20, ut patet; et seri¢s ista infinita, muli-
plicata per 21 dat etiam 20, ut mox ostendetur. Jam quorum
aequi-mullipla sunt aequalia, ea ipsamet sunt aequalia; aequatur
ergo fractio et series. Superest tantum ut ostendatur, seriem mul-
tiplicatam per 21 seu per 2041 dare 20. Operatio ita stabit:

Multiplicetur : I T S O N S
per i
- flet © 201+ J5—do + ssr—Tw0vT Olc
1

per
fiet ) +1—d5+ v —wdoo + rvasas el
Ergo® +) aequalia20*  * _ ® *
VI. CONCLUSIO SECUNDA: Valor praesens unitatis

|
P

»
seu sortis post annum debitae est — -H’ posuo ¥ esse

numerum, quotam usurariam exprimentem, seu si »sit 20, hoc est
si usurae sint quincunces sive vigesima sortis, erit § seu subses-
quivigecupla sortis sive {0¢ de sorte. Nam valor ille praesens est
I—os+1d5—3wdso ete. (per artic. 4), id est (per artic. 5) 3¢
seu {9¢, quod probandum erat. Si vero usurae essent 6 in 100,
tunc numerus valeret.13° seu %P, et valor praesens. sortis forel
498 seu §4 de sorte. Kadem conclusio adhuc alia ratione inveniri
et demonstrari potest sine serie infinitorum hoc modo : Post annum
debebis mihi summam S; quaeritur quantum mibi solvi aequum sit
nunc, ut res eodem recidat. Ponamus te mihi solvere nunc debere
Y; itaque debet summa Y esse talis, ut: anno .finito usura cum
sorte aequetur ei, quod mihi debes. Nam dedisti mibi Y nuncin-
debita, ergo debeo tibi X, et anno finito debebo tibi Y una cum
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vicesima ipsius Y 'seu Y44 Y, quae si aequentur ipsi S summae,
quam post annum mihi debes, compensatione facta, debitum tunc
ipso jure mutuo telletur per artic. 2, et negotium initum inter nos
finitum intelligi potest, quod desideratur artic. 3. Quoniam ergo
Y+oJ5Y=S,erit Y= l——_*s;% seu erit Y=4¢ deS, ut supra. Nam
si ¢ nunc indebite solvas, post annum inde usuras debebo ;
ergo postannumin summa tibi debebo 3¢+ ;& seu }{ sive l. Sed
post annum tu quoque mihi debebis 1, unitatem nempe sive sor-
tem; ergo compensatione facta apparet, si pro 1 tunc debendis
nunc solvas 3¢, neutrum alteri quicquam amplius debiturum, Li-
cel autem haec via in hoc casu sit facilior priore, tamen priorem
magni momenti esse judico, quia exemplum praebet Analyseos me-
morabilis, ab Algebra in eo diversae, quod Algebra, ut in poste-
riore via patet, ‘assumit quantitatem incognilam tanquam cognitam,
et inde regrediens eamque cum cognilis aequans, valorem ejus quae-
rit, prior vero Analysis per’ meras cognitas procedens valorem
incognitum directe obtinet. Quod magnum usum lhabet, quando
impossibile est obtineri valorem incognitae rationalem per Algebram,
tunc enim ea nihilominus hac via obtineri potest per seriem in-
finitam.

Vil. CONCLUSIO TERTIA. lisdem positis valor prae-
sens unitatis seu sortis post biennium debitae est
—:—— -3— + ’f‘i - -:—, +’-§;——-% etc. Demonstratio. Debebis
‘mihi 1 biennio abhinc : quod si mihi nunc solvas I anticipando, inde
tibi debebo usurae nomine post annum 5, post biennium rursus
g in summa %;; quae si stalim mibhi detrabas per arlic. |, da-
bis mihi tentom 1-—o%. Sed quia boc modo tu quoque priora o
uno anno, nempe primo, et posteriora ,\; duobus, nempe primo
et secundo anticipasti; ideo usuram mihi post annum primum tam
ob priora, quam ob posteriora 4; primo anno anticipata debebis,
nempe bis 155 sen 34, et post annum secundum ob posteriora
o5 secundo anno anticipata debebis mihi ;i5; ergo summa 335,
qtae si rursus anticipando mihi solvas, dabis mihi | — &+ 35
Sed jam ita ego rursus priora ;i anticipavi anno primo, poste-
riora verd' 4 anno primo et secundo: unde usuram tibi debebo,
quae anno primo finito de prioribus ¢35 erit g5, de posteriori~
bas ¢i5 erit yglyp, summa g% anno seeundo vero de posterio~

viL. : 9
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ribus ¢35 usura erit g3y, €t summa usurerum anni primi et
secundi yg45, quam si rursus anticipando mihi detrahi patiar, da-
bis mihi tentum | —3&+435— vy Sed jam ita tu priora
salg rursus anticipasti anno primo, posteriora yg'y; anno primo
et secundo, unde usuram mihi debebis, quae anno primo de prio-
ribus 55 €8t 1wdsog: de posterioribus g3lig est yydoyp. summa
rsdoeos anno secundo de posterioribus g5y est rursus yyalygss
summaque usurarum anni primi el secundi yg5pg, quam si mihi
statim solvas anticipando (salvo in continuatione calculi anticipa-
tionis resegmento) dabis mihi | —g+335—gchs T 180900 EL
ita calculum iu infinitum continuatum fingendo, prodibit series in-
finita, quam posuimus,

~ VIIL. CONCLUSIO QUARTA. Pro triennio iisdem
manentibus Nominatoribus et signis, Numeratores
erunt numeri triangulares, pro quadriennio Pyrami-
dales, pro quinquennio triangulo-triangulares, et ita
porro pro pluribus annis altiores numeri, quos figuratos vocant,
ego ob usum combinatorios appellare soleo, in infinitum. Hoc
cum ad eandem modum ostendi possit, quo praecedentem conclu-
sionem demonstravimus, prolixe hic deducere supersedeo. Nu-
meri ipsi tales sunt:

Numeri figurati seu Valor praesens sorlis post
Combinatorii debitae ann,
Unit l- 1. 1. 1. L. {""}a"’ zh-mU'*“]ﬁmelC == g 1
Natural. ). 2. 3. 4. 5 ‘}“u"c'f‘tg*u - s+ T8 ele. = 901 2
Triang. 1. 3. 6.10. 5. |+ —F+aso— + rabboy elc. = 8%t 3
Pyram. 1. 4.10.20.35. | }— ¢4 &% — e384 redfoocte.= 13928¢| 4
Triang.- 1. 5.15.35.70.| - o%51 A% - s83s+1eidoocte.= 31382982 5
Triang. etc. ele. elc.

IX. Ad inveniendos adhuc aliter hos valores praesentas as-
sumo LEMMA: Valo} praesens valoris futuri est valor
praesensipsius summae. Exempli causa, sub finem anni 1685
seu post biennium debebis mihi aliquam summam; vellem nosse
quis nunc sub finem anni 1683 ejus summae sit valor praesems.
Itaque primum quaero, quis summae post biennium seu suh finem
anni 1685 caeduae futurus sit valor post annum sem sub finem
aoni 1684; is utique erit §Q de summa (per artic. 6), quia unus,
tantum annus intercedit. Itaque si post bienmium mibi debess
upjtatem , perinde est quantum ad hunc calculum ac si, post am-



1.

num mihi debeas $§. Sed ryrsus, si post annum mihi debes §§,
perinde est (iterum per artic. 6) ac si mihi deberes nunc 3§ de
illa summa §¢, hoc est $§y. Itaque si post bieonium mihi
-debes aliquid, valor praesens erit $§¢ de illo, seu quadratum ny-
meri ¢ acceptum de illa summa tanquam unitate, Eteodem modo
apparebit, valorem praesentem unitatis post triennium. debitae esse
$¢ de 39 de ¢ seu cubum numeri 3¢, idest §§§¢. Etita porro.
Alque hoc Lemma nihil aliud est, quam subsumtio illius axiomatis
notissimi, quod aequalia uni tertio sunt aequalia inter se; nam
{49 ounc aequantur ipsis 3¢ caeduis postannum, et haec aequan-
tur unitati caeduae post biennium. Ergo et haec unitas aequatur
ipsis 444 caeduis nunc. Inde jam patet

X. CONCLUSIO QUINTA. Si numerus quotae usu-
rariae sit » (id est 20, positis usuris quincuncibus seu vigesima
sortis), erit valor praesens summae post aliquot annos
caeduae, adipsam summam, in ratione » ad »+1 (id est
subsesquivigecupla seu 20 ad 21) replicata secundum nume-
rum annorum. Hoc est, summae caeduae post annum unum va-
lor praesens erit simpliciter ¢ de summa, seu erit ad summam
in ratione 20 ad-2]. At valor praesens summae caeduae post duos
annos erit $4 de 3¢ seu ${¢ summae, seu erit ad summam in
ratione duplicata 20 ad 21 seu ut 400 (quadratum de 20) ad 441
(quadratum de 21). Et valor praesens summae caeduae post tri-
epnium erit 3§ de 3¢ de 3§ summae, seu §93§ summae, seu erit
ad summam in ratione triplicata 20 ad 21, seu ut tertia dignitas
sive cubus de 20 ad ¢ubum de 2} ; et ita porro. ldque genera-
liter exprimendo, sit praesens valor Z, summa debita S, numerus
apnorum a, et quotae usurariae numerus v; quibus positis, erit Z=S

multiplic. per [—l_] 17-:’-—1 Sit », 20 et S unitas, erit unitatis cae-

duae post annog unum, duos, tres, quatuor, quinque etc.
valor praesens  §¢ 441 §88% 49990 134998¢etc.

id est latus quadra- cubus biquadra- surdeso- etc.

tum tum lidum
qui numeri vel multiplicando, vel tantum eorum logarithmos ad-
dendo, continuari poterunt ad quotlibet annos, utileque’ erit frac-
tiones decimaliter enuntiari. De usu horum in quibusdam juris
quaestionibus apud egregios autores non satis recte definitis, aesti-
9.
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mandisque reditibus ad vitam (ubi interusurio composito
locus est) alio schediasmate disseremus.

Caeterum ut meditationis hujus usus sil in promptu, operae
pretium, ipso praesertim Nobilissimo Autore invitante, facturos nos
rati sumus, constructa Tabella, in qua (posita sorte 100000, et
usura vicenaria), quantum pro quoque annorum (ad quadraginta us-
que) numero, deducto legitimo interusurio relinquatur, sive quanti
sors anlicipato aestimanda veniat, exponeretur; unde porro, bene-
ficio regulae proportionis, quamncunque sortem datam, ad quantam-
cunque anticipationem aestimare planum foret, cum alias calculus
futurus esset longe impeditissimus, iis saltem, qui Logarithmorum
destituuntur praesidio. '

~Tabula sortium anticipato accipiendarum,
posito debito 100000,

Ann, | Sors anticip. | Ann. | Sors anticip.
1 0. 95238 [} 0. 58168
2 0. 90703 12 0. 55684
3 0. 36384 13 0. 53032
4 0. 82270 14 0. 50507
5 0. 78353 15 0. 48102
6 0. 74622 16 0. 45811 .
1 0. 71068 17 0. 43630
8 0. 67684 18 0. 41562
9 0. 64461 19 0. 39573
10 0. 61391 20 0. 37689

Ann. | Sors anticip. | Ann. | Sbrs anticip.

2] 0. 35894 31 0. 22036
22 0. 34185 32 0. 20987
23 0. 325517 33 0. 19987
24 v. 31007 34 0. 19035
25 0. 29530 35 0. 18129
26 | " 0.28124 36 0. 17265
27 0. 26785 317 0. 16444
28 0. 25509 38 0. 15661
29 0. 24294 39 0. 14915
30 0. 23138 40 0. 14205




XHL
DE REDITIBUS AD VITAM.

Do tibi centum, ut quinque anpua recipiam. Victurds sum
adhuc triginta annos,. quibus ego communi jure usuras perciperem
ipse, sequentibus autem lemporibus heredes mei. Volo aatem ego
frui anticipando etiam illis reditibus qui ad heredes meos essent
perventuri, libensque patiar re s egmen tum, quod vnlgo vocant rebat.
Hoc in eo consistit, ut quantitas ejus, quod interest ab ea summa,
quam justo maturius accipio, resecetur, Exempli gratia, si mibi
debeas quinque post annos triginta eaque jam nunc desiderem,
perinde est ac si mihi quinque nunc wutuo des in annos triginta,
finitis illis reddenda. Unde singulis annis unam quariam partem
nummi tibi debebo, si vicesimae usurae sint sive quinque in cen-
tum. Sed cum parum rationi consentaneum videatur, omBes re-
ditus totius meae posteritatis in infinitum me anticipando percipere
velle, cum raro nomina ob revolutiones rerum humanarum ultra
aliquot saecula durent; hinc satis superque sufficiet, si, trecento-
rum annorum reditus ego his triginta annis percipiam, quanquam
mihi calculus ostenderit, parum interesse trecentorum tantum anno-
rum, an vero totius aeternitatis futurae reditus anticipare quis velit,
quod paradoxum quidem est, verissimum tamen. Cum autem ve-
lim aequalem quantitatem percipere in singulos anuos, hinc tre-
centi isti anni in hos triginta reliquae meae vitae sic partiendi
sunt, ut pro quolibet anno vitae sit aequalis anticipatio. Itaque
necesse est nos parliri trecentos anmos in triginta partes, Erit
una quaeque decem annorum, sive habebimus triginta denarios an-
norum, et quolibet anno vitae meae decem annorum reditus per-
cipiam, ita tarmen, ut bi decem anni, quos primo anno percipio,
aeque distent a primo anno ac sequentes decem anni a sequenti
anno. Quare sequitur istos decem annos pon esse sumendos con-
tinuos , sed triginta annorum intervallo discretos; nempe primo
anno percipiam usuras primi primorum triginta annorum seu anni
primi et primi secundorum (riginla annorum seu anni trigesimi
primi et primi tertioram seu anni sexagesimi primi, et ita. porro
.usque ad primpm decimorum seu ultimorum triginta anporpm sive
usque ad 2jimum, Similiter secundo anno ompium (qui numero
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decem sunt) secundorum annorum usuras percipiam, et tertio om-
nium tertiorum cujusque tricenarii, ac denique ultimo sive trige-
simo anno meae vitae percipiam usuras omnium postremorum seu
trigesimorum annorum cujusqué éx decem trieenariis.

Sufficit ergo ut constituamus, quid mihi primo anno debea-
tur; et sane si nullum esget resegmentum, primo anno plenae de-
cem annorum usurae, id est a centum nummis in sihguilds quin-
que, adeoque primo statim anno quinquagint* nummi deberentur.
Sed cum id manifeste iniquum sit, sequitur resegmentum esse ad-
‘hibendum, et quidem tanto majus, quanto major est anticipatio;
itaque ex decem annis, quorum usuras statim simul perefpio, pri-
‘mus quidem est ipse annus primus primorum triginta annorum,
itaque ratione ipsius nulla est anticipatio, sed usurae primi anni
‘sequentium triginta annorum seu anni trigesimi primi triginta an-
mis anticipantur, et usurae primi anni ex tertio tricenario anti-
cipantur annis sexaginta, et ita porro. - Itaque decem annorum
qm simal percipiuntur, haec anticipatio est: '

) anni lmi 2di 34i 4t 5t Gti 7mi 8 Yni | Qmi

anticipatio est annorum O 30 60 90120150 180210240270
primos - quinque aureos sub finem primi anni integros accipio quippe
‘jam debitos, de secundis anno 31mo demum debitis in annos tri-
ginta usuras vicesimas solvere debeo, de tertiis anno 6imo demum
.debitis in annos sexaginta, et ita porro, de ultimis anno 271 mo de-
bitis in annos 270. Sed cum neque ego tamdiu victarus sim, ne-
que cum posteritate mea ullum de ea re negotium esse velimus,
ideo bas usuras vicesimas nummorum justo maturius solutorum
+go vivus solvam aut quod eodem redit compensando Hetrahi mihi
'patiar. Verum si successu temporis eas solvere volo, ut solent
usurae annuatim persolvi, utique mihi plus sequentibus quam pri-
© mis annis vitae meae sive solvendum, sive quod eodem redit, eo
nomine detrahendum erit. Nam tertio ‘anno finilo usuras persol-
‘vere tebebo a nummis tum primo anno tum etiam secundo justo
maturius acceptis , idemque multo magis in annis sequentibus con-
‘tinget; quod quidem incrementum quale -esset futurum, et ‘quo-
‘modo * ego vivus solvere usuras anticipationis etiam ‘anhorum diu
-'postventurorum deberem, peculiari calculo non indignum esset.
‘Verum id nunc a nobis rejicitur; nam hoc modo ‘minus' essél' re-
‘segmentum anni primi quam secundi, et secundi quam tertii, quod
“est contra propositum, volumus enim usuras ad vitam in' singalos
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annos esse aequales, Ilaque necesse est, ut ego primo stalim anno
solvam sive detrahi mihi patiar omnes ususas ob anticipationem
hoc anno peractam debitas, alioqui sequentibus annis solvendas.
Sed hoc modo, ut ego tibi usuras anticipationis solvo, ita tu mihi
etiam usuras anticipationis debebis ob ipsas usuras prioris antici-
patiomis anticipatas., Quin imo quaelibel anticipalio novam pariet
anticipationem, dabiturque resegmentum resegmenti semper repli-
-catum; quae omnia uno ¢alculo complectenda sunt, si.primi. anni
usuram justam post omnia resegmenta constituere velimus.
Primum itaque anno primo post contractum percipio quinque
oummos ob primum hunc annum (qui etiam primus est primi
trecenarii) elapsum, idque sine resegmente; deinde simul perci-
pere volo usuras anni primi de secundo tricenario seu trigesimi
pritni, qui tutc quidem futuri essent nummi quingue, nunc autem
detrahendum_est resegmentum, ob usuram, quae ab his quinque
pummis in (riginta annos a me debetur et nunc per anticipatio-
nem solvenda est. Jam secundo anno elapso ob hos quinque num-

—5—, quos si jam nunc solvam elapso

mos anticipatos deberem (ibi 30

L . b} ..
statim primo anno, et ita tu hanc summam 30 uno anno antici-

pes, hinc anno secundo elapso mihi debebis partem eorum vigesi-

mam seu;—m nomine usurae. Quod cum ego iterum statim anti-

5%, et ita porro in infinitum, [Kta-
que summa omnium resegmeniorum ratione usurae primi anni de
quinque nummis anticipatis debitae sic ineunda erit, ut mihi ob
quinque nummos Ltriginta annis justo maturius acceptos, ratione
usurae primi anni de his quinque nummis debitae, detrahenda sint*
5 5 5 5
T T T
5.
1420
deberem etiam i— seu 5% Quos si sub finem secundi solvere de-
beam, ob unius amni anticipationem debebo tantum (prorsus ut
o g 5 ) 20

1520 eu 1320 Sed cum hos 2—'(_)A_——l+20

cipem, debebo rursus tibi inde

tc. in infinit id ts—’%——aeu
etc. in infinitum, id es 304300 qu.

Porro tertio anno elapso, ob quinque nummos anticipatos

in praecedenti) 2%
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rursus uno anno anticipem, quia sub finem primi anni solvere de-
beo , hinc solvam tantum Et pro guarto anno

20 ), —

1+20 ""20

20 ’_. 5
rx20 2! 3p

, et ita porro. EL pro trigesimo et uno denique

anno qui est primus secundi tricenarii debebo solvere 50° l-oj gl 320

Summa autem omnium horum numerorum, nempe

l" |_?_020+ -] l+20 etc. “5‘1“0 ﬂd '80[ multlplicata

er é_ﬁ' sic inibitur. In serie progressionis geometricae est summa
maxima a ad terminum maximum I, ut termious maximum 1 ad

differentiam maximam r, seu a aequ. llr- Est autem hic 1 aequ.

20 20 20
TH20 " 20 5 (2] Gz M Tr o0 Eree?
— 2 ___ 2 -
D TFe |Z' 1520 sive a aequ. 20. Et quoniam a ad

aequ.

b ut 1 ad m, erit b aequ. 20

.20
it 1,
1420 Et autem f ad p ut b ad

b -
ergo f aequ. p T et p ultimus terminus aequ. | 20| I—I%) Ergo f
20 20.20 20 - 20

aequ. ['_"' l+20 l 1] l+20 15320 . Ergo f aequ. 20, lu| 1336
Jam summa omnium lerminorum |, m, n etc. usque ad p aequ.

a—f. Ergo summa omnium Numerorum etc.

1 1
ir20* 2 T+20

| . _L 2
usque ad  [so] T30 erit aequ. 20—20., [s0! oo dui nume

rus multiplicatus per % dabit summam resegmentorum omnium
ob quinque nummos tringinta annis anticipatis adhibendorum,.sive
resegmentum integrum a quinque nummis primo secundi tricenarii
anno elapso_demum debitis, et jam elapso primo primi tricenarii

persolvendis detrahendum, sen 5—35 Hoc autem si

> o] 1+2o
detrahas a 9, restat 3, m i +20, usura primorum aunorum cu-
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jusque tricenarii primo primi tricenarii accipienda. Idem brevius
concludere potuissemus. Nam si quinque post triginta annos sol-
venda sint, quaeraturque quanium nunc solvendum, ajo nunc sol-
vendym esse y, quantitalem quae usuris in sortem computatis post

30 annos exhibeat 5, id est fiet y, |, so] ~~0 aequ. 5, sive y
aequ. 3, '.o| ——‘?0 Eodem modo pro quinque nummis in sexa-
ginta aunos amwnpans nunc solvendum §, |.o, i 3_20 Et ita porro

usque ad 5, ri 13_20, quorum decem terminorum ineunda est

summa. Sll. series progressionis geomelricae |- x+xx etc. +x°

x10 1—x10
seu

1—x 1—

20
20 . 7 hed T 1420,

20
5, |’,T| 1520 in 30 Est autem|u| +20c|rc|ter023]

ejus summa est = Ergo summa erit

seu paulo minus quarta parte unitatis; at ‘aoo‘ i +20 est circiter
2037

4632000000
quis redifus suae posteritatis in infinitum anticipare vellet; adeo

adeoque pro nihilo computari potest, perinde ac si

. - . 1 . .
que fiet summa quaesita 5°0.231 o231 ®'e circiter 1.501

seu etiam §. Qui numerus § si addatur numero 3 aureorum, qui
a primp anno sine resegmento accipiuntur, habebimus 54§ seu
6+ nummos pro reditd ad vitam ex centum nummis, si finga-
mus creditorem adhuc 30 annis a contractu victurum et posteri-
tatis suae reditus anticipare velle, usuram autem communem vice-
simam esse; quodsi minus diu victarus ponatur, patet ei plus
_ deberi.
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XIV.

DE RESOLUTIONIBUS AEQUATIONUM CUBICARUM TRI-
RADICALIUM, DE RADICIBUS REALIBUS, QUAE 'INTERVENTU
IMAGINARIARUM EXPRIMUNTUR, DEQUE SEXTA QUADAM

OPERATIONE ARITHMETICA.

Tametsi pro insigni admodum inveato haberi non possit,
ostendere hominibus, quae longe quaerunt, jam tum in eorum po-
testate esse, utile est tamepn, tum yt sciant uli suis possessioni-
bus, tum ut frustraneo labore absistant. Idque in Aequationum
Cubicarum Triradicalium resolutione faciam, ubi primum earum
naturam paucis explicuero.

Sciendum est scilicet aequationem omnem ant posslblles ha-
bere radices omnes, aut impossibiles omnes, aut quasdam possibi-
les, alias impossibiles. Impossibiles autem radices cum Analytice
exprimuntur, imaginarias appellamus. Omnis aequatio simplex sive
primi gradus (loquor autem non nisi de aequationibus rationalibus,
in quibus scilicet enuntiandis nulla irrationalis adhibetur) ut x—d ™0
vel x+d ™ 0 est realis. Aequatio quadratica duas habet radices,
easque aut reales ambas, aut imaginarias ambas. Ut si sit aequa-

2
tio x2—bx +¢2 M 0, erunt radices duae x I +%+¢ %— —c3 et

xn 2 P o i quantitas /2 — o2 erit realis, si 2

3 ‘/4 c2, ubi quanti 7 — o erit realis, si
major quam c¢, at imaginaria, si minor, eoque casu aequatio pro-
posita erit impossibilis. Unde patet vera origo aequationum im-
possibiliam, et radicum imaginariarum, quod scilicet ex quantitate

negativa radix quadratica extrahi non potest, nequ’e analytice neque

geometrice, ut si sit b2 et ¢ ™ 2, erit “ ——¢? 1 y—3, Quod

si jam aequatio simplex ducatur in quadraticam, oritur aequatlo
cubica, quae habet vel tres radices reales si quadratica est possi-
bilis, vel duas imaginarias unamque tantum realem, si quadratica
it impossibilis, Aequatio quadrato-quadratica possibilis aut duas
habet radices reales, aut quatuor, quia ex duabus quadraticis facta
intelligi potest. Potest autem semper reduci ad cubicam, quod
primus jam superiore seculo invenit Ludovicus Ferrariensis, Car-



dani et Tartaleae aequalis, et observavi, cum quatuor habet radi-
ces reales, tunc reduci ad cubicam triradicalem; cum duas, tunc
" al cubicam unius radicis revocari.

Sit jam aequatio cubica: y¥*I qy—r 1 0 (omnes enim ad
"hanc formam revocari possunt), ex regula Scipionis Ferrei a Tar-
talea et Cardano publicata, radix ejus una eaque semper realis erit:

r It g8 s T r? 3
yn ¢(3)-2- + \/ TT%‘i +\/(3)‘2—*—‘/TT§7, ex qua
data reliquas duas radices quadratica aequatione investigare facile
est, quae possibilis est, si reliquae duae radices sunt reales; im-

possibilis vero, si sint imaginariae. Dixi autem hanc unam mini-
mum semper realem esse. Ubi vero sese objicit difficultas in-

2 3
-gens. Nimirum evenit aliquando ut quantitas \/ %— T g_‘i sit im-

8
possibilis ,- tunc'scilicet cum signum ambiguum I valet — et 1

27
. r? . N S .
est major quam -, tunc enim quantitas T 5 est Degativa
|
adeoque qnantitas \/ %— —_ % imaginaria. Quomodo ergo fieri

potest, ut quantitas realis, qualis est radix aequationis propositae,
exprimalur interventu imaginariae? Hoc ipsum enim wirum est, ta-
lem quantitalum imaginariarum interventum in illis aequationibus
cubicis tantum (ut calculus ostendit) observari, quae nullam habent
radicem imaginariam, sed omnes reales sive possibiles, idque per
trisectionem anguli ab Alberto Girardo aliisque ostensum est. Vi-
deatur imprimis Schotepnius in appendice Com, ad Geom. Cartes.
Haec difficultas omnibus hactenus Algebrae scriptoribus crucem fi-
xit, nec quisquam eorum est, qui non professus sit regulas Car-
dani in hoc casu exceptionem pati. Primus omnium Raphael Bom-
. belli, cujus Algebram perelegantem Italico sermone jam superiore
seculo Bononiae editam vidi, invenit, eas servire posse ad eruen-
das radices veras rationales sive numeris exprimibiles, quando ta-
les habet aequatio; sed quando radices illae rationales sunt falsae
sive negafivae, tunc nesciebat ille etiam ex irrationalibus erui posse,
adeoque aliam 'methodum praescripsit e Cardano sumplam, quae
lamen reapse ad. aequationis divisionem per y + vel — aliquo,ul-
timi termini divisore (ut stylo Cartesii utar) reducitur, etsialia longe
“wphiresi utatur Cardanus. ' A me vero deprehensum est, eadem me-
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thodo, nonnihil tamen pro re nata immutata, etiam ex irrationa-
libus Cardanicis erui rationales falsas seu negativas. Quanquam
autem haec observavit Bombellus, nondum tamen illud asseruit,
nedum demonstravit, ipsas radices Cardanicas irrationales inter-
ventu imaginariarum expressas esse quantitates reales ac aequatiomi
resolvendae sufficientes. Quod vero a me liquido evincetur, wut
appareat, alias imposterum radices aequationum Cubicarum triradi-
calium frusira quaeri, et habere nos quicquid in eo genere optari
cum ratione potest.

Hoc cum a me aliquot abbinc mensibus inventum esset, no-
Jui tamen explicare, donec alia quaedam memoratu digna in Al-
gebraico negotio deprehenderem, ne inventum parum speciosum
sine socio derideretur. Nunc vero cum originem talium regularum
intime inspexerim et viam ad altiores aequationes repererim, de-
prehensa seclione potestatum generali, memorabilium admodum
theorematum tabulam non mediocriter utilem complexa, et formu-
las quarundam aequationum dederim per omnes gradus in infini-
tum euntes, quaeque per irrationales sui gradus resolvuntur; hoe,
inquam, cum praestiterim quicquid ilud est circa Aequationum
Triradicalium resolutiones, sive inventum a me sive si mavis ob-
servatum, protrudere post tot alia non contemnenda specimina non
amplius erubesco.

Utile autem erit commemorare, qua via ad rem penitus eru-

endam excitatus sit animus. Incideram aliquando in duvas aequa-
. . c?
tiones ejusmodi: x24-y2 N b et xy M ¢2, unde sequebatur x* 1 —

2 ' b2
adeoque -§-§+y’ r b et y*—by2+¢2 1 0, sivey?* N + -g—-l“/ %———c’

etyn \/-g- +\/%— — c2 Ergo pro x2 +y’nb substituto

valore lpsms y%, scribebam x’— 3 + “ —— c’ n'Q sive

_— ) — — 2 ior
x N ‘/ 5 \/ 1 2. Erat autem c major quam b, adeoque

/
l% — c? erat quantitas imaginaria. At vero constabat tmihi

aliunde, saltem summam incognitarum x <y esse quanmatom realem et
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aequari cuidam lineae d, quod me valde perplexum reddidit, cum enim

. oo/ b , b?
ex uhfx;o- praecedenti deduxissem d M x4y N V ) + V T+
b /b 2 . d . .
3\ g —¢hnon capiebam, quomodo ejusmodi quanti-
tas possel esse realis, in quam exprimendam imaginariae sive jm-
possibiles ingrederentur. Relegere ergo calculi vestigia coepi, er-
rorem suspicatus, sed frustra: eadem enim perpetuo prodiere.
Tandem venit in mentem, operationem instituere, quam hic sub-

b B, . b b
jiciam: d 1 ‘/i -%“‘/—4———02 + V 3 —‘/ T—cz sive
d " A+B, ergo quandrando utrobique

+A2 + B? + 2AB

2 b bz
_ dzﬁ%+\/%—cz+§—‘/ 7+ 2,

v b /b o
nam rectangulum AB sllve 3 + ‘/ T—c in 7 -I_cz
facit ¢, ut calculus ostendet; erit ergo d2Mb + 2¢ adeoque
d " yb+2c. "Aequando ergo inter se duos valores ipsius d, fiet

e 1 2
Jb~+2cn V %-}. ‘/%&—c’ + \/%— bI—cz; unde siin
numeris faciamus b N 2 et ¢ etiam N 2, fiet V6 Vi +V—3+
v l—\/——-g.'Qua observatione nullam facile in tota analytica singularem
magis et paradoxam a me memini notatam, nam me primum ar-
bitror radices irrationales, in speciem imaginarias, ad reales etiam
sine extractione reduxisse. Et notabile est, sextum nos habitu-
ros Operationis sive Arithmeticae sive Analyticae ge-
nus; nain praeter additionem, subtractionem, multiplicationem, di-
visionem, radicum extractionum habebitur Ref ormatio sen Re-
ductio bxpressionum imaginariarum ad reales. Nimirum additio
et subtractio composita reducunt ad simplicia seu partes ad totum,
“vel contra; multiplicatio causas ad effectum; divisio et extractio
contra: divisio fractos ad integros, extractio surdos ad rationales,
denique Reformatio imaginarios ad reales.

Ad exemplum enim hujus theorematis, sive aequationis inter
realem ‘et in speciem imaginariam, alia exempla concinnari possunt
infinita, eliam pro altioribus radicum irrationalium gradibus, modo
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earum exponentes sint progressionis geometricae duplae, ut J @),
Vv(8), y(16) etc., imo et nonnunquam pro aliis ut 4(6), ut
multis exemplis ostendere possum. Sed generaliter ejusmodi composita
radicum ex binomiis et residuis non nisi tunc cum radicum expoenen-
tes sunt progressionis geometricae. duplae, reduci possum analylice ln

caeteris vero,uty “V (3)— + ‘/ 2 2,7+ \/ (3) ) \/ m 3-,

reductio ejusmodi non admiititar per naturam rerum, quoniam
scilicet radices irrationales cubicae non statim tolluntur cubando,
ut quadraticae quadrando. Sit enim y? " A3+4 B? 4 3ABy; esi
autem 3AB ™ q, ut calculus ostendet, et A4 B2 r. .Unde fit ae-
quatio non pura (ut in quadratica supra habueramus- d* N b 4 2¢),
sed affecta y3 1 +3qy+r, quod impedit, quominus istae quantita-
tes alia adhue ralione et sine imaginariis exprimi possint, ut in
quadraticis successerat. Sed tametsi Reductio quantitatum in spe-
ciem imaginariarum ad reales non semper enuntiatione quadam ex-
pressa palpabilis reddi possit, non eo tamen minus hae in spe-
ciem imaginariae reapse sunt reales habendae. [Itaque de hac ope-
ratione sexta Reformationum dicendum est, quod de operatione
quinta extractiorum, esse scilicet quantitates reales, quae tymewm
non nisi imaginariarum interventu exprimanter ; quemadmodum sunt
radices, quas surdas vocamus, quae non Risi per suas. poleslates
enuntiantur. Quanquam autem exemplum radicom quadraticarum
in speciem imaginariarum validam satis suspicionem moveat altip-
res quoque reales esse, quoniam tamen minime convenit, in hu-
jusmodi quaestionibus, ubi accurata veritalis indagatio in huma-
nae mentis potestate est, nos conjecturis duci, ideo demonstran-
dum putavi, expressiones illas semper esse rectas el admittendas,
.eliam tum cum interveniunt imaginariae, ut in cubicis triradicali-
bus usu venit. Quod antequam faciam, ostendam paucis, contra-
rium sensisse doclissimos viros et habuisse graves sane dubitandi
rationes. De Cardano et Tartalea quiregulas illas publicavere primi,
non est cur moneam. Bombellus, quem dixi observasse primum,
quod ex his radicibus erui possint saltem radices rationales verae
seu affirmativae, si quae sunt, credidit tamen in caeteris casibus,
cum scilicet radices rationales sunt negativae aut etiam cum non sunt
rationales, exceptionem pati regulas. Exempli causa propesita ae-
quatione y>*—I2y—9 M 0, quae (riradicalis est, haec, inquil, ae-
quatio resolvi non potest per regulas propesitas; ideoque utitur
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alia methodo, eamque dividit per y+3, unde fit aequatio quadra-
tica, quam resolvit. Sed non noverat ille, ipsam quantitatem ne-
galivam — 3 esse radicem licet falsam, aut certe non putabat irra-
tionales eam continere. Idem putat, aequationes .ejusmodi in
quibus scilicet terminus penultimus est negativus et quadratum
semissis .termini ultimi est minus cubo trientis penultimi, tunc cum
ultimus, terminus est affirmativus, non posse resolvi. Unde pro-
posita_aequatigne y3—6y4-8 N 0 ait, questa agguagliatione risolu-
tamente non si pud agguagliare, e la proposta tratta dell’ impos-
sibile, in quo sine dubio deceptus est; scimus enim hodie, omnem
aequationem cubicam esse possibilem et habere vel unam radicem
realem vel tres. In quo eum errasse tanto magis miror, quod
jam tum scivit, Trisectionem Anguli ad aequationem cubicam, quae
per regulas Cardani tractari non posse credebatur, reduci. Sed
error inde ortus, quod nondum salis eo tempore notum erat, ae-
qualiones provenire ex radicibus in se ductis, quod a Cartesio, si
non inventum, saltem in clara luce positum est. Unde non miror,
alicubi Bombellym asserere, non videri sibi unam quaestionem.
plures una veras responsiones sive radices habere posse. Alber-
tus Girardus, qui primus quod sciam usum Trisectionis Anguli in
hac negotio accurate explicuit, Cardani regulas satis aperte exclu-
sit. Quem secufus est Cartesius. Nam Vieta radices irrationales
rarius attigit, et cum methodum tradidit sane pulcherrimam ex-
trahendi radices sequationum in numeris rationalibus, non est usus
exlractione ex radicibus irrationalibus.

Quod superest ergo summi viri Renati Cartesii ac doctissi-
morum ejus- discipulorum Huddenii et Schotenii mentem explicare
suffecerit. Carlesius libro tertio Geometriae radices Cardani diserte
naon nisi illis aequationibus applicandas censet, in quibus imagina-
riae quanlitales evitantur, et tunc eum imaginariae interveniunt,
novum - notae algebraicae genus introducere conatur, ut scilicet
quantitps incognita non per exiractionem radicis sive sectionem ra-
tionis, sed per sectionem anguli explicetur, in quo mihi nop sa-
tisfacit. Nam aliae suul notae Analyticae, aliae Geometricae; illae
serviunt ad quantitalem incognitam enuntiandam relatione ad quas-
dam operationes arithmeticas, quales sunt additiones, subtractio-
nes, multiplicationgs,, divisianes, radicum extractiones et (quae a
me adduntur) imagigariarum reformationes, hae vero enuntiant
quantitaiem incognitam relatione ad quasdam operationes geome-

[
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tricas ductusque linearum. Et’ aequationem resolvisse aliud est,
quam construxisse: resolutio rei naturam detegit, incognilas sim-
plicissime enunciat, earumque omnes recessus patefacit; constrae-
tio quaesitam quantitatem exhibet instrumento ; tametsi ultro lar-’
giar Geometriam ad ostendendam realitatem quantitatum in spe-
ciem imaginariarum, imo et surdarum adhiberi debere, ne scilicct
pro figmentis inanibus humanae mentis habeantur. Quare Cartesii
ratiocinationi non assenlior, cum nobis est persuasum (ut “=scilicet
jacturam soletur, quam ex defectu regularum Cardani nos pati cre-
didit), aeque clare, imo clarius a¢ distinctius nos concipere incogni-
tam per relationem ad subtensas arcuum, quarum triplum est da-
tum, quam per relationem ad latera cuborum quorum contentum
est datum. Faterer si de Geometrica constructione ageretur, sed
analylici est incognitas exprimere per notas, quae ad calculum sint
aptae; manifestum est autem, notam Cartesianam, qua incognitae
cubicae per relationes ad arcus exprimerentur, ad calculum servire
non posse aut certe inter calculandum semper mansnram invaria-
tam, cum contra radices cubicae irrationales nonnunquam extrahi,
semper tolli possint et in se invicem aut in alias duci, aliasque
atque alias formas induere, quibus earum natura et problematis con-
stitutio detegatur. Neque enim Cartesius ex nota' sua ad anguli
triseclionem nos referente duceret unquam rhdices rationales ae-
quationis, neque illud demonstraret sane memorabile, omnem ae-
quationem cubicam -deprimibilem habere radicem rationalem; uli ex
irrationalibus Cardanicis, etiam tum cum imaginariae ‘interveniunt,
egregie patet, guod infra'denuo attingere operae prétium eri.
Denique concludit Cartesius, naturam radicum ‘cabicatum non
pati, ut terminis exprimantur simplicioribus, nec ut per ton-
structionem aliquam, quae una et generalior et simplicior sit,'
determinentur. Quae Schotenius iisdem verbis ' repétit in praefa-
tione Commentariorum in libruin tertium et rursus pag. 297 Com.
ad lib. I, usque adeo ea illi placuere. De construetione non res
pugno; at quod ad expressionem atlinet, ajo, Cardanicam et
simplicissimam et generalissimam esse, omiresque omnino casus
complecti, secus quam Cartesio videbatur. Schotenti mens ex his
aliisque mullis locis satis patet; at de ingeniosissimo Huddenio mi-
ror, quo neminem unquam profundius in analyseos purie et a geo-
metria abstractae mysteria penetrasse scio. -Is Epistola ad Scho-
tenium prima pag. 504 regulae, inquit, quarum ‘ope 'quarum’
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dam cubicarum aequationum radices investigantur, guas Cardanus
autori Scipioni Ferreo asscribit etc. Et regula 21 exemplo quarto
cum agnovisset ex irrationalibus Cardanicis erui posse radices ra-
tionales, subjicit: excepto tantum uno casu, quando termino pen-
ullimo existente negativo cubus trientis ab ipso major est qua-
drato semissis ab ultimo, i

Utile vero erit etiam rationem adjicere, quae doctissimis vi-
ris persuasit, regulas Cardani esse limitatas. Primum Cardanicae
radices in casu toties dicto speciem habent impossibilium sive ima-
ginariarum, sed regeri poterat, non ideo imaginarias sive impos-
sibiles habendas, imo necessario esse reales, quoniam ex aequa-
tione data (quae ulique possibilis est) consequantur; ex vero au-
tem uon sequi nisi verum. Ad hanc objectionem parata illis re-
plicatio fuit, radices Cardanicas ex aequatione cubica data non se-
qui necessario, sed niti quadam suppositione; ea autem supposi-
tione tunc cum ad dmpossibile ducit, esse abstinendum. Hujus
responsionis vis ac momentum eleganter apparet ex calculo, quem
instituit doctissimus Huddenius. Esto aequatio data x3.="gx—r 1 0.
Ponatur incognita x M y+2z; haec suppositio ntique semper per-
missa est; ergo erit x3 M y3-43y2z+ 3yz2+2z% adeoque ex ae-
quatione data x3 N J.qx+r aequando duas ipsius x3 valores, fiet
y*+43y2z+}-3yz2 423 M Lqx4r. Cum vero plures haheamus quan-
titates indeterminatas quam aequationes, nam indeterminatae sunt
tres x, y, 2z, aequationes tantum duae x " y+2z (sive x3 ' y34
8y224-3yz2+23) et x3 N Jqx4r, ideo (regulariter) licebit novam
pro arbitrio fingere aequationem. Fingamus ergo y3+z37ir, et
restabit in aequatione superiore 3y?z+3yz? = L qx, cujus uno la-
tere diviso per x, altero per y+z, ipsi x aequivalentem, fiet
3yz ™ 3-q. Unde ut verba in compendium contraham (cetera enim clara

T2 g3 / 2 a8
sunt) fiet denique x 1 \/ (3);;--{-‘/ %q_%-}-V (;s).r;__v :4_3_‘51_7
o

Quodsi ergo - valeat — (id est si I sit +) et sit 27 major

3
quam %, venimus ad aliquod impossibile, adeoque suppositio a no-

bis pro arbitrio facta, qua fecimus y3+23 7' r, eo casu admittenda

non est, quare et valor hic ipsius x ex aequatione data necessario

non ducitur. Haec ratiocinatio recta est et solida, quatenus conclu-

dit ex aequatione directe deduci nec necessario calculo formulam
Vii. 10



Cardanicam sic quidem deduci, ac certe nisi aliunde deprehendie-
sem radices Cardanicas generatim esse admittendas, ex hoc certe
calculo solo asserere non auderem, ob inlervenientem ut dixisup-
positionem.

Opus est ergo, ut sine ulla ejusmodi suppositione demon-
strem, radicibus Cardanicis omnem generaliter aequationem cubi~
cam recte resolvi. Incipiam a clarioribus exemplis earum, quae
radicem habent rationalem, ut facilius intelligatur postea demon-
stratio generalis de irrationalibus. Sit quantitas aliqua 2b, poterit
eadem et sic enuntiari: b + y—ac 4+ b— y—ac. Qanquam enimy—ac
sit quantitas imaginaria, summa tamen ideo non minus est realis,
quoniam imaginariae destruuntur, Dividatur haec formula in duas
partes, binomium b4y—ac, et residuum b— y—ac, et utriusque
separatim investigelur cubus, erit ipsius b+JTaT: cubus hic

2 acd— — —
e i e e gy

adeoque erit

Y@+ b*—ac y—ac + V(3) +bi4ac y —ac

—3bac+3hb2 . ... —3bac—3b2....
vel V(3) + b3 + v—aicd + Y (3) + b3 .—y —a3c? B
—3bac + iac2b? —3bac+ 6a2e2by 2b
—9Yb*ac -—Ybtac

sive b+y—ac +b—y—ac. Quodsi ergo ex tali binomio ejusmodi
semper extrahi possel radix cubica, quemadmodum ex hoc quidem
potest, utique junctis inter se binomio et residuo semper tolli pos-
set imaginaria. Sed quoniam data ejusmodi expressione:

r

s T S ' r 2 ¢ .
‘/(3) 2 +‘/ 2 _iﬁ+V (3)2 -V 733’ qualem exhi-
bent cubicae aequationes, non semper extrahi potest, id est, quia

non semper quantitas data -% in duas b®—3bac nec quantitas dath

2 3
%———5-7- in tres _—a“c’+6a’c*b3—9b‘ac dispesci a nobis sine
alia aequatione, aeque ac data difficili, potest; ideo fit ut ex quan-
titatibus realibus non semper possimus imaginarias eliminare.
Exempla autem in numeris rationalibus proponere utile erit.
Sit aequatio, qua et Albertus Girardus utitur: x3—13x—13 N ¢,
cujus radix vera est 4. Ex formulis autem Scipionis Ferrei sive
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é‘prdgm en 5 ‘/(3)6+ v Mei ‘/(3)+6—\/ ”25
Quamn expressipnem reclam esss el realem £t admittendam sic do<;
monstrabo. Ponatar x N 2+J:§_+2 ~—-\I:§, erit utiqae x N 4,
uli..aequptio :postulati Videamus nunc am inde derivari passit for-
wmula Cardanica, Nimirum cubandoet superiorém formulam b+ — ae+
_brey/—rac.huc applicando , faciendogue b " 2 et ac ™ 4 lnbebumu
pso cnbo igsius 34 y— formulam hanc:

. [EAH +B . h
g + V| +hga - 1
0 A S PP

!—-—412.’)

sive summando 6+ V Eodem modo cubus a 2 - J—_}

qrit ﬁ—v 27 , ac promdev 3)6 +\/ em2+ '/—}

et J G3) - ——27~ erit 3— J-——}, ac jungendo blnommm'reun

duaeritx sive (3)6+.‘/ —1225 +y @ Vs =220,

quod 24V—3}+2—y—%.id est erit, 4, ut ostendere proposnum erat.

Unum adhuc exemplum adducere operae pretium erit, cum
radix rationalis in irrationalibus Cardanicis latens est falsa sive ne-
galiva, quoniam variatur nonnihil calculus , et video Raphaelem
Bombellom, egregium certe artis analyticae magistrum, hic haesisse:
nam ut supra dixi, radices rationales veras extrahere potuit, falsas
non potuit.

Exemplum esto x"—48x—72 n0 cujus radix falsa est

ostendendum est ergo harum duarum lrrauonalmm summam mlnl
aliud facere, quah — 6. Quem in finem ponemus
xn :%g:ﬂ :l%\l‘—'l sive xN O+ vel x7 {(3)O
+J(3)))’. Resumta ergo formula superiore, quaerit© ™ b4v—ac
et ) N b—y—ac, ac nunc pro b substituendo —3 et pro ac su-
mendo 7, erit
O n =217  —343
+3,3,7163 + +6,49,9 0 2646
—9,81,7 N1 —5103
10*



sive summa inita O3 364y~ 2800; eodem modo ostendetur
esse D3 11 36—y —2500. Cam ergo sitx " —6 ~ Y F)OI+V(3) D",
prit x 1 V(3) 36 + y—2500 +v(3) 36—y —32800, ut regula Cardani
eerscripserat, quod ostendendum proponehatur.

Tametsi autem radioes cubicae semper ex binomiis et residuis
ejusmodi analytice extrahi non possint, patet tumen semper in illis
inesse, et operatione Geemetrica inveniri, quemadmodum aliae
radices surdae: ac proinde imaginarias semper destrui ¢c summam
duarum hujusmodi radicam cubicarnm semper esse realem. tametsi
destraendi modus non sit semper enuntiabilis, Ne qua tamen ansa
dubitandi relinquatur, duplici demonstratione generali rem confi-
ciemus, quae rationales irrationalesve non moretur. Prior demon-
stratio huc redit: Formula Cardanica satisfacit aequationi cubicae
triradicali; omnis formula quae satisfacit aequationi cuidam, est
ejus radix; ergo formula Cardanica est aequationis cubicae triradi-
calis radix. Omnis porro radix aequationis cubicae triradicalis est
quantitas realis (ex hypothesi ideo enim triradiestem vocamus, quod
tres habet radices reales, qualem illam esse, quae regulas Cardani
respuere credebatur , dudum ostensum est; videatur inprimis
Schotenius in appendice de aequationum cubicarum resolutione;
neque vero plures quam tres habere potest radix cubica ulla).
Ergo formula Cardanica (etiam tum cum ex cubica triradicali duci-
tur) est gquantitas realis. Superest ergo tantum, ut ostendamus
formulam Cardanicam etiam aequationi cubicae triradicali satisfa-
cere, quod apparet, si in aequatione ejusmodi ut x¥—qx—r " 0
substituendo valorem ipsius x, nempe
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Semper ergo formula Cardanica sa-

4 , e rdanic
P E] tisfacit, nec refert, major minorve
- i T ]
"J - 00| - 8it -,7 quam %
0] = <+ Altera demonstratio haec est: -Sit
2 > , aequatio dat ax®s—qx -r " 0 ; ajo,
."‘: » radicem sen valorem ipsius x esse
A
< Sy 8 @
;j _L :* + v (3)_+\/+T—2_‘1+
3|2 |¥ ‘/ ‘/
oo | 9= (3) 1 27, quanquam
Y sit 3= major quam r Probo, qui
'-' - U a7 J q ‘4' y qUia
-l -
| =l tunc semper erit AN 5 J —ac,
gal ]9 -
-I; + B " 53— J—ac, sumta pro ac
=
<‘ { i quantitate quamcunque calculus ob-
atea s tulerit, ac proinde summa utrius ra-
ool = | T dicis cubicae seu A+B erit x, ut
! | proponebatur. Assumtum sic ostendo:
&' < Ponatur A vel B major minorve esse
P I] ol quam assignata ql.lantilas. et exces-
Vol sus vel defectus sit 1d; erit ergo
wia i B3 x x
3% X N ~td—
| + 4 A.ﬁ 3 Td+ ac,etBﬁsz'
] ®|" v—ac, nam calculus ejusmodi bino-
| miorum ostendit, quantitates reales
& in binomio pariter ac residuo esse
L easdem. nec differentiam nisi in sig-
| nis quantitatis imaginariae interve-
8= nientis esse debere. Compendii autem

eausaponamus-;— Tdnb, fiet A" —b+y—acet B b—-J-—-—a;:

AY

*) Nam AB ] % ut facile calculo ostendi potest.



+b? —acy—ac - +b%  jacy—ac
3 3 :

et AZn —A3bac +3b2.. ot B n"—3bac —3bz2... -~
AT RV

n7 \/ 4~ 27 2 3 27

. 1 . . .. - !
Habemus ergo h3—3bac M % Aliunde autem 'scimus, radicem
Y . . Lo

ipsius 3—7 differentiae quadratorum partium binomii vel residu

’—-:
dati —l:i et :I‘\/ —--—5;-’ aequari ipsi b’+ac dlﬂ‘erenuae quadra-

torum parlium binomii vel resldun quaesiti b*fhacm radicis bi-

nomn vel residui dat: §- 3° J —ac. Quod theorema demonstratum

extat apud Schotemum in appendlce Commenlanorum, tametsi ori-
ginem inventionis, quae adaltiores quoque gradus perrigitur, non
attigerit, quam alias forte explicare poterimus. Habemus ergo ae-

quatioixes duas b3—3bac —%, el alteram —g— m b2 4 ac, ex

quarum posteriore erit ac "—g— —b?, quem valorem inserendo

in priore habeblmus b'+8h'—qh A -;- vel Sb' qu—-rﬂo

Quae aequatw cum per omnla comculat datae, -excepto’ quod pro
x habetur 2b, et pro x3 hahetur 2h3, ideo necesse est 2b esse x,
adeoque b esse }2— Posueramus autem sppra b T-gzrd erit
ergo -T dno. d autem sngmﬁcabal excessum Mlﬂuem aut defectum ;

2 a3
ns eygo erit nullus adeoque exacte A slve\/ (3) v~ %— 27

,‘c'ar,i‘t' g + v—acel B slve \/ (3) 3 vé i eru

y/——ac. Ergodemqne\/ (3)z +\/ 7+\/ ( )z \/ T 47

erit o X4+ J—-ac +5 —J —ac, id. estx, quod ouendendum sum-

seramus.
Cum ergo satis opinor evncenmus _ repetitag . toties radicum
irrationalium formulas esse reales sine ullo aequationis cubicae
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discrimine, superest, ut de earum usu nonnulla dicamus. Acpri-
mum haec est sententia mea, generatim in eo consistere perfec-
tionem Algebrae, ut radices irrationales aequationum cujuscunque -
gradus inveniantur. Nam resolutio aequationis est, invenire valo-
rem incognitae quantitatis, sive aequationem ex affecta et elata red-
dere puram et simplicem , quod generaliter in quolibet gradu fieri
non potest nisi per irrationales illius gradus, accedentibus subinde
et irrationalibus graduum inferiorum. Inventa formula generali ra-
dicum irrationalium alicujus gradus, habetur quidquid in eo gradu
optari potest, limiles ac delerminaliones, possibilitates atque im-
possibilitates, numerus radicum, expressio earum simplicissima,
ac depressiones atque extractiones, quibus problema ad simplicissi-
mos terminos reduci possit. Denique si de constructionibus quaera-
tur, habebitur revocatio omuium problematum ab aequationibus
pendentinm ad duo tantum, sectionem scilicet rationis aut anguli.
Eadem et priorum Algebristarum sententia fuit. Sed video,
summum virum Renatum Cartesium aliam institisse viam atque ab
- ipso pariter ac doctissimis ejus commentatoribus radicum irratio-
palium usum atque inventionem plerumque elevari. Sed ita su-
mus homines, ut nostra tantum admiremur. Carlesius enim cum
resolulionem aequationum per irrationales sive veram atque ana~
lyticam radicum inventionem promovere posse desperaret, rem ad
geometricam constructionem traduxit per varia curvarum genera,
praeclaram certe et summo ejus ingenio dignam, sed qua ut su-
pra quoque dixi non mens illustratur, sed manus dirigitur. Si
quis enim lineam quaesitam mihi exhibeat materialem instrumento
aliquo, ut circuli aut parabolae sectionibus determinatam, praxin
absolvit, animo non satisfacit, qui tum demum conquiescit, cum
quaesitae quantitatis valorem simplicissima ad datas relatione ex-
pressum habet, qua intima ejus natura detegilur et omnes proble-
matis recessus patefiunt. Videbat scilicet Cartesius, semper esse
in potestate curvas invenire construentes (tametsi ut alibi dixi in-
sttumentum aliquod simplex ac generale mentem non sustulerit),
sed non esse hactenus in potestate invenire valores; certis enim
ad valores irrationales inveniendos artibus est opus ac suppositioni-
bus mira quadam ratione excogitalis, in quas non incidat animus,
nisi aut immenso labore omnia pertentet aut singulari quodam arti-
ficio regatur, quod non ab Algebra, sed a superiore quadam scientia
proficigcitur. Fateor cubicarum atque quadrato-quadraticarum ra-
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dices facilius fuisse repertas, illas a Scipione Ferreo, has a Ludo-
vico Ferrariensi, quoniam ob calculorum simplicitatem paucasque
admodum combinationes variis modis ad idem perveniri solet. Ego
certe decem minimum modis inter se diversis ad Scipionis Ferrei,
tribus aut quatuor rationibus in Ludovici Ferrariensis regulas per-
veni, idque aliquando cum alia quaererem. AL qui regylas quinti
sextique gradus universales invenerit, eum certe laudabo, totum
enim fere ingenio atque industriae, vix quicquam fortunae debebit.
Hoc ergo agere debent, quicunque Algebram a se promotam glo-
riantur.

Cartesii methodus analytica hoc tantum ac ne vix quidem
praestat, ul sciamus an aequatio aliqua rationalis dividi possit per
aliam rationalem. Et ad id ipsum investigandam opus est calculis
immensis, nam ut Huddenius ostendit, ut sciamus exempli causa,
an aequatio aliqua sexti gradus per aequationem cubicam secundi
termini rationalis dividi possit, opus est aequatione gradus "decimi
quinti, cujus divisores sed simplices tantum ac rationales quae-
rendi sunt. Fateor, Huddenium summo ingenio ac miris artibus
immensoque labore tabulam inde eruisse, cujus ope omnia per-
tentando sciri possil, an aequatio aliqua ratiopalis quinti sextique
gradus sit divisibilis; sed quis tanti putabit ullam aequationem, ut
per tot examina incredibili labore ducat, et quid futurum puta-
mus in altioribus, ubi tabula ipsa ad hunc constructa modum im-
mensae magnitudinis futura essel, praelerquam quod ita aequatio-
-nes illae, in quibus irrationales supersunt, non possunt examinari.
Neque enim sine exallatione aequationum semper tolli possunt irra-
tionales : exaltationes autem illae plerumque ducunt ad gradus, de
quibus regulas nondum habemus. At formula irrationalium radi-
cum suo gradui generaliter accommodatarum, ingentis tabulae in-
star una habet, nec aequationes illas moratur, in quibus sunt
irrationales, et hoc nobis praestat, ut depressiones omnes cerfa
securaque ratione sine tot tentaminibus inveniantur per extractiones
radicam quando fieri possunt. Divisorum enim inquisilio res est
varia el multis tentaminibus obnoxia, praesertim cum de divisori-
bus irrationalibus agitur; al radicum inventio certa est semper ac
determinata, sive literales sive numerales sint aequationes.

Sed usum radicum irrationalium uno atque altero (antnm
exemplo illustrare utile erit. Carlesius asserit, si aequatio cubica
proposita rationalis dividi nequeat per incognitam plus minusve



aliguo divisore rationali termini ultimi (nam irrationales infiniti
sunt nec teniari possunt), tunc pro certo haberi debere, problema
esse solidum, adeoque omnem aequationem cubicam rationalem de-
primibilem habere radicem rationalem. Quae assertio merebatur
demonstrationem; quidni enim possit aequatio esse deprimibilis, et
habere radices planas quidem, sed irrationales, nempe quadrati-
cas? At hujus Theorematis veritas ex irrationalium Cardanicarum
contemplatione manifestum est, ac nescio, an Cartesius aliunde
emerit. Nimirum sit aequatio x3.—qx—r " 0, cujus radix x ™

Tad
\/(3) Jr\/4 2_7 + \/(3) \/Tf }1 Patet, si

radicem habeal, partem unam A habituram et alteram B; item si
radix ab A sit binonium ut b+yT ac, tunc radicem ex B fore
residuum respondens b—Jﬁ. His adjicio, si radix cubica erui
possit ex binomio A vel residuo B, tunc eam semper habere par-
tem unam b rationalem, nec posse componi ex duabus irrationali-
bus, quod ita probo. Omne binomium vel residuum, cujusque
partium quadratorum differentia habet radicem cubicam rationalem,
ejus binomii radix est ex parte rationalis; patel ex diclis a Scho-
fenio in appendice Commentariorum, ubi de methodo extrahendi
ex residuis et binomiis, et potest si opus accuratius demonstrari.

Jam binomium vel residuum Cardanicum semper tale est; ejus
-

enim partes sunt 3 et ‘/ — g-;l- , quadrata partium sunt
r? r? , . r? r? q*
3 et vy 271, quorum differentia T 7 + ; YR id est 27

cujus radix cubica est rauonahs, nempe i:- Cum ergo b sit ra-

tionalis qaantitas et x quandownque ex A et B radix cubica ex-
trahi . potest. Sit b+yTac+b—yIac sive x ™ 2b, patet x fore
semper rationalem, quandocunque aequatio cubica deprimi potest.

- Deberet jam explicari Methodus extrahendi radices cubicas
ex his binomiis vel residuis etiam tum cum imaginariae ingrediun-
tar. Raphael Bombellus id praestat tentando, intra certos tamen
limites, quoniam scilicet methodus illa ingeniosissima, quae a Scho-
tenio sub:finem Commentariorum adjecta est, nondum haberetar.
Quoniam autem requirit methodus haec, ut binomii ejusmodi? vel
residui valor in numeris inveniatur vero propinquus, ut postea ex-
acte reperiri possit; ideo fit ut imaginariis intervenientibus directe

1
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adhiberi nequeat; quis enim exempli causa in numeris rationalibus
vero propinquis exhibeat valorem quantitatis hujusmodi y(3)1 +y—1?
Cui malo remediam inveni ac methodum detexi, per quam sine
tentamentis , ex talibus binomiis etiam non obstante imaginaria ra-
dices extrahi possint, non cubicae tantum sed et surdesolidae, et
aliae altiores quaecunque.

Nititur illa inventio cuidam singulari, quod aliquando expli- _
cabo. Nunc regulas quasdam adjiciam ex irrationalibus econtem-
platione ductas, quanquam in illis nulla fiet irrationalium mentio,
per quas radix rationalis ex ipsis tentando facile extrabitur.*)

NOVA ALGEBRAE PROMOTIO.

Hactenus Algebra admodum imperfecta mansit, etsi qui eam
non satis callent, ad summum fastigium proveetam arbitrentur:
quemadmodum fere fit, ut tanto quisque plus suae scientiae tri-
buat, quanto scientiae minus habet. Nimirum nemo hactenus ali-
quid geperale attulit circa resolutionem Aequationam quae assur-
gunt ultra quartum gradum, quae tamen non usque adeo raro
occurrunt, in problematibus etiam quae adeo difficilia non’ viden-
tur. Exempli causa triangulum parliri in quatuor partes aequales
ope duarum rectarum inter se perpendicularium problema est, quod
ascendit ad aequatiopem octavi gradus. Taliaque occurrant .ali-
quando in Analysi versantibus. \

Resolutionem autem Aequalionis Algebraicam vel in Nu-
meris indeterminatis tunc haberi putandum est, cum babetur Va-
lor seu Expressio” Analytica radicis, per quam nimirum et exacte
‘et finite et in generalitate debita valores radicam exhibentur. Habe-
mus quidem casus speciales, in quibus aequationes altiores deprimi

*) Die Abhandlung bricht hier ab.
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‘aut elismsind depressiowe hly affectis ad puras radices sui gradus
transferri possunt; sed inm gererslibus terminis, ita.ut coefficientes
termigorum secundi, tertii, 'quarti etc. velut p, ¢, r etc. aullam ha-
beant relationem inter se praescriptam, rem uondum quisquam
praestitit;  nist quam aequatio altior revera cadit in inferiorem,
potentia ejus incognitae leco assumta, velut in aequationibus gra-
dus binarii, ubi soli extant termini gradus binarii, et in aequatio-
nibus gradus ternarii, in quibus soli extant termini gradus ternarii,
ol :ia porre. E

" Habemus valores generaléls Radicum in aequationibus altiori-
"bus latentium per appropinquationes, sed qui non sunt exacti;
habemus et exactos, sed non nisi infinitaliter exprimendos, quales
sunt valores quos praebent series infinitae, qui valores mente qui-
dem intelligi, sed numeris definitis exhiberi non possunt. Habe-
mus denique Radices exacte et finite exhibitas, at modo organico,
_non per expressiones, cum scilicet locis geometricis seu lineis cur-
'vis' continuis, id est per molum descriptis earumque intersectioni-
bus vel etiam aliquo organo conveniente incognitaelineae radicibus
aequationis inservientes exhibentur, sed hic modus exhibendi or-
-ganicus revera non est analyticus et dat quidem quantitatem, sed
non ejus valorem. .

Exemiplo discrimina haec illustrabo. In quadrato ABCD (fig. 29)
" habeo lineam Diagonalem organice, possum enim eam reapse ex-
‘hibere ducta recta ‘AC quae -est diagonalis, sed non ideo habeo
¢jus’ valoreth, nisi-sciam' ejus relationem analyticam ad quadrati
latws AB.. Ea autem nobis nota est, nam si super AC describa-
tar ‘quadratum ACEF et producamus AD in E et CD in F, patet
ACEF - contimere quater triangaium ADC, sed ABCD continet idem
triangulum bis, ergo ACEF quadratum a diagonali est duplam ip-
sius ABCD - quadrati a latere, Itaque si AB vocetur a, et AC voce-
tur -x, -flet xx=2a2 seu x==ay2 seu x est ad a ut y2 est ad 1,
qui est valor seu expressio Analylica exacta finita ipsius diagonalis.
ftque-hoc est quod vulgo ‘dici solet, diagonalem esse incommen-
-surabiliter lateri, mam ejus- valor non potest exacte et finite ex-
prémi. mist per ‘memerum surdum 2. Et quofies valores sunt
meorfimdnsarabiles vel simul comprehendunt tam commensurabiles
quam: incommensuarabiles, in casu generalitatis desideratur hujus-
owdi' aligda expressio per numeros surdos.



Habeo quidem expressionem valoris ipsius 3 ratiomalem et
exactum, sed per seriem infinitam hoc wode, ut dicam eese
T8 4or] .9 el 8.11.13
V 16 2% 1.2727;1.2 29;1.23 29123 213;]1334
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30.1234.56 @ 209;123.4.56
ubi quanto magis continuatur series, tanto minus erratur, cam errer
semper sil minor eo termino qui terminum per quem finivimus se-
quitur. Tota autem series rationalis infinita exacte aequalis est
valori irrationali quaesito Y2, Sed patet subsidiarias esse tales ex-
pressiones, uliles quidem in praxi pariter et theoria, non tamen
continere quod desideramus. .
Habemus etiam Expressiones varias appropinquativas, quales
tum ex praecedenti serie hauriri possunt, tum eliam per modum
receptum extrahendi radicem ex numero, postquam multae ciphrae
nullitatis indices ei sunt adjectae, veluli cum appropinquandum est
"ipsi y2, extrahendo radicem quadraticam decimaliter ex 2.000000000,
ubi fit y2'=1.4142)3. Ubi si dicamus Y2 esse {4, ideo ob se-
quentem numerum 1 error erit minor quam Hi(l): 2 seu A; si

. 5 A 44+1=5
dicamus Y2 esse {31, error erit minor quam 1000 ¢ e

si dicamus Y2 esse }344, error erit minor quam (ydyg, et ila
porro. Quodsi ante continuationem operationis daretur continua-
tio in infinitum notarum decimalium , haec appropinquatio transi-
ret in casum praecedentis paragraphi seu in valorem exatium per
seriem infinitam, et quidem in meris integris, quod hactenus pro
irrationalibus praestitum non est. Franciscus Vieta primus hoc ez-
tractionis genus a radicibus puris promovit ad radices affectss.
Radicem puram vocamus, cum incognita vel ejus potentia aequa-
tur quantitati rationali, ex. gr. xx=2, vel x3=3, vel x¢=3, ita
enim radix pura est x =y2, vel = V3, vel = ¥3. Sed n-
dix erit affecta, si sit xx=ax+bb, cam aequatio est plus quam
bitermina, et plures dignitates ejusdem incoguitae ad eam formas-
dam concurrunt. Eleganter ergo ostendit Vieta in libro De Nume-
rosa Aequationum resolutione, etiam radices affectas simili quadam
ratione extrahi posse, eague methodo predire ipsas- in Numeris Ra.



dices asquatienumn, quoties ese Radices sunt rationales; si minus,
prodire decimaliter valores quantumlibet appropinquantes.

Post Vietam Thomas Harriotus Anglus non tantum resolu-
tionem Vietae numerosam excoluit, sed etiam notionem a Vieta
tantum subindicatam utiliter prosecutus est, quod scilicet aequatio
posita nihilo aequalis prodeat ex aequationibus radicalibus etiam
nihilo aequalibus in se invicem ductis; qualis est x—2=0, posito
radicem unam aequationis seu valorem ipsius x esse; et quod
summa radicum aequetur termino secundo aequatiobis, summa
binionum (seu rectangulorum) ex radicibus termino tertio, summa
ternionum (seu rectangulorum solidorum) ex radicibus termino
quarto, et ita porro. Illud etiam sane pulcherrimum observavit
primus, quod tot sint mutationes signorum in aequatione nihilo ae-
quali ordinatim scripta, quot radices affirmativae, et tot consecu-
tiones signorum, quot radices negativae.

. Cartesium inventis Harrioti usum dubitari vix potest usque
adeo ut dimidia fere pars libri tertii Geometriae Cartesianae ex
Harrioto transcripta videatur, ne illo quidem palmario de mutatio-
nibus et cunsecutionibus signorum excepto, quod non facile alicui
in mentem venire poterat, qui non diu in hujus calculi experimen-
tis erat versatus,, Harriotus enim hanc regulam inductione, non
ratione animadvertit, et bactenus neque Cartesius neque Cartesia-
norum quisquam ejus rationem reddere potuit. Hoc tamen Carte-
sius praeclare addidit Harrioto, quod consideravil concipi- posse ra-
dicés imaginarias seu impossibiles, quarum ope universalia reddun-
tur, quae Harriolus limitate ad possibiles dixerat.

Caeterum Cartesius cum numerosam Aequationum Resolutio-
pem animadverteret a Vieta ooccupatam et viam pedum nulam
videret ad id quod maxime desiderabile non poterat ignorare, id
est ad valores Radicum analyticos generales exactos per radices
irratienales gradui aequationis cenvenientes; transtulit sese ab Ana-
Iysi ad Geometriam, a valoribus ad constructiones, a ratiocinatione
mentem illusirante ad effectionem manus atque organa gubernan-
tem, et laca a Veteribus coepta prosecutus, ostendit quomedo per
‘inlersectiones linearum motu centinuo per orgama descriptilium ra-
dices-quaesitae exhiberi queant. In quo sane ingens operae pre-
tium fecisse. Gartesium negari non debet, etsi postea Fermatius
nonnulla cjus pracocepta emendarit, Slusius etiam totum hoc ne-



gotiwm tractabilius reddiderit, locv ultimee aequationis amins -ins
cognitae adhibende binas duarum imcegnitarusm. oy

. Porro. Cartesius, vir erat haud dubje praeclarigsimug, cui
wirifice obstricta est haec scientia, in eo tamen nocuil progressui,
quod hoc egit omni studio et arte, ut crederetur praestitisse aut
certe viam ostendisse ad praestandum, quicquid poteratin ea desi-
derari. Qua ratione factum est, ut plerique ejus discipuli vix ani-
mum altius attollerent aut quicquam adderent inventis magistri.
Nam si Slusium et Huddenium excipiamus, nihil magni momenti
ad Algebram adjecere Cartesiani. Cartesius igilur, cum videre}
difficillimam rationem esse inveniendi valores radicum aﬂ‘ectarulisl
irrationales generales, hanc inquisitionem gontemsisse visus est et
ut nec orginem indicare dignatus regulae pro Radicibus aequatio-
num cubicarum a Scipione Ferreo et Nicolao Tartalea inventae, ita
etiam locutus est tanquam nihil interesset inter lales expressiones,
quae sunt per latera cuborum datorum, et eas quibus indicaretur
lineas quasdam rectas exhiberi trisectione Anguli, cum tamen
manifestum sit priorem expressionem ad calculum inservire, poste—
riorem minime.

Sciendum ergo est, quod primarium Analyseos Algebraicae
officium attinet, exprimere radices aequationum per valores; quic¢-
quid in eo genere hactenus praestilum est, ultra*aequationes qua-
draticas (quas jam Graeci et ‘Arabes resolvere norant) Italis deberi.
Primus ergo Scipio Ferreus qui Bononiae paulo post initia seculi
a Christo nato decimi sexti Mathesin docuit, elegantissimo invento
deprehendil valorem Radicum Aequationis cubicae géeneralem, quod
idem postea invenit Nic, Tartalea,» cum Scipionis regula ab ejds
discipulis tegeretur, ut Cardanus narrat, qui artem a Tartalea ac-
ceptam primus publicavit. Ktsi autem vulgo pusetur et.ab ipeis
etiam inventoribus creditum sit, excludi a reguls eas cubicas ae-
quationes, in quibus sunt tres radices possibiles: a me tamen du~
dum animadversum est, non.obstante imagimariarum quantifatues.
interventu regulam valere; manet enim expressienis verim:;,- atsi
non sit -apta ad econstructienem,

Reductio deinde aequatienis quaqun&drmeae ad onblum
‘debetur Ludovico Ferrariensi, juveai .admodum ingeaiese, gui Car
dani discipulus fait, et praematura morte spes majores -de se con~
ceptas destituit, ut ipse Cardanus nobis refert. Vieta et Cartesius
inventim Ludovici tantum repetiere, etsi uterque inyentqrem vevum



dissimularit; Cartesius etiam perinde locutus sit, ac si rem ipse
preprio marte invenisset, Methodo inventoris nonnihil mutata.

Ab eo tempore nikil mentione valde dignum in hac Analysi
praestitum est a quoguam, quantum constat; elsi nonnulli .....%)

Constat- Tabulss Nemerorum in Mathematicis haberi multas
et peratiles, quibus fit ut calcalus semel ab uno peractus imposte~
rum serviat omnibus. Ita extant Tabulae multiplicationum , Pythas+
gorico quem vocant Abaco continuato; Tabulae numerorum ex primi-
tivis derivatorum per multiplicationes; Tabulae numerorum Qua-
dratorum, Cuborum, Triangularium aut aliter figuratorum vel de-
pnominatorum ; sed celebratissimae omnium Tabulae Sinuum, Tan-
gentium et Secantium ac Logarithmorum vel absolutorum vel ad
Tabulas Sinuum ac Tangentium relatorum, ut alias taceam vel con-
ditas vel magno cum fructu adhuc condendas in pura vel in mista
Mathesi. ' ‘

Harum exemplo saepe consideravi, rem magni usus fore Ana-
Iyticam in Mathesi artem Caleulo quem Speciosum vocant vel lite-
ralem exerceniibus, si Canones et Canonum Tabulae conderentur

~ pro illis calculi operationibus quae saepe occurrunt, ut in oblato

casu statim ad Canonem recurri possit nec actum millies agere sit
opus, praesertim cum illi ipsi Canones Canonumque Tabulae si~
mul Theoremata pulchra, imo series quasdam Theorematum prae-
beant, in infinilum constanti lege progredientes.

Reperietur autem hoc attentaturis, nihil alind esse Calculum
circa magnitudines Analyticum, quam exercitinm artis Combi-
natoriae sive Speciosae generalioris, formas seu quantilates
(quatenus scilicet distincle concipiuntur) et relation es harumque
similitudines tractantis per notas, quam Algebra literalis a
Vieta introducta applicat ad habitudines quantitatum atque adeo
Arti Combinatoriae subordinata est. Speciosa autem generalis
ipsa est Ars characleristica, in unam cum Combinatoria
disciplinam confusa, per quam rerum relationes apte characteribus
repraesentaptur. Et pro certo habendum est, quanto magis effe-

*) Schluss fehit.




cerimus ul characteres exprimant omnes relationes quae sunt in
rebus, eo magis nos in iis repertures auxilium ad ratiocinandom,
ut ita quemadmodum de scriptura eleganter dixit podta Gallus. co-
lerem et corpus cogitationibus rationibusque inducamus, non tam-
tum in memoriae usum ad retinendum cogitata, quod scriplura
praestat, sed eliam ad vim mentis augendam, ut incorporalia ve-
lut manu tangat. Sed nobis nunc in rem praesentem veniendum
est post praefationem (ut opinor) non inutilem, quoniam, uti mox
patebit, in notis Algebraicis defectus ingeus superfuit hactenys, cu-
jus tollendi rationem trademus.

Algebra ut nunc recepta est quantitates oblatas notis quibus-
dam designat, eamque in rem literis, tanquam maxime familiaribus
utitur, Et sane quoties ipsarum quantitatum adhibitarum nullae
considerantur relationes inter se invicem, quibus distinguantur, pa-
rum interest quas adhibeamus notas. Esto igitur ex quantitatibus
simplicissimo modo, id est per additionem ~composita quantitas,
exempli gratia '

sit x=a+4b+c +d ete
et sit alia y=k+ 14 m-+n ete.
el rursus z=q4r 4 s 41t etc.

ubi nullum est discrimen inter literas valoris ejusdem, distinguun-
tur tamen inter se literae divisorum valorum. Et erit xy summa
_ omnium binionum possibilium ex literis valorum x et y simul for-
matoram, et Xyz summa omnium terpionum ex literis valorum
x el y et z simul, et ita porro. Si plures sint valores, ea scili-
cet tantum lege combinationis servata, ut ne in eodem membro
plures ex eodem valore literae concurrant.

Jta xy=ak + al + am + an etc.
’ bk + bl +bm + bn etc.
ck+ cl 4+ cm + cn etc.
dk 4 dl + dm + dn ete.
) etc. etc. etc. etc. i )
ubi patet seriem horizantalem multiplicari per eandem literam ex
valore x, et verticalem multiplicari per candem ex valore y: sed
in horizontali id quod multiplicetur esse valorem y, et in verticali
valorem x. Pro xyz omittamus brevitatis causa literas d, n, t, ut
sit x=a+b4c, y=k+14+m, z=q4r+s, et fiet
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xyz = akq 4 akr 4 aks
alq 4 alr + als

amq <+ amr <4 ams

anq + anr + ans

bkq 4 bkr + bks
blq 4 bir 4 bis
bmq 4 bmr 4 bms

ckq 4 ckr 4 cks
cdq + cr + cls
cmq + cmr + cms,

quod quidem melius repraesentaretur rectangulo solido ut praece-
dens xy rectangulo plano; sed in plano sufficit haec trirectanguli
expositio, praeserlim cum xyzw tanquam quadro-rectangulum, si
ita loqui licet, aut altiora ne in solido quidem exhiberi queant.
Patet autem simul et ordo in dispositionibus literarum, quem per-
sequi nihil attinet. Satis est notari: prolixae repraesentationis ac-
tualis compendium fieri enuntiatione superiore per biniones, ler-
niones etc. dicendo productum ex valoribus quotcunque esse
summam combipationum possibilium, quas una tanlum ex quovis
valore quantitas ingrediatur. Comprehenditur autem sub additione
subtractio, si litera ponatur esse quantitas negaliva, ut si ¢ = —f;,
idem erit a4+b—f quod a4+b+c.

Jam consideremus non tantum adhiberi posse in valoribus for-
mulas illas simplices, sed etiam magis compositas, ubi literae as-
surgunt ad potentias, vel ducuntur in se invicem. Maxime autem
insistemus casui simpliciori et magis usitato, ubi non nisi unius
literae tanquam capitalis potentias adhiberi opus est, sed variis
coefficientibus affectae, ad quas omnia ordinentur. Ut si x esset
742y 4 3» 4693, ubi ut res generaliter tractetur, cum numeri
pussint esse quicunque, poterimus facere y=a+by4cv2+dv3; sed
praestabit (ob mox dicenda) adhibere numeros supposititios sive fic-
litios qui significent idem quod a, b, ¢ etc. et facere

x=104 11v4 12924 13934 149t etc.
y - 204-21% 4 2202 4 2393 4 240 elc.
z2=30431v+32»2 4 33»3+ 34 elc.

Alque ita jam exprimimus notis Algebraicis hujusmodi non
Vil 1



tantum coefficientes quantitates, sed eliam omnes eorum relationes
inter se ex datis nascentes, adhibendo pro literis numeros suppo-
sititios, quorum notae dextrae designabunt quarum potentiarum ipsi
sint coefficientes, et sinistrde ostendent. quarum ipsi literarum va-
lores ingrediantur. Sic 32 ob 2 afficit »*, et ob 3 reperitur in
valore terliae nempe literse z.

Continetur etiam 4nhis Expressionibus 'potenlia quaedam vir-
tualis, cujus subintellectione intelligi potest servari legem homoge-
neorum. Exempli causa si-fingamus f, 2, 3 in notis dextris de-
signare potentiam, sed exponenlis negativi, ita ut 10, 11, 12, 13
idem significent quod a=Y, b1, ¢~%, d-3, et ita porro, vel quod

t 1
X b o @

idem est hoc pacto omnes termini erunt

ejusdem gradus, nempe nullius perinde ac si x vel y esset non K-
nea aut alia res, sed numerus, qui etiam intelligitur gradus pullius;

. . | |, |
ita 10411412024 1343 etc. darent |+ I + -c—z-v‘ + a—'ﬁ ele.
qui omnes termini sunt homogenei primo, nempe unitati vel »°:ho

seu l%,v“.

Dici autem vix potest, quantum ista usum habeant etiam ad
evitandos Calculi errores, ita ut ipse caleulus quodammodo com-
probationem suam ferat secum, quemadmodum et alias legis ho-
mogeneorum observatio multos calculi errores excludit. 'Hic vero
cum non pauca alia indicentur, et serie quadam certa progrediamur,
multo adhuc tutius agimus. Et quod potissimum est, cominue
theoremata condimus inter operandum, multo magis et extantius
quam in calculo literali recepto, quoniam semper videmus quorsum
pertineant datae quantitales, aul qua lege inter se combinentur,
quod in calculo communi literali non apparet.

Equidem possemus simile aliquod comminisci per literas pro
Numeris sive potentias ipsis tribuendo, ut paulo ante dictum est
(sed quod lamen ul mox patebit, cum numeri supposititii plurium
sunt quam duarum nolarum, non sufficit) sive polius faciendo quod
Graeci aul alii populi solent, nempe literis designando numeros,
ita pro ‘32 scribetur latine cb vel graece y8. Sed numeris nos-
tris magis sumus assueli et praeterea caulione opus esset ne, ut
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alias in literis, habeatur cb pro ducto ex c in b, sed ut tanql‘l'ain'
una aliqua litera consideretur. [laque forlasse polerimus numeris
esse contenti, ita tamen, ut sua hic libertas cuivis relinquatur., '

Ex posito jam valore ipsarum x et y tiet
Cky=10.20410.21» 4 1.0.2252 4 10.23%3 4 10,2494
11200 1121 11.22 11.23
12.20 1221  12.22
13.20 1321
. ‘ 14.20
unde eodem modo prodiret xz mutando tantum notas sinistras 1,
2in 1, 3, seu retento in iis 1, mutando 2 in 3. Et yz fieret
mutando notas sinistras 1, 2 in 2, 3, nempe 2 in | ¢t 2 in 3
vgl quod eodem redit hoc loco, mutando 1 in 3, retento 2.

Sed nec minus facile prodit productum ex tribus seu erit

xy2=10.20.30+ 11.20.30» 4-12.20.30»2 + 13.20.30»* + elc.

10.21.30  10.22.30 10.23.30

10.20.31 102032 10.20.33

11.21.30  12.21.30

11.20.31 12.20.31

10.21.31 11.22.30

11.20.32

10.22.31

10.21.32

11.21.31
ubi generaliter dici potest, productum ex formulis quotcun-
que generalibus per unam literam » rationaliter in-
tegre expressis esse formulam ex » rationalem integram, in
qua termini cujusque coefficiens sit summa combinationum possi-
bilium facta ex coefficientibus initio datis tormularum producentium
omnium, ea lege combinationis servata, ut in quovis membro idem
sit gradus potentiae formalis qui totius est producti, et idem gra-
dus potentiae virtualis, qui est gradus potentiae ipsius », ad quam
pertinet membrum. Unde tot sunt in membro numeri supposititii
invicem ducti, quot invicemn ductae sunt formulae, ex quavis nempe’
formula numerus unus, et numerorum supposititiorum notae ulli-
mae facient sumimam aequalem exponenti potentiae ipsius ». Sic
in coefficiente ipsius »2 quodlibet membrum verb. grat. 12.20.30 vel

11*
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11.21.30 habet numeros tres et notas quidem priores 1, 2, 3, quae
indicant ex qua formula producente venerint, sed notas posteriores
(gradum virtualem designantes) ita comparatas ut simul faciant 2;
nam 24040 est 2, et 14140 est 2,

Hinc etiam licet contractius scribere haec producta, nempe
compendiosiore expressione combinationum, dum pro omnibus si-
milibus inter se scribitur una cum vocula -etc. vel cum suppo-
sitis punctis ut.. Ita pro 10.22 4 12.20 scribetur 10.22, pro
11.21.30+ 11.20.31 +10.21.31 scribetur 11.21.30, el fiet

xy=1020 +410.21» 41022» +13.200® +1420% +15200%etc.
: h +11.21 12:21 13.21 14.21
"’ 12.22 13.22
xyz=10.20.30+11.20.30»112.20.30»2+13.20.30»%+14.20.30»* + 15. 20.30»*
012130 12.21.30° . 13.21.30 144130
112131 12.22.30 13.22.30
122131 13.21.31
h 12.22.31

Sed ex hac contracta Formarum seribendi ratione, dum pro
tota forma ex membris omnibus similibus formata scribitur mem-
brum unum, aperil. se majus aliquid ac memorabilius: nempe mo-
dus canone generali seu una formula exprimendi productum ex
formulis rationalibus integris quotcunque unam literam capita-
lem (seu ad quam ordinantur) ut hoc loce », potentiasve ejus
continentibus. Nam posito x=10411v4 1292 etc. et y=20421»
422924 etc. el z= 30+31v432024 ele. et © = 40441y
+42» + etc. et ita porro, fiet omissis duobus punclis suppenen-
dis, cum semper jam subscripta intelligantur,

xyzw etc. =10.20.30.40 etc. +11.20.30.40 etc. »
+12.20.30.40. etc. »* 4 13.20.30.40.50. eic. »3414.20 30.40.50.60. etc. »*
11.21.50 40. etc... 12.21.30.40.50 etc. .. 13.21.30.40.50.60. etc. ..
11.21.31.40.50 etc... 12.22.30.40.50.60. etc. ..
12.21.31.40.50.690. etc. ..
- 11.21.31.41.50.60. etc. ..
s ubi variae sunt ejusdem formae significationes; exempli causa
12.21.30 etc. significat vel 1221 id est 12.21412.22, si duae
tantum sint producentes x et y adeoque 30 negligatar autl unitati
aequetur; vel significat 12.2"l.30 (si sint tres, x, y, z) id est



12.21.30+ 11.22.30 4+ 12.20.30 + 11.20:32 +10.22.31 4+ 10.21.32;
vel significat 12.21.30.40 (si sint quatuor x, y, z, @), quod dis-
tincte scriptum daret membra 12, tot scilicet quot sunt rerum qua-
tuor biniones duplicatae; vel significat 12.21.30.40.50, quod dis-
tincte scriptum daret membra 20; atque ita porro. Quae autem
abest multiplicans formula, ut si absit valor ipsius @, ejus coeffi-
cientes, ut 40, 41 etc. possunt pro unitatibus haberi in canone ge-
nerali, et multo magis coefficientes sequentium, ut 50, 51 etc.

Id autem commode contingit, quod numerus formarum finitus
est in quolibet gradu, quantuscunque sit numerus producenlium
formularum, adeoque el in quolibet potentiae cujuslibet coefficiente.
Ex. gr.in gradu quarto non sunt formae nisi hae a4, a3b, a?b?,a%be, abed,

quibus respondent : 14.20.30.40, et 13.21.30.40, ot 12.22.30.40, et
12.21.31.40, et 11.21.41.4]1, nam 50 et 60 accedentia nil mutant
in numero formarum combinationis, etsi in numero membrorum
ejusdem combinationis multum mutent. Tot scilicet susl formae
in gradu gquot sunt exponentis divulsiones, Nam numerus
4=34 1=234222+ 141 =14141+41; divulsionibus antem com-
patatur ipse integer numerus, quasi essenl univulsio una, bivulsio-
nes duae, trivalsio una, quadrivulsio una FKisi autem pluribus
formulis invicem ductis plures conjunganiur numeri supposititii
quam sunt unitales in exponente gradus, veluti 4, pro coefficiente
ipsius »*; tamen necesse est ut reliqui numeri concurrentes prae-
ter qualuor semper habeant notam ultimam 0, quia notae ultimae
simeul additse non debent facere nisi 4.

‘Possemus jam progredi ad multiplicationes formulsrum plu-
res literas capitales babentium, ut si sint duae literae tanquam
capitales m et n, et sit

y=1004+100m+111mn 4+ 121m?n 4 122m?n?
10in  120m? 112mn? 13Im?n
102n2 130m®* 113mn3
103n*  140m*
104n*
et x=200+210m+ 21 1mn+221m*n +222m?2n? etc.
20ln  220m? 212mn? 231m?n
202n? 230m®  213mn?
203n*  240m*
204n*



ubi numeri supposititii sunt trimotales pro literis capitalibas dga-
bus m et n el quadrinotales pro capitalibus tribus elc., imtiali sci-
licet nota tantum designante ex quo numerus valore sil sumiys
ipsius » an ipsius x etc., reliquis notis designantibus petentiam li-
terae capitalis, ita ut prima post initialem polam sedes referatur
aj m, secunda ad n, etc. Ita 230 praefigitor ipsi m3, et 2 signi-
ficat id fieri in valore secundo seu ipsius x, 3 proxime sequens
notat m assurgere ad cubum, 0 notat n abesse; sed 212 notat
m'n? seu mn® eodem valore secundo. Sed ut talia invicem multi-
plicentur, praesertim si res sit reddenda generalis pro literis quot-
cunque capitalibus valores ingredientibus, constiluendi sunt prius
ductus formarum in se invicem, de quibus infra. !

Nanc satis in maltiplicatione diversarum formularum:-in ee
invicem versati. Demus et canonem pro divisione, praesertim
oum illic contenti esse possimus dividere formulam aliquam gene-
ralem rationalem integram secundum aliquam literam capitalem per
aliam formulam rationalem integram secundum eandem eapitalem,
sive succedat exacte, sive secus; quo casu per csnonem_eliam
residuam exhibetur, vel si malimus series infinita, - Unde patet, quan+
tus sit usus Canonum generalium, ut sponte pracheant rem antea
abstratissimam et nostra demum aetate productam.

Sit formula 10x® 4 11x? 4 12x% 4 13x5414x4 4 15x% + 16x2
#17x418 dividenda per formulam — 20x3%+ 21x%+22x3 4 23x*
+24x 425, ubi loco 20 assumo —20, cajus ratio mox ex calcwlo
patebit, ut scilicel evitemus signum — inter calcnlandum. Pona-
Bus jam quantilatem ex divisione provenientem quaesilam esse

' 34x* + 35x%+36x2 + 37x +38
30x%+31x2+32x 4 33+ —oh s aTxe 1 2255 1 2317 + 3 1 05
compositam ex quotiente integro et residuo fracto. Hanc multipli-
cemus per divisorem —20x%4 21x*4 etc., proveniet formula coin-
cidentianda cum dividendo initio posito, quod ut fiat commodius
tam quoad signa, quam qucad legem homogeneorum, et notas nu-
merales 5, ponamus dividendum datum seu initio positum, itemque
numeratorem quotientis multiplicatum esse per —00, supponendo
tamen —00=! seu 00=—1, ita enim nihil hac multiplicatione
mutatur, Multiplicatio ita stabit:
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> & % —20.30 = —00.10 et

—20, 31421,30=—00. II etita porro, quas voco aequaliones . coin~
mdemlglnmh Unde jam reperiemus valores quaesitorum coeffi-
cientium tam Quotientis quam Residui. Nempe fiet pro Quotiente

30 31 32 33
dequ.  aequ, aaqu, aequ.
00.10:20 . +00.1) ; 20 +00.12) +00.13
21.30 21.31:20 2L.32( o0
2230 22.31(°

w oo - 33300




et fiet pro Residuo

34 35 36 . 37 38
aequ. aequ, aequ. aequ. aequ.
+O014 ) 40045 +00.18)  400.7) +00IB) g
21.33' 22.33 23.33 | gg 2438 100 2533
22.32':00 23.32::00 24.32( 25.32
23.31 s 24.31 25.31
24.30 25.30 |
ponendo semper 00= —1.

Lex progressus, quotcunque sit graduum dividendus aut di-
visor, satis patet ex aspectu, Nempe omnis valor coeflicientis in
Quotiente habet denominatorem 20, in Residuo denominatorem 00;
deinde sine discrimine Quotientis aut Residui
Numerator valorispro 30 31 32 33 34 35 etc.

habet membrum 00.10 00,11 00.12 00.13 600.14 00,15 ete.
Et de caetero membra sunt omnes biniones possibiles formatae
ex coefficiente aliquo divisoris initio datv cum coefficiente aiiquo
provenientis jam invento, sic ut semper gradus virtualis (seu summa
notarum posteriorun) aequetur gradui virtuali (seu notae poste-
riori) coefficientis jam inventi. Ita numerator in valore ipsius 33
praeter 00.13 habet 21.32-4-22.31 +-23.30 ubi | +2, et 241, et
340 semper facit 3; et in aequatione 33=00.13 + 21.324-22.31
+23.30, : 20 seu 20.33=00.13+21.324-22.31 4-23.30 servatur
lex homogeneorum tum formalis, quodlibet enim membrum
est velut rectangulum ex duabus quantitatibus, tum virtualis,
quo semper ascenditur ad gradum 3.

Obiter hic addo, hanc designationem 00.10:20 mihi signifi-
care divisionem ipsius 00.10 per 20, seu ab:c idem mihi esse quod

ab . - . . . .
< idque commoditalis causa praesertim ad impressionem adhibere

soleo, cum ita typorum positus non turbetur nec spatium perdatur.
Rationem quoque a ad b ut ¢ ad d sic exprimo a:b=c:d, ut ita
non opus 8it peculiaribus notis pro analogia exprimenda, sed suf-
ficiant notae divisionis et aequalitatis. Unde etiam ex tali scri-
bendi modo omnes rationum regulae statim demonstrantur. Sed
ut communiter scribi solet a.b::c.d, non tantum novus character
:: sine ratione introducitur, ex quo nihil duci potest nisi ad meum
illum redeas, sed etiam in ambiguitatem incurritur, nam si adhi-
beantur numeri, ut 20.33 quales hic, simplex interpositio puncti



potius - multipheationes significat, itaque 20.30=00.10 apud me
non est rationems 20 ad 30 eandem esse vel aequalem rationi 00
ad 10, sed potius factum ex 20 in 30 aequari facto ex 00 in 10.
Quodsi peculiare quoddam signum muitiplicationis, quale quibus-
dam est x, hic adbibere vellem, occurreret nimis crebro, ut taceam
affinitatem cum litera x, Commale autem aut parenthesi interdum
evitare malo lineam superducendam aut subducendam, verb. gr.
00.11 421,30, :20 vel (00.11 421.30) : 20 mihi idem est quod alias
——--——00'“2':')2|'30 vel 00.114+21.30:20. Sed haec attuli, non ut
aliis formam caleulandi praescriberem, sed ut mei usus rationem
redderem. Inierea ipse saepe et linea superducta pro vinculo, et
subducta subscriptoque nominatore pro divisione vel fractione utor,
° prout commoditas suadet.
Quodsi quis non tantum Canonem in exemplo repraesentari,

sed etiam universaliter oculis subjici veljt, huic ita satisfiel:

Sit Dividendus + 10x¢ -4 11x—!412x%2 elc.

Divisor —20x% + 21x%~14-22x7-2 etc.
Provenientis

Quotiens + 30xe—" 4-31xe~n) 4 32x°—*-2 ete.
Residuus

3(e) 4 (e - 1)x + 3(e—2)x? etc. usque ad 3(e—n + 1)x*! inclusive
—20x" 4 213714 22x8~2 elc.

ubi (e) vel (e 1) etc. significat notam ultimam coefficientis, ut si
e sil 8, uli in exemplo paule ante posito, 3(e) fial 38, et 3(e—1)
fiat 37, et ita porro. Idem eril. mox in 1(e)id est I8, vel i(e—1)
id est 17. Et com n in eodem exemplo fuerit 5, utique 2(n) erit
25 et 3(e—n) erit 33. His positis prodibit coefficientium quidem
in quotiente valor qui paulo ante, quoniam e indefinita eum non
ingreditur; sed in residuo coefficientium valor ita proveniet:
+3(e) = 00.1(e) + 2(n).3(e—n),:00 et 3(e—1) = 00.1(e—1)
+2(n—1).3(e—n)+2(n).3(e—n—1),:00 et 3(e—2)=00.1(e—2)
+2(n—2).3(e—n)+2(n—1).3(e—n—1) +2(n).8(e—n—2), : 00,
et ila porro pergendo usque ad 3(e —n+ 1) inclusive.

Ex eo autem quod pro coefficientibus quaesiti quotientis idem
se dat valor, quicunque sit gradus dividendi -aut divisoris, illud
egregium consequimur, ul eadem opera possimus vel finitum exhi-
bere quotienlem ¢um suo residuo, vel neglecto residuo et conti-
_puaty. divisiene iy infinilum quotiéntem invenire in formula quidem
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rationali integra, sed in infinitum procurremte, id esl per seriem
infinitam, prorsus ut in communi calculo decimali, sed majore
Tonge fructu pro analytico, quod serierum hic datur progressus
facilis, qui non aeque in fractionibus decimalibus m promtu est;
unde hic non tam appropinguationes quam veri valores, licet serie
infinita expressi exhibentur. :

Sed ut hoc melius obtineamus, inverso ordine incipiamus ab
inferioribus terminis et penamus Dividendum esse 104 11x4-12x2
+ 13x34 14x¢4 etc. et Divisorem esse —20-21x +22x% + etc., prove-
nientem autem quoliehtem (neglecto vel dissimulato Residéo) esse
304 31x432x*+ etc. Ducendo eum in divisorem fit

—20.30—20.31x — 20.32x3— 20.33x? ete.
+21.30 +21.31 42132 :
+22.30 42231 *
+23.30
quae formula coincidentianda est cum sequenti, posito 00 signi-
ficare —1
—00.10—00.11x —00.12x2—00.13x3 etc.
et patet eosdem qui prius pro 30,31, 32, 33 elc. prodire valores.
Hinc si poneremus 11, 12, 13, 14 elc., item 22, 23 etc. aequari
nihilo, seu terminos quorum sunt coefficientes abesse, redibitur ad
exemplum jam cognitum, seu 10 debet dividi per —2042Ix, et
30 erit 00.10:20, et 31=21.30:20 sen 00.10.21 : 202, et 32
=92{.31:20 seu 00.10.212:203, et 33=21.32:20 seu 00.10.213: 204.
Hinc si sit 20=-—a et 21=1 et 10==1, perinde est ac si | di-
vidi debeat per a+x, et pro' @0 ponendo 1 fiet 30=41:a ®t

81=—1:a% et 32=+1:a% et 34=—1:a* et ita porro, séu
| 1 [ 1., 1 . .

LI S —x2— —x3 etc. .
s a o + % X etc., quod aliunde quidem con

gtabat dudum, sed adductum tamen est, ut Methodi successus ap-
pareret. Quam vero alia innumera, et quam facile ita obtineantur,
patet. Tlludque palmarium est, hinc consequi ut eadem ratione vel
verum provenientem integrum, quoties datur, aut quotientemn Hni-
tum cum residuo, si placet, vel sine residuo per seriem mﬁmtam,
i malimus, ‘eruamus.

Si quis tamen postremo velit, valores quaesitorum 31, 32, 33 etc.
mon exprimi per valores quaesitorum praecedentium jam .inventos
(nempe 31 per 30, et 82 per 30, 31, et 33 per 30, 31; 32 etc)
.sed per initio dates solos, ‘wempe per 19, ¥¥, 12, 13 ‘ete. &



20,21, 22. 23 etc. (cujus-indagatio est multo implicatior, res (amen
ipsa maxirge ahsoluta), id queque per combinandi artem conseque-
mur hoc modo. Sit
Bividendus 4+ 104 11x+ 12334 13x8 4 14x¢ elc.
Pivisor —20 4 31x 4+ 22x24-23x3 + 24x* etc.
Provemiens Quotiens +30-4-31x 4 32x2 4 33x34-34x* etc.
arit ' : ’
--30=10:20 —31=210.21+11.20, : 202
—32=10:20.23 +11.20.21 +I2.2‘0’% . 903
10 - 212 ‘
—33=1020%.23  +11.202.224+12.202.21 +13.202 :
(2) 10.20.21.22 11.20.212 % 204
0 213 ‘
—34=10.20%24 +11.203.23 412.20%22+13.202.21 +14.20*
(2)10.202.21.23  (2)11.20% 21.22 12.202.2]
10,202,222 1]. 2]3
(3)10.20.212.22

et ita porro, ea servata lege combinationis, ut in unum addanter
omnia membra possibilia, quorum gradus formalis seu  numerus
coefficientium “ab initio datorum pro membro constituendo invicem
ducendorum unitate vincat gradum virtualem coefficientis quaesiti
cujus valorem consliiuunt, et quorum gradus virtualis ('summa no-
tarum ullimarum indicatus) gradui virtuali dicti coefficientis quae-
siti aequetur, sed ita ut una sola quantitas ex invicem ducendis
in membro sit coefficiens dividendi, reliquae vero sint coefficientes
divisoris. Sic membrum quodlibet in valore ipsius 33 constat ex
quantitatibus 3 + 1 invicem ductis, ex quibus una estex dividendo,
tres ex dividenle, et summa notarum ultimarum ex omnibus est 3,
verbi gratia 12.20 20.21 habet 12 ex dividendo, 20.20. 21 ex di-
visore, et 240+ 0+1 est 3. Notatu etiam dignum est, in unius-
cujusque quaesiti, exempli gratia in ipsius 32 valore pumeratorem
constare ex duabus pariibus, una nova, quae continet primum coef-
ficientem dividendi (nempe 10.20.22 4 10.21,21). altera formata ex
numeratore qui est in valore quaesiti proxime praecedentis (veluti
31), tantum pro 10,11, 12, 13 etc. respective ponendo 11,12,13,
‘14 etc. (ita ex ipsius numeratore in valore ipsius 31, qui est
10.21411.20, fit 11.21 4 12.20).

Quodsi in divisore dato sit 20=0 (vel aeque 20' et 21 it

: 20



=0, vel aeque 20 et 21 et 22, et ita perro), tantum concipiendul
est ac si fuisset divisor — 31-1 22x24-23x3ete. (vel - 22x2+ 23
+214x4 etc. vel —23x3+424x44-25x5 etc. et ita porro). Deind
proveniens idem erit qui supra, tantum pro 20,21,22,23, 24 et
respective ponendo 21, 22, 23, 24, 25 etc. (vel 22, 23,24, 25, 2
vel 23, 24,25, 26,27, el ita porro) et totum deinde dividendo p
x (vel per x2, vel per x3, et ita porro). Idque locum habet, si
valoribus ipsorum 31, 32, 33, 34 elc. utamur contractis prius pos
tis, ubi 31 reperitur ex jam reperto 30, et 32 ex jam repertis
et 30, et 33 ex jam repertis 32, 31,30, et ita porro, sive valor
bus eoram utamur explicalis seu per solas initio datas quantital
10, 11,12 et 20, 21, 22 etc. ‘ '

Ut coefficientium etiam Residui valores explicati inve
niantur, commodum erit redire ad exemplum superius. Sit
Dividendus 4 10x®+11x74+12x8413x3+ 1dx44 19x34-16x24 1 7x+ |
Divisor ~ —20x%421x4422x3423x24+24x 425
Quotiens  + 30x3+31x24-32x 433
+ 34x44-35x3+-36x2+437x 438
—20x54+22x4 +22x3+23x2+24x+25
et fient valores coefficientium Quotientis, nempe 3®, 31, 32, 33 et
eodem modo expressi ut ante, nempe —30 erit 10:20, et —3
erit 10.21411.20,:202, et ita porro, ut proxime in alia licet by
pothesi, cum iidem coefficientes infimis qui nunc summis potesta
tibus ascripti essent. Valores autem coefficientium in Residuo ¢
ipsi fient iidem, perinde ac si coefficientes in Residuo essent con
tinuati coefficientes in Quotiente, hoc uno tantum excepto, quo
ubique pro 20 quod poneretur in Quotiente, ponitur in Residu
00, id est —1. Itaque in praesenti exemplo valores sic stabunt
—30=10:20 —31=10.21 +11.20,: 202
—32=10.20.22 + 11.20.21 + 12.20’}.203

10. 212 ’

—33=10.20%.23 + 11.202.22 + 12.202.21 413,203
(2)10.20.21.22 11.20.212 : 204
'10.2183 ’ _

—34=10.003.24 +11.002.23 +12.003.22+13.002.21+14.00*
(2)10.00%.21.23 (2)11.00%.21.22 12.003.21.3 .90
-10.002,222 )
(3)10.00.212.22

vel pro 00 ponendo —1

Residuus
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434=— 1024 —. 1123 —]222 —1321+14
+@) 10.21.23 +(2) 11.21.22 + 12,212
—(3uozlzzz -

el ita porro eadem lege servata explicate habebuntur — 35, —36,
—37, —38 vel (loco 20 ponendo 00 sive —1) +35, —36, + 37,
—38. Tantum adhuc opus est, ut in valoribus istis explicatis ip-
sorum ‘30, 31, 32, 33, 34 ete. pro quotiente aut residuo, aut uno
verbo' pro proveniente divisionis adhibitorum occurrentes Numeti
veri (quos unitate excepla ut melius a ficlitiis seu supposititiis as-
sumtis distingueremus, parenthesn inclusimus, ut (2), (3) etc.) de-
terminentar. . Id cum non paulo sit prioribus difficilius, ita cen-
secuti tamen sumus: Membrum propositum sit f™ g® h" k*, per f,
g b, k intelligendo aliquos ex coefficientibus divisoris, nempe ex 21,
22, 23, 24 etc. neglectis cofficientibus dividendi, nempe 10, 11,
12 etc. quae in membro occurrunt, neglectis etiam 20 vel 00. His
positis exponantur fractiones sequentes, et ex iis numerus verus
pracfigendus membro, si solum adsit m, erit unitas; sin adsit metn,
erit fractio prima; m et netl r, factum ex prima et secunda; si adsit

m,n,r,8, factum ex fractione prima, secunda et tertia, et ita porro
m41,m+2 etc. usque ad m+n
: 1.2.3 etc. usque ad n
m+n+1,m+0+42elc. usqueadm+n+r
1.2.3 etc. usque ad r
m+n+r+l m+n4r+2, etc. usque ad m+n+r+s
: 1.2.3 ete.- usque ad s.
I exemplum sit'membrum 10.20.21.22; rejectis 10 et 20, restant

21.22, 'et m est |, itemque n est 1; sed r,s elc. absunt; itague

sufficit prima fractio m#1,m+2 etc. usqueadm+ n’ id esthoc loco
: 1.2.3 etc. usquead n
+ 1

2 Sic si membrum sit 10.202.21.23 vel 10.002.21.23, re-

]ecus 10 et 20 vel VO, restat 211.23', et m est 1 et n est 1, et
prodit quod ante, nempe 2.  Sin membrum sit 10.20.212.22 vel
10.00.212.22, tunc rejectis rejiciendis fit 212,22, et m est 2, et n

est 1, et ex prima fractione (qua sola opus) fit 2+l-l —3.

Post multiplicationem et divisionem sequuntur Potentiae et
Radices. Et quidem si potentias habeamus generaliter, eadem opera
nanciscemur et radices; nam radix est velut potentia cujus expo-
vens est numerus fractus. Ut autem multiplicationes coepimus a
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simplicibus polynomiis velut a+b4c etc. et postea perreximus
formulas velut a4 by cy2etc., ita nunc in potentiis quoque facie
mus. Cum olim considerarem, binomii a+b potestates jam haber
per numeros combinatorios, cogitavi quomodo res ad trinomis
quadrinomia etc., denique generaliter ad polynomia quaecunqus
produci posset. Ita quadratum ab a+4b est a242ab+ b2, et cubu
ab eodem est a3+ 3a%b+4 3ab*4 b3, et biquadratum est n* 4 4a’l
+6a2h?4-4ab®5 b4, et ita porro. [ta numeri prodcum 1,1 et 1,2
et 1,3,3.1etl,4,6,4,1 elc., qui sunt numeri combinatorii Expo
nenlis, ut constat, nam 1 est quatuor rerum nullio, 4 sunt quatuol
rerum Iniones, 6 sunt quatuor rerum 2niones, 4 sant quatuor
rerum ‘3niones, 1 est quatuor rerum 4nio, et coincidunt cam
illis numeris qui dici solent figurati, Sed incipiendum est ab Uni
tatibus et Naturalibus, inde pergendum ad Triangulares, Pyramida-
les, Bitriangulares, Pyramido-triangulares, Bipyramidales etc. Ta-
bula rem subjicit:

S, = ®, ® oo
- =
H.
- |5 |=
al 2| &5 5|5 °.:'.. 3
E.| 2| B e s S 3
§| 5|2 'B|® | |8
sl =l 5| & & | <= =
2l g8 | 2|5 2 | &
o 4 2 g- e
e
w
'\wl Db L. 1. 1. L. et
“ . . . . . . . o o o - e o
W L 2. 3. 4. 5. 6. T.ec
“'\\\ o e e e e e .o . ..
O L3 8. 10, 15. 21. 28 e
o Cee e
) 1 . 4.10.20. 35. 56. 84 . et
'“““w] S 5. 15. 35, 70.126.210
. . 9. . . . etc.
-a\\w‘ e e e e e e e e e e e ._e
Qv 1 . 6. 21 .56.126.252.462 . etc.
R
O s 1. 7.28.84.210.462 924 et
S etc. etc. etc. etc. ‘etc. etc. etc. ’
o E|S|E|5IE ’g ¥y
Rerum é‘ g % 5., § | g g
el " | (815 &]|°%
. -
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Medus amtem construendi hes numeros duplex est, unus per con-
timuatn wdditienem' nam ex unitatibus inde all ‘initio sumtis con-
flantur waturales, ex naturalibus triangulares, ex triangularibus py-
ramidales, et ita porro; alter per continuam multiplicationem, et
hic cum sit a Tabula independens, a Fermatio, Pascalio et aliis jam
thaditus ita -Habet, sed quem ad wmam expressionem pro omnibus
ita redegi! - Sit Exponens combinationis e. ita ut' pro nullionibus,
Intenibus, 2nionibus, ternionibus etc. e sil respective 0,1,2,3 etc.,
dico ceinbinationem secundum e seu enionem fore

e,e« |, e—2 e—3,e—4, etc. usque ad e— (e— 1) sen usque ad 1
1.2 .3 .4. 5. etc. usque ad e

hinc per singulas eundo

e,e—l1 . ¢, e—l,e—2
R W I

Est igitur combinatio (enio) productus numerorum inde ab e ex-
ponente combinationis descendendo, divisus per productum totidem
numerorum inde ab unitate ascendendo, ita ut ascensus finiatur in
e, descensus in- |, alter in principio alterius.

In his autem numeris, ut obiter dicamh, ad instar Trianguli
Arithmetiei quod dedit Blasius Pascalius, vir ingeniosissimus, ob-
servavi Triangalum Harmonicum. Nempe ut in Triangulo Pasca-
liano basin dant Arithmetici, ita in meo basin dant Harmonici.

" Triangulum Arithmeticum.,

Inio= % 2pi0 =

1 5 10 10 5 1
| 6 5 20 15 6 1

Triangulum Harmonicum.




Nempe ut basis in Triangulo Arithmetico sunt naturales sew
numeri_progressionis Arithmeticae 1. 2, 3, 4, 5, 6 etc., ita basis in
Triangulo Harmobnico sunt reciproci naturalium, qui sunt progres-
sionis Harmonicae, scilicet {,4,4.4. 4.4 ete.  Hi enim sunt reci-
proce ut naturales, verb. gr. { ad 4 ut & ad 2. Et ita generaliter
numeri triapguli Harmonici sunl reciproci numerorum trianguli
Aritbmetici. Dico, ut summam naluralium dant triangujares, et
summam triangularium dant pyramidales, el ita porro, ita comtra
reciprocos naturalium seu harmonicos dare summam reciprecorum
triangularium, et reciprocos triangulariuin dare summam reciproco-
rum pyramidalium, et ita porro:

[ T S | 1 P+ 1+ 1
2 3 4 5 6 SR SN S S |
3 6 10 15 21 f + 5% & 9
4 10 20 35 56 P &% &% &% =%
5 15 35 110 126 t &% &% &%
6 21 56 126 232 1 & &% v iy
. mm w w gaggg&m 2
z £ 52 9F 8¢ SEERiEif £
g g8 3B 28 Feg g e B B3
& EBE 88 B &8 6,8 =seTB g
5 8 2% 83 °8 BaZzresz
8 -8 R
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£ 8 88 28 wEE
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Summae autem, ut censtat, exhibentur pro Numeris quiden
uli Aritbmetici hoc modo: Quaeritur summa numerorum
umna quadam inde ab initio usque ad terminum datum u
iclusive, numerus .columnae proxime sequentis, termino d
pondens, erit summa quaesita. Jta omnes naturales ab ini
 sunt 21, omaoes triangulares ab initio ad 21 sunt
mnes pyramidales ab 1 ad 56 sunt 126. Et ita porrc
ummam columnae ab aliquo termino usque ad alium vel
1 columna triangularium a 6 ad 21, sumenda est differen
er terminum columnae sequentis ultimo summandorum r
entem et terminum ejusdem columnae sequentis primum
1:andorum antecedentem seu 356—4=64-104154-21.

At pro numeris trianguli Harmonici summandis contrar
stendum est viae. Nam Summae columnae sequentis conti
) antecedente, et praeterea summantur in antecedente termil
es columnae, non ab initio sumti, sed sumti a fine, id est i
llud tamen interest quod columna continel summas sequent
implicite, sed constanti numero multiplicatas. Nempe

olumna reciprocorum continet reciprocorum
a summas a
naturalibus triangularibus
triangularibus pyramidalibus
pyramidalibus bitriangularibus

laque si velis summam columnae in triangulo harmonico
entis in infinitum seu usque ad 0 inde ab aliquo termino,
erminum columnae praecedentis respondentem primo termino
1andorum, eumque

si sit in columna 1 2 3 4 etc

multiplica per 1 3 ¢ % et
L habebis quaesitum. Sie si velis summare columnam sect
b 1 in infinitum, erit terminus primus 1, cui in columna p
ente respondet 1, qui multiplicatus per 3 dat { summam
itam. Itaque. -

1+4+4+§ + 4 etc. iofinitum = } infinito

brppbtb e = bp =1
FHit1 o ete = 43
t+19 % ete = §4
etc.v

.- : . BESTY
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$+4 4+ + oy ete. =44 =}
t+s+ o+ ete S |
1o+t ¥ etc. = {4
etc.
$+1+15+4% +4 ete *1

t+is+d5 475 ete =

s+ ¥s+75 ete =1‘4{i
etc.

Eademque opera apparet, quomodo definitus numerus terminorur
columnae trianguli Harmonici (excepla semper prima) summetu
Exempli causa quaeritur summa 100 fractionum seu Reciprocorus
triangularium ab { usque ad yy';. Sumatur in columna antecedent
pempe reciprocorum naturalium, terminus (hoc loco ) responden
primo summandorum; sumatur et in eadem columna anlecedent
terminus proxime sequentium qui respondet ultimo sumandorus
hoc loco z3%g, qui est iy, et !—;i; multiplicata per } se
484 erit exacte summa omnium fractionum §+ 44§ +4%5+% +o4 + et
usque ad o'y inclusive. Haec in Gallia olim reperta per occ:
sionem adjicere visum est.

Sed ad potestates Polynomiorum formandas redeamus, qua
scilicet indigent Numeris combinatoriis, ut mox patebit. Constar
autem semper ex formis ejusdem gradus, quibus numeri ex com
binatoriis multiplicando formati praefiguntur. Formam voco he
loco summam omnium membrorum ex aliquot literis similiter foi
matorum. lta a+b-}-cetc. est formaprimi gradus; at formae se
cundi gradus sunt a2+b2+4c2etc. et ab+ac+be etc., et forma
tertii gradus sunt a3+ b3 4 c3etc. et a%b + ab2 4 a%c+ac2+b2c+bc2 el
et abc+4abd 4 bcd etc. Compendio autem, ut jam monai, sic de
signo, ut a mihi significet a vel a+b vel a4b + ¢ vel etc., et &
significet a’}. vel a2 +b? vela?4b%+c? vel elc., el ab significet Ve
ab vel ab4ac+bc vel ab+ac4ad+bc+bd+cd vel etc., et a
erit a3 vel a3+ b3 vel a®+b3+c? vel elc., et a%h erit a%b+ab
vel a?b4ab%4a%c+4ac24b2c4bc? vel a2b + ab? 4 a%c+ ac®+a?
+ ad?+b2c+bc2+b2d + bd? 4 c2d + cd? vel etc., et abe=ahc velab
+abd +bed vel etc., ilaque : N

a$+b+betc, =a
et quadratum ab a+4b+cete. = a2+2ab
cubus : = a'+ 3a*b + ﬂabc

biquadratum ‘ = at4 4a3b + Ga’b’ + 12a2be 4 24abc



9

Ut jam investigemus numeros coefficientes formis praescriptos, con-
sideremus tot modis prodire quodvis formae membrum in potestate,
quot transpositiones lilerarum in eo membro dari possunt; ita in
cubo ab a +b formae a%b+ab? membrum, ut a%h, prodit ter, quia
tres .ejus transpositiones seu conflationes; sic in biquadrato ipsius
a2b? formationes sunt sex, et in cubo de a+b + ¢ ipsius abe trans-
positiones sunt .sex

1 [aab i | aabb 1 |abe

2 |aba 2| abab 2 |ach

3 | baa 3 | abba 3 {bac

4| baab 4 (bca

9| baba d cab

~ 6/[bbaa 6 | cba

Id liveis ductis numeros eosdem ascriptos habentibus sic apparebit:
- pro aab pro aabb pro abe

/zs

&

Quot vero sint (transpositiones literarum Formae, nondum quod
sciam determinalum extal, cum lamen inter primaria sit problemata
Combinatoriae Artis. Id aliqguando cum potestatibus polynomiorum
aliisque hujusmodi in navi per olium sum consecutus. Multo post
Cl. Joh. Bernoullius me admonente hanc eandem quam nunc dabo
regulam, etsi paulo aliter expressam invenit. Igitur in exemplum,
quod 3it regulae intelligendae sufficiens, esto forma a3h4c3d3e?f'g!,
quaeritur quol wodis ejus elementa (ransponi possint. Est autem
gradus 5+4+3+4+34+24 141 seu decimi noni. Dico numerum
transpositionum esse proditurum, si multiplicentur invicem continue
numeri Combinatorii (supra expositi) qui designant quot sint 19
rerum 4niones, 19—4 rerum 3niones, 19—4—3 rerum 3niones,
19—4—3—3 rerum 2niones, 19—4—3—3—2 rerum Iniones,
19—4—3—3—2—1 rerum lniones. Quod eliam per productos
continuorum sic poterit ‘enuntiari, ut Numerus Transpositionum
formae a’b‘c’d’e’f‘g' sit

P P _ g
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19,10—1,19—2,10—3,, 19—4,19—4—1,10—4—2,,
1.2.3.4 , 1.2.3
19-4~8,19—4-8—1,19—4—8—2 ,, 19—4—8—38,19—4—8—-8—1,

1.2.3 1.2 _
19—4_3—_372 1974—_3”3_2_1. {ta a?b? habebit trans-
i 4,4—1,4-2,4—2—| - 4.3,2.1 =6
posihones =5 .2 izaz2-

Porro omnis Numerus Transpoesitionum Formae, quem et
Productum combinatoriorum appellare possis, cum alias habet pro-
prietates memorabiles, tum hanc imprimis egregiam, ul ipse et ex-
ponens gradus, ad quem forma assurgit, non possint esse primi
inter se. Unde sequitur, si exponens gradus sit numerus primi-
tivus, necesse esse utl dividat numerum transpositionum formae in
gradu, ubi tamen intelligo transpositionem quae varietatem pariat,
qualis non est forma cujus elementa coincidunt ut a% a3. Unde
in his numerus situum mnon est nisi unitas. Hinc porro conse-
quitur, ut si nomina sint numeri rationales, potestas polynomii post
detractam formam invariabilem ejusdem gradus residuum relinquat,
ita comparatum, ut ipsum et exponens gradus non possinl esse
primi inter se: et ideo cnm exponens est primilivus, necessario re-
siduum divisibile sit per exponentem, Nempe si e, item a,b, c etc.,
sint numeri integri et x=a4-b+c+ elc., tunc x*—a® et e nunquam
sunt primi inter se, et ideo si e sit primitivus, erit x*—a® divisi-
bilis per e. Supra autem exposui, per a¢ me intelligere a®+be4ce+ elc.
seu summam ex potestatibus omnium partium ipsi x assignatarum.

Quodsi a, b, ¢, sint unitates erit a’=a=1] el a’=a=1x, ergo

x°—X el e nunquam sint primi inter se, et proinde si numnerus e
sit_primilivus, erit x—x divisibilis per e. Quae Numeri Pri-~
mitivi proprietas Reciproca esse reperitur, ut si e non sit
primitivus, etiam x°—x per e dividi non possit, sed tantum ha-
beant aliam communem mensuram.

Hinc tandem duci potest aliquid hactenus Analyticis incogni-
tum, aequatio nempe generalis pro Numero primitivo, nempe quo-
ties et solum quoties haec aequatio, datur in integris n¥—n = ly
vel (si n non sit divisibilis per y) nv—'—Il=gy, tunc pumierus y
est primitivus. Et pro n subslitui potest numerus integer yui-
cunque atque adeo totidem proprietates reciprocae n,umqﬁ primitivi
babentur. Cumque ¢x numeris simplicissimus omnium (post uni-
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talem owjus potestates nom sunt hujus loci) sit 2, ideo simplicis-
sima pro primitivo aequatio erit 2V - 2=fy vel 2V—1— l=gy. Hinc
ocam aequalio ista sit tranacendens, nullius scilicet. certi gradus
quando quidem ipsa quanlitas y quae exponenlem ingreditur, inde-
terminata est; hing mirum nou est, neminem prius dedisse aequa-
tionem generalem exprimentem Dnaturam numeri primitivi: nam nos
ipsi primum hoc aequationum transcendentium genus in Analysin
introduximus, mentione ejus facta cum nostram Magnitudinis Circuli
expressionein per simplicissimam seriem in Actis Eruditorum Lip-
siensibus ederemus, cujus deinde magnum in Geomelria interiore
usum ostendimus ad aequationes complurium Linearum ex Geome-
tria.non bene exclusarum Locales exhibendas et tangentes earum
aliasque proprietates Calculo quem exponentialem appellavi,
non minus commode inveniendas, quam si Algebraicae, id est certi
gradus essent.

Obiter etiam notare operae pretium est, si n sit 10 et y
primitivus nec sit 2 nec 3, adeoque non dividat 10, tunc cum lo-
cumt habeal aequatio supradicta |0v—'—]=gy, consequens esse, ut
90999 etc. tam diu continuando, donec numerus ipsorum 9 sit
y- |, quoties et solum quoties y est primitivus, succedat divisio.
Hoc interim non prohibet minorem numerum 949 etc. per y di-
vidi ‘peése, ut si y sit 13, potest numerus 999999 dividi per 13;
uhde consequens est, etiam constantem ex 9 duodecies repetito
pbss'f. dividi per 13, ut debet. Multa etiam ex his circa numeros
perfectos et partes aliquotas colliguntur, quae persequi non est
bujus loci.

) Hactenus data est potestas polynomii simplicis, ut a+b -vel
at+b+c vel atb+c+d, et ita porro. Progrediamur jam ad po-
lynoiium affectum potentiis alicujus quantitatis, ut a+bx vel
a+bx +cx? vel a4+bx+4cx?+dx3etc. id est ad Formulam rationa-
liter integre formatam ex x, nempe ad hanc quantitatem primariam,
assumtis secundariis coefficientibus a, b etec. Unde si sit y=a+bx
+-cx2 elc., soleo dicere y dari ex x relatione rationali integra, ubi
tamen saepe non refert utrum ipsae quantitates secundariae (quae,
cum x variatur, conslantes intelliguntur) numeris integris, an frac-
tis vel etiam surdis sint aliquando exprimendae., Manifestum autem,
potestatem affecti polynomii-a potesfate simplicis non differre, nisi
quod quantitas secundaria semper ducta intelligitur in potentiam
ipsive x, quam afficit. Verbi gratia cum quadratum ipsius a+b+-c
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Ita ex quadrato ordinato secundum x fiet

Y = 104 Hx+12x3 41318 4 14x* + 1515+ 16x°,
fiet y2 = _..%+m.5.:u+~._c._wnn+w.5.;u.+w._c.:n.+w._9_?,+N.:Z9.
+11L10 211420 21013 21114 21115
. 1.122 212,13 21214
1.133 .
= 10343.102.11x +3.10% _wm+w 102.13x® 4 3.102.14x% 4 3.102.15x5 4 3.1 02, 16x¢
3.10.11*  6.10.11.12 6.10.11.13  6.10.11.14 6.10.11.15

e
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$F .= 8 3
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gi55-5 &
2t e85 2 6.10.12.13
T2g3° T L1 3.11202 311213 6.10.12.14
R - 3.1112*  3.10.13?
- 2.0 S 2
Q@ HE=™%8 2 3.11214
® S%28s £ 6.11.12.13
S2E&is © %  ubi apparet progressus ad potestates altiores aperta lege combinationis, quae
+ + o o < + ® . . e o . < ape
2% SF S ..u g haec est, ut in valore ipsius y (polynomii affecti seu formulae) membrum quodlibet
8% S gk & & coefficiens habeat gradum formalem aequalem gradui potestatis ab y et gradum vir-
...*. 2 m S8  + = S tualem aequalem gradui potestatis ab x ad quam refertur, numeri autem veri prae-
.ﬁ 8z m 3 & % e m m.mum sint numeri transpositionum quem recipiunt elementa membri. Exempli causa in -
% E S EFAC S E ydmembra sunt 10%,10%.11, 10%12, 10.112 etc., quae omnia habent gradum formalem
= = a8 - = D M
Fs g - 3= H M..m 3tium, quia constant ex quantitatibus tribus 10.10.10, vel 10.10.11 etc, Sed quia
S EESE2F Z ;gradus virtualis it ex summa notarum ultimarum quas habent Numeri assumtitii, hinc
ES 2B 85+ g gin 1000.10x° gradus virtualis est 04-040=0, in 10.10.11x* est 040+1=1, in
E+tE358% w=



10.10.12x2 est 04+04+2=2, in 10.11.11x2 est 04+14+1=2, in
10.10.13x3 est 04+043=3, in 10.11.12x3 est 041 +2=3, et ita
porro. Numeri autem praefixi sunt paulo ante explicati, nempe
ipse 10211 vel 10.112 praefigitur 3, ut supra formae ah, et_ipsi
10.11.12 vel 10.12.13 vel 11.12.13 praefigitur 6, ut supra for-
mae abc.

Sed ecce Theorema Generale pro potestate quacunque, nempe
posito

y=104 1 Ix4 12324 13x3+ 14x* 4 15x8 elc.

et y*=204 21x +22x24 23x3+ 24x4425x% etc.

erit 20=10° et 21=e. 10111 et22=e.10°-2, l2+ 10"’ 112

et 23=e.10°-1134e,e—1,10¢-2.11. r2+—l%—f 10¢-2.113

et 24=e. 103" 14+ee—1,10-211, I3+ ee—1 102,122
+50do2,10m8.1 1512 4 20— "" 223 ge- 4118

1.2 1.2.3 .4

et ita porro, ubi membrorum qmdem combinatoria formatio ea est
quam paulo ante exposmimus 1ta ut membri gradus quidem for-
malis semper sit e, gradus vero virtualis ipsius in valore ipsorum
20,21,22 etc. sit respective 0,1,2 etc. Sic 10°—*112.12' habet
gradum formalem e—3 424 I=e, gradum virtualem 0(e—3)+1.2
+-2.1=4, nam reperitar in valore ipsius 24. Numeri autem prae-
fixi sunt numeri transpositionum, quas membri elementa recipiunt,
seu producti combinatoriorum, sed generaliter expressi. Ex. gr.
10¢-3112.12! habet gradum formalem e, itaque praefigendus fit, si
ee—I
1.2

mvicem ducantur e rerum 2niones ( ) et e—2 rerum lniones

(872) secundum regulam supra explicatam,

Quodsi in valore ipsius y, nempe 104 11x4 12x24 13x3 etc.
esset 10=0, nihilominus quidem formula haec generalis nostra pro
valore ipsius y* locum haberet: etsi enim 10 fiat 0, non tamen
omnes quantitates per potestates ipsius multiplicatae evanescent,
quanquam ita prima fronte videatur, nam supersunt ii, in quibus
exponehs ipsius 10 fit 0, quoniam 0° non est 0, sed |. Quoniam
tamen maxima saltem pars evanescit, praestat nuilam mentionem
fieri ipsius 104 itaque ex valore praescripto generaliipsius y* fiet

t i
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alius pro 10, 11,12, 13 etc. substituendo respective 11, 13, 18,
14 etc. et deinde totum multiplicando per x¢, fietque valor ipsius
y° is qui esse debet si sit y=11x412x2+ 13x34 14xtetc. Quodsi
absint simul 10 et 11 (vel 10 et 11 et 12, et ita porro), eo
casu in valore ipsius y® praescripto pro 10411x+13x34 13x3 etc
loco 10, 11,12, 13 etc. substituantur respective 12, 13, 14, 15 etc.
(vel 13,14, 15, 16 elc.) et totum multiplicetur per x* (vel x32), ha-
bebiturque valor ipsius y® posilo y esse 12x2+ 13x3+14x4 ete.
(vel y esse 13x3+ 14x*+ 15x® etc. aut ita porro). .

Tradita jam ratione excitandi potestates ex formula, superest
ut conira ex formula radices extrabamus. Sunt autem radices
duplices, purae aut affectae. Purae dicuntur, cum valor potesta-
tis datur absolute et pure, unde ex valore radicis, extrahendo
radicem puram habetur latus potestatis seu quantitas. Veluti
si valor ipsius yy detur per meras cognitas seu per formulam
10+ 11x 4 12x2 etc., habebitur y extrahendo ex formula radicem
quadraticam. Sed si plures ipsius y potestales simul concur-
rant in aequatione ut si sit y*+gy=ah, posito a, g, h signifi-
care formulas per x, tunc valorem ipsius y invenire est extrabere
radicem affectam, seu extrahere radicem non ex quantitate aligua
cognita (quanquam res interdum eo reducatur) sed. ex aequatione.
Incipiemus a radicibus puris tanquam facilieribus.

Hic vero illud praeclare evenit, ut methodus extrahendi ra-
dicem ex formula, in methodo generali excilandi potestatem formu-
lae jam contineatur. Nam si quidem e sit numerus integer, erit
y° id quod vulgo vocant potestatem, nempe unitas, latus, quadra-
tum, cubus, biquadralum etc. prout e est 0 vel 1 vel 3 vel 3 wel

4 etc. Sed si e sit fractus, y* est radix ex x, veluti si sit.e=% ’

erit y‘=':(y. Itaque in theoremate nostro potestatum continentur
etiam radices, cum e est fractus, cujus numerator est' 1, denomi-
nator vero numerus integer. Quin et si numerus e sit, ut ita di-
cam, semifractus, id est cujus tam numerator quam denominator
sit integer major unitate, quo casu y° idem valet. quod y®m, qhae
est potentia radicum seu [nf "y'/y vel radix potentiarpm Vy , Diz
hilominus locum habebit theorema. In exemplo simplicissimo po-
namus e=4 seu y*=yy; si jam sit y=104 Lix+ 12x? 4 13x3 etc.,

et \Iy 20 + 21x422x2 4 23x? etc. ponaturque facililatis c.ausa,
11,

quod semper eftici- potest, ut'10;sit |, fiet 20=10 et 2lm} 710



' 13 1 112
¢ 2=%. g0 T 112 ToyIo
1.3 113
t §1.2.3 Ty
Possunt vel ex hoc solo Theoremate extractionis Radicis
Quadraticae per seriem iufinitam nullo negolio inveniri dimensiones
arearum Circuli, Ellipseos, Hyperbolae, el arcuum quoque, per se-
riem scilicet infinitam. Sil exempli causa Circuli radius 1, sinus x,
sinus complementi y, erit y=V(l—xx). Fit 10=1 et 11=0 et
12=—1 et 13 vel 14 vel 15 etc. =0. Sit y=20+21x422x2

n.az_
10y 10

et 23=.;.7%-;,.

Et ita porro 24,25 etc. habebuntur.

+23x' etc., fiet 20=1 et 21=0 et 22=—4 et 23=0 et 2~l=—4—|l——2
on _ 1.3 _ 138
et 25=0 et 26___8,1.2.3 et 27=0 et 28= 16,1233 lAlque
adeo tandem erit
1 1 1.3 135
-— —_ —_— e —x2 . b 1w6 ___ T _«8
Y=V =1 - oo — e — a3 T 161254
1357 13519
T32,12345° 641234568 °°
1 1 13 135
— — — o x3— s 0 g1 199 g
o Sydx=x — 55— st — o — 6 ST
LY .
32.123.4.5,11 :

quae est area zonae circularis, quam ductus radio parallelus sinus.
complergenti abscindit, quaeque adeo praeter radium et sinum com-
plementi etiam sinu recto et arcu continetur. Sed arcus ipse erit
1 1.3 1.3.5 1.3.5.7
et t Ti2s Y g1eaa” T 62340 o

Operae pretium etiam est, Canonem generalem Polynomii af-
Canonem generalem Polynomii simplicis, po-

ide ac si fuisset y=104+114 12413 etc. Sed

simplice Canonis polynomii affecti ponenda est

:anone Polynomii simplicis, quoniam enim x abest,

i necesse est a se invicem niembra ejusdem for-

usa in Canone Polynomii affecti non possunt in

w =112 et 10°-'13 et 11112, quoniam cum x
m 12x2, secandum 10°—%13x3, tertium 1l°—!i2xe,
q n Canone polynomii affecti non occurrit nisi la-

le s adjicere illi jam tum eas formulas, quas in




casu 10, vel 10 et 11, vel 10 et 11 et 12

| evanescemtium

substituendas tantum praescripsimus, quod utique sano sensu per-

Sed in Canone polynomii simplicis statim possunt

missum est.

o

eciem magis

Sity=10 +11x +12x24-13x3 4 14x* 4+ 15x* etc.
y=104e.10°"1)x +e.l0-112x2 +e.10¢-1.13x3 © +el0114x¢ ete.

. ._.“..m_s.-,:,... ee—l,10¢-11012.  ee—1,10:-211.13..
< ee—le—2 . ., ee—i
g 3, 0 gleet e
£ ee—l .1 10e-3112.12.
® 1.2

ee—le—2e—3,40 4 yps,

1.23.4
Sit y = 10+ 11 + 12413 414415 etc., poterimus tantum in proximo valore ipsius y° omittere
X cum suis potentiis tanquam posito x vel x2 vel x3 etc. esse 1 et cuivis membra subscribere..
vel etc., exempli causa pro e.10¢-1.11x scribendo el0°—111, vel e.10°1.11, omittendo in se-
o etc. -
cuentibus quae jam in forma semel posita continentur; itaque valor polynomii ita stabit

W.—mhwllumcoln._ un+o‘¢||—._°«lu.~_.—w
. etc. etc.

Sed operae pretium erit utriusque

ter se, aspectu

y - 10°4e10-111 4
etc.

la comparare In

ee—le—2 . o 15, &e—l
T2 o T

et ita porro; vel quia non amplius indigemus numeris fictitiis ad polynomium simplex, quando
cessantibas potentiis ipsius x, cessant potentiae virtuales ad eas velatae, ideo faciendo

e—1,100-3112.12 4 ee—1,e—2,10°-3.11.12.13

conjungi membra omnia, ut adeo’ quodammodo in sp
sit compositus Canone affecti.

Canonis init



y=Il+m+n+p4 etc, fiet
ua"—n + ele'm

m.—HmH—:&B» + e ,e—1I2mn
a.otﬂ_w.w.lm_?usn ol.-ew.w“_ , ¢ — 21 %m2ntye,e — 1,e—2I13mnp
...IHM.M.T&_IS. .,?_..wwIN , ¢ — Sle—4mtn a.._lmolw e—2—1lle-Am*ap + e.e—1,e—2,e—3 le- fmnpq
e .
Unde si quaeratur speciatim potestas binomii seu si sit y=I+m, canon pro potestate quacunque erit
y = I4 I._.T..S + o.owlw.— l*-2m? 4 a.mn—l.—w,.amlw_?usn+ mmu_l_.'.ml.lﬂwmm Ie=m* 4 ete.

quod uﬁmem—§ ad valorem quantitatis Y(1—xx) ejusque summalricis seu areae circularis (posito e=j}) vel etiam
arcus eirculi (posito e= —4) per seriem infinitam, ita ut supra, exhibendum.

Digpissimum etiam consideratu est, quomodo series (quae generaliter sumta infinita vel potius indefinita est)
finiat se ipsam, quando communi modo succedit extractio. Ut si sit y=a?+ 2abx 4 b2x2, fiet 10=a2 et 11=2ab
et 12=b?, et radix quadratica de a2+ 2abx+b2x? seu y'? vel yy dabit Hm..nvn et 8_.85. altiores x3, x4 etc. eva-

..88:.. Nam quia oﬂ* ideo coefficiens ipsius x erit + 4 &—nl._.r *

* «' . 2ab. —v—-+* I—l.Niw .o«nhﬂ

simul et quantitatem ordinariam habebimus si datur, et extraordinariam (per seriem infinitam) si ordinaria non datur.

22 «l. 4aabb =0 et eoaameouu

ipsias x* erit — 8a%b3=0, similisque destructio in altioribus deprehendetur. Ita
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Atque ita absoluta est excitatio potestatum pariter ac purarum
radicum extractio. Nunc pergendum est ad illud quod in Algebra
olim difficillimum habitum est, extractionem radicum ex aequalio-
nibus, quas et vocare solemus Radices affectas. Constat Vielam ex-
cogitasse modum radices extrahendi ex aequationihus numerice datis
saltem per appropinquationem, sed perplexis admodum praeceptis.
At per series nostras infinitas semper valor radicis habelur, etiamsi
aequatio sit literalis. Aequatio generalis data cujus incognita est
z sit: 0=10y—11z 4 1222 + 1323+ 1424 + 1528 etc., quaeritur valor
ipsius z=21y +22y2 423y + 24yt etc. Ne diutius teneam, reperie-
turesse2l=10:11 et 22=12.21%:11 et 23 =2,12.21.22413.213,:11
et 24=12.22242,12.21.23 4+3.13.212.22+14.214,: 11 et ita porro
hac lege combinationis, wut in quovis valore ~quaesitarum
21, 22, 23 etc. denominator sit 11, numerator vero sit summa om-
nium membrorun possibilium quae formantur ex una quantitate
ab initio data (quales sunt 01,10, 11, 12 etc.) et reliquis jam in-
ventis (21,22, 23 etc.) ita ut gradus virtnalis facti ex combinatione
jam inventarum membrum ingredientium sit idem qui gradus vir-
tualis quantitatis cujus valorem ingreditur membrum, et gradus for-
malis ejusdem combinationis (nempe jam invenltarum) sit idem qui
gradus virtualis quantitatis ab initio datae in membro. Numeri
autem veri praefigendi cuivis membro erunt numeri lranspositionum,
quas recipiunt quantitates jam inventae in dicta combinatione.
Exempli causa in valore ipsius 24 membrum ut 13.212.22 habet
unam ab initio datamn quantitatem 13, et reliquarum jam inventa-
rum combinatio est 21.21.22, cujus gradus virtualis est 14+14+2=4"
(summa notarum posteriorum) idem qui quantitatis quaesitae 34 ;
sed ejusdem combinationis gradus formalis est 3 (sunt enim tres
quantitates invicem ductae) idem cum gradu virtuali ipsius 3.

Hujus Theorematis maximus usus est non tantum ad extrac-
tiones radicum ex aequationibus finitis, sed etiam ex infinitis, cum
valor quantitatis ut y datur per aliam x ope formulae rationalis
integrae infinitae seu per infinitam seriem, quaeriturque vicissim
valor ipsius x ex ipsa y. Exempli causa Numeri dati | +x
logarithmus (qui sit y) potest intelligi $x—4x2+ §x3—}ztetc. ut
Nicolaus Mercator primus in Logarithmotechnia sna demonstravit,
quaeritur vicissim dato logarithmo y quis sit numerus 1+x. In
canone nostro z 0L 11 12 13 14 15 etc.

erunt x —J —1 —§ 44 —} +{ etc



Si ergo :{=2ly+22y’+23y‘+24y‘+ etc., fiet 21 =1, 22 =-l-]-'§,

a1 1 . .
23 =33 2% = EXL et na_ porro.  Ac proinde dato loga-

rithmo y, numerus | +xerit | +{y +-ﬁy’ + 3 l23y“ +1 ; 3 4_',"etc.,

quod alia quidem via non una olim facilius deprehendi, quanquam
jam ante me a Newtono et Jacobo Gregorio aliisque observatum,
sed tamen hinc quoque ut patet derivatur. Et hanc viam insi-
stendo, unde tam elegans eventus minus expectetur, eo ipso pulchra
theoremata sese offerunt, dum scilicet multitudo illa quantitatum,
elsi finitarum, valde tamen in progressu crescentium, semper sum-
mam tam simplicem praebet. Alia via cnjus ope ex Numero Lo-
garithmus, ex sinu vel sibu complementi aut tangente aliave func-
tiove arcus circuli, et vicissim ex Logarithmo Numerus, ex arcu
sinus aut sinus complementi aut tangens aliave functio per seriem
infinitam a me inventa est, ducta ex aequationibus differentialibus,
jam a me exposita est olim in Actis Erudilorum Lipsiensibus; cu-
jus usus etiam ad alia est maximus, cum per eam ‘constructio ha-
beatur aliyua lineae transcendente non tantum per rectarum tan-
gentium aut circulorum osculantium, sed etiam differentialium altio-
rum proprietates datae.

XVL
DE CONDENDIS TABULIS ALGEBRAICIS, ET DE LEGE
DIVISIONUM. ¥)

Tabulas Algebraicas condendas saepe cogitavi, quemadmodum
Arithmeticas habemus ; sed Algebraicae debent esse generales, qua-
rum duplex erit usus, unus ut quousque porrigitur Tabula non
amplius calculo prolixo sit opus in exemplis specialibus, sed sim-

*) Leibniz hat bemerkt: 5. Januar, 1694.
Te vy e, B . K N . .



plici substitutione; alter ut detegatur lex progrediendi. Porro Ad-
ditionum et Subtractionum Tabulas condere non admodum refert,
pam ubi addenda concordant inter se, res redit ad additiones uni-
tatum prodeuntque Numeri ex Arithmetica communi. Ubi vero
addenda non concordant, nihil aliud fieri potest, quam ut juxta se
invicem scribantur, velut a+b. Idemque est dicendum de subtractione.
Sed in multiplicatione, etsi nihil commune habeant termini dad,
tamen novi prodeunt termini quaesili, nempe datorum producti
dimensionum altiorum; ut si a+b ducas in 14 m, prodit al4-am
+bl+bm. Nihil aliud ergo erit multiplicationum generalissimarnm
tabula, quam repraesentatio combinationum cujuslibet termini unius
aggregati vel formulae cum quolibet termino alterius formulae; ita-
que si aggregata fiant ex solis quantitatibus simplicibus sibi ad-
ditis (quod est simplicissimum et generalissimum, quia talis quan-
titas simplex vel litera pro quacunque alia utcunque composita
supponere potest), erit multiplicatio duorum aggregatorum ex sim-
plicibus inter se invicem, aggregatum binionum ex omnibus literis
datis, demtis binionibus literarum ejusdem aggregati; et multipli-
catio trium aggregatorum ex simplicibus inter se invicem erit ag- -
gregatum ternionum ex omnibus literis datis, demtis ternionibus
continentibus duas ejusdem aggregati literas. Et generaliter Mul-
tiplicatio in se invicem quotcunque aggregatorum seu formularum
simplicibus seu literis sumtis velut inter se diversis, erit aggrega-
tum combinationum exponentis ejusdem cum numero formularum
seu Multiplicantium, demtis combinationibus continentibus plures
literas ejusdem formulae. Ceterum si coincidant quaedam literae,
ut cum diversae formulae invicem coincidunt inter se ex toto vel
parte, excitanturque potentiae, vel aliae formulae regulares vel
quantitates figurae; tunc ex hac regula diversorum generali ducitur
regula consentientium. Semper enim in Characteristicis casus iden-
titatis in generali regula diversitatis continetur. Sic nibil prohi-
bet, ut exemplo utar, pro 2a seu pro a+a intelligi a+b, ubi b
supponit pro a. Jam a+b reducitur ad regulam generalem. Hinc
igitur potentias tam aequales, ut quadratos, cubos etc., 'Quaq) et
pronicas, velut Triangula, Pyramides, aliasque id genus formulas
licebit excitare, et le'gem'. earum derivare ex regula generali. ~Li-
cebit et nostram exponere Tabulam Formularum,*) et varia inde

. Vi e s P T T
*) Ueber ormularum hat Leibniz geschrieben: Formarum,



ruulwui{ Theeremata perelegantia, quorum esx potissimis est re-
gula mea gemeralis pro Excitatione Potestatum ex Polynomiis, et
regulae prodeuntes, si adhibeas a, aa, a3, a* etc. item ab, gbc, aqu etc.

vel literas pro ipsis assumtas. Sed specialiter utiles sunt Tabulae,
ubi eadem servatur litera ut x ejusque potentiae in terminis om-
nibus occurrunt, ceterae vero sunt hujus coefficientes. Aplissima
enim et compendiosissima ratio numeros exprimendi fit per Ter-
minos ejusdem radicis in progressione Geometrica sumtos eorum-
que coefficientes. Hic ergo speciatim multiplicationes, ut el alias
operationes peragere convenit; et operationes communis Arithme-
ticae sunt tantum cesus speciales unius methodi generalis. Et quidem
plures formulas ad eandem literam ordinatas simplicium coelficien-
tinm invicem multiplicando Tabulam perutilem dabit. De divisione
aliisque operationibusque mox dicam.

Ceterum ut hae operationes procedant nielius, Tabulaeque
sint magis ordinatae et ad progressionum Leges detegendas aptae,
consideravi Vulgarem Speciosam hoc delectu laborare, quod literas’
assumit indistinctim iisque ulitur, et proventus calculi considerat,
ipsarum autem literarum originarias quasdam in calculo suppositas
relationes non exprimit, sed tantum subintelligendas relinquit.
Unde fit,' ut quia characteres datorum non exprimunt omnes da-
torum iuter se relaliones, etiam in proventu calculi ex datis ducti
pulcherrimae in rei natura persaepe latentes harmoniae non facile
animadvertantur. Exemplum esto: Sint duae aequaliones in se in-
vicem ducendae x?+ax2?4bx+c=0 et x2+dx 4e=0, prodit

x5+ ax* 4+ bx® 4-cxx +dex+ec=0,
<+ dx*+4-adx? 4 dbxx + ebx
+ex3 4 eaxx

ubi parum ordinis atque harmoniae apparet, et si qua apparet,
pascitur ex nostro monito imperfecte observato, dum literae al-
phabeticae eo ordine collocantur in formula, quo noscuntur dispo-
sitae in Alphabeto. Sed ut perfectus sit ordo, nibilque artificii
characteristici omittatur, quod nos in consideratione producti juvare
possit, loco unius formulae ponamus 10x34+ 11x2+ 12x+13x = 0,
et loco alterius 20x2+ 21x+22=0, adhibendo pro literis numeros
fictitios ad quantitates coelficientes designandas. Ita enim ex solo
charactere coeflicientis inspecto agnoscere possumus, quicquid de
coefficiente quaeri potest, nempe tum ad quam formulam pertineat,



tum cujusnam ipsius x potentiae sit eoefficiens. Habet enim cha-
racter hic seu numerus duas notas, dextram et sinistram. Sinistra
indicabit formulam, dextra potentiam ad quam refertar. Sie 21
est coelficiens ipsius x seu x' ob notam sinistram 1, et quidem
in formula secunda ob notam dextram 2. Hoc modo etiam con-
servatur lex Homogeneorum, in quavis formula coefficienti eam
ascribendo dimensionem, quam nota ejus dextra indicat, Ita quivis
terminus formulae prioris erit tertiae, quilibet posterioris secundae
dimensionis. Jam productum intueamur
10.20x%4-11.20x* 4 12,20x3 4 13.20x2 a
+10.21 41121 +1221 +13.21x

+1022 +11.22 +12.22 + 13.22
In eo omnia sunt mire ordinata et harmonica, ita ut extempora-
nea scriptione exhiheri possint sine calculo et meditatione. Lineae
horizontales multiplicantur per eundem numerum formulae unius,
prima per 20, secunda per 21, tertia per 22. Liiieae transver-
sales (ut 10.20, 10.21, 10.22) multiplicantur per eundem formulae

=0

alterias, prima per 10, secunda per 11, tertia per 12. In ejusdem

columnae quolibet membro idem est aggregalum notarum dextra-
rum, quod exponenti potentize x in eadem columna supplemento
est ad exponentem potentiae supremae, scilicet hic quinarium.
Quin amplius tot sunt ejusdem columnae seu termini membra, quot
sunt modi id aggregatum conficiendi. Quodvis autem membrum est
combinatio numeri ex una et numeri ex alia formula. Denique
si numeri supponant pro quantitatibus ejus dimensionis, cu-
jus exponens est nota ipsorum dextra, etiam in producto lex ho-
mogeneorum observatur. Ut alia taceam, quae aspectus sub-
ministrat. Si productum ex plaribus consideremus, multo ad-
huc manifestior est usus. Unum illad Theorema, quo Vieta suum
opus clausit, Cartesius cepit, ex ordinata illa multiplicatiene statim
resultans; quanti sit usus ad constitutionem aequationum indagan-
dam, jam ab aliis est explicatum. Nempe si in se invicem ducas

x+1, x+2,x4 3, x+4 etc., fiet
x® 4 Ixt—1 4 1. 2x7—2 4 1.2.3x*—3 4 1.2.3.4x* ¢ elc.

2 1.3 . 1.2.4 etc.
3 1.4 2.3.4

4 2.3 etc.

ete. 24

.. ete. : "
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ubi secundus terminus ommes uniones, tertius omnes biniones,
qhartus omnes terniones absolutorum in radicibus continet, et ita
porro.

Sed pergendum est ab Multiplicationibus ad Divisiones, in
quibus Resultantia magis sunt implicata.  Peculiares schedas
calculis in eam rem implevi, Nempe dividendos 20, 20x 421,
20x24-21x 4 22,20x34-21x2 + 22x+23, 20x*+21x34-22x24-23x 424,
et ita porro, dividendo per divisores nempe 10, 10x 411, 10x2411x
412, 10x34-11x24-12x+ 13, et ila porro, reperientur regulae seu
harmoniae tales: Numerator in omni quotiente divisionis componi-
tur ex residuis anterioribus ejusdem divisionis, et ita quidem ut
coelficiens primi termini quotientis fiat ex quoliente primi termini
primi residui, coefficiens secundi termini quotientis ex coefficiente
primi termini secundi residui, et ita porro, tantum multiplicando
coefficientem - per potentiam ipsius 10 sublatam ad eum gradum,
yui aequetur gradui polentiae cujus in quotiente debet esse efficiens.
Ita si dividas 20x°®+21x4422x3 + 23x? 4+ 24x 425 per 10x2+11x
+12 erit quotiens 10%.20x3 4 103.21x2 +10322x + 103.23

—10%11.22
—102.1 l 20—10211.21—10212.2]
—10%12.204-10.112.21
+10.112.20 4 (2)10.11.12.20
—11320
divis. per 10% cujus numeratoris coefficientes fiunt sic: nempe
coefficiens ipsius x3 ex 20 mult. per 103, et coefficiens ipsius x?
ex 10.201—11.20 multipl. per 102% et ita porro. Est autem 20
residui initium in divis. 20x-+-21 per 10x2411x+412, et 10.21
—11.20 est residui initinm in divis. 20x242]x 422 per idem
10x24-11x 4 12, et ita porro.

Slante expressione nostra, manenteque eodem divisore, Quo-
tientes sequentes seu dividendorum altiorum quoad couefficientes
scilicet ejusdem in ordine termini continent quotientes inferiorum,
adeoque, manente eodem divisore, quocunque existente dividendo,
idem est in omnibus quotientibus coefficiens termini primi, idem
est in omnibus quotientibus coefficiens termini secundi, et ita porro.
Sic in omnibus divisionibus faclis per 10x2+11x412 coeflliciens
termini primi in quotiente est 20:10, eL coefficiens termini se-
cundi in quotiente est 10.21—11.20,:10% coelliciensque termini
tertii est 102.22—10.11.21—10.12.20 + 112.20,:10%, et ita porro,

vil. 18
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Atque ita ejusdem divisoris Quotientes inferiores fiunt ex superio-
ribus, quorum scilicet dividendi sunt altiores, eo ipso scilicet dum
membra quotientis altioris continentia characteres dividendi altioris,
in inferiore deficientes, in quotiente inferiore evanescunt. lloc
praevideri poterat, revera enim eodem modo dividitur, manente eo-
dem divisore, quantumcunque descendat dividendus, nec discrimen
est nisi in gradibus ipsius x, non vero in coefficientibus, ut sive
20x3+21x24-22x +23 sive 20x2421x+22 dividas per 10x+ 11,
nihil refert in quotientibus quoad coefficientes. '

Similis est nexus inter Residua, anteriora et posteriora, non
tamen ejusdem divisoris, nec ejusdemn dividendi, sed earum divi-
sionum, quarum Residua suut similia, seu in quibus eadem est
differentia inter Exponentes potentiae ipsius x in termino primo
divisoris et dividendi. Ita si dividas 20x*+2]1x3422x2+423x+ 24
per 10x2411x+412, vel si dividas 20x®+21x%4 22x3 4 23x2 4 24x
425 per 10x3411x2+ 12x+ 13, residui terminus primus primo,
secundus secundo coincidet, sed Lertius terminus qui est in poste-
riore divisione, non habet locum sed evanescit in priore, quia ubi-
que ingrediuntur characteres 25 vel 13, qui in priore divisione
absunt. Et generaliter, cum eadem est differentia exponentum
terminorum maximorum ipsius x, divisiones inferiores continentur
in superioribus tanquam casus speciales quoad quotientes pariter
et residuos. Idque praevideri poterat, nam

20x% 4+ 21x3422x2 + 23x +24
10x2+11x 412
20x 4 21x4422x3 4 23x2424x 4+ 25
10x34 11x24-12x+ 13 !
ponendo tam 23 quam 13 esse nihilo aequales.

In omni divisione Residuus est -quaedam continuatio Quotien-
tis suae divisionis. Nam si continﬁari posset divisio, lerminus
primus Residui daret novum quotientem, quod proinde fit in di-
videndo altiere, '

Hinc eodem existente divisore, inter se consen-
tiunt (in Numeratoribus scilicet et Coefficientibus) Terminus
primus Residui in Divisione et Terminus ultimus
Quotientis in Divisione proxime altiore.

Sic dividendo per 10x241lx+ 12, terminus primus residui
in divisione residui ubi dividendus est20x%4 21x3+ 22x2+423x+24
consentit cum termino ultimo residui in divisione, ubi dividendus

nascitur €x
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1x3 4+23x2 4 24x 4+ 25, utrobique ¢
-10%.12.21410.112.214(2)10.1 1. 1.
18 est omnimodus, non ut paulo
modum casus generalis in regula

itur ex Quotiente suae divisionis.

inus quotientis multiplicetur per tot
:uundus a fine per divisorem sumn
anteponultimus. seu tertius a fine

u primo et secundo minutum,

us quivis quotientis multiplicatur

yis ab initio minutum, quot ipse t
imo ; aggregatum horum produ
novissimis lerminis dividendi, qu
prodit Residuus.

i ratio reducitur ad sublationem
m casus specialis ad generalem.

sor 10x2411x +12, ,
fus 20x44-21x3+ 22x2423x+ 24,
icta 30x% 4 31x34-32x2+33x+ 34
rus 30x24-31x +32,:10,

18 Lex Op
uus * 33x 434, 10.20==10.80

isor 10x24 1 1x + 12| 10-21=10.81-
sor 10x%+11x + 181 7/ 2omio.s2.

elc. elc.
Unde tollen
cognitas 30
tur cujusqu
cognitis vali
Quotiens p
siduus.

demonstremus valorem Quotienti
s in Lege Operationis contentas
explicita exhibeatur, ordinatione |



Ordinatio Divisionis Characteristicae.

Operatio
centracta ..w\.clc..—-w.— . u*.ww wa . +34
x4 x3 x? x! x0
Rejsi
Dividendus 20| 421 . |4+22 . . . ! .
|—1120]—12.20. |}| . . . . .
10 |—10.11.21| || —10.12.23.
2 +102) o [+lL02elfl 4101220, | L. L L
g T Perag, 107 —10.10.12.22

—11.20

+10.12.12.20

+10.11.1221]
—11.11,12.20

—12.20

uus —

”M

+1021 x*
—11.20/T0%
+10.10.22
—10.12.20{ x°_
l:_.:.m;:_.
+11.11.20}

—10.11.21 4 11.11.20

Hic 30=20 , 3l1=+421+ - T 32=22+ —5— + To? .
. —10.12. 12, —10.10.11.22 11,12, 10.11.11.21—11. .
33=23+. + _c_wm.ﬂ,:_wmc+ 10.10.11.2 +_c___mm_ﬂu. 0.11.11.21—11.11.11.20
—10.10.12. 12.12.20410.11.12.21—11.11.12.
34=24+.4. + 10.10.12.22 +10,12.12.204-10.11.12.21 —11.11.12.20

Stellulae replendae forent (quae loca vacua designant) si divisor esset altior, el in eo essel etiam
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13, si scilicet esset 10x3+11x2+12x+13.
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Evanescit hic 13.30, quia 13 abest. Et ita porro. Habemus ergo
aequationes in Lege Operalionis contentas. Apparet etiam ex nuda
inspectione, valores Quotientis et Residui esse quales assignavimus.

Quoniam ergo Aequationes in Lege Operationum contentae
simplici admodum regularitate procedunt, et earum incognitae sunt
simplicis gradus, hinc regula divisionum reducitur ad regulam jam
a me inventam tollendi simplices incognitas, ejusque harmoniis suas
proprias seu speciales addil. Sed placet adjicere modum inveniendi
valores Terminorum Opel;alionis 30, 31 etc. maxime proprium et
analysi convenientem, qui consistil in comparatione successus cum
quaesito. Nempe Quotientis partem puram 30x2431x+4 32 multi-
plicabimus per divisorem 10x2411x+ 12, producto addamus re-
siduum 33x+34, et proveniet formula coincidens cum dividendo
20x¢+ 21x3422x2} 23x +-24. Unde habebuntur aequationes com-
paratitiae, easdem quas ante 10.20=10.30, et 10.21=10.314-11.30,
et 10.22=10.32411.31412.30, et 10.23=10.334-11.32412.31,
et 10.24=1034+ * +!12.32, ubi ex natura residui in ultima ae-
quatione contingit hiatus per stellulam expressus, nempe abest 11.33.
Cujus rei ratio est, quod Termini Operationis, qui residuum con-
stituunt, hoc loco 33 et 34, non nisi per 10 multiplicantur, nor
vero per 11 et [3. Secus fuisset, si continuata fuisset divisio. In
calculi executione fingere licebit, quasi etiam adesset 11.33, ascri-
bendo ei notam seu includendo, ut regularitas melius servetur. Ex
his etiam habebitur series infinita pro Quotiente inveniendo
sine Residuo, continuata divisione. Item inquisitio maximi commu-
nis divisoris, si rursus divisorem dividas per residuum, ubi 10x?
+ 11x +12,:,33x434=40x+41,:33,,4+42:,33x+34. Ubisi con-
tinuando nulla prodit communis mensura, sequitur sublatio litera-
rum in aequationibus, et ultimus residuus, ut hoc loco 42, fit =0.
Ita prodibunt omnes aequationes simplices necessariae ad sublatio-
nem literarum.
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XVIL

DIVISIONES FORMULARU,M REPERIRE.

Divisores formulae sunt ejusdem Generatores, Itaque magni
ad analysin momenti est, ad inveniendas analogias, extractiones,
depressiones, aliosque usus eruere latenles divisores formularum,
sive literalium sive numericarum, quas assumta lilera pro upilate
possumus reducere ad literales. Formula autem hic utiliter consi~
derari potest instar aequationis, quoniam divisores aequationis etiam
formulae sunt divisores. Ex aequatione tollantur lrrauonaies et
qmdem quantum sine exaltatione aequationis licet,  Aequatio se-
cundum literam aliquam ordinetur, qualis x, quae vocelur litera
ordinalis. Quodsi aequatio sit divisibilis per formulam, a
qua litera ordinalis absit, oportet ut ultimus terminus aequatio-
nis el reliqua ejus pars habeant divisorem communem (facile
nota methodo reperiendum) qui erit divisor aequationis, ad-
oque formulae datae. Deinde videbimus an aequatio divisibilis sit
per formulam, in qua ipsa contineatur litera ordinalis, quae erit
simplex vel quadratica vel cubica vel biquadratica etc. veluti h4x
vel h4kx+xx vel h+kx+Ixx4x® vel h4 kx4 Ixx+mx34x!, et
ita porro. Id vero an fieri possit, et quomodo, sic invesligabimus.

Ante omnia praeparetur aequatio data liberando eam a frac-
tionibus, et summum ejus terminum a coefficiente, quod notum est
semper fieri posse multiplicando radicem aequationis. Praeparata
jam aequatione, investigetur an bhabeat radicem rationalem, seu an
sit divisibilis per formulam simplicem h+x, ita enim habebitur
valor rationalis ipsius x seu erit x=—h. Inventum jam est ab
Harrioto, quantitatem h quaesitam fore unum ex divisoribus ul-
timi termini aequationis datae. Esto aequatio data p+gqx+4rxx
+6x3+1x44x%; quaerantur divisores_rationales integri ipsius p.
Unus ex ipsis debebit esse 10, et si quaesitum succedit, unoque
ex iis assumto pro 10, tentandum erit an 10<4-x dividat aequatio-
nem datam. Sed quia ubi plures sunt divisores (tam affirmativi
quam negativi) saepius tentanda esset divisio, ideo minuatur vel
augeatur radix aequationis datae, pro x ponendo y+e eumque va-
lorem substituendo in aequatione data, babebitur aequatio nova se-



cppdym ordinalem y, cujug terminus ultimus erit p<4 qe+ ree--set
+tet +e%, nam reliquos ejus terminos investigare, nihil punc qui-
dem necesse est. Quodsi aequatio data est divisibilis, erit etiam
nova divisibilis eodem modo, et cum datae divisor quaesitus de-
beat esse h+-x, novae divisor erit h+e+y. Itaque h+e debet
epse unus ex divisoribus ultimi termini aequationis novae, qui vo-
cetur (h), ergo (h)—h=e, ac proinde ex divisoribus ullimi termini
aequationis datae seligatur ille, cujus differentia ab aliquo divisore
termini ultimi aequationis novae sit quantitas assumta e.
Quodsi plures divisores ex aequativne data hoc praestent, varietur
quantitas assumta, pro e ponendo f et ex succedentibus divisoribus
rursus deligatur is, qui ab aliquo divisore aequationis novae secun-
dae differet quantitate altera assumta f. Et tam diu continuabitur
variatio, donec divisor omnis, qui non constanter succedit, exclu-
datur. hia reperto b, tentanda est divisio per h+x. Quae si non
succedit vel si nullus divisor non excluditur, impossibilis erit di-
visio quaesita, et aequatio data mon habel radicem rationalem. Ut
adtem calculus facilior, loco ipsius e vel f vel g etc. quantitatis
assumtae assumatur la vel 10a vel 100a vel —la vel —10a vel
—100a, literam a habendo pro unitate. Atque haec quidem jam
habentur apud alios, repetenda tamen erant, ut caetera facilius
intelligerentur.

Sed si aequatio sit divisibilis per formulam alicujus gradus,
adeoque reducibilis licet non per valorem radicis rationalem, haec
methodus nondum applicata habetur; reperi autem olim posse eam
huc quoque promoveri magna facilitate nec minore fructu. Et qui-
dem semper verum manet, ultimum terminum aequationis datae fore
divisibilem per h, ultimum vel infimum terminum formulae dividen-
tis quaesitae. Quodsi ea jam sit quadratica, nempe h<+kx+xx,
in ea pro x substituatur e +y et terminus infimus novae secundum
'y prodeuntis erit h+ke+ee, quae quantitas sit (h) ut ante, unus
nempe ex divisoribus termini ullimi aequationis novae, fiet (h)—h
divisibilis per e. Idem est in altioribus formulis, nam si esset cu-
bica h +kx +Ixx +x3, pro x substilualur e+ y, et ultimus terminus
formulae novae erit h+ke+lee+e’ id est (b) unus ex divisoribus
ultimi termini aequauoms novae, itaque rursus (h)—h erit divisi-
bilis per e. Generaliter ergo, ut investigetur an aequatio data ali-
cujus rauonahs mtegra sit divisibilis per talem formqlam rationaRm
inferiorem secundum eandem literam ordinalem, velut X, noteptur

.,_' ‘.
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‘omnes divisores ultimi termini aequationis datae, et pro x ponendo
y+e, notentur divisores ultimi termini aequationis novae, et ex
divisoribus prioribus seligantur illi quorum differentia a posteriori-
bus sit divisibilis per assumtam quantitatem e, utcunque e varietur ;
ita facile excludentur divisores non succedentes, cum quaevis va-
riatio ad excludendum servire possit. Quodsi nullus ron exclu-
datur divisor ultimi termini aequationis datae, mon potest ea ae-
quatio vel formula dividi per formulam talem inferiorem, cujus-
cunque sit gradus, idque adeo praeclarum huic methodo inest, quod
omnes gradus una eademque opera excluduntur. Sed si post quot-
cunque variationes ipsius e aliquis supersit divisor (duos autem mi-
nimum superesse necesse est, sibi respondentes seu ultimum termi-
aum producentes), ex hypothesi poterunt etiam inveniri caeteri coef-
ficientes formulae dividentis k, |, m etc., prout ea scilicet minus aut plus
assurgit. [Et licet diversa nonnihil operatione opus est pro gra-
duum diversitate, est tamen communis processus, ut mox patebit.

Incipiamus a Formula dividente quadratica h4kx+xx, quae
transformata, pro x ponendo e+y, dabit formulam novam, cujus
ultimus terminus erit h+ke+ee=(h). Ob inventas jam h et (h)
notamque e, unam ex assumtis, cui respondet (h), habebitur et
k=(h) —h—ee,:e, qui est integer, adeoque habebitur et formula
dividens quaesita h4kx+xx, et porro quantitatem (h)—h—ee,:e
quia recurret, per compendium vocabimus 110.

Si forfnula dividens sit cubica h+kx+Ixx+x3, fiet h4 ke
+lee 4-e3=(h) et, quia (h)—h— e? dividi potest per e, proveniens
compendio appellabimus 310 et fiet k4le=310. Sed pari jure
pro e assumendo f, loco (h) sumatur (2h) et loco (2b)—h— f3,:f
assumatur 311, fiet k+I1f=311, ergo fiet 1=310—311,:, e—f
=:320, et fiet k=310—320 e.

Si formula dividens sit biquadratica b+kx+lxx'+mx’+x‘.
fiet h4ke4lee 4 med+et=(h) et (h)—h—et, : e=410, adeoque
k+le + mee=410, et pari jure faciendo (2h)—h—f4,:f= 411, fiet
k+1f4+mf=411; vocetur 420 et +el+eem=4l_0—4ll, et 410

: —f —ff
—411,:, e—f vocando 420 fiet |4+em=420. Sed pari jure fa-
f
ciendo (3h)—h—gt, : g=412, et 410—412, : ,e—g=42], fiet
14+ em=421 ; habebimus (f—g)m=420—421, flatque 420—421,:
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f—g=480," proditque m=430 jet 1=420=(e+1)430, et k=410
—420e 4 430(e + e—-430ee, et fiet k=410—420e + 430ef.

Si formula dividens sit surdesolida h+ kx+ Ixx+ mx3+nx!
+x3, fiet h4ke4lee+med +net4e° = (h) . (h) —h—e?, : =51 0,
adeoque k+4le +mee+ ne2=510, et pari jure k4 If 4+ mff4nl*=311.
Sit. 510—511,: , e—[=520, fiet 1+ m(e+f)+n(ee + ef + f1)=520Q,
el pari jure ob g fiet 14+ m(e+g) +n(ee+eg+gg)=521, unde
m(f—g)+ne(f—g)+u(ff—gg) = 520—>521, et posito 520 — 521,: f—¢g
= 330, fiet m+n(e+f+g)=9530 et pari jure m+n(e+f+y)=>53}
et n(g—-y)=530—3%l. Sit 530-3531,:,g—y =540, et fiet tan-
dem n - 540 et m=530—540(e+f+g) et 1=520—330(e+1) +
540(ee+2ef ++eg+fg) — 540(e+ef+M) seu fidt 1=>520—530(e4-f)
+ 540(ef+-eg+fg) et k=510—520e+5 30e(e+F)—540e(ef-+eg+Ig)

—530ee + 540ee(e+f+g)
. —H40e?

seu k=510—520e + 530ef—>540efg.

Sit ergo formula dividens aequatione data inferior eamque
dividens quaecunque veluti h+4 kx+1xx 4+ mx3 4 nx*+x3, prox sub-
stituatur e+y, fiet aliqua formula secundum y, cujus infimus ter-
minus (b) erith+ke+lee + me3 + net+ e%, cujus maximus terminus
quicunque e° posito ‘¢ exponentem gradus formulae dividentis, uti
¢ hoc loco =3, fiat (h)—h —e¢,: e =910, adeoque erit 910=k+le
+mee+net. Similiter pro e ponendo f, et pro (h) ponendo (2h), fiat
(2h) — h—f*,: f=91 1=k 4+ If + mff4+n{3, quarum duarum aequationum

" ope tollendo k, et facienda 910—911,:,e—f=920, fiet 920 = |
4+ m(e+f+nfee+ef +T); pro f assumatur g, cui respondeat (3h),
ot ita fiet (3h)—h—g°, : g =912 = k+Ig+mgg+ng? et 910
—912,:,e—g=921, prodibit 921=14 m(e+g)+n(ee+eg+gg), et
fiet 920921 =m(f—g) +ne(f—g) + n(f—gg). Sit 920~—921,:
»f—g=930, prodibit 930=m+n(e+f+g). Ita habetur et m, sed
quig adhuc superest invenienda litera n, opus est adbuc una va-
riatione, itaque loco ipsius g assumatur @, et fiat 931 =m+
n(e+140), et tollendo m fiet 930 —931 =n(g O), et sit 930—931,:.
“B—O=1940 et fiet n =940; itaque m=930—940(e+f4g), 1=920
—930(e 4 0)+940(e +f, e+f+g) ‘

—940(ee +ef +1f)
seu 1=920—930(e-1)1+940(ef+eg+1g);
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denique k=910—920e+930e (e+1)—940e (ef+eg +f3)
+930ee +940ee (e-+f+g)
—940e?
seu k=910—920e+930ef—940efg.
Gencrale ergo theorema huc redil: Quaeritur formula aequ
tione data inferior eamque dividens h4 kx4 Ixx 4+mx*+-nx44 e
Ponamus h esse divisorem ultimi termini aequationis datae m
thodo superiore inventum, reliqui coefficientes k,1, m, n etc. sic i
venientur: posito quantitates assumtas variandae aequationi dat
fuisse e, f, g, © etc. nempe pro x ponendo y+e vel v+ vel o
vel z4-@ etc. et divisores ultimi termini convenientes in qua
variatione fuisse (h) vel (2h) vel (3h) vel (4h) etc., erit
k=910—920e 4 930ef—940efg + 950efg®
I= +920 —930e 4 940ef —950efg
f eg of®
fg eg®
(7{C]
m== 4930 —940e¢ +950ef
f eg
g e®
g
fo
g0
p== + 940 ——9.'100r

é

u P +950
posito non procedi variando ultra e, f, g, @, A, seu non esse for
mulam dividentem plus gquam quinque dimensionum, celumnae ¢
valores tot adjicientur (dementur, quot gradus accedent (decedent
formulae. '
Postremo 910, 920, 930 etc. sunt integri quorum valores si
prodlbunt

Onmm{h) — h—eC.,: |91 lmm{2)—h — fo,:0
920—910—911 ol [921=w910 — 912,:,6-g
9308920 — 921, (- (931mm920—922,:,(-6)
940um30— 931,16~

et continuando quot aequationes accedent uni columnae horun
novissimorum valorum, tot etiam caeteris adjicientur.

922wm10-913,:,e-6

912sem(8h)—h—g%,:g| I9ls-(4h)-h-9‘-.
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XVIIL

DE O‘I}TU. PROGRESSU ET NATURA ALGEBRAE, NONNUL-
LISQUE ALIORUM ET PROPRIIS CIRCA EAM INVENTIS.

Algebram esse scientiam praestantissimam summique usus, du-

bium nullum est; sed cum multun adhuc absit a perfectione, nihil
agis yrogressus ejus impedit, quam quod iis, qui non nisi vulga-
tis qmbusdem problematis sunt exercitati, aut nondum in ejus ar-
cana penelrarunt, absoluta creditur. Errant eliam qui ab ea quid-
vis sibi pollicentur et de viribus ejus senhunt immoderati et pro
arte inveniendi atque analysi in universum ac scientiarum principe
habent. Algebra certe sive Numerosa sive Speciosa, quam non-
nulli pro recondita admodum arte vendnant. per se nihil aliud est
quam Scientia Numerorum indefinitorum seu generalium, et eun-
‘dem plane modum procedendi habet quam Arilhmetica communis,
si recte advertas, potestatem vero majorem, quia enim numeros
indefinitos perinde tractat ac certos, nallo discrimine datorum seu
cognitorum et ignotorum seu quaesitorum. Hinc non tantum ad habi-
tudines datorum el quaesitorum vstendendas variaque problemata
indirecta solvendainservit. sed et generalia detegit, el ipsius Arith-
melicae communis fontes aperit. Exemplo facili res erit illustrior.
Sit numerus 12 seu 10+2, vel a+b (posito 10 esse a et 3

esse h) multiplicandus in se ipsum; conferantur jam varii processus:

III. Algebraicus per

I communis II. communis explicatus | Numeros distincte
T ' : processum exhibentes

12 1042 1042

12 1042 1042
23 - 2044 102422

12 100420 10104 10.2
144 10044044 10.104(2)10.24-2.2
IV, Algebraicus per literas
a+b
. atbh
ab+ bb
aa+ ab

sa+ 2ab + bb
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ubi processus Il et IV ostendit, productum Numero ex duabus
partibus a,b vel 10 et 2 constante, per semet multiplicato, sive
quadralo, constare ex duobus quadratis partium aa et bb (seu 10.10
et 2.2), itemque duplo ab seu duplo facto ex partibus 10 et 2.
Ex quo theoremate ducta est extractio radicis qua{dralicae in com-
muni Arithmetica usitata. Patet autem hinc, Algebram ipsam literis
alligatam non esse, pro literis enim scribi possunt aliae notae,
adeoque et numeri quicunque, modv numeri instar literaram trac-~
tentur, hoc est tanquam notae generales, non tanquam numeri
communes. Itaque multiplicando 10 in 2 algebraice, non scribo
20, sed 10.2, et mulliplicando 2 in 2 scribo 2.2, non 4; unde bis
10.2 non scribo 40, sed (2)10.2, ubi (2) est numerus verus, 10
et 2 sunt supposilitii seu generales, stantes pro numeris quibus-
cunque, ut appareat, quis non pro his tantum, sed et pro aliis om-
nibus debeat esse processus, cum alias in processu I vel II theo-
rema illud generale, quod ex processu I et IV elucet, non depre-
hendatur. Utile autem saepe animadverti pro literis vulgo usitatis,
ut in processu IV, adhibere numeros supposititios, ut in processu
HI tum multas alias ob causas,. tum quia hoc modo calculum al-
gebraicum continue examinare possum in numeris imo per abjec-
tionem novenarii, quod artificium cum egregii sit usus et summae
facilitatis, miror tamen nondum fuisse usurpatum. Si igitur pro-
blema proponatur, Algebra potest semper literas vel etiam numeros
snpposilitios (quod alias communiter tantum in regula falsi faciunt,
sed processum literali similem non observando) assumere pro veris
quaesilis, modo procedam ut in processu IIl aut IV. Verbi gratia
postulatur a me numerus talis naturae, ut subtractus a suo qua-
drato relinquat triplum sui. Ponamus illum numerum esse 2, et
cum eo procedamus, quemadmodum procederemus’ cum numero
vero, si daretur, ut disceremus an satisfaciat, modo interim re-
cordemur ipsum forte non esse verum, sed supposititium adeoque
non actualiter addendum, subtrahendum, multiplicandum, sed tan-
tum designative, ut in processu Ill. Sumamus igitur numerum
2, eumque subtrahamus a suo quadrato 2.2 fiet 2,2—2, qui debet
esse aequalis triplo numeriseu (3).2, ubi 3 includo parenthesi quia
est numerus verus, cum reliqui sint supposititi. Quoniam ergo
2.2—2 est aequale (3)2, hinc considerando an talis aequatio reddi
possit simplicior, observo dividi posse utrumque latus per 2, fiet-
que 2—(1) aequale (3), ergo addendo utrobique (1) ut numerus



supposititius ab uno latere solus habeatur, fiet 2 aequ. (3)+(1) seu
2 aequ. (4). Invenimus ergo numerum supposititium per verum,
nempe 2 quaesitus seu suppositus valet (4), quod verum esse de-
prehenditur. Nam numerus 4 subtractus a suo quadrato 16 relin-
quit triplum sui, nempe 12, Breviter: 2.2—2 aequ. (3)2; ergo
2—(1) aequ. (3) adeoque 2 aequ. (4). In literis ita staret: aa—a
aeq. 3a, ergo a—1 aequ. 3 adeoque a aequ. 4. Ex his paucis to-
tius Algebrae fontes recte consideranti apparere arbitror.

Hinc autem causa apparet, cur Algebra seu Scientia nume-
rorum generalium tractet de quantitate in universum. Id enim ideo
accidit, quia revera omnis quantitas seu magnitudo exprimitur nu-
mero partium rei} ita magnitudo ulnae exprimi potest hipedalitate
seu binario pedum, quia ulna ex duobus pedibus constat. Quo-
niam vero numerus partium rei quantitatem exprimens variat, prout
alia atque alia unitas seu mensura assumitur, nam ejusdem ulpae
magnitudo exprimetur per 24, si mensura seu unitas sit digitus
sive pollex; hinc numerus quantitalem rei exprimens est indefinitus.
Algebram autem de numeris indefinitis agere jam ostendimus, ergo
et de rerum quantitatibus in universum. Hinc si numerus quanti-
tatem ulnae exprimens sil », quadrata ulna exprimetur per v, duae
ulnae per 2», quadratum vero cujus latus sint duae ulnae erit 4»»,
quod deprehendetur verum, qualiscunque assumatur unitas; pam s
unitas sit pes, » valebit 2, ergo 4w erit 16, itaque quadratum
cujus latus sint duae ulnae, erit 16 pedum quadratorum. Sin
unitas sit pollex, » valebit 24 et »» seu quadratum de 24 erit 576,
et 4wy eril quater quadratum de 24 seu 2304, ac proinde qua-
dratum cujus latus sint duae ulnae, erit 2304 pollicum quadratorum,
quod cum 16 pedibus quadratis coincidit, et utraque significatio
vel etiam alia quaecunque exprimetur per 4»v.

Interim Algebra cum Mathesi universali non videtur confun-~
denda. Equidem si Mathesis de sola quantitate ageret sive de ae-
quali et inaequali, ralione et proportione, Algebram (quae tractat
quantitatem in universum) pro parte ejus generali haberi nihil pro-
hiberet.. Verum Mathesi subesse videtur quicquid imaginationi
subest, qualenus distincte concipitur, et proinde non tantum' de
quantitate, sed et de dispositione rerum in ea tractari. Ilaque duae
ni fallor sunt partes Matheseos generalis, Ars combinatoria de
rerum varietale ac formis sive qualitatibus in universum quatenus
distinctae ratiocinationi subjiciantur, deque simili ac dissimili, et



206

Logistica sive Algebra de quantitate in universum. Sane ars
deciphrandi, ars ludendi latrunculis, similiaque quae ad Malhesm
pertinere judicantur, magis Combinatoria quam Algebra lndlgent et
ipsa Algebra quatenus quantitates certis formulis exprimit, quae re-
lationes quantitatum varias significant, arti combinatoriae subordi-
natur et per eam promoveri potést, ut suo loco ostendam. Lon-
geque differt relatio quantitatum in genere ab ea specie, quae dicitur
ratio seu proportio. Ita in circulo datur quaedam relatio (non vero
proportio sive ratio) semper eadem inter sinum et sinum comple-
menti, sed ad eam exprimendam assumendum est tertium qﬁid
nempe radius, interdum et alia plura, cum tamen ad proportionem
intelligendam sola relata inter se comparari sufficiat.

Multo magis aberrant, qui Algebram pro arte inveniendi ha-
bent et tanquam omnium Scientiarum humanarum principem ve-
nerantur, quasi scilicet omnes relationes rerum per Algebram ex-
primi possint, quae tamen de solis agit relationibus numerorum in
genere et aliarum rerum quatenus numeri in iis considerantur.

Tantumque abest ut cum Algebra coincidat illa Logicae pars prae- .

stantissima, ut potius videamus ipsam hactenus Algebram haerere
in suismet praeceptis inveniendis et superioris artis auxilio indigere,

multum enim adhuc abest a perfectione, veluti mox patebit. Qui-

dam etiam Algebram cum Analysi, aut Analysin cum arte inveniendi
confundunt, quorum utrumque erroneum est; quaedam enim ope-
rationes Algebraicae sunt syntheticae, ut quando certas aequationum
formulas per genesin sive synthesin ex suis radicibus excito et
deinde oblalam aequationem in harum Tabula quaero. Et longe
differt Ars inveniendi ab Analysi, scilicet ut genus a specie, nam ut
ex hoc exemplo apparet, quaedam per synthesin felicius inveniuntur.
Et Tabulae, series, loca, revera instrumenta sunt syntheseos. Ita-
que si problema aliquod difficile soluturus incipiam a casibus faci-
lioribus ejusdem problematis, aut ab aliis problematibus cognatis,
ut scilicet progressionem aliquam deprehendam aut alioqui mihi viam
ad quaesitum sternam, revera synthesin exerceo, et si integram
aliquam Scientiam vel scientiae parlem tractans secundum combi-
natoriae artis leges omnia problemata potiora percurram a simpli-
cioribus ad magis composita procedens, et ita solutionem proble-
matis alicujus quaesiti inter caetera quasi aliud agendo reperiam,
id per synthesin invenisse censebor. Sed quatenus problema ali-
quod ita tracto ac si nullum aliud problema jam solutum vel sb
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aho vel a me lpso uspiam terrarum extaret, eatenus analytice pro- .
cedo, reducens scilicet problema propositum ad alia faciliora, et
haec rursus ad alia adhuc faciliora, donec ad prima postulata re-
aucatur, quae per se in potestate sunt; sed methodus pure analy-
tica valde rara est, et vix in mortalium potestate, et plerumque
aliquid syntheseos seu theorematum vel problematum praeinventorum
admiscetur. Et sunt quaedam quae nisi per tabularum jam con-
ditarum subsidia sive per quandam inductionem demonstrativam
non invenientur. Est autem analysis rursus vel per saltum vel
per gradus; posterior pulchrior est, sed nondum satis explicata,
prior vulgo analyticis psitatior est, sed non aeque menti salisfacit,
et saepe ad prolixos calculos ducit.

Sed et Calculus in universum et ars characterum longissime
distat ab Algebra; imo certum est, ne omnem quidem calculum
Mathematicum ab Algebra et a Numeris pendere. Dantur enim
Calculi quidam ab hactenus usitatis plane diversi, _ubi notae sive
balacteres non quantitates sive numeros definitos vel indefinitos,
sed alias plane res, verbi gratia puncta, qualnates, respectus signi-
ficant. Exempli gratia (ul taceam calculum figurarum et modorum
in Logica, ubi literae significant propositionum quantitates et qua-
litates) datur analysis quaedam peculiaris calculusque sui generls
Geometriae proprius a me excogitatus, ab omni hactenus recepto
toto coelo diversus, non quantilates sed situs directe exprimens,
cum calculus Algebraicus situm ad magnitudinem detorqueat, adeo-
que in ambages abducat. Unde prolixi calculi algebraici nonnun-
quam orviuntur, ex quibus vix multo studio exculpitur apta con-
structio, quam aliquando situs inspectio communi Geometrarum
Methodo nullo negotio exhibuisset. Verum quia communis illa Me-
thodus attentione ad figuras imaginalionem fatigat, et in implica-
tionibus aegre ad exitum pervenit, hinc ipsamet quoque sui generis
calculo sublevari potest; eique conjungenda est analysis Veterum
per Data et Loca, cujus apud Euclidem, Apollonium, Pappum,
Marinum vestigia reperiuntur.

Quoniam autem Algebra multos habet recessus non satis hac-
tenus cognitos (neque enim insignis haec scientia satis comprehensa
bactenus et in artis formam reducta est), placet ideam ejus ali-
quam paucis delineare. Soleo autem eam comparare cum Logica,
et quemadmodum in Logica habemus Terminos simplices, Termi-
norum habitudines, hoc est propositiones, deinde syllogismos quibus



comprobantur propositiones, et ipsam denique Methodum quae om-
nes istas operationes mentis ordinat ad scopum praefixum: ita in
Algebra considero Numeros, Numerorum habitudines seu quasi
propositiones Algebraicas (quarum potissimae sunt aequationes et
analogiae), modum unam habiludinem ex alia derivandi seu syllo-
gismos Algebraicos, et deniqne Methodum quae praecepta ad in-
ventionem quasi ordinat. Numeri seu Termini simplices
Algebraici sunt vel positivi vel privativi, integri (iique simplices
aut figurati) vel fracti, rationales vel surdi, et impuri vel affecti,
sunt etiam numeri communes vel transcendentes, et denique pos-
sibiles vel imaginarii seu impossibiles, et generantur per operationes
quae sunt vel syntheticae (additio, multiplicdtio, potestatis ex radice
excitatio) vel analyticae (subtractio, divisio, extractio radicis) et
vel actu fiunt vel aliquando tantum faciendae designantur, quod in
analyticis operationibus non semper evitari potest, quia non sem-
per actualis analysis habet locum. Magnaque hujus analyticae pars
in hoc consumitur, ut quando fieri potest fracti reducantur ad in-
tegros, surdi ad rationales, surdi affecti ad puros, imaginarie ex-
pressi ad possibiles, transcendentes ad communes; sed haec inter-
ventu sequentium fiunt. Nihil etiam prohibet inter terminos sjm-
plices integram seriem vel integrum locum plurium numerorum
aul quantitatum simul spectari, quando de quolibet termino vel
quantitate seriei aut loci accipi potest quod asserilur, praesertim
cum etiam indefinitos numeros hic considerari jam monuerimus.
Habitudines numerorum sunt aequalitas (Algebristis aequatio), ma-
joritas et minoritas (seu limites), homogeneum, proportio, commen-
surabilitas, analogia proportionum, aliaeque relationes magis com-
positae, cum ad relationem duarum quantitatum exprimendam opus
est tertiam ullam vel plures ipsi homogeneas assumi, ubi magni
sus est dispicere quaenam sint Homoeoptata seu similiter relata,
ut enim analogia seu similitudo proportionum est ad proportionem,
ita homoeoptosis ad relationem; ex. gr. sinus rectus el sinus
complementi in circulo sunt homoeoptata ad radium Syllo-
gismi Algebraici sunt collectiones unius harum hahi_uidinum
ex alia, verbi gratia transformationes, emendationes, depressiones
proportionum, aequationum et analogiarum, introductio vel abro-
gatio legis homogeneorum, ablegata vel adhibila unitate, inventio
communis mensurae, conversio aequationis in analogiam vel contra,
limites' aequationum seu colleclio majoritalis ex aequalitate, et
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contra; reductio plurium aequationum ad unam ultimam vel saltem
ad pauciores seu sublatio literarum, et contra dispersio unius ae-
quationis in plures assumtis literis novis, denique extractio radicum
ex aequationibus per inventionem valoris puri, quantum licet sim-
plicis, quae est aequationum absolutissima. Methodus autem
ipsa quae oeconomiam calculi totius dirigit, ostendere debel, qui-
busnam terminis, habitudinibus et habitudinum transformationibus
et quo ordine sit utendum, ut ex dalis quaesitum oblineatur, id-
que vel exacte (per expressiones quas natura rei patitur) vel per
appropinquationes: ubi et considerandim est quaenam problemata
sint definita, cum definitate ambigua (qui fons est irrationalitatis)
vel plane indefinita; quo facto interdum satisfacit integra aliqua
series seu locus (modo ad ipsum quoque definiendum conditiones
adxint sufficientes) vel in eo maximum vel minimum. Interdum
in nostra potestate est assumere aliquid cum certa quadam cau-
tione determinante, et sane interdum dantur conditiones quaedam
definientes quae admodum exolicae sunt nec ad aequationes aut
alias habitudines communes facile, imo aliquando nullo modo re-
vocari possunt, ut fit in multis problematis Diophanteis ilemque in
problematis Geometriae transcendentis. His denique subjici posset
Usus Algebrae in Geometria et aliis partibus Mathe-
seos, ubi inprimis ostendenda sunt haec duo nondum satis expli-
cata, quomodo Geometricae conditiones ad calculum Algebraicum
quam optime reducantur, ne postea depressionibus opus sit et
contra quomodo ex absoluto jam calculo rursus constructiones
Geometricae commode elicianlur, quorum prius est transitus a
Geometria ad Calculum, posterius vero est reditus a Calculo ad Geo-
metriam. Atque haec demum idea Algebrae mihi dignilati ipsius
respondere videtur, quam nescio an hactenus animo satis complexi
sint vel saltem prodiderint, qui de ea scripserunt.

Nunc de Historia Algebrae paucis. Platonem Pappus ait
primum Methodo usum esse quaesitum assumendi tanquam inven-
tum, quae potissimum in Algebra adhibetur. Lilerals vel alias no-
tas sive species pro magnitudinibus exprimendis esrumque habitu-
dinibus intelligendis assumi nihil novum est, quid aliud enim fecit
Euclides toto ltbro quinto? Qui Diopbantum, imo qui Archimedem
et Apollonium legit, ne dubitare quidem potest, quin Veteres cal-
culo usi sint qualis in Algebra speciosa (a speciebus sive literarum
notis dicta) hodie usurpatur, licet artem suppresserint. Primi
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Arabes ejus Elementa quaedam videntur publicasse, forte ex libris
quibusdam Graecis andissis, nisi suspicari malimus Sinensium alio-
rumve Indorum aut etiam Aegyptorum quaedam ad ipsos perve-
nisse. Scholastici quidam maxime Angli moliti sunt singulares
quosdam calculos admodum subtiles circa intensiones et remissiones
qualitatum et formarum, viresque ac motus, quos miror plane fuisse
neglectos, ut ne quidem celeberrimus Wallisiuz licet ipse Anglus
in sua Algebraicarum rerum bistoria eorum meminerit, cum tamen
subsit aliquid solidi et specimen praebeatur quasi Metaphysicae
cujusdam Mathematicae. Princeps eorum fuit Johanues Suisset
dictus Calculator, cui addendi Thomas Bradwardinus, Nicolaus Ovem,
et alii. Arabum porro Algebra circa Friderici Il. tempora videlur
et ad Europaeos pervenisse maximeque ab Italis prinum fuisse ex-
culta, quibus et inventio Computisticae Mercatoriae debetur. Regio-
montanum nostrum intellexisse Algebram et in Geometria quoque
exercuisse intelligi potest ex quibusdam problemalis Geometricis,
quae ipse ail se solvere posse per artem cosae, non vero Geowme-
trice, id est in numeris, non in lineis. Circa tempora Typogra-
phiae repertae aut paulo post florebat quidam Frater Lucas de
Burgo, cujus scripta Algebraica typis editorum prima sunt, etsi
alios ante ipsum scripsisse ex ipsomel appareat. Porro hactenus
eo res perducta erat, ut aequationes quadraticae possent solvi, quod
jam habet et Diophantus. Primus mortalium Scipio Ferreus circa
initium opinor superioris seculi aliius ascendit modumque invenit
resolvendi aequationes cubicas, neque enim ullum vel vestigium (a-
lis inventi ante ipsum bhactenus apparet. Artem autem arcanam
habuit dum vixit, nec nisi paucos discipulos docuit. Quorum unus
forte in certamen doctrinae descendens cum Nicolav Tartalea Ma-
thematico ingeniosissimo, proposuit ei problemata quae ad aequa-
tiones hujusmodi reducebantur. Tartalea aemulatione accensus et
vinci impatiens, summa animi contentione idem inventum proprio
marte feliciter extudit. Quod cum increbuisset, Hieronymus Car-
damus, homo maximi ingenii et vastissimae doctrinae, invento diu
inhiavit frustra, donec autoritate Gubernatoris Tartaleam Mediola-
num acciri curavit, ab eoque demum artificium expiscatus est.
Quo semel cognilo rem variis additionibus et applieationibus locu-
" pletatam publicavit in libro, cui titulum dedit Artis magnae, ita ta-
men ut sibi inventionem non tribueret. Ex hoc Cardani opere
apparet, sublationem secundi termini aliasque emendationes et trans-
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formaliones aequationum, imo ‘et artem comparandi aequationes
cum aliis similibus Cardano non fuisse omnino ignotam. Fuit au-
tem juvenis quidam Bononiensis Cardano familiaris, cui nomen
Ludovico Ferrario, cujus florente adhuc aetate extincti vitam scrip-
sit ipse Cardanus, quae inter opera ejus extat. Hic Ferrarius prae-
claro invento Algebram uno adhuc gradu promovit, primusque om-
nium invenil resolutionem quarti gradus seu aequationis quadrato-
quadraticae, docuitque eam reduci posse ad quadraticam interventt
cabicae. Originem inventi totumque processum distincte exposuit
Raphael Bombellus in Algebra, lialico sermone jam superiore se-
culo edita. Itaque fatendum est, Algebram totam quanta nunc ha-
betur, quatenus in perfecta aequalionum resolutione seu inventione
generalis radicum valeris consistit, revera Italis deberi, Neque enim
Vieta aut Cartesius vel hilum adjicere potuerunt, idque adeo verum
est, ult ne nunc quidem quisquam dederit alignid unde spes sit,
generaliter aequationes surdesolidas seu quinti gradus atque altiores
perveniri posse. Tantum adhuc abest ut Algebra perfecta dici
. possit. Unde etiam intelligi potest, tantum abesse ut Algebra sit
ars inveniendi, ut contra ipsismet Algebrislis haereat aqua, donec
auxilio superioris alicujus artis aliquando expediantur. Ea autem
est Combinatoria, per quam aditumm demonstratum habeo ad gene-
rales aequationum resolutiones, quantum possibile est, de quo ali-
quando plenius, ubi calculos exsequi licuerit, quanquam illi per ipsam
hanc artem mire contrahantur: nam Scipionis Ferrej et Ludovici
Ferrarii artes sunl peculiares suis gradibus, in altioribus cessant.
Cartesii quoque methodus pro quarto gradu (quae est Ferrariana
transformata) quasi casu tantum succedit in hoc gradu, at pro
sexto et aliis paribus minime; et methodi tales valdle imper-
fectae sunt, quoniam qui eas aggrediebalur, praevidere non pot-
eral se per eas exitum conseculurum esse. Quod in tenebris
micare est.

Debet quoque nonpihil Algebra Ludovico Nonio Lusitano, qui
de ea superiore seculo non male scripsit, observavitque ni fallor
radicem esse divisorem ultimi seu absoluti termini, quod fortasse
aliis occasionem dedit longius pergendi. Literas quoque pro nu-
meris jam Algebraici superioris seculi usurpabant, inprimis quando
occurebant secundae radices quas vocant, id est quando plures in-
‘cognitae erant supponendae, quin et Gulielmus Gosselinus Cado-
mensis in sua Algebra Lutetiae 1575 edita literis utitur pene ad
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Vietaeum morem. Nihilominus Franciscus Vieta, Consiliarius et Ma-
gister libellorum supplicum Regis christianissimi, Algebrae Specio-
sae quae nunc frequentatur, verus parens merito habetur; is enim
calculum a numeris tam cognitis quam incognitis sic ad notas sive
species traduxit, ul jam certae semper formulae generales et quasi
Canones habeantur, et ita artis combinatoriae usus esse possil in
Algebra, nam revera auxilio hujus artis (quae de formulis earum-
que similitudine et habitudinibus in universum agit) debetur quic-
quid Speciosa super communem Algebram praestitit, quanquam ea-
dem per numeros supposititios instar literarum adhibitos multo
adhuc majore fructu consequi liceat, ut alias ostendam, Hinc jam
facile fuit Vietae sua praecepta de legibus Homogeneorum aequationum-
que examine condere, quin et Gevmetriam ex Algebra et rursus hanc
ex illaillustrare, dum magnitudines per lineas rectas, potestates autem
per reclas in continua progressione geometrica, assumtas exprimit.
Idem Vieta egregium inventum primus dedit, analysin scilicet aequatio-
num generalem numerosam, ut scilicet radices quadraticae, cubicae, bi-
quadraticae, surdesolidae, et affectae ex termino absoluto aequatio-
nis numericae perinde exirahantur ac vulgo radicem puram qua-
draticam, cubicam etc. ex numero extrahere solemus vel exacte vel
quantum salis per appropinqualionem, quando exacta radix nomn
datur. Ipse aulem Analysi Algebraicae per se (abstrahendo ani-
mum ab applicatione ad numeros definitos et lineas) nihil Viela
adjecit nisi quod radices plures ejusdem aequationis et genesin ac-
quationum ex multiplicatione radicum in se invicem cognovit, ut
ex ejus Seclionibus angularibus, item et Tabula sub finem operis
posita intelligi potest. Caeterum Vietaea prosecuti sunt Alleaumius
Andersonus, Alb. Girardus, Oughtredus, qui eleganter contraxit
et plana reddidit aliasque notas compendiosas adjecit. Nec dubito
quin praeclara quaedam ad Algebrae illustrationem pertinentia la-
teant in schedis Joachimi Jungii Lubecensis, viri excellentis (si
quid ego judicare possum) cum Galilaeo et Carlesio conferendi,
inter . . . .. .....% Algebraici habentur. '

Porro novam lucem Algebrae attulit Th. Harriotus Anglus;
is occasione eorum ut arbitror quae ex Nonio de divisoribus ul-
timi termioi et ex Vieta de pluribus radicibus ejusdem aequationis
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paulo ante retulimus, cogitavit aequationes posse concipi tangquam
formulas aequales nihilo, et ita produci aitiores ex inferioribus in
se invicem ductis, adeoque ex multiplicatione tot aeqmationum ra-
dicalium in se iavicem, quot dimensionum est aequatio, ipsam ae-
quationem generari. Hinc praecepta de numero radicum aequatio-
nis, 'de discernendis radicibus positivis et privativis, de radicum
auctione et diminutione, multiplicatione et divisione, de depressione
aequationum per divisionem, ilemque de Aequationibus Canonicis
seu generalibus, ex quarum signis et terminis datae aequationis
natura, constitutio et genesis, numerusque radicum realium, posi-
tivarum, privativarum cognosci possit. Quae quidem omnia non
nominato Harriote in sua Geometria exhibuit Cartesius, Wallisio
aliisque multis Harriolum exscripsisse non immerito visus, usque
adeo enim omnia consentiunt ut in difficilioribus quae Harriotus
inexplicata reliquit etiam Cartesius substiterit. Circa eadem tem-
pora..... Fermalius in suprema curia Tolosana Senator feliciter
prima fundamenta jecit pulcherrimae Methodi de maximis et mini-
mis, quibus postea Huddenius el Slusius, excellentes Geometrae,
inaedificaverunt; ego vero ni fallor edito in Actis Eruditorum sche-
diasmate nuper mense... anni.,. colophonem imposui effecique
invenlo novo calculi differentialis, ut jam fractas, irrationales et
transcendentes non nioretur quarum alias sublatio calculi laborem
in immensum auget, praeterquam quod transcendentes non semper
tolli possunt, quem fructum meae methodi nuper Joh. Craigius
Scotus in erudito de Quadraturis libro agnovit et praedicavit.

Is status erat Algebrae, quando in scenam prodiit vir utique
iusignis Renatus Cartesius, edita Geometria quae licet sit egregia,
tamen longe infra opinionem posita est, quam de ea vulgus con-
cepit. Nam ipsi quidem Algebrae nihil plane quod sciam adjecit
alicujus momenti, nisi forte quod comparationem aequationum (Vie-
tae et anterioribus non ignotam) reddidit expeditiorem ac frequen-
tius inculcavit. Circa applicationem tamen Algebrae ad Geome-
triam id unice in Cartesio laudo, quod linearum curvarum etiam
altiorum graduum naturas aequationibus expressit. Poterat hoc
et Vieta, quis dubitat? sed ille Veterum praejudicium secutus con-
structiones quae earum ope fiunt, tanquam parum Geometricas
spernebat, quanquam et Cartesius postea eundem errorem errave-
rit, dum lineas illas Geometria exclusit, quae Algebrae communis
calculo exprimi nom possunt, et perinde locutus est ac si omnia
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Ceometriae problemata ad aequationes certi gradus revocari pos-
sent, Ex Cartesianae Methodi sectatoribus memo quod 'sciam ali-
quid valde memorabile adjecit Algebrae, praeter Johannem Hudde-
nium et Renatum Franciscum Slusium. Huddenii duae Epistolae
perbreves magnam profundarum inquisitionum vim complectun-
tur. Slusius evitata ultima aequatione unius incognitae docuit fa-
cilius solvi problemata per loca seu per duarum incognitarum
aequationes duas, Veterum artificia ad novas methodos recte accom-
modans. Cum vero interim et inventa Geomelrica Cavalerii, Gre-
gorii a S. Vincentio ac Guldini increbrescerent, quibus Archimedeae
artes detectae sunt, mox in illis alii analytices Algebraicae beneficio
multo longius processere, ex quibus excellunt Fermatius, Rober-
vallius, Torricellius, Hugenius, Pascalius, Wallisius, Wrennus, Broun-
kerus, cum Heuratio Neilius, Jac. Gregorius, Barrovius, quorum
praeclara inventa cum fere Geometrica polius sint quam Algebraica,
nunc non membro. Nisi quod Wallisius edita Arithmetica infini-
torum aliis egregiis meditationibus praelusit, quae antequam perse-
quar, redeundum mihi est ad Johannem Pellium Anglam, Mathe-
maticum plane insignem, qui jam antequam Cartesius increbresceret
Algebraicum calculum suo quodam peculiari modo ordinavit pulchra
et commoda ratione, cujus specimina extant in eleganti Algebra
Joh. H. Rahnii Helvetii Germanice edita. Eundem Pellium audio
habere modum aequationes omnis generis eo reducendi ut solvi
possint per Tabulas Sinuum et Logaritbmorum, quod si commode
fieri potest, ego magni faciendum putarem, vereor tamen ut sem-
per procedat. Novam porro lucem Algebrae et Geometriae attulit
Methodus per series infinitas, cujus primus quod sciam specimen
insigne dedit Nicolaus Mercator Holsatus, Geometra et Astronomus
plane eximius, in Logarithmotechnia; sed longius rem -provexit
Johannes Neutonus Anglus, praestantissimi ingenii Mathematicus,
qui ex quacunque aequatione radicem extrahit ope seriei infinitae.
Ego vero ad series infinitas diversa plane ratione perveni, speci-
menque satis hodie notum dedi circa Circuli magnitudinem. Alia-
que habeo, quibus series infinitae ni fallor in immensum promo- |,
ventur. Multa etiam circa summas serierum vel progressionum
sive finitarum sive infinitarum exhibendas reperi aliisque variis
modis Algebram locupletavi. Pro literis Numeros (sed supposititios
sive fictos) postliminio in Algebram reduxi multiplici fructu, quorum
unus est quem supra leligi quod ita semper calculum in numeris
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possum examinare, imo per abjectionem novenarii, quod continue
ad quamvis novam operationem faciendo, errores calculi, quibus
nibil est molestius, mirifice praecaventur. Excogitato calculo dif-
ferentiali...... *) Tetragonisticum voco, Theoremata........... circa
tangentes et quadraturas et his cognala, quae alii per lineas diffi-
culter extuderunt, nullo negotio per singularem calcnlandi rationem
antea ignotam exhibeo et in immensum augere possum, eaque ra-
tione ni fallor Geometriam illam abstrusiorem ad alium plane sta-
tum traduxi. Deinde ut meam Machinam Arithmeticam taceam,
quae a Baculis Neperianis toto genere differt, et multiplicationes
(verbi gratia) nullis intervenientibus additionibus exhibet, aliud re-
peri diversae naturae instrumentum mire simplex et admodum pa-
rabile, quo omnes aequationes utcunque affectae sive lineares sive
numericae, quae pro magnitudine instrumenti certum gradum non
excedunt, solvuntur. Proposui et modum condendi certas Tabulas,
quae idem quodammnodo praestarent in Algebra quod Tabulae si-
nuum el logarithmorum in Trigonometria, et laborem calculi valde
levarent, iisque habilis multa primo aspectu dignoscerentur. Prae-
terea novum plane aditum aperui Algebrae transcendentis, bactenus
incognitae, in qua quantitates eliam quas communis calculus expris
mere non potest designantur per aequationes finitas quidem, sed
gradus indefiniti, ubi ipsa quantilas incognita ingreditur in expo-
nentem. Verbi gratia x*+x aqu. 30, cui aequationi (quae gradus
est indefiniti) satisfacit x aequ. 3, quia lertia potestas de 3 addita
ad 3 facit 30. Sed plerumque valor nisi in transcendentibus im-
possibilis est, licet per Geomelriam transcendentem, imo et per
numeros appropinquantes exhiberi possit. Multa etiam alia in hoc
studiorum genere habeo, sed quae nunc enumerare longum foret.
Et jam finiendum est, ubi illud tantum subjecero, Carolum Renal-
dinum, apud Patavinos Professorem Medicum, multiplicis et accu-
ratae doctrinae virum, duo volumina in folio, ut vocant, bonae
frugis plena edidisse de Resolutione et Compositione Mathematica,
quibus et communem et speciosam Algebram complexus est. Sed
et Joh Kersey Anglum laudata industria quoddam Algebrae corpus
edidisse, cui vellem ex Joh. Collinii, non tantum in his studiis
versatissimi, sed et ad instar Mersenni cujusdam Angli aliorum in-

*) Das Manuscript ist an dieser Stelle schadhaft.



dustriam excitantis et inventa conservantis promovenfisque im-
structissitha penu non vulgaria hujus artis locupletamenta accessis-
sent. Novissime Historiam Algebrae inspersis praeceptis variisque
inventis suis, justo opere dedit celeberrimus Wallisius, cui quemadmo-
dum jam supra notavimus, haec studia multum debent. Quae nos hic
cogitatis ejus et narrationibus adjecerimus, conferende intelligentur.

REMARQUE SUR UN ENDROIT DES NOUVEAUX ELEMENS
D'ALGEBRE DE Mr. OZANAM.

L’Algébre de Mr. Ozanam, que je viens de recevoir, me pa-
roit bien meilleure que Ja plipart .de celles qu'on a vies depuis
quelque temps, qui ne font que copier Descartes et ses Commen-
tateurs. Je suis bien ase qu'il fasse revivre une partic des pré-
ceptes de Viete, inventeur de laSpécicuse, qui méritoient de n’étre
point oubliés. On y trouve de plus quelques adresses trés utiles
dans les problémes a4 la mode de Diophante. C’est fort bien fait

" aussi qu'il cherche de pousser les divisions, qui se doivent faire
par des Polynomes irrationels, ou d’éter 'asymmetrie du Dénomi-
nateur d’une fraction, en le multipliant aussi-bien que le Numera-
tear, par une formule, laquelle, avec le Dénominateur, fait un pro-
.duit rationel, et par conséquent de résoudre ce probléme trés utile :
Trouver une formule, par lagquelle multipliant un Po-
lynomeirrationel donné, le produit devienne rationel.
Mais - il s'est arrété en beau chemin, ayant cri (p.77) que cela
n'allait que jusqu'aux Quadrinomes dans les racines quarrées. C'est
pourquoi je veux en donner la solution dans le Pentanome on
Quinome, comme il Pappelle, afin de 'encourager, ou quelqu’sutre
qui en aura le loisir & achever cette recherche qui le mérite assez.

Soit un Quinome a4b+c+d-+e, ot jentends par ces let-
tres des quantités dont les quarrés sont rationels, par exemple
V2 4+v3+V54+VT+yIl. Multiplions le Quinome proposé par
a+b+c¢—d—e, et il vient 2ab+2ac4 2bc—2de+mm, supposant




mnf=aa+bb 4+ cc—dd-—ee. Il est vrai que ce produit est encore
un Quinome en effet; mais mous corrigerons ce défaut dans la
suite, Multiplions ce produit par 2ab +2ac+2bc+2de—mm, et
il proviendra —n*4 4mmde+8abc(a+b +c), supposant nt=m*
—4aabb—4aacc 4bbcc44ddee. Ainsi ce produil nous est venu
en multipliant le Quinome proposé par a-+b + c—d-—e, et en mul-
tipliant ce qui en vient, encore par 2ab 4 2ac+ 2bc+2de— mm, ou
en multipliant le Quinome proposé tout d’un coup par (a+b+c
—d—e) Q2ab+2ac+2bc+2de—mm). Mais si au lieu decela on
multiplioit l¢ Quinome proposé par (a+b+c--d—e) (2ab4-2ac
+2bc+2de—mm)—8abe, il est visible qu'il proviendroit —n*
+ 4mmde 4 8abc(a + b + ¢) — &abc(a+b+c+d+e), cest-a-dire
—n*+ 4mmde — 8abce(d+e). Ce qui est un Quadrinome, et nous
avons gagné. Mais qui plus est, ce Quadrinome a I'avantage de
pouvoir étre reduit d'abord au- binome, en employant la seule mul-
tiplication par son contraire, sans passer par le trinome: et ainsi
nous rattrappans ce que nous avions été obligés de perdre au
commencement par une multiplication qui n’avancait pas d’abord.
Car multipliant ce produit par —n*+4mmde+8abe(d+e), il nous
viendre p2—8q¢®de, supposant p®=n%+16m*ddee— 64aabbcc(dd+ee)
et ¢*=mmn* + 16aabbcc. Et ce produit étant enfin’ multiplié par
p®+8qtde, nous aurons une quantité délivrée de I'asymmetrie, qui
est p®*—64qt2ddee. Ce qu'il fallait faire. Et ce produit nous
vient en multipliant le Quinome a4b-+4c4d+e par le produit de
ces trois quantités: (a+b+c—d—e), (2ab+2ac+2bc +2de—mm)
—~8abe, - n®4 4mmde 4 Babc(d+e) , p®+8qtde.

_II y a démonstration que tout polynome, quelque puisse étre
le nombre et quelle que puisse étre I'espéce des racines, pourra °
toGjours étre multiplié par une telle formule, que le produit soit
rationel. Et en poussant le calcul des canons, on y trouvera une
progression réglée qui nous épargnera la peine d'aller plus loin. J’ap-
pelle Canons, des formules générales, qui donnent d'abord ce qu'on
demande. Par exemple, a 'égard des racines quarrées, il y aura
dans le Binome a+b,a—b = aa—bb
dans le Trinome a+b+-c,a®—aab 4 2abc=a*—2aabb

b3 abb bt 2aacc
c¢3 aac ct 2bbce
acc
bbc

bec



Et non pourra calculer des canons semblables pour le Qua-
drinome, Quinome etc., ce qui donmera enfin la régle de la pro-
gression, qui est le canon des canons. J'ai coutoume de me ser-
vir d’expressions abrégées; par exemple, en disant dans le trinome
a,a%—aab+2abcac=at—2aabb.

MONITUM DE CHARACTERIBUS ALGEBRAICIS.

Quoniam variant Geometrae in characterum usu, nova prae
sertim Analysi inventa, quae res legentibus non admodum provec-
tis obscurilatem parit; ideo e re visum est exponere, quomodo
Characteres adhibeantur Leibnitiano more, quem in his Miscellaneis
secuturi sumus.

Literae minusculae a,b, x,y solent significare maguitu-
dines, vel quod idem est, numeros indeterminatos; majusculae
vero, ut A, B, X, Y puncta figurarum; ita ab significat factum ex a
in b, sed AB rectam a puncto A ad punctum B ductam. Huic
tamen observationi adeo alligati non sumus, ut non aliquando mi-
nusculas pro punctis, majusculas pro numeris vel magnitudinibus
usurpemus, quod facile apparebit ex modo adhibendi. Solent etiam
literae priores, ut a,b, pro quantitatibus cognitis vel saltem deter-
minatis adhiberi, sed posteriores, ut x,y, pro incognitis vel saltem
pro variantibus. .

Interdum pro literis adhibentur Numeri, sed qui idem signi-
ficant quod literae, utiliter lamen ursurpantur relationis exprimen-
dae gratia. Exempli causa, sint binae aequationes generales secundi
gradus pro incognita x, eas sic exprimere licebit: 10xx+11x+412
=0 et 20xx+21x+22=0. Ita in progressu calculi ex ipsa nota-
tione apparet quantitatis cujusque relatio, nempe Z1 (ex gr.) per
notam dextram quae est 1 agnoscitur esse coefficiens ipsius x sim-
plicis, at per notam sinistram 2 agnoscitur esse ex aequatione se-
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eunda. Sed et servatur lex quaedam homogeneorum. Et ope ha-
rum duarum aequationam tollendo x prodit aequatio, in qua si-
militer se habere oportet 10, 11, 12 et 12, 11,10; item 20, 21,22
et 22,21, 20; et denique 10,1}, 12 se babent ut 20, 21,22, id
est si pro 10,11, 12 substituas 20, 21, 22, et vice versa, manet
eadem aequatio. Idemque est in caeteris. Tales numeri tractantur
ut literae, veri autem numeri, discriminis causa, parenthesibus in-
cluduntur vel aliter discernuntur. lta in tali sensu 11.20 significat
pumeros indefinitos 11 et 20 in se invicem duactos, non vero sig-
pificat 220, quasi essent numeri veri. Sed hic usus ordinarius non
est, rariusque adhibetur. ) '
Signa, Additionis nimirum et Subtractionis, sunt
<+ plus, — minus,  plus vel minus, ¥ priori oppositum minus
vel plus. At (%) vel (F) est nota ambiguitatis signorum, inde-
pendens a priori, et ((£); vel ((3)) alia independens ab utraque.
Differt autem Signum ambiguum a Differentia quantitatnm,
quae etsi aliquando incerta, non tamen ambigua est. Sic £33 (ubi
signa adhibentur ambigua) significat vel +5 -3, id est 3, vel
—3+3, id est —2. Sed si differentia exprimenda sit inter a etb,
non sufficit scribere ta b; si enim sic pro a et b substituas 3
et 3, patet hoc modo non semper prodire differentiam +2, sed
vel +2 vel —2, Sed differentia inter a et b significat a—b si a
sit majus, et b—a si b sit majus, quod etiam appellari potest mo-
les ipsius a—b, intelligendo (exempli causa) ipsius +2 et ipsius
—2 molem esse eandem, nempe +2; ita si a—b vocemus c,
utique mol. ¢ seu moles ipsius ¢ erit +2, quae est quantitas
affirmaliva, sive c sit affirmaliva sive negativa, id est sive sit ¢
idem quod 42, sive ¢ sit idem quod —2. Et quantitates duae
diversae eandem molem habentes semper habent idlem quadratum.
Multiplicationem plerumque significare contenti sumus
per nudam appositionem; sic ab significat a multiplicari per b.
Numeros multiplicantes solemus praefigere; sic 3a significat tri-
plum ipsius a. Interdum tamen puncium vel comma interponimus
inter multiplicans et multiplicandum, velut cum 3,2 significat 3
multiplicari per 2, quod facit 6, si 3 et 2 sunt numeri veri; et
AB, CD significat rectam AB duci in rectam CD atque inde fieri
rectangulum. Sed et commata interdum hoc loco adhibemus uti-
liter, velut .a,b+ ¢, vel AB,CD+EF, id est, a duci in a+4b, vel
-AB in CD4-EF; sed de his mox, ubi de vinculis. Porro propria

.



eta Multiplicationis non solet esse necessai
ositio, qualem diximus, sufficiat. Si tan
dhibebitur potius —~ quam X, quia hoc an
B~ CD significabit AB duci in CD,

Divisio significatur interdum more v
em divisoris sub ipso dividendo, intercede
er b significatur vulgo per %—; plerumqu
raestat, efficereque ut in eadem linea pern
ositis duobus punctis, ita ut a:c significet
:b rursus dividi debeat per c¢, poterim
a:b):c. Etsi enim res hec casu (sane ¢
rimi posset, fit enim a:(bc) vel a:be, not
ctu ipso facienda est, sed saepe tantum i
tat operationis dilatae processum per ¢
ndicari. _

Cum idem multiplicatur per se ipsum
arumque notae seu Exponentes. Ita |
8t a2, et pro aaa scribetur a3, et ita porr
ur: qu. AB, idque idem est quod qua
\B,AB; et cub. AB idem ¢st quod AB,AB, A

1ens interdum lineolis includitur hoc m
ignificatur cubus rectae. AB+ BC. Expon«
ndeterminatus, el significatur per literan
erminatur utrum e significet 2 an 3 vel a
it talis exponens interdum fit compositu
nultiplices per a*, productum erit a®+", el
ubducitur, ne literae exponentiales aliis con
seribi |:t»_ a.

Contrarium potentiarum sunt Radices,
1aa, ita y(a3) vel \/(E)(a)3 rursus est a. N
st si simpliciter scribimus nullo numero ad
jJuadraticam, velut y2 significat radicem qu
sed Y2 vel \I(E)2 significat radicem cubi
st y2 vel V(2)2 significat radicem indetern
trahendam. Interim notandum est, certo s
potentiis comprehendi, nt numeri fracti c
Et generaliter, si sil potentia data a® et e
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gativam, prodit divisio ; ponatur enim e idem esse quod —n, utique
a® vel a=® vel [~ma idem erit quod l:a*. Quodsi e sit idem
quod 1:n seu a° idem quod a'®, fiet a* idem quod J(E_)a, adeoque
hoc idem est quod ™ a,

His notis formantur varii termini, nempe integri iique af-
firmativi aut negativi; fracti item, ac denique surdi. Sed quia hi
omnes sunt vel simplices vel variis modis compositi et ex mem-
bris conflati, hinc opus est vinculis quibusdam ad corspositionem
indicandam. Pro vinculis vulgo solent adhiberi ductus linearum,
sed quia lineis una super alia duclis saepe nimium spalii occupa-
tur, aliasque ob causas commodius plerumque adhibentur commata
et parentheses. Sic a, b+c idem est quod a,b+c vel a(b4c), et
a4b, c+d idem est quod a+b, c+d vel (a+b) (c+d), id est +a+b
multiplicatum per c+d. Et similiter vincula in vinculis exhiben-
tur. lta abc+ef+g eliam sic exprimetur a(bc 4 e(f+g)), et

abc-ef+g+hlmn potest etiam sic exprimi (a(bc+e(f+g))=+hlm)n,
Quod de vinculis multiplicationis, idem intelligi potest de vincu-
lis divisionis; exempli gratia
LI |
b e 1
e trre ()
n

(a:((b:c)+-(e:,f+g) . +h:(l:m)):n, nihilque in his est difficultatis, modo
teneamus, quicquid parenthesin aliquam implet pro una quantitate ha-
beri, tanquam litera vel numerus pro eo poneretur; idemque est de

parenthesi -aliam parenthesin includente, ut fit in radicibus quam
universales olim vocabant exprimendis. Idemque igitur locum habet in

vinculis extractionis radicalis. Sic Va‘+chef_+-g idem est quod

Vi(a* 4+ bey(e(f+ g))) vel y(a*4bcle,f+g)), et pro
Vaa +bycc+ dd )
e+ VVgg+hh+kk

v(aa 4 by(co+dd)): e +y(fV(gg+ bh) + kk).

Haclenus notas exposuimus, quibus termini, id est numeri
vel quantitates formantur, tanquam subjecta aut praedicata in ve-
ritatibus.  Sequuntur notae quae explicant modum praedicationis,

seu quomodo quanlitales quae Terminos constituunt in propositio-
nes conjungantur ; potissimum autem de iis enuntiatur, Aequales

sic scribetur in una linea

scribi poterit



2889
esse, vel majores vel minores aliis; itaque a=b significat a

esse aequale ipsi b, et a ™= significat a esse majus quam b, et
aC b significat a esse minus quam b.

Sed et Proportionalitas vel analogia de quantitatibus -

enuntiatur, id est rationis identitas, quam possumus in Calculo ex-
primere per notam aequalitatis, ut non sit opus peculiaribus notis,
Itaque a esse ad b sic ut | ad msic exprimere poterimus a:b=»Lm,

. a 1 . L Lo
id est T Nota continue proportionalium erit <, ita ut

< a.b.c etc. sint continue proportionales,

Interdum nota Similitudinis prodest, quae esl «; item
nota similitudinis et aequalitatis simul seu nota congruitatis £2.
Sic DEF o PQR significabit Triangula haec duo esse similia, at
DEF = PQR significabit congruere inter se. Hinc si tria inter se
habeant eandem rationem quam tria alia inter se, poterimus hoc
exprimere nota similitudinis, ut a; b; ccol; m; n, quod significat
esse a ad b ut 1 ad m, et a ad cut |l ad n, et b ad cutm ad n,

" Praeter aequalitatem, proportionalitatem et similitudinem oc-
currit interdum et ejusdem relationis consideratio quam significare
licet nota ::; exempli causa si sit aa+-ab=cc et simili forma ll+Im
=nn, dici potest a, b, ¢ habere inter je eandem relationem quam

- habent I, m, n, seu a; b; ¢ :: I; m; n, id est, datur quaedam re-
latio inter a,b,c, in qua si pro his respective substituas 1, m, n,
vera manet enuntiatio. Unde patet, relationis convenientiam ad
certam quandam referendi formam pertinere neque omnimodam sem-
per in ipsis terminis relationum similitudinem inferre, ex. gr. si
a, b, ¢ se habeanL invicem ut sinus lotus, sinus rectus et sinus
complementi, et I, m, n se itidem hoc modo inter se habeant, dici
ob eam rem poterit esse a; b; ¢ ::1; m; n. Sed hoc relativum
est ad certum modum referendi.

Quas exposuimus Notas, ad Analysin communem pertinent
seu ad Scientiam Finili; sed novae adjectae sunt Notae, per detec-
tam nuper Scientiam infiniti seu Analysin infinitesi-
malem quae potissimum versatur in differentiis et summis. Hig
dx significat elementum, id est incrementum vel decrementum (mo-
mentaneum) ipsius quantitalis x (continue) crescentis. Vocalur et
differentia, nempe inter duas proximas x elementariter (seu in-
assigoabiliter) differentes; dum una fit ex altera (momentanee) cres-
cente vel decrescente; similiter d(xy) est tale elementum quantitatis



xy (comtinue) crescentis, quod explicatum dat xdy + ydx. Porro
ddx est elementum elementi seu differentia differentiarum,
nam ipsa quantitas dx non semper comstans est, sed plerumque
rursue {continue) crescit aut decrescit. Et similiter procedi potest
ad dddx seu d3x, et ita porro; imo potest occurrere d’x, cum ex-
poneas differentise est indeterminatus.

Contrarium ipsius Elementi vel differentiae est summa,
quoniam quantitate (conlinue) decrescenle donec evanescat, quan-
titas ipsa semper est summa omnium differentiarum sequentium,
ut adeo dﬁdx idem sit quod ydx. At fydx significal aream quae
est aggregatum ex omnibus rectangulis, quorum cujuslibet longi-
tudo (assignabilis) est y aliqua, et latitudo (elementaris) est dx ipsi
y ordinatim respondens. Dantur et summae summarum, et
ita porro, ut si sit Juz /ydx, significatur solidum quod conflatur ex
‘omnibus areis, qualis est /'ydx, ordinatim ductis in respondens
cuique elementum dz..

XXL

EXPLICATION DE L’ARITHMETIQUE BINAIRE,
QUI SE SERT DES SEULS CARACTERES 0 ET 1, AVEC DES
REMARQUES SUR SON UTILITE, ET SUR CE QUELLE DONNE
LE SENS DES ANCIENNES FIGURES CHINOISES DE FOHY.

Le calcul ordinaire d’Arithmétique se fait suivant la progres-
sion de dix en dix. On se sert de dix caractéres, qui sont
0,1,2,3,4,5,6,7,%9, qui signifient zero, un et les nombres
suivans jusqu'a- neul inclusivement. Et puis allant a dix, on re-
commence, et on écrit dix par 10, et dix fois dix ou cent par
100, et dix fois cent ou mille par 1000, et dix fois mille par
10000, et ainsi de suite.

Mais au lieu de la progression de dix en dix, jai employé de-
puis plusieurs années la progression la plus simple de toutes, qui
va de deux en deux, ayant trouvé qu'elle sert a la perfection de
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0 la scienca des Nombres.
1 point dautres caractéres que que 0 et 1, ot
2 puis allant a deux, je recommence. Clest

pourquoi deux s'écrit ici par 10, et deux fois

deux ou quatre par 100, et deux fois que-
¢ tre ou huit par 1000, et deux fois huit ou
7 seize par 10000, et ainsi de suite.
8 Table des Nombres de cette facon, qu'on peut
9 continuer tant que I'on voudra.

Cette

10}j2
|

1|7

Ainsi je n'y employe

Voici la

On voit ici d'un coup doeil la raison d’'une
proprieté célébre de la progression
14 Géométrique double en Nombres eptiers,
15 qui porte que si on n'a qu'un de ces nombres
16 de chaque degré, on en peut composer tous
17 les autres nombres entiers au dessous du dou-
18 ble du plus haut degre.

si on disait par exemple, que i100]]4
21 111 ou 7 est la somme de
22 quatre, de deux et un, et que
23 1101 ou 13 est la somme de
, quatre et un.

proprieté sert aux Essayeurs
g7 pour peser toutes sortes de
98 masses avec peu de poids et
29 pourroit servir dans les monnoyes pour don-
g(l) ner plusieurs valeurs avec peu de piéces.

Car ici, c'est comme

1000
| 00

8

4
J
1101]13]

Cette expressions des Nombres étant étahlie, sert a faire trés
facilement toutes sortes d’opérations.

Pour I'Addition
par exemple. D

101

Pour la Soustrac- 1101

tion,

110] 7 5 1110
111}l 6 101111 10001
110113 1000016 TI1TT1

13 10000[(16 11111
Ll 7 100011 10004
1ol 1015 1110

17
31
31
17

14

14
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1113 101} 5 101 6
111'3 11jj3 = 1015

Tl very— e
gl 1onj 1010 ||

10009  L11R{15 11001125

15‘ A111[101) 5

Pour Ja Division. 1111

Pour la Multipli-
cation. ©

Et toutes ces opéralions sont si aisées, qu'on n’a jamais be-
soin de rien essayer ni deviner, comme il faut faire dans la divi-
sion ordinaire. On n’a point besoin non plus de rien apprendre
par coeur ici, comme il faut faire dans le calcul ordinaire, ou il
faut savoir, par exemple, que 6 et 7 pris ensemble font 13. et que
o multiplié par 3 donne 15, suivant la Table d’'une fois un est
un, qu’on appelle Pythagorique. Mais ici toul cela se Llrouve et
se prouve de source, comme I'on voit dans les exemples plécedens
sous les signes ) et Q.

Cependant je ne recommande point cette maniére de comp-
ter, pour la faire introduire & la place de la pratique ordinaire
par dix. Car outre qu'on est accoutumé a celle-ci, on n’y a point
besoin d’y apprendre ce qu’on a déja appris par cocur: ainsi la
pratique par dix est plus abregée, et les nombres y sont moins
longs. Et si on étoit accoutumé & aller par douze ou par seize,
il y auroit encore plus d’avantage. Mais le calcul par deux, c'est-
a-dire par 0 et par 1, en récompense de sa longueur, est le plus
fondamental pour la science, et donne de nouvelles découvertes,
qui se trouvenl utiles ensuile, méme pour la pratique des nombres,
et surtout pour la Géométrie, dont la raison est que les nombres
élant reduits aux plus simples principes, comme 0 et |, il paroit
partout un ordre merveilleux. Pour exemple, dans la Table
méme des Nombres, on voit en chaque colonne régner des
périodes qui recommencent toujours. Dans la premiére colonne
cest 01, dans la seconde 0011, dans la troisitme 00001111,
dans la quatriéme 0000000011111111, et ainsi de suite. Et on
a mis de petits zéros dans la Table pour remplir le vuide au com-
mencement de la colonne, et pour mieux marquer ces périodes.
On a mené aussi des lignes dans la Table, qui marquent que ce
que ces lignes renferment revient toujours sous elles. Et il se
trouve encore que les Nombres Quarrés, Cubiques et d'autres puis-

VI 16



sances, item les Nombres Triangulaires, Pyramidaux et d’autres nom-
bres figurés, ont aussi de semblables périodes, de sorte qu'on en
peut écrire les Tables tout de suite, sans calculer. Et une pro-
lixtié dans le commencement, qui donne ensuite le moyen d’epar-
gner le calcul et d'aller & Pinfini par régle, est infiniment avan-
tageuse.

Ce qu'il y a de surprenant dans ce calcul, c'est que cette
Arithmétique par O et 1 se trouve contenir le mystére des lignes
d'un ancien Roi et Philosophe nommé Fohy, qu’on croit avoir vécu
il y a plus de quatre mille ans et que les Chinois regardent comme
le Fondateur de leur Empire et de leurs sciences. Il y a plusieurs
figures linéaires qu’on lui attribue, elles reviennent toutes i cette
Arithmétique; mais il suffit de mettre ici la Figure de hait
Cova comme on ['appelle, qui passe pour fondamentale, et d'y
joindre lexplication qui est manifeste, pourvd qu’on remarque pre-
miérement qu'une ligne entiére — signifie I'unité ou !, et secon-
dement qu'une ligne brisée -~ signifie le zéro ou 0.

17000 0 |0
oot | 1
e mol 10 2
ot | 1 | 3
Iii | 100 | 100 | 4
HERUERUINE}
(1t (110, 110 | 6
ITRETIRE VB

Les Chinois ont perdu la signification des Cova ou Linéations de
Fohy, peuat-étre depuis plus d’un millenaire d’aunées, et ils ont
fait des Commentaires la-dessus, ol ils ont cherché je ne sgai
quels sens éloignés, de sorte qu’il a fallu que la vraie explication
leur vint maintenant des Européens. Voici comment: H n’y a gué-
res plus de deux ans que j’envoyai au R.P.Bouvet, Jésuite Fran-
gais célébre, qui demeure a Pekin, ma maniére de compter par 0
et 1, et il n’en fallut pas davantage pour lui faire reconnaitre que
c’est la clef des figures de Fohy. Ainsi m’écrivant le 14 Novem-
bre 1701, il m’a envoyé la grande figure de ce Prince Philosophe
qui va 4 64, et ne laisse plus lieu de douter de la vérité de notre
interprétation, de sorte qu'on peut dire que ce Pére a déchiffré
Venigme de Fohy, a I'aide de ce que je lui avois communiqué. Et
comme ces figures sont peut-étre le plus ancien monument de
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science qui soit au monde, cette restitution de leur sens, aprés un
si grand intervalle de tems, paroitra d'autant plus curieuse.

Le consentement des figures de Fohy et ma Table des
Nombres se fait mieux voir, lorsque dans la Table on supplée
les zéros initiaux, qui paroissent superflus, mais qui ser-
vent & mieux marquer la période de la colonne, comme je les y
ai supplées en effet avec des petits ronds pour les distinguer des
zéros nécessaires, et cet accord me donne un grande opinion de
la. profondeur des méditations de Fohy. Car ce qui nous pareit
aisé maintenant, ne I'éloit pas tout dans ces tems éloignés. L’A-
rithmélique Binaire ou Dyadique est en effet fort aisée aujourd’hui,
pour peu qu'on y pense, parce que notre maniére de compter y
aide beaucoup, dont il semble qu'on retranche seulement le trop.
Mais celte Arithmétique ordinaire pour dix ne paroit pas fort an-
cienne, au moins les Grecs et les Romains I'ont ignorée et ont été
privés de ses avanlages. Il semble que I'Europe en doit I'intro-
duction & Gerbert, depuis Pape sous le nom de Sylvestre II, qui
I'a eue des Maures d’Espagne.

Or comme I'on croit & la Chine que Fohy est encore auteur
des caractéres Chinois, quoique fort altérés par la suite des tems;
son essai d’Arithmétique fait juger qu'il pourroit bien &'y trouver
encore quelque chose de considerable par rapport aux nombres et
aux idées, si 'on pouvoit déterrer le fondement de Décriture Chi-
noise, d’autant plus qu'on croit & la Chine, qu’il a eu égard aux
nombres en I'établissant. Le R.P. Bouvet est fort porté & pous-
ser cetle pointe, et trés capable d'y réussir en bien des maniéres.
Cependant je ne scai s'il y a jamais eu dans Pécriture Chinoise un
avantage approchant de celui qui doit étre necessairement dans une
Caractéristique que je projette. C’est que tout raisonnement
quon peut tirer des notions, pourroit étre tiré de leurs Caractéres
par une maniére de calcul, qui seroit un des plus importans mo-
yens d'aider I'esprit humain.
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XXILL

DE DYADICIS.

§ L. Deflinitio. Numerus dyadice expressus est dcba, si

a
idem significet quod simul sumti c(l;g et b0 idem sit quod bis

dooo
b, et ¢c00 idem quod bis bina ¢ seu quater ¢, et d000 idem quod
bis quaterna d seu octies d, et ita porro.

§ 2. Itaque 10 est 2, et 100 est 4, et 1000 est8, et 10000
est 16, et ita porro. Patet ex praecedenti, si pro a, b,c, d pona-
tur 1, 1,1, 1, et generaliter Numerus progressionis Geometricae a
_binario incipientis exprimitur dyadice per unitatem tot nullitatibus
praefixam, quot sunt unitates in progressionis Geometricae expo-
nente seu 2°=104, Tahulaque ita stabit:

1 1 =20 N
10 2 2
100 4 22
1000 8 28
10000 l6 2¢
100000 32 2
1000000 64 2¢
10000000 || 128 27
100000000 || 256 2%
1000000000 | 512 29
10000000000 || 1024  2'°

§ 3. Omnis Numerus dyadice potest exprimi, nullas alias
adhibendo notas quam 0 et I. Nam cum omnis numerus fiat ad-
ditione continua unitatum, et unitas unitati addita faciat 10, wut
nempe O scribatur in sede ultima, et | in penultima seu penulti-
mae addatur, ibi ergo scribetur, si illic sit 0 seu si vacet. Sed si
ibi jam | inveniat, rursus mutabit in 0 facietque tantum 1 addi in
antepenultima, ut prius in penultima, et ita porro de sede in sedem.
Unde patet, si semel incipiamus ab 1, uti faciendum sane est, non
posse alias prodire notas quam 0 et 1, promota tantum sede.

8§ 4. Quoties unitas transferenda seu addenda est sedi se-
quenti ex praecedente, memoriae ergo in sequenti sede notetur



punctum, verb. gr. si 11 et 1 (seu 3 et 1) in unum 11
addi debeant, utique in sede ultima 1 et 1 est 10, ',_"
scribatur 0, notetur 1 per punctum in sede sequenti. 100

Rursus in sede penultima 1 et 1 (nempe quia punctum ibi sig-
nificat 1) fiet 10, scribatur 0 et notetur 1 in sede antepenultima.
Jam in sede anlepenultima non est nisi punctum seu unitas
translata, quod significat 1 et fiet 100.

§ 5. Exhibeatur Generatio Numerorum per additionem uni-
tatis continuam ab 1 ad 16:

0| 0
11
1
1
10| 2
1
| 3
1
100 | 4
|
101 5
-1
110 | 6
1
1ni| 7
..l B
1000 | 8
1
1001 | 9
1
1010 | 10
)
To11 | 11
..1
1100 | 12
1
110} 13
1110 | 14
1]
1111 | 15
1
10000 | 16



§ 7. Generalis praxis Additionis. Si sint quotcun-
que unitates in una sede expressae numero 