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ADNOTATIONES
CALCULUM INTEGRALEM

EULERI.

Adnotatio 1. ad Cap. IV, Sect. 1 Pol. L

Deserminatio conflantis finitac im acquasione
d
J 1 =Cont+11z+1z, &

pofito quod integrale annibiletur ® quando z =3 0.

D § 219. docet Auftor integrationes pro variis:

) m—1 g
cafibus formulae differentialis ~ C “)-'—", in quibus. » -eft nu-
m— .
merus integer pofitivus pendere ,, a formula f : ‘ “—df ,

» quae pofito s”==z, ob ™ dn=.—;— dzy & In = -;:— Iz

» reducitur ad hanc fimpliciffimam formam f % , cuius _in-

» tegrale fi affigmari. poffet, ampliffimum ufum in Analyfi
» effet allatarum , verum nullis adhuc artificiis nequé per lo-
C A garithmos




*d
S

dz

z

.
» gatithmos . neque per angulos exhiberi potuit . Quomodo
autem per feriem exprimi poffit infra oftendit ( § 228. ).

Subdit vero. ,, Videtur’ ergo‘ ‘haec formula f ‘Ii—: fingularem fpe-

y» ciem funtionum tranfcendentium fuppeditare ,- quae utique
» accuratiorem evolutionem meretur . Eadem autem quantitas
» tranfcendens ‘in integrationibus formularum exponentialium
» frequenter occurrit, quas in hoc capite traltare inftituimus,
» prapterea quod cum logarithmis tam ar&e cohaeret, ut
» alterum genus facile in alterum converti pofiit : veluti ipfa

» formula;modo confiderata %E_poﬁto lza=w, ut fitz==e*

e*dx
b

» & d%'==3 ¢% dx transformatur in hanc exponentialem

» cuius ergo integratio aeque eft abfcondita “.
Citato vero §. 228. docet effe

=CHt T Tp L b L e (r)

L2 3 L2.3 4 L34
atque hinc !

é‘c.‘.yz.}.{;q.lgz)_' +_I-,(£?.2.;. + . (-l-—z):—+&c..(z)

2 I.2 3 1.23 4 1.2.34

- deinde fubdit ,, quod integrale fi debear evanelcere fumpto

-
o

» %#==o0 conftans C fit inhnita unde pro reliquis cafibus ni-
4 hil concludi poteft. Idem incommodum locum habet, fi
, evanefcens reddamus cafu z=1 quia /fz=3/0 fit iofini- .
s tum. Caeterum patet fi integrale fit reale pro valoribus
,» ipfius %z umitate nmnoribus, ubi /z eft hegativus; tum pro
» Valoribus unitate maioribus fieri imaginarium, & viciflim.
5, ‘Hinc ergo ( rurfus concludit )} natura huius functionis tran-
p fcendentis parum cogofcitur “o . .

" Quoniam’ ita fortaffe impoffibile e exhibere integrale

. e

“"dz T .

— per logarithﬁws-aﬁt per angulos‘, uti impoffibile eft ex-
/s ‘ hibere



3.
hibere integrale f i:— per fun&tionem algebraicam ; iﬁé 'di-

L dz . e o
cendum erit haac formulam f P fingularem {peciem funtio-
.ot %
num tranfcendentium fuppeditare, quae accuratiorem evolutio-
' - . 4% .
nem mereatur . Sed natura funétionis 'tranfcendenmf—;- fatis

cognofci cenfetar, quia licet. non poflic exprimi per fun&tionem
- finitam algebraicam, tamen exprimifur per feriem, cuius fum-
ma eft logarithmus - z; quae feries tahs elt, ur eius conftans
pro cafu z=1 poffit determinari, & quae fi ipfa convergens
non' fit pra aliquibus valoribus iplius %z, tamien poffit in-alias
convergentes transformari, & quae demum exhibeat valores
reales , quotiefcumque tales valores competere debent formulae

. : % . A
integrali f —. Eodem ergo modo etiam fun&io -tranfcendens,
. z . PR i .

. - . . dz ’ . . . . ..
quae oritur ex hic formula f ™ fatis cognofci cenfenda érit,
z

fi per feries faltem infinitas exhibeatur, quarum fumma novo
pnomine, .fi cui libuerit erit appellanda, prout novum eft
etiam genus tranfcendentiac ; quae feries. tales fint, ut con-
ftantes per integrationem iogreflae poffint determinari pre cafu
%=1, aut pro cafu z==o, & quarum faltem aliqua femper
comvérgens ‘fit’ pro quocumque valore /z., &: quac demum ex-
hibeant valores reales, quotiefcumque tales valores competere
debent form

-

ulae integrali f %?. Nihil enim aliud requiri po-

teft, quando ipfa formola per terminos finitos integrari ne-
‘quedt ob movum tranfcendentiae genus. Simul ac vero haec
omnia, quae commemorata funt, praeftita fuerint, tunc cenfe-

.bimus affignatum .efle integrale huius formylae f dﬁ quod col-

A 2 . locari



4 . "
locari poterit fi libeat fub novo fymbolo tranfcendentiae, fub

quo fi adhibeatur non minus Ac funQiones circulares, & lo-
garithmi, ampliffimum ufum in Analyfi erit allaturum.

Iam vero quemadmodum integrale formulae f -if eft lo-

garithmus ipflus = ; ita integrale: formulae f fl-lf , quod Eale-
' z

ro videtur tranfcendens novi generis, appelletur fi libet hy-
perlogarithmus ipfias z. Nos kuiufmodi hyperlogarithmum,
feu fi novum nomen offenderit, nos huiufmodi integrale for.

dz ° . . . .
mulae f 7 i aflignabimus per varias feries, wut primo con-

ftans pro his feriebus aflignari poflit pro cafu z==o. Secundo
ut aliqua ex his feriebus fatis convergens fit pro quocumque
valore /z. Tertio ut hae feries exhibeant valores reales Fro
quocumque valore reali /z, ac proinde pro ‘quocumque valore

reali formulae f-‘g- . Quibus rebus tota huius funionis do-

€trina “abfolvetur . '
Ac primo determinabimus. valorem realem finitum C

pro duabus aequationibus Euleri (1) & (2), fi integrale de. -

beat evanefcere fumpto z==o (¥*). .

Sit C == E + log.— F; fit vero A == & - log: F, erit
’ .. dz

-

(*) Valorem huius conflantis finitom effe debere iam -demdn'ﬂnveraregye-
gius ijuvenis Thomas Roffi, qui Mathefim , & Philofophiam publice
repetit in R. Ticinenfi Archigymnafio, & in R. Ghisleriorum Coll.
Suam _demonfirationem fimul cum aliis elegantibus animadverfionibus
circa hoc integrale mihi , dum haec praclo mandabantur , humaaiter
communicavit . Cum tamen ipfe copftantem minime determinaveric: ;
id a nobis efficietur.

L]
«a
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-d—z—E-&-l—-F-l-llz-}-l +- (”‘) +1 (")’ +

Iz 3
(lz)' (lz) 3

3 2.3
x <zz>=

_E-I-IF +i—iz+iz +-—-

+&e.
=.A+l—-1z+18 +— (lzz) + +&e.

Modo cum fit - f(lz t’f(‘lz)' (1:)‘

dz

+e /(z),» f(lz)s""’(tz)s*“f@i e
habebimus
dz =z

A A A T T
3 Iz)3 Iz) 4
-—A+l—lz+lz+(z) LR COLE
2z Tazs Ta 344
Facxle autem apparet feriei ( 3) nullam conftantem addendam

effe pofito quod efle debeat f o =o° quando z ==o.

Iam vero cum pro quocumque cafu =z < 1 quantitas

} — Iz habeat fuum valorem realem; ipfa habebit hunc va-

lorem a cafu z==o ufque ad cafum z == e=*, fumpta pro

e bafi logarithmica hyperbolica . Sed in cafu = = e,
lz=—1 ; | —Iz=o0, ac proinde
I 1 ¥ I

A-—-I+-———--—— — S S Sttty G &C.oa.o
(BRI 23 2345

Sit fumma [enez-:-l-——- ! + ! — - &c.=-~L

> 2.2 2¢3.3 2:.3:4-4
fomma feriei I— 12+ L2.3—1234+ &. = M;

habebitur A4¢—1-Lz=¢—+ M; A=L+e=*(M-1).
Eulems autesn in Calculo Diff, Part. Poft. Cap. L §. 1c‘>_ afferic
e in-

+8<c.

ok
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{e inveniffe M = o, 4036524077 fine errore in ipfa ulti-
ma cyphra ; facile vero invenitur effe L=o0, 796599
$99297 053134 283... Quare cum fit e==2, 718281
828459 04%235...; erit A=o, 577215 $802...
Revera tamen oftendemus efle A=o0, 577215 6649...,
cum error obrepferit ob errorem in ultimis aliquot cyphris
numeri 0, 40363524077 . '

Iam manifefte liquet quod cum duae feries (3) & (4)

. . . z .
habeant idem differentiale T & cum per valorem inventum
%

A=o0, §77215... aequentur inter fe pro cafu x==e—",
aequales erunt etiam pro quocumque alio valore z a ecafu
z = ¢ —* ufque ad cafum z=o0. Quare cum in cafu z=o
annihiletur feries (3), annihilabitur etiam ipfi aequalis (4).
Cum vero fit A=E +4I/F ; C=E+/—F; erit conflans
Euleri C=A~—I/F+/!/—F=A+/—1.

Non erit abs re invenire eundem valorem A =o,
§77215.... etiam alia via, unde habebitur modus corrigeadi
errores illos in cyphris ultimis fupra notatos; idque eo ma-
gis praeftare iuvabit cum numerus o, 577215 664901 $32...
qui prodit pro valore A fir aliunde cognitus in Analyfi,
qui vix haberetur ad plures cyphras ope fummationis feriei
I— L2+ 1.2.3 —= 1.2.3.4 + &c.... per methodos communes .

Pofito z==¢*; lz===x ; dz=¢ ¥ dx habetur

» i ) 3 4 '
;_l_z__:_ : dx:f‘i’-‘(l-l-x-l-x—-l-#—--l— &
% % % 2 2.3 2.3.4 ,
‘ 2 . 3 .
- =At bt bt (5)
. 2-2 20303 . 2-30404 ot

3 . / . .
ubl negotium rion faceffat terminus /— & loco /x; tum quia
uterque habetur eodem iure per infegrationem - formulae diffe-

.. dx  —dx
rentialis —==
L -_—X
per mutationem conftantis A uti fupra vidimus. Habetur item.
' e*dx

; tam quia ipfe terminus /x abit in /-«
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e da e*. e*ds  e* du, -~ xt %3 ,
= +f =-;+f;;(l+l'+";‘-'i";;+&c...)

x x®

»® - al '
-4 + &c... (6
2.2.3 2.3.34 ( )
ubi B eft alia conflans ingrefla “per integrationem. Definitur
~autem ea conftans refpe€tu A hoc modo. Evolvatur terminus
L4 . N
’ , qui reperitur in hac ultima ferie per valorem e* —

LA . S S e
x L] 2

-

‘ ’ ”’ . . . L ] . ° L]
1+ =+ T 4+ &e Habebitur in ferie inde enafcente terminus

.conftans 1. Caeteri omnes termini numero infiniti afficientur

variabili # . Erit ergo addendo hunc terminum conftantem

: x .

ipfi B;ff—ﬁ=B+ 1+ Q4 /—=«; ubi Q includit omnes
. [

terminos algebraicos continentes ¥ tam natos ex evolutione
ex

—, quam pofitos ante & poft /— x in ferie (6). Includen-
x

do awem ‘in P terminos omnes algebraicos pofitos in ferie
(3) poff | — x,debet efle B+ 14+Q+/~x—=A+I/~«+P.
Cum ergo Q debeat idem effe cum P, cum fint feries earun-
dem poteftasum ipfius #; erit B+ 1=A ; B=A—1.

Ly L] x x 4
Eft itemf-c-—;-:.:i- f—-{-zfi—‘i’i-—‘-——-f‘f:

» x® x3 x x®
dx x* &3 e* e~
+2 ;?(x+~+—2—+;3+‘&c...)—-;-+;+c —_—
i_i.!.z_.,,-l-i-l- *? + &c....(7) ubi item. C eft
x® ] 35 2.34

alia conftans ingrefla per integrationem. "Determinatur - autem
C refpe@u B hoc modo. Cum debeat effe (6)=(7); ac
proinde
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. - 1 ¥ §? .. e¥
proinde B — —+/—at+—+ + & =—+C
L] 2 2.2.3 x?
1 2 » x® .
— ;:...—#--{—l—n-l--—;- + —y + &c... ; fi ipfi C addatur
quantitas conftans —:— orta ex evolutione :T; debebit efle

I . . . .
C + — =B; cum caeteri omnes termini affeti » debeant effe
2
X . . . I ! -
iidem in utraque ferie; erit ergo C=B——=A—1——-.
2 2
e*ds %

) x x x
Eﬂite'mingeneref - =—;—+:—; +z%-;+z.3£f‘-+...'

e* re*dx
.+z.3.4...(n-x);-;,+z.3.4....nf

x4t
numerum terminorum, qui habentur ante terminum fumma-

. exd” : A . d .t
torium 2.3.4......nf”.+ ;- Ac promde erl

# 4. ® x x * . e
fc""=%-+£—.+z:;—,-l-z.g%+....+z.3.4-..(n-1)§;
+2.3.4 nf dx ( 1+x+£ +“—3- + +)

03. X NN N ] z 2.3

xnt 1

, ubi # indicat

xt

2. 3.4

% e”

=ij- +f: + 2‘-’—”+2.3-e— Foeered 2340 (B—1) —
] x® x3 x4 A

2.3‘4..0.” 2.3.4."."_ z'3'4l..‘"
+EF— nx" (r=1)=t  2(n-2)x""%
2.304 000N » x xt

g -— et ee ™ —— 1-— + mm—
‘2.3 (m—3)%" 3 x'-.i.- x+n+x 2(ngy1)(n}2)
%3

+ + &c.... (8), ubi F eft conftans. in-
3 (n41) (n42) (n43) ®)

grefla per integrationem.

Et peo-



Et ponendo #4 1 loco #' erit denue

e*dx _e* e* e* = e 'c"
/ ——+—_+2_+2'3—'+00-0002. .4....(”-!).—._.

¥

+z.3.4. cieres? .+.+7“3'4""(""")fn+;( +x+ )

-----

;.—+ +z——-‘}-z.3—+.~. .+z 3.4, .,.(n--r)—

e e (min) 23k (1)
%2'34""”, -+ (”+t)“n—l-l . nan
2340 (afr) 2304000 (nf1) ”+‘+1_,.,~

z(nwr)k"“., 23?”‘ w1 o

N LI wnt a3

L .
- "'l'z 12 2)(~+ 3) - 3(n+z)(ﬂ+3)’ﬂ+4)
8Bi' etidm' et G quantntas cohftans adie&a per mteoranonem..
Determinatur autem G- refpe@u F ex aeguatione, quac haberi
deher (B)=(s) » wode.oriter F— 5 3’,2“—,*—”:—' .
2.34.8. 0 2 ’3;4'..,.}1" Bl s s
~(n-1)x”“" 2(5-&)#'-; 2;(7)- )x""! TN T e
Ve "+ o n o w3

1 2(wii)(ni2) 3(n+r)(n+z)(n+3

'+ 23400 (nLT) %34 .(vq.z)

xB (ﬂ+L)x'+ 1 ‘ nee -
z.g:4....(n.|.r) 234‘ c(mpry n¥1 4-_‘—;-“,
2(n.—1)x“—‘ qg(n—;)x""‘ x.
i r....... e - x" ”3 . 7z )

ok TG s o) o 8‘°""'1 -

Evoluta itaque termino - B0 3o fporeiolt ~— : i & addito xpﬁ
B G. ter-

+ &c.... (9)

).I.&Cuooo_‘l

2.3 '3 4 .'.-...n




{0

. i
G termino conftanti

, qui inde oritur, habebimas.

L3 - ”+ I .
S TR ~ ! coe -
G+ ;I,_; =F;G=F— e Ent itaque ipfa coiftans
F=A —1— %;-}—i-"ﬂ o—— atque aequatxo (8)
ira expnmctur (xo) f’ dx_e“[-—.[.--‘.(. —.(.23__
U R R
+o-o.-+20314r00 ("" I)F]"'A-"";—;—;'-".:ooo T s
D234 123G R __%34eeeen "_"__i'z‘.,g‘.{.‘,...gz
nx™ (n et z(n-z)u""' 23(u-3‘)x'-3
( (n~‘z)(ﬂ-t)n (n I)n I
3::! C e + ‘ z(n.].l)(n.(.z)
x3
+ &COooo-‘-
3("+1)("+'=)(ﬂ+3)

Si nunc fumatur x = — 7 == — op ; ‘amihilabitar feries
Foﬁta ante conftantem A, atque multiplicata per ¢~; atque
mendo feries .ex ordiae ad dexteram atque ad finiftram /- #

habebunqs ——:==A-x-i-—‘--—l-—-... --E-‘-l-l—n
e e — 2 -3 -4- - tt

» - x® ‘
A e

.- N -zx‘,,,. ---383.----

. o e
Cum vero 0!’ N=-n —_'"_°° ﬁt a:l- . = ?-(”-P)"“"'z)
(rt-l)n - - ("3}("'1)"

3 8;c., remanebit
S S CEVC RS SR M
i x

""'&C‘Qo' 4

——
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*dx. I . ¢ I - - I
f'r d A—I_———“"“—'—QQOQ""'-—' }‘l"""o

.

Sed ex demmﬂra:mne Eulerx m Calc., Differ.. Part Poft. C.. VI, eft

r+ = + +.--~+-—"ln+—-‘-‘—A+B C+D

2n%  4nt’ 65 Bnd
e = -: .-‘ + +A B+? ? ces e
ub1 A , B C, D,&c. fint mumeri Bernoulllaut In caﬁl autem n=09 ¢ft

14— — + -+.m+-=zn+- +~é—- = +§_,.--+

- ;- . Erit ergo : .
/'-x_d.x‘*A— ;-": A+B C‘+Q_ooooo+l“—”
eXds A_ B C D
£y ob 1,(,=z--»,f—-_1&f-27 Rt et
Quod integrale cum in cafa :ibfo. w==- n==--0¢ debeat '
"amuhﬂm erit tandemA—':-f-:?-’--’!-‘;-—-—% +“&c.,..—.-

0, 577215 664901 523§ 5 wt Eunlerus Hvenitt loco scitatg s
" 'Ead en .Eulem methodo ‘altu colleftis. cegtum. ermints feriei.

Ld— + +-—+ Sc.. avenizs ‘el .

o, 577215 664.901 5*32860 618112 apooBz 39.
Cum vero fit M=e¢ (A-L)+ rerit Mz =12+ 12,§~&c
=0, 403652 637678 805925 7....
. Cum " valor lrlz fit rfahs a wvalore z==o uyfque ad
valorem; x==1<=a, whi %ot qeantites; ﬁmeﬁm,am‘ \
etiam intra hos litmites !

rdz ‘—A+I—tz+1 +(Iz) (lz)3 (lz)‘ +& m. ~ _

2a 233 . 344
ubi mfixl intercedet imaginarium .

B 2 Hinc

-
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. . az ., :
. Hin¢ evidens fit valorem f—, qui in cafu x=o an-

- aihildwr, pro cafu #==1:-0 efle infinitum’, quod demon-.
firavit nuper celeber. P. Gregorius Fontana, qui non fatis
‘ perfplcuam invenit demonftrationem Euleri. In' cafu enim

1 - o_habemus Ir=—a, &f—_A-}-lm_.—oo

. Cum valor ipfius = ef} propior unitati, tunc commede
'adhnbetur feries (4), quae, eo magis convergit’,, quo minus %
diftat abunitate. Cam Vvero walor ipfiis = fie -propior zero, -
tunc adhibenda eft feries (ro) transformata, ut fequitar.

Sumatur n=—x+r, ubi r fit fra&xo ofitiva aut ne-
. .gativa talis ut fit » proximior -valori ipfils —w, erit

r re. r3
l-—-x—l(x-—r)—ln—--:.-—;;-;f-;;;——&c., & aequa-

tio (10) ollatis in unum duabus feriebus hinc & inde ad
latera termini J—x, abibit in fequentem

—d:--e (— —'-+z—+z.3—+z;4—+....+z‘3.4..(n-x)—)
o A i & z ror_rn_
+A—I—_¢-T?-'-—;—"”-;- +ln—-; , ’zn' 3"’ ceee
{ %8 + » 3
' + +1)(nt2 +x +z)(n+3)
RS S G -g,S"_zg%._,),, ~
o NTFT T T r
e e "eu
f_”_"l‘.::, (—+- +z-—-+23-—+z34—+...+334..(»-x)—)
A B C D L_.._"_'.._..'_'._.
— et T T T e
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feu tandem adhibitis aequationibus ¥==1Iz; ¢*=%z; habebitur

......

N = (L 2 g i g (rr)
.(v)_fiz_.?z(lz .f(lz)' T:'-2(lz)s+z'3»(1z)-t+'"'+2'3'4""(" 1) (Iz\")
~ 1 A B, Fom L

an 2»'-'4,;'4 " 6n6  8n8 R pot
" l’.‘.;;;.f(,’@)' SR LI

+ L ﬂ{il).(nﬁ) 3('.3"'.15(3"!-,2)3':-}-37.""'_
L |

(r—1)n =~ (3—2)(n—1

N L S
in qua’ ferie’ ex ‘pluribus tonvergentibus compofita finguli ter-

[ XA XN J

‘e . . . U - 3 . . ”
mini -funt unitate mineres excepto - forte :termino unico o

qui tamen eft minor 2. '

Manifeftum vero eft feries adieflas poft primam in ae-
ey - e du
quatione (V) ortas . ex . evolutione termyini 2.34aieen f; ==

non effe contemnendas ;- atque adko ‘munquam* adhibendam efle
- aequarionem (3) fine additione’, quardo - eius ‘fumma ‘quaeritur
proxime per''realem -fummam plarium terminorum , quam-
vis fine ‘additione tonc adhibéri poflit cum tota illa- feries
;:—-F'(l-f)—;-l-‘- &e. - divergits uti: fupra- fallum-cel - it cala
z==¢—' ; fitic emith’ févera -non fimantur termini , fed
. per alias methedos -peculiares quaeritur illa quantitas, ex qua
ecoata eft illa feries, quae improprie appellatur fumma feriei
divergentis. Eo igitur tafh adhiberi poteéft feties fine additio-
%0+, Toac.nim, adhjbendo dumsaxas—prigres aliqqqs;tu.ﬁ@:..inos,
Lotp itllius



+illa tria, quagirobis ab imivid propofits. fueradt,
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illius ferigi per methedos illas peculiares {upra. commemayatas
iam non neO'hguntur fequentes” tei'muu uti fit' in: fummagione
feriei convergentis per additionem ahquot terminprum ;, fed
habetur ratio. etiam- reliquoruny-omnium-,-quae- in curﬁi- riei
ponenda funt ; inveftigatur enim .quantitas™ ipfa, ex qua ter-

mmi illi- adhibiti’ cam “omuibus t:bnﬁ&ams- endti * (' Quocf
probe notandum eraf. . . . _ Lo .

Tam ergo pro cafibus ommbus mter “valoseih =0, -
& z==1—0m ubi o eft quantitas mﬁmteﬁma, lpad%mmus-
i

mo invenimus ‘conftaptem addendam pro. cafu z==0. Secundo
affignavimiss feries--quarum, - sondulla kmper~eoh t{, pro.
?uocumque valore =z’ intra- has limites. *Tértio Had 'feries.

emper reales inventae funt  pro his caﬁbp&,,‘m quibus_ etiam-

dz
invenitur : feraper -zealis; valor. qugatifatis. :d&ﬁfmﬁleks,z =

. Soperelt ot pergamus atl cafas omues (qui . continestup; i
tra limites valorum z=—1+® ufque ad = =0cQ. Cum:

enim etiam pro his cafibus qtmntrtas d’xﬁ'erenualrs -‘?;z- fir.

reahs videndain’ et ‘quédimar” integrate Toreiatitt .. A
- Celebemmo ~Aulori  vifum eft, ue. fupra remhm,us,,

» quod " fi integrale fit . reale pro- vakm'bus iphus z unitate
» Minoribus, um pro valmﬁpr unitate . maiotibus fiat ima-
» ginarium, & viciffim « Nos fequentia_notabimus. .

. Primo_cum ﬁxﬁercamqle ,Z-u- fis' negdtivom; pro- valonhus

4 Wnitate ‘minoribus , & cum:.ex - negativo - treafeat - in poﬁu-
vam cum =z trapfit a valorxbus unitate minetibus ad. valores

d
-unitate maiores., -quin tamfn unquam hog. d;”ﬁ'ereatmle — ﬁat

xma'gmanum 4 va!em =i o "iifme -ad valorem z=:ao£ ;d?a
. qu

ilicet “pri- 7
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quod fi quamitas conflans, quae ingreditor per integrationem,
fit realis pro_valoribys z dnitate ,_;mnorabus , :atque adeo to-
tum iotegrale fit seale pro his. valoribus; non . poterit fieri
ut  evadat rmagmarmm pro ; valoribus “unitate  maioribus ;
Etenim fluxio realis continua mon poﬁ'et quali. per faltum ha-
bere fluens imagingripm™... _ 1 T/_ ..o L.

Cum itaque in cafi z=1— ® habeatur f;-... A+

- b e ———— e
.....

l;z(;—a)_.A+z+z(x+a), ob Il =0)=—a, &

(1 +co) =+o, & cﬂ'e debeat pro calu
z==1+®,'ac pro ¢ ;m *Auxio in hoc -tran.
fitu mﬁmteﬁmo non'¢ habebxmus  Pro. ‘cafu

z-"ril-co flx ==A+'I+Iz atque adbo pro caflibus ‘om-
mbus a cafu z=1+®, ulque ad ,cafum, z_50 habeblmus

‘-’-’5—A+1+¢z+1 +(”25 ML CIL + & (17)
quaé adhuc {crxer tow eﬁ: reahs, ;;3 ?cfporrdet ﬁaron fcmper

reah qu_antxtans diﬂ'erenuahs dlz - B -“ s

-+ L. stiam; demon&ratm#has modo . .Cum it
f xd”—f:-]- -li.z—-l-z 3—4;-2'3V4::—' -F-&Ic.wid '1h n. (12)
cui I'cnel l.tmlr don&ans a{ddltur cum anmlulan Jebeat pro
cafu x._.lz....-oo fea: pro: cafu z:o, & cum haec

feries exhibeat valorem h&éralng

% ab 1pfo valorc 5= Iz

= — 00 ad- vﬂ&ﬂn‘!—'é@ feu h%ione vkt o=ad- val\Q,
rem x =09 cft enam per aequatxonefn (10).

rdn (__+ + —*Fa ..,uh .\-l-x_zggd.a..(n-\l)—)
+ A
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+A"—'f—'—-1_'“ Eoeb D oonr __._3‘34'...0 \
o 2. 3 .4%-.'?’".- Y
2 3-4 o 2 q‘z 34 _-—7'23304"1001”
(rz —1)a™* 2Sn—z)x""’ : 23(0—3):;'—3
(n-2)m-1)n (n=~1)n =
e esv e 3x‘ le ""’+L t
s, - X S B 2 KR I “,j -
‘+ + &c.., (r3)

Pkl ey ey Ry ey ey
ubi fupponimus non effe notum, valorem. conftantis A" addens
~ dae quando x eft. quantitas pofitiva, atque addidimus apicem:
ut dxﬁingueremus ab ‘A, quae, conﬁans inyenta eft fupra pro.
cafibus ‘in "quibus “2. e(t quantitas negativa. Sumamus nanc.
.5 1= ©R. Ex, collatione . aequamnum {12)y & (13)+.&
om;ﬂ‘zs in aequatxone (13) termunis, qui fe muatuo deftruunt

S T 4
habebltur A ,1«-—--9-*-—.--—\-&...—-—--[-1-—::-.0\,;
S T T S 2 G e

A,+I-s- n-tla-—&-— ,:...o._-iﬁ "i"ﬁu.p-" r-a--n,o, ld!ﬁ‘

4
A'4+1—1 -I-In—ln—-A-—m A’ "“A—I_N—- 1.
Quae- conftans ita inventa pro- caﬁbus, in quibus " habet:
valorem pofitivusi , fei-in Quibus - eft unitate - mmﬁr ﬁ fubs-
fhtuatur n aecluanone (‘5) loco. A ] erit, '
e*dx:

——8-—- A - l-" I + 2—'“+*+ —r-».!:-;g-;:l-,;&c"..

[ ger (. . . -

—

Sde ' :
~1—4=A.+ 1m,+4a=zl=.-(-~—---¢>2 ey P
pro?ﬁls ut fuPra Erit “itaque in gemre e b

d =A+l¥fz+lz+g£?)__ (1273 -F'&c..u.:h:" ) \



3y
ubi fignum. — adhibendum efjt. pro. valoribus =z minoribus

unitate ; fighum: ‘vere ‘4 pro valoribus eiufdéni z unitate:
maioribus .

. - (3 - . . d .
Videtur 1taque~ l‘nc in mtegranone Iooamhmlca ~, adhi-

.Bendpmdf; fignum duplex. F_ante: - hoc modo /. 1:» fcre-
" wti in extraQione radicym.-parium ; quod novis. exemplis in
.[oquennbus uberius tonfirmabimus .

Pro valoribus z non admodum- unitate maioribus pm&a—

bxt utl’ ﬁ:rle A+l + I + (Iz)

“vero mgentlBus 1pﬁus z commodlor erit, Teries (V) inxta me-

s%hodos fypra expofitas..
Iam ergo habemus feries, quamm alxqua femper eﬁ con-

' dz
vergens, & quae tribuunt valores reales pro. mtegrah f —_—

+ &c.eevvvo; prov vaionbus

‘enam pro omnibus valombus 1pf‘us z. umtate manonbns ufclue

dz = =z
in infinitum > adco Ut cums %00 fit = . Quare
%

iam: omnia. praeﬁmmus, quae- fupra. polliciti. fumus pro om-
nibus valoribus ipfius = a zero .ufgue ad mﬁmtum, pro quibus

cﬁ ruhs quanntas dxﬂ'erepnahs % adeo ur hulus mtegrale

qmmvxs habitum fenes conferi debeat fatis cognitum in
_Analyli; arque ad omnes ufus » ad quos. antea defiderabatur
deinceps fatis commode poffit adhiberi ..

c. . tlfus



G ‘Uﬁs 3ntégrali: f%f Jupra determinari

in wlrerioribus insegralibus

PRaeter ufus, quos” habet integrale fuperius determinatum
in integrationibus ab Eulero commemoratis ; alies etiam plu-
rimos habere poteft in novis quibufdam mtegranombus y qua-
rum aliquod fpecimen hic exhibebimus.

Proponatur exempli cauffa mtegranda formula differentia-

lis dzltz ; habebimus fdzllz—zllz — f —=zllz—A—lIx
(1z)?

2.2

z==0; in eodem cafu totum integrale annihilabitur exiltente

A =o, 577215....

. In calu =1 erit fdzlla—=—A, qui cafus addi poterit
capiti VIIL huius feQionis cui titulus : De waloribus integra-
. dium , quos cerris tanrum cafsbus recipiune .

—lz —

— &c. ubi cum =z/lz anmhxletur in <afu

- Secundo proponatur integranda formula -f- = cuius integrale
appellari poffet hyperfecundus logaritimus z; ﬁt lz==x;z== e"

liz=l=y; n=et; etit x=e*’; dz==¢*’¢J dy; &fllz

_fe"ei'd] fddy f_:"j;_v_*',fc??dy

I eV dy i e )'dy szn
2.3 t 3 4 f t o= f o o
3x'dx 4x3dn X 4_3 &
f lxs 23 f In¢ 234 Ixs + b
G lis eft I /mx""'dx .
cuius feriei terminus generalis ¢ (1) Tnn ‘ ’

qui
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qui- pofito w"=u« ﬁ't . (”__I) fl ; cuins' fumma:
per feriem infinitam fuperius eﬂ tradita eo modo ut ansihi.
kwr poﬁto u=o, feu x==o. Si eroo[l liceat iam ap-

pellaca: &yperrogamhmum #,ac indicare hoc modo f = '=lu;

ﬁt vero hyperlo,,antﬁmus fecundus z = f ] lz Vz; .ent
;;::l'znl'ml- I'n 4 —-4 3 -;,_, Vs 4 -—3;— I'n$ +' &
Ceze T ﬁu ' '
d—z-—-t =I’Iz+l’(lz)'+—l(lz)3+—l(lz)4+ l(lz)f-l-&c...,.

Uz

znae fenes fine addmone conﬁanns ﬁt =o quando x=o0;
u quande BRIF 5. -

e .’.. ﬂéftmmm ';Hripﬁcm m:!d&m integrandi:

cum formula Eulen

of

P Rimo conf&ratur formula = (d)
dy—-‘%i-g— § 215 Com hic fic X ==y ," uique adso
d.(Xx)=Pdx=dn ent P_x Q—x R=1, ‘unde feqmtur
° _— I I 1
Ly x( (n~1)(Ix; i +(n— r)(n=2)(Ix)"—3 +(n—1)(n—z)(n-3)(lz) "3 &

adeo ut fi fit » numerus integer pofitivus ; integratio dedu-
R Cz2 catur,

DN
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s ‘ S dx
catur ad -formulam™ ——= — - 8t Euleras
‘ (n—1)n—2)..us 4 ="
docet loco citato. : :
dx

- : ' k. Lde
Secundo com ﬁgf(lx)” =T +”f'(757:|-7’ erit

LR I - B, . ”<”+ I) ~"("+I)(”7"2) Y S
i """‘((lx)n T F Y e T g &
qQuae feries finita eft quoties # erit numerus. integer negati-
vus, atque haec integratio oritur etiam ex {olutione 'Ptoble-
matis 19. § 204 _ N

Tertio fi fiat x==z* fumpta pro ¢ bafi ‘lbgarit‘huﬁ;a hy-
. . ' dx ce3dz
— oy o — X} . — S— —
perbolica habebitur /y =z ; dx == ¢ * dx; f @0 = f =

zi—n . giE

f‘i’é(x+z+’i+.’.‘_‘+&c...)='a+ £
AN W 2 2.3 1I—n 2—n
z 1" % 4" z$~" ' ~ ‘
+ + & tandem
2G—n) | 23(4-m)  234(3—m)

I

— i - -&c
(-t )™t (a2 (X3 23(n-4)I) "
quae feries quoties » eft- numerus infeger pofitivus habet fpecie
tenus unum terminum-valoris infiniti; fed revera loco illius
termini recipit integrale logarithmicum . Omiffis itaque cafi-
bus, in quibus 7 eft numerus integer five pofitivus, five(né-
gativas, qui fatis -adhuc explicati funt; poffent confiderari
hae tres integrationes pro cafibus, in quibus # et numerus
fratus ,; aut quicumque irratiogalis . *Sed. nen erit. difficile ex
iis quae fupra e'xplic,av‘irln_us. has quacftiones abfolvere .
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ADDITAMENTUM.

‘

\ IAm fuperiora praclum fubierant, cum celeber.. V. D. Gre-
gorius Fontana mihi fequentia perhumanis litteris exhibait.
,» In meis commentariis reperio ratiocinium Euleri circa
. i s
- log.z )
ftitnitur pofito integrali’ dequali zero pro cafu z=o, fieri
ipfum integrale infinitum pro cafu z=1 ),, pofle confirmari
,» hoc modo: in fubftitutione z==1 — ® non debet confide-
, rari @ femper infinitefima, fed talis ut dum =z crefcit a
s, zero ufque ad unitatem; ® decrefcat ab unitate ad zero.

4 notam formulam f “ ( quo nempe ratiocinio con-

" ’ v . dz *d&" .
» Revera cum fit z=1— &, erit —=—— &log.z=log,
. - ) . & I—®" X T .
4 I 1 '
w(I—0)=—0o — Tt el — o4 &c. fine
: : 3 : , ‘
» conftanti, nam prima conditio fervatur. Hoc pofito erit

'dz'__ , do _ _
log.z—o+§m'+,lm3-i-—;-m4+&c..— )
do do wdo .w*do  1903da '

-Zo- 2 34 '_. 2. 3.4—.2:3.4.5.6 . .
» ergo  integrando adhibita neceflaria conftanti habebimus
d JI—w -0 1—ol  19(1—e4) |
o[ =loga 42 —ol p B0 4 g,

log.z 2 234 3234 423456
» Hoc modo.fervatur conditio , quod fato z=o0, feu o =1
» fit ipfum integrale =o. Ergo falo z =1, feu @ =o0,
» obtinebitur ' :

» Ce

dz SREEE SUNENS SEERIESr S 7 TN

— =lgot—~+—+t ——+—=—+&c.

» ./1‘03.'«5 log.o+ " + 2.3.4+3.2.3.4+4.2.3.4..5.6+' c
» Ut nunc habeatur valor feriei L + ! I

T 2 234 32.3.4

N 19
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+&c obfervo eflfe 1~— — !
4.23.4.56 X x* ul x4
f-d T+ &
» x® »3 19x4 3 4 3
w =—+—1%+ + +8cc., ut patet ex redu-

2 34 234 23456
5, Gioune fra&ionis in feriem. Itaque fao x=1; 3 erit
I I

I- [ 1 1,08 =— +&C—
Y itttk +34 234+28466
y» Sed fraftio — I, - eft aequalis zero ratione
C Lpidydetrise
s denominatoris infiniti . Ergo refultat
1 1 I .19

y I=—+ — + ¢
T2 34 234 23456

+ &c., ac proin&e:

I R ¢ 1
R Eevi vl e e S L O T
2 234 3234 423456

d
»» Itaque tandem habebimus A‘ d —log o+quant1tate mmore

Jz 8.z .
s» quam fit unitas five j; = mﬁmto negatlvo quando a=1°
03. %

. ., o. .
Supenor aequano Foutanae
1-0% , r—m3 , 19(1- co‘)

@ f_—ko"- +234+3234++23456 e

oeneralls eft pro quocumque valore z==1-- o intero, &1,
aequatlo vero fuperius a nbbis pofita

/ /
f—=A+t—1 +zm+(") +§§)3 +&e
pofito 1 — @ loco =z abit in fequentem h

d= A+l(m+——x+3 +&c )—m-———-—&C-
L S | -+——+8(c.
—&c.

Ett
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s 3
Eft autem / (o+9;- + %— + &c.) =Jo + S, exifteate S

feric terminorum qui afficiuntur potentiis ipfius @ . Erit ergo
®orf ZE=A+Io+a collellis in a terminis omnibus

qui afficiuntur potentis ipfius @. Cam ergo a identificari de-
. @ o* @3

beat cum ferie Fontanae — — - -

) . 3 2 234 3234 .

in utraque aequatione (a), & (8) infit terminus Jo; erit con-

ftans A aequalis conftanti Fontanae, quam ipfe demonftravic
efle unitate minorem . Scilicet erit
A =o, 577215 664901 532860 618112 90082 39

I I I 19 + &,
“,

=—+ + +
. L3 234 3234 423456

cuius feriei quatuor priores termini a&u colle®i dant nume.

fum o, 562152

- &c. & cum

Enplicatio neceffiraris figni duplicis & adbibends

—

in invegrarione logarithmica .

SUpponimbs hoc loco do&rinam Euleri, cum quo plures
Mathematici confentiuat , inter quos Fontana in Monum.
Soc. Ital. Vol. I., omnes logarithmos quantitatis negativae
effe imaginarios. Etenim apud eos qui putant logarithmum
quantitatis affeftac figno negativo effe eundem cum logarithmo
eiufdem quantitatis affe@ae figno pofitivo, tater quos quoque
numerantur Mathematici fummi nominis; nulla "erit necefli-
tas, aut utilitas figni + adhibiti poft fignum logarithmicum,
cum tam fignum -} quam fignum — idem pracfter quo ad
valorem logarithmi.

Suppofito itaque quod logarithmi quaatitatum negativa-
ram fint' imaginarii ; quotiefcumque habetur differentiale loga-

rithmi-
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rithmicum reale , in.cuius-integratione quantitas, quae cadit fub
figno logarithmico per variationem. variabilis: iplam “ingredien-
tis potelt fieri negativa, & quidem per talem. variationem
variabilis, quae non efficiat ut differentiale iplum definat effe
reale ; tunc quaecumque guantitas conftans addatur in..integra
tione ; femper in integrali logarithmico poft fignumn. Jogarirh-
micum ante quantitatem, quat per variationem variabilfs in-
tra datam conditionem fieri poteft negativa, poni debet fir
gaum duplex +. Huius autem figni duplicis pars alteri con-
traria tunc fumi incipiet, cum valor quancitatis figno. doplici
affeCtae a negatjvo- trapfic in pofitivam., aut viceverfa. Huius
doétrinae pars prior quod nempe fignum duplex + ponendum
fir poft fignum logarithmicum in integratione logarithmica

, . de —dx .
probatur -ex eo quod et —= ; eX quo. licet ‘nos nom:
. ~ —. "

inferamus effe etiam /w==/—«, ut ii volunt qui flatoant
eofdem effe logarithmos quantitatam pofitivaram. ac gegativa.
rum ; dicimus tamen, quod nemo negaverit, ipfum differen.

L . : \
tiale — tam oriri potuiffe ex /x, quam. ex /—x. Ergo.
% ’ ’

aequum erit ut in integratione duplex illa origo indicetur ;

. d :

quare haberi debebit f 2 =/4w. Eodem modo. quo quan-
. o

vis ex ¢*==(-—4)* nan poffit inferri dividendo. exponeatem
2 per 2 efle a= — 2; tamen habita. aequatione »*=13s"?,
.6b s¥=(—a)? extrafla radice fcribendum erit x=ta.
Secunda vero.pars eiufdem. doftrinac:, quod nempe figni du-
plicis contrariae partes fint -accipiendae altera loco alterius
quoties quantitas figno duplici affeta per variationem va-
riabiliom ipfam ingredientium tranfit a valore polfitivo ad
negativum aut codtra, manente reali differentiali logarithmico -
inde confirmatur ; quod manente reali differentiali logarith-

mico integrale non poffit mutare naturam fuam. Scilicet fi
inte-
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integrale ianr erat imaginarium nempe ob conftantem imagi-
nariam additam fun&ioni reali variabilis quae refuleat ex in-
tegratione ; adhuc imaginarium manere debet quaecumque va-
riatio aggiderit fuo differentiali dummodo femper reale per:
manferit. Non poteft enim integrale ex imaginario fieri reale
nifi per ‘additam imaginarium , quod partem' imagimariam
elidat , ac- tellat. Hoc autem imaginarium addi: aus tolli non
poteft per fluxionem perpetuo realem. Viceverfa. fi. integrale
lam erat reale; fi mempe variabili reali addira fuit in inte:
gratione conflans realis; tale femper remanere debebic qui-
eumque fic flazus fui differentialis j:.lmmodo femper reale per-
manferit . Hoc gutem in integrationibus logarithmicis haberi
non poteft nifi adhibendo contrarias partes figni duplicis ; ut
pracceptum eft. Quod fi quantitas, quae per integrationem
poneada eft fub figno logarithmico talis fit ut numquam per-
variationem variabilis tranfire poffit a valore pofitivo ad ne-
gativum, aut viceverfa; tunc omittendum erit in. integra~
tione fignum- duplex .. . , o :

Huius do&rinae licet nova exempla in fequentibus oc-
currere debeant ; tamen. exemplum maxime perfpicunm , ac
fimplex non. videtur hoc loco omittendum . :

Eulerus fequenti Cap. V. §. 248. inyenit effe |

f#:il-l——cofiq} :ltang‘.—t-(pf_ P
lz.(P 2 1~i<{:91.<p 2 S

fEe _x it et Ty

fcoﬁcp_ 2 ll-—ﬁn.(p _Itang.(4s’+ 2 (P)

Nunc fi in_huinfmodi aequationibus accipiantar quantita-
tes pofitac fub figno logarithmico prout iaceat; erit-pro plu-
ribus valoribus ipfius ¢ femilogarithmus quantitatis pofitivae
aequalis logarithmo' negativae, contra fuppofitionem. Sit enim

I x b4 - . -o
S P=gr—r pob’ ubi ¢ eft numerus pofitivas integer', r vero

frattio pofitiva, ac 7 femiperipheria circuli cuius radius =1.
D Eric
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Erit pro his cafibus tang. -‘-— @ negativa. Eft autem
1 — cof. 1
1+ colo [

tione erit dimidius logarithmus quantitatis poﬁtwae aequalis
logarithmo negauvae Idem eveniet in fecunda aequatione

femper quantitas poﬁtwa . Ergo in pnore aequa-

x
-quoties fuerit 45 +-—-‘ P=qx—r re

Pofito ergo quod abfurdum credamus quantitatem realem
aequari poﬂ'e lovamhmo quantitatis aeganvae fcribendum erit

— I — cof(p =i+t
fﬁntp—z 1+cof ng—-(p

fco{q:p-——l'.l_tm ﬁlivmng.(45°+—q) )

pofito nempe figno + poft fignum legarithmicum dumtaxat
* 'ante eas quantitates, quae per variationem variabilis tranfire
poflunt a valore pofitivo ad negativam ; cuius figni pars fu-
perior + adhibenda erit pro valoribus pofitivis tangentis cui
pracponitur ; pars vero inferior — pro valoribus negativis
einfdem ; adeo ut fub § igno logarithmico ex utraque parte
aequationis femper valares pofitivi reperiantur.

Idem vero etiam aliunde confirmatur hoc modo. Cum fit

oye (B10)* _1=(colio)y(finip)

Gol10)7 — 14(colio)i-(ntw)®
x—-co{'( o +1 (p) 1 — cof.

x+cor( o+i0) i1tcolg

( tang —

; erit

=Fvi=ote. 2 p=yizete
tang. — e=FV x+co£¢,fcuitaug. " w"v':.;.cof.q;'
" abi v’ ——c—o-i accipitur femper pofitive . Evidens autem

1 4col @
cft poﬁta hac conditione ﬁouum + pracposendum effe ante
tang.
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Qng. —@ isxa regulas algebrae, in eogue ut vera fit ae-
quatio fumendum effe fignum -+ cum tangens -—}cp cft pofi-

. <t I . . .
tiva; fignum vero — cum eadem tang. — @ fit negativa per

variationem ipfius* @ . Ergo: praepofito utrinque figno looa-
mhmxco habebitur ufdem conditionibus
1—col@p 1—col. @
x+co{'q> 2 4 cof - l+tang G’-
Eodem modo demonftratio inftituitur pro fecunda a umone.-
-+ Hoc exemplum eo opportunius eft,. quod in illo-appa.
ret nexus- regulae figni duplicis + adhibendi in extra&xone ra-
dicis quadratae cum regula cmfdem figoi adhibendi in: inte:
gratione logarithmica ..
Ut vero in hoc exemplo nihil omittamus, quod ‘ad’ rem-
noftram- facere. poffit ; 5 praeftablt mﬁuuerc mtearauon:m for-

mu_lae~E% etiam per fcnem infinitam. Sit fin. q).._u erit
, dis do
- ='Arc. f cui dp== ==
, Q® Arc. fin u, d(p V= “‘) oo
"’

idv o _dwp 113 tss |
W (1-wt) W ("" web etk et )

= 9P — Gonfttr b4~ +’3" +‘33“ +&ew.
lno¢ 2.2 2.4,‘ 24_66 ]
' G
= Conft. + /i <p+(ﬁ“2“:) +_3(:":<z)‘+ 325i!r;¢) +

le conﬂans & determinétar ut integrale cvanefcat quando
:Wx-*—u:xﬁpmﬁﬂumzﬁ erit ..

e, 0 . W e )
f ~ . -~ ) ac . & - e - D.& - /ﬁ;‘l‘.
el fin@
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———=-I-lif2{3-(£—'::lﬁn.(p+ .f_-_(.[.;n__?_):*. 3("((;"'?)')1\.

2 14colg 2. 4 4
ubi nifi fcribatur fignum * in Lfinp ; cum eft ¢ =

ey
——

247 —rn exiftente g4 numero integro pofitivo, r vero
fractione, atque adeo cum fin. ¢ eft negatwus, quantitas
realis aequaretur quantitati mixtae ex realibus, & logarith-
mo quantitatis negativae. Si verp addatur fignum ;I;, atque
ita adhibeatur, ut /% fin. @. Gt femper logamhmus quanti-

tatis poﬁnvac quemadmodum non variatur valor quantitatis
1 1—col

TF o quando « in P loco valoris poﬁnvx fumitur
2 co

idem valor negative; ita neque valor feriei, cui aequatur.

' Ontur tamen hic alia difficultas , quod idem f{ir fin.@
quando qJ=q7r+r-2—, & quando ¢g=(g+1)x—>r -E—-
aon folum quo ad qualitatem, fed etiam quo ad quantitatem

. . L] . . . ”
valoris pofitivi, aut negativi, Si vero cof.(gx+r Y ) fi

. . . . ~ - » ﬁ
pofitivas, erit negativus eiufdem quantitatis cofl(( g41)w~r —).

ofo
Quare variabitur expreﬁio -—IE—E—-E- » quin varietur ullo
2 1 +co ‘P

modo eius valor c
r . bt - o 4

ItGng +1 —( )" 430 =(fng)s) .
2. 2. 2. 4 4 i

Huic mcommodo occumtur confiderando , quod fi arcui

®o00 0

qzr+ r -;- fubﬂxtuatutj arcu; ( q+1 ) ;t'—_r-z-; expreflio

1 ,1—col¢ .. . -
—2-1 ;-l-—c ‘.‘ tranfit a pofitiva in negativam, aut contra,

qum quanmas illius mutetyr,- Ex alia parte cum affumpta
8 fuerit
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. f J o v
! erit aequatxo o= V' (1 )

5 du
k
dp = v (x )’ ut attendenti ipfos duos cafus

'y-quae revera eft

0—~1"’+"—, & w--(q-l-x)u’—r-g-' perfpxcuum eft;

d¢ 'du
do I—-co 1=(fin. ) 3 1-(fin.p ) 4
__—_1__.. \ .
fin. @ 1.4 cof @ =t [I+fn¢+ c 22 2 4 4 4 ]
In qua aequation¢ omnia praccayehtur, quae fucrant p:aecavepda

.

~”
/
/
|
i
: Cor PO I N AT
SRR I T R o
B R TOUN L o
l . T .
i o 1 S h RN F
Lot . RS ) et ":. v M
l' ¢ R t . . N . . ‘9
. T . ! 31 -~ N .
REE RPN s (PN ST N TSR VR 11, 118 1 SR BT A L B S SR T VIVE S R
| m=sA ot (%1)) Solutsd
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Solusio cuinfdan: pavadows propefirs ab Mlembertio per
Signum + vice adbibirunr in integratione:

‘QUamquam integratio ,, quam examinabimus non fit loga-

rithmica; tanen quia fine paradoxo expeditur per -fi.
goum + convenienter applicatum; vifum eft eam hic per oc-
cafionem collocare, quando -iam. fatis huias figni neceflitatem .
ac regulas conftituimus pro integratione logarithmica, neque-
pro aliis capitibus Calcoli Integralis Au&oris ‘noftri fiet op--

portunum explicare regulas figni 4+ in incegratione Alem.-

-bertiana, aliifque-fimilibus adhibendi. ..

Q _/m
. |
=19 r
B \K

Alembertius Tom. 4. Orpuﬁ:. pag. 65. poltquam amico
nonnulla alia paradoxa propofuerit; haec habet: ,, En aliam
» {peciem paradoxi, de quo iam egi in Vol. 3. Monum.
5 Berolin. aoni 1747., quin f{olutionem invenerim, quae
» mihi fatis placuerit. Sit PM =y (Fig.1.) ; AP==«;

s dy==dsV ((1-8)" * =1), (Monum. Berol. 1747.p.241.) ;

—3 &

e — ——
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5 AC=1. Elementum arcus AM eft daV‘( L—n)
5 Cuius mtegrale et f dx(x—x) ¥ ﬁne _...(;..,,)' i
2

+ Vel fallo 1—::_:-CP (1—-CP ). Si CP._o, ha-

4 betur AR == -;—. Si CP 6t negativum habebitur valor
” ARf=’%’(:—(—cp)‘7), qui ob (—CP)*=CP*cft

» idem cum —?1—(1--CPT); quod tamaep . fecus efie debet

. cum fit ARr>AM ofito- Cp=CP . En igitur etiam hoc
4 loco deficientem calcuf um, q,uandoqmdem ut plepius fatif-

» fiat aequationi dy==dw¥" ((ti—u)" '~ « ) fampto radicali
» pofitivo, fupponi debet quod- curva, ldlae profequitur wltra
» pun&um R iam pon fit RO, fed aequalis ac fimilis
s 1pfi RO *, .

Iniuria tamen_accufatur calculus. Quod nt clarius de-
monfremus ponnulla fant pracmittenda. Sumpto radicali po-

flitivo . in aaqutxone dy.._dxv((-—u) &w.t). fen

ulﬁ

dy=de(1~ux ;—1) =—dz(z '—1)7,
- 21 \
=—z ’dz(1—z’)*; cam fit ) .
IR TS SEE T SR SO L BV S .
(r—= )'—l 2 '_2'.4"_ __24.62_ 2408 .
habebitur . . ‘ P -
o7 LSp 1 3508 3 vy .

unde poﬁto quod y annihiletur quando z = I iuxta fuppoﬁ-
tionem Alembertii ; erit
B—




=3_1 3 1 3_3 3_ .
B= s e i e ias s Quare
X

) b 3 35
f — & ) ooo= -
cum &t 2 +z.4+z.4.6+‘z4.6.8 + c' f

ut refultat ex evolutione (1 —1)*==o0 ; erit

I 3 I 3 3 3

4 +2.4. p +z.4.6' 3 +.....<1
ac proinde B quantitas. pofitiva. =CR, qui eft valor ipfius:
» quando z==o. F _ _

Ex hoc calculo in primis refultar quod fumpto radicali
pofitivo " eadéem ordindta y refpondet tam .valori -pofitivo z.
quam negativo. Quare fumpto radicali pofitivo ; curva quae
profequitur ultra punétum R erit revera RO '

Ut indoles rota huius curvae melius appareat, funmatur:
sunc refla DRB parallela ipi AC pro’ axe abliflarum.
%==RQ==CP, ac RC normalis ipfi DB, fumatur pro axe:
ordinatatum ¥ = QM = CR — PM =B.— p; .habebitur-

aequatio —dy =du=dz(z *—1)7*; ac proinde

x £} s : 2
=21 3, —-f- 30 -3 _ 3. ..
2 2 2.4 6 246 §

o
fine additlong conftantis ut fimal evanefcat » & z in R .-

Cum vero in aequatione dk =dz V' (z ’'=—1) con-
tineatur ratione figni V" duplex valoris fpecies adeo ut fir
2 I

dw =+t dz (= 7 —1)*; habebitur revera generaliter

‘vf3 Y. 3 % 3 3 % 35 3 %
=t(Fz'—— T2’ 2 2 =2 2 )2
“ —(z 2 2 4’: 2.4.6 G- 2.4.68 8 ® +)(2)

Atque haec eft aequatio maxime propria ad perfpiciendam
nituram curvae.
Ex hac aecquatione primo intelligitur curvam habere
quatuor ramos fimiles , & aequales RA, RO, RA’; RK,
ac
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ac practerea nullos. Quare’ perperam pofiti funt ab Alembex-
tio rami AT, TO.

Secundo: hos ramos terminari ex abrupto in quatuor
pu&is A, O, K, A" cum pro valore z> 1 fiat “du
imaginarium .

Revera etiam pro mtegranone pro axe Alembertu for-

‘mulag Jy-‘-—idxv((r-—k) --z)--xdz(z -1)
generaliter fumptae ope ﬁgm + habetur

. 2 1 i

.y-—-,B'AL(—"" + 4 +24 ?z +' ’) (3)
“ubi’ conftas B = CR non debet affici’ figno +. Qdare pro
aliquo ‘valore -z puta R habebitur alter’ “valot -
y=PM=PQ—QM ; alter vero y==PM’ =PQ 4 QM.
Quod idem habetur ex aequatione y =B —w prout u acci-
pitur poﬁuvum aut -pegativum,

R R T

. ;\‘-A - D . A

Nunc pro rc&nﬁcanone, curvae cuius aequatio

d‘u._+dz(z S —1)7 habetrr dut b drr=drtez
DA E atqu'
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.atque elme,mltm curvas v { du? -lwiﬁﬁ genpraliter. famprum
‘erit + d=z. z- 5 ac promde integrale erlt 4 —"Lz , qubd an-

nihilatur fimul cum %, ac. z. Erit cengo, arcus in geuele-
2 tee o Ser

‘-*‘ .—-3— z c - . . . * . . 3 , ;'| * Lot ‘

. 2 ’

Y

. Paradoxum. Vider,l poﬂ'ét quod hic- arcus:.ggl_lwq <xpri-
matur Fer formulam valoris realis' etiam quando z> 1, in
quo cafu debet effe imaginarins ob ordinatam curvae imagi-
nariam , in- quod paradoxum igcidit etiam pofitio axis Alem.
, bertii ; quamvxs de hoc nihil adnotaverit, Sed de’ hoc_para-
doxo, quod apparet m plurimis a.lus curvxs s, agetur ’ia {’e-
qucnn .paragrapho..

St nunc fumatur arcus RMA poﬁnvus ongmem habcps
in R, eumque continuare libeat cum arcu Rr’K ; habebimus
diretionem R’ negativam. Itaque fi fumatﬁr RQ—-Rq, ac

fir RM_-I-%z—; erit Rv’ ——-;s-z , quod iam eft evi-

dens. Erit ergo RA_.i AM= 3 3. ;
"2 2 2
Ar 3 + —-z' ; ao~m~gcnere pbrtlo arcus ARK , cuius
D S
initium ﬂatuitur inA 'er'u :-E: F zg:z"‘ Idem refultat

etiam ex integratione. Alembertii dummodo in ipfa rite adhi-
beatur ﬁgnum +. Nam cum , ut ‘ipfe notat , -elementum ar-

cus AM fit dxv (x *x)""';‘ ’ern ems integrale ’

+fdn(1—n) =— —-(:-—) cum fignum = non

|-

-afficiat conﬁﬁntem e Quod non debeat fumi +/dx(1-x) °
. . By 1 N

N " tam
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tam_.proy argn AM, quam pro arcu Ar”, ut fampfit Alem-
bertilfs,'eiinde pat,eiqmd differentiale i M , & + debeat
habete figna .contsssia,pra. varia. fpecie valorum arcuum KM,
&RJ".” Tt ST . . .
.. .. .Neque abfurdum_videri: debet quod differentiale quantita-
tis femper crefcenris fit quandoque negativum quanddque. po-
fitivam .-Nam fit s ~ 'z quaptiras femper crefoens a..zgro uft
que in° infinitum ; erit.eus-differentizle .~ 4= modo negati-
vam: neodue pofitivam ‘preut erit- pofitiva vel pegativa quan-
titas z. Quod rite eft animadvertendum in differentialibus
quantitatum, qude per .integratiopem, acquirunt -conflantem;
P A L P - - W
cuiufmodi funt différentialia ipfa AlembertiidxV"((x-«) *7-1) ,
dc dxv/(r—s) 7, quorum integralia debent annihilaii quan-

do x=o. . .

D A
}
e /w
R
T\ ,
B XK.

L

Quod vero fignum + praepofitum differenciali non de-
beat afficere conftantem, quae ingreditur per integrationem ,
fed dumtaxat partem variabilem ipfius integralis, quae im-
mediate oritur ex differentiali; quamvis jam demonftratum fit;
tamen etiam hoc noto exemplo illuftrari potelt . Sit curvae

E 2 AMR
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AMR aequano dy=v(:‘f wL poﬁto AP=a4; PM::.‘y,

erit y=C— V(1 —wx); ubi iy ovapekese. debea ﬁmulcmn
#; habebiur C=1, quare y....x—-\/(x —aux); cft
autem haec aequatio quadranm cicculi ; & gcnetahter
yz=1+Vv (1 —nx) aequatio femicicculi ARA’. 0
© Gum haec curva non redeat ia feipfam , mon poteﬁ in:
ferri ex reftificabilitate eius arcuum argumentum contrd de.
monftrationem Newtoni, quod nullae curvae in fe tdeumm
fint reftificabiles.
. Hoc vero genus curvarum, quae in fe non redeunt,
negue abeunt in .infinitum, {fed terminantur ex abrupto. non
etur explicatum fuiffe a Geometris. Non eft -autem dif-
ficile ‘infinitas curvas huius generis .avenire , quod mox
docebimus. e

Dec criterio arcus imaginarii expreffi per
Corymulam
fm}‘m la rcdg{n.

~.../\

CUm fit dxﬂ”crentxale arcus =v’ ( dy 4 dx*) exiftente reali
- Y (dy i des)

x &y, numquam- poteru formula = pofitive

fumpta effe unitate misar. Ac reveré aut differentiale arcus
habet pofitionem parall¢lam axi; 'ac tunc eft aequale dif-
ferentiali axis; aut habet poﬁuouem obliquam, ac runc
eft maius.

Hoc pofito fi fit arcus s=X, quae fit fun&lio ipfius »,
ac fit dX="Pdx, {it vero P quansitas, quac pro aliquo va-
lore ‘ipfius « fiat fradta; pro o valore « licet it X quapti-
tas realis ; arcus tamen s erit imaginarius.

Ratio eft quod. expreflio s, quae aihil aliud eft quam

Arc, abfe. #, mcludu conditiones geometricas, quae pro va-
loribus

o a
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loribus monnullis licet realibus ipfius X locum habere non
poffunt .

Infinitae ergo curvae effe poffunt, in quibus arcus ima-
ginarii mentiantur valorem realem’, cum infinicae fint for-
mulae X, in quarum differentialibus Pdx fun&io P pro ali-
~ quo valore » fiat quantitas fralta. _

" ‘Falto it fupra s=X; s =V (dy*+du?)="Pdx;
Kabebitur dy* =dx* (P—1); dy =dxv (P—1). Quando
P fic quantitas fraffa, tunc dy evadit imaginarium. Ergo
Hmes., in quo atcus imaginarius incipit mentiri valorem rea-
lem , eft idem limes, in quo ordinata cum fuo differentiali fir
imaginaria, atque item exprimitur per formulam imaginariam.:
" Si in integratione formulae dy ='dxy'(P—1) nulla
addatur conftans; in curva quae inde emafcetur relata ad axes-
normales x, & y pro quocumque valore determinato x, non
poterit y habere mifi duos valores aequales affeflos fignis con-
trariis, ac proinde fi hi valores finr finiti quando P=1;
~ curva” habebit ramos duos deficientes ex abrupto,-fi paullifper

immutato valore » iam fiat P< 1. -

Quot erunt ergo valores x, quibus refpondeat aequatio
P=1, adeo ur paullifper immutato valore x, fiat P<1,
tot erunt paria aequalia, & fimilia ramorum curvae, qui pro
i¢ valoribus deficiunt ex abrupto. ' '

Ex iis, quae difta: funt, pronum eft iudicare de curva Alem-

bertii fupra explicata, cuius aequatio eft dy==dxv/((1-%) *~-1),
quae refertur ad aequationem dy=dxv (P—1), ubi pro
cafu Alembertii P incipit -effe - fraftio quando » imcipit effe
negativum , aut- pofitivum > 2. .-

Ex his curvis infinitis quafi prima eft, quae exprimitur
aequatione dy = dxv (s + bu)=dxv' ({a+ 1+bx)—1),
quae fimul eft quadrabilis, ac refificabilis. Si .im hac aequa-
tione fit 4 == o.repraefentante abfcifla » diftantias planetarum
a centro; ordinata y repraefentabit tempora periodica .

Adns-



Adnoratio 1, ad Cap. V. Sc&. 1. Vol. L

De integrationc formularum x©dx fin. x, x"dxcof x.

CUm de "integratione huiufmodi formularum Eulerus nihil
praccipiat, cumque fatis conferant ad folutionem nobilium
problematum , quae haftenus intaéta fuerant; vifum eft earum
traftationem addere Cap. V. Seionis huius, cui nimirum ca-
piti titulus eft : De insegrazione formularum amgulos, finufque
angulorum implicantium . . _

.+ Conftat autem ad formulas »" dxfin.w, " dxcof x etiam
has alias z™dzfin.(z¢) z"dzeof (z¢) reduci pofle pofito

m ’

11—
—

.

‘ . phacy . — Io
z°==n, unde habetur z"==u* ; dx==d.x c =— x ¢ dx;

c
m —=1—c¢ m e |:£

————

r md
z"'dzﬁn.(z°)=—:_-a ¢ dxﬁn.x;z"’dzcoﬂ(z')::—;-n ¢

Problema L

Formularum x"dxfin.x, x"dxcol.x integrale invenire
fiquidem » denotet numerum integrum pofitivam .

Solutio.

Cum fit S %" dxfin.e =— % cof. x + fru"—" ducol.n

Sumdsicolix= x"fin.a —Jnx""tdafin.&
per opportunas fubftitutiones eruemus.
Sfun dxfin.e= —x"cof.x + nx* fin.x+n(n— 1) 8" "2 col. »
— n(n-1)(n=2) x*—1 fin.x — &c... . (A)
quae feries conflabit numero finito terminorum ; habebimus

nempe Judn

dx col. x.



39

J xdxfin.x=— xcof x +fin. x

Surdslina=—ntcol w42 fin.x}2colw —2
Suddsfinx=—ux3cof.x+ 3 x2fin.x+ 3.2col v — 3.2 fin.«
Sutdsfins=—x*col.x+ 443 fin.x+ 4.3 % *col. ¥ - 4.3.2 ¥fin.x

o Tiée3col¥ 4 432
&e. ' &c.
Eodemque modo habebimus.©
Surdscoflx =x"(in.x+nx*~"colla —n(n—1)x""2fin.»
—n(n—1)(n—2)x""3col x4 &c... (B)
.ac proinde - - :
Sxdx col.x=wfid. « +coflx—1 ° '
. furdncalx=x*fin.x+ 2ncolx —2finx:
" fxtdxcol.w=x=x3fin.x + 3x% cof. ¥~~ 3.24 fin. & — 3.2 cof. » + 3.2
 Judducol. x==x+fin.x + 4% col ¥ — 4.3%* fin. x — 4.3.24col. ¥
. .o e g3 fmix i Co
&c' - &C. .. v
quae ita funt fumpta, ut.evanefcant pofito » =0

e _Scbo{im .

Duo termini generales #(n~1)(n~2)wu(n-k) 27 #-1 dx cof.

- & n{a~1)(n=2).{n=f)x»e1definx ferterum (A), =& (B)

.evolvuntur ex dgobus fummatoriis” ~
fn(n—1)(n=2)u(n—k)enkrdefin e, & "

C i (n="1)(n—2) e (n—k) 2 7-1 dycbol x. [am . vero quando
k==n, annihilatur fimul cum fuo differentiali "integrale for-
‘mulae fr(n—1)(n—2)..c..(n—k)xt1dxfin.x . Licet

. autem in codem cafi' & ==z aequetur nihilo differentiale.
n(n—1)(n—2)....(n—k)x n%-Vdxcof.x; tamen fi inflitua.

tut eiufdem, integratio indicata per formulam fummatoriam

14 N 2 L . 1
Srn=1)=2). e ()7t 1 e (1 - 4 2":‘4~ )
“habetur pr6 intégrali éuanii tas conflans. (s~ 1)(:?-2)...(:&-(&— 1)),
quae eft ipfa adiicienda ferigi (A), aut (B), ut, evanefcat
pofito ¥ =o. Proble-
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Problema 1I.

Formularum " dxfin.», & x"dxco{' x integrale invefti-
gare, fiquidem #» denotet numcrum integrum neaatxvum.

Solutio .

Cum ﬁtﬁndxﬁn.m” -

f"dxcof'w_ s s+ tcoflxF

patet neque hoc modo per fubftitutiones poﬂ'e haberi fe-
riem , quae conftert numero finito terminorum, quae ex-
hibeat valorem integralis quaefiti . Videamus ergo quae-
pam ex feriebus infinitis hunc. .valorem commodins expri-
mant . Cum fit

x"+1{in, x — ”+—!x"+' f_dxcoﬁx

f dfn /"d:e( 3+,x9 x7 +)
» XN X == /% ﬁ—- 0o ) ==
2.3 ' 2345 32 34»56 7
I "-'—4 I x."- 6 ”u-}—8
Cp—m ™ e, + — f
nt2 ntq 2.3 n+6  2.3.4.5 n+8 "2.3. 137

fi » fit pumerus, negativus impar, atque fi /k” dxfin.» anni-
. hiletur quando % = 1 ; habebitur facile per feriem conver-
. gentem valor conftantis C.

Si vero » fit numerus par negativus; quo cafu in ferie

I I
 apparet terminus mﬁmtus — ; tunc illius lo-
9] 20 04 [ LN X} (" I-»n )

d x I
PEXYNED)

fubftituatur terminus’ Ix, qui annihilatur quan-
: 2,34 (- 1-n).
do ¥x== 1. Eodem modo cum fit

€0, qui oritur ex vulgari imtegratione formulae

[x*



” el £ 14 -_— -
Sumdscoflx=fa dx(l 2 +2.3.4. 2.3.4.5.6
1 xnt3 1 xtts

I
— C+ —‘—x.'+ e . .
AR nt3 2 s 2.3.4
fumpta ferie ut jacet fi # fit numerus negativus par; fi
vero fit impar, fubftituto loco infiniti termino logarithmico
' I

.
o.'.

/% ; habebitur facile conftans C pofito quod
2.3-4....(—1"?’-). ;
J%"dx cof. x annihiletur quando s =1.

Schlion I.

Quando # eft numerus quicumque negativus unitate ma-
ior; iam patet quomodo dcterminetur commode conftans C
annihilato 1ptegrali quando x=1. :

Scholion 2.

Quando # eft numerus quicumque negativus unitate mi-
nor, feu fraftus, aut pofitivus quicumque; anaihilato inte-
grali quando »==o; invenitur ipla C=o.

Scholion 3.

Duplex hoc loco -problema folutionem poftulat; primum
quaenaw feries fubflituendae fint fuperioribus ad habendum
valorem integralis quando x eft numerus fatis magnus, ac
feries ab initio funt divergentes; fecundum quinam fit va-
lor integralis quando x=o0 ; hic enim faepiflime inve-
nitur finitus, ac maxime attendendus. Nos praecipua fe-
ligemus ..

F - Pro-
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Problema 111

Determinare conftantem A in aequatione

dx cof. x x? x4 x6
——-——A I _— — s
f i dz 2 -;- 2.3:4:4 2.3.4,.5.6.6+ [:]
pofito quod integrale f _if?_‘f_ annihiletur quando » =oe0.
Sclurio.

Cum ﬁt/-dxcof;:i-_ﬁn.x_cof.x_ zﬂc_:glzf_
xl
fin.x cofx x?
S— x _‘. _f I — — + -_l.lﬂ)
fin. » __col.x x' x"
+ + -H — + —.e[2],
x 2.34 43456

ubi B eft conﬁaus mcreﬂh per integrationem, quae debet af-
fumi talis, ut mtegrale evanefcat pofito x==oeo , pofitis in

finny _ cofx
hac aequatione [2] loco ,& valoribus ortis ex
x Xt

evolutione fun&ionum finia & cofix; habebuntur duo ter-

. . I . . . .. .
mini conftantes 1, & — ; caeteri afficientur * potentiis ipfius
2

x. Collata itaque aequatione [2] cum [1] feu lx cum /x,
& terminis, qui afficiuntur potentiis ipfius » in una aequa-
tione cum terminis correfpondennbus iifdem in alia; debebit
effe etiam conftans A aequationis [1] aequalis terminis con-
ftantibus aequatloms [2]. Erit itaque

I
A=B+I+-2—; =A—-r——-2-.

Aflumatur nunc in genere -
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decofle finxy colz fin. » cof. » fin.e
/ = ———2 -——-+ 2.3 -—+ 2.3.4—
x x x .
r .

—_—ees +2.3.4000. (0 — I)C_O_’f

dx x* xt
+ 234-0’1 + +T+'2_3—4_-oono)’
'ubi p eft index termmorum ante formulam fummatoriam, .

& quidem formae 4p exiftente p numero integro. Evoluta
formula fummatoria habebitur

dx cof. X _ fin.» cof. % ﬁu x cof x fin. 2
f —_—— +z-3——+ 2345~
x x x f
cof. »
—..ooooo+2-34 'oo(#‘_l) +M
X" Il ] x""'# x4— U
2¢2:4 00000 —
N e T R Y ey
I
—"'"+2.3.4.....(p—2)zx']+lx
x* x4

+ -

T (Fn) | st DEFa)(ts)(eta)
, «ese[3], ubt M eft conftans ingrefla per integra-
tionem eius conditionis , ut integrale annihiletur quando

x = oo . Habebitur etiam

fdxcoﬁx__ﬁn.x cof. » 2fm. +2 cof.x+2 fin. 2
x X x% x$ r.'3 x4 34 xS
cof.x fin.
_ocooo+2ogc4 (p- )-——'+2-34 y- “;
cof. x
—2.3. 4.0 (p+1) e
x? x4 '
- 234-»(#‘1'2)'—“7, —-2-+-2—3j4' --)--[4]

E 2 cuius
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chivs fecundi - membri. formula fummatoria evoluta dabit
N+ /x + S, exiftente N conftante nctae conditionis, & S
ferie terminorum affeCtorum poteatiis x. Pofitis autem in
fin.x

hac aequatione [4] loco terminorum 2.3.4....u — T
x &1t

cof. . :
2.3.4....(p+ 1);“—5 valoribus per feries ortas ex evolu-

. . . - I
tione fin.x , & cofl x; & inde edufis conftantibus T &
pt1

pt2
: I I | I
acquatio M =N s N=M— —
quatio +F+‘ +F+2 ; PETRrw
atque cum idem -refultet etiam quando p eft formaec 4p+2;
tandem concludetur

I I
M=A—1] —-———-—'-I"—'----;—"I'

2 3 4
Sit nunc p=x=ocn; evanefcent inp aequatione [3]
omnes termini ante M, tum priores ex fequentibus. Itaque
fumendo terminos, qui remanent ad latera ipfius /x ad dexte-
ram atque ad finiftram, confeftifque duabus feriebus, habebitur

ducobx 1 L _ X
® 2 3 4
p(p—1)  pp—1)(p—2)p—3) +.
+{ zx‘ 4x‘ R s 0 00

Xt x4

- — , —

.{ 2(utn)(pt2) 4t a)(pta)(pt3)(nt4)
Quae duae feries affeftae potentiis & cum invicem deftruan-
tur ob terminos correfpondentes aequales, & contrariis fignis

. . dxcol. 1 I 1 I

feu

, atque additis ipfi conftanti N; habebitur per fuperiora



»,

I, ' X I 1 A
feu ob {x:lp.:l +-2--+—+:+-.m+‘7[—: :
‘B C.D L pdvcols
+:— ‘6—+'_8‘-_ooooc(A'dnoIc)’ critﬂ x -— O—-
At 4,8 D . '

2 2 4. 6 8

=0, $772I5. 664901 532860 618112 090082 39

Scholsomr 1.

. pdreofx . x¢
Si ih aequatione f —;—=A+1-x-%+ ;;;,-.‘.’.

quantitas x affumpra fuiffer negativa, atque conditio- foret,’

ut integrale evanefceret quando ¥ =— o0 ; conftans A eun-

dem valorem eflet fortita, ut facile calculum relegenti patet.

Ex fupra diftis etiam huiufmodi aequatio ita fcribenda erit
dx cof. x A x4

e = A — S

X 2.2 203-4:4 . .
ubi (ignum- quantitatis pofirae fub logarithmico ita -debet ac-
cipi, ut logarithmus fit realis.

Scholson 2.

* Habet igitur conftans A eundem valorem in duabus ae-
quationibus .

dxe* x* x3 4
[ =Atigatat ottt

x c 22 233 2344

dx col.» ' x¢ x

——— l+ - ——d Ly seee
f » Atlix 2.2 + 2.3.4:4 2.3.4,.5.6.6+ .
pofito quod utrumque integrale annihiletur quando x == — oo.

)

- S‘cbo-
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Scholiom 3. -

‘Quasri poffet etiam methodo fuperius tradita valor con-
ftantis C in aequatione

SEE e — T e [s]

2.2.3  42.3:4:5

pofito quod integrale annihiletur quando »=TFoo; verum

dx fin. x fin. dxcofl. x

cum fit =

. % x
fin.x %3 nt B

—— +A+I+~_ + —&C-.;...[6],'

2.2 2.3.4-4

in qua acquanone conftans A fuperius inventa fatisfacit con. -
ditioni , ur integrale aequationis [6] annihiletur quando
%=1 oo; fatis erit comparare duos valores integralis

dx fin,
f z m—: habitos ex aequanombus [s], & [6]. Educendo

fin. % x? x4
enim ex termino == ——— === I +-—--—— I
x 2.3 2.

3:4:5
conflantem — 1, atque eam addendo ipfi A ; habebimus ae.
quationem C=A —1.

Scholion kS

Sit nunc I valor, quem induit

dx cof.
-f-f;-—x—A-i-l-l-x——-—-l- . quando x_t, five fit

b ¢ I I '
A— — ....--—-Io POﬁta a
2.2 + 2.344  2.3.4.5.6.6 + aequ tione

. . .
fdxco{l:A_I‘*li”‘- x + ? _ooooc;
X 2.2 2.3.4.4

inte-
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integrale aonihilabitur quando #==1; pro hac vero fuppofi-
tione integrale erit = — I quando # =+ o0.

Scholion .
Acquatio [3] facile praeparari poteft ut exhibeat valorem

. : dxcof.x . .
integralis — —, quando « eft quantitas fatis magna eo-

%
dem modo quo in fuperiore Adnotatione praeparata fuit feries
(10). Quare in hoc argumento- diutius non immorabimur.
THud unum advertemus quod fi in formula /%* d«fin.» nume-
rus » fit par negativus, aut fi in formula fx"dxcof x idem
numerus fir impar negativus; in iis cafibus per aequationes.
Problematis II.

ﬁ"dnﬁn.x: ! smH1{in x— -I—x'+'dxbo£x.

nt1 nt1
I 1
L] — a1 X
ﬁc d:ccof.a:_.”.'__hI x co£x+£ - .x"""dxﬁn N
dxcof x

femper devenitur ad formulam f ——— . Quare haec for-
. %
mula in analyfi fatis erit obfervabilis .

Problema 1V..

Pofito quod » fit quantitas negativa == —r; -fit autem
r< 2, & quod integrale fx"dx.fin. » annihiletur quando
x = 0, invenire valorem integralis pro. valore  fatis maguo,
artque etiam pro ¥ =00.

Solutio s

Per conditionem Problematis : habebitur

(7]



4%

he ]

; : S 3 x"F4 1 avhs

”d r o™ —_ — "+2"‘ . - . hat
{71/x" dxfinx nt2 ¥ nt+q 2.3 +n+6 2.3.4.S

fine additione conftantis. Ex aequationibus vero Problematis

1. habetur S

[8] /" dxfin.x=~—=x"col® + nx*~*fin.x+n(n-1) ®*2col.»
—n(n=1)(n-2) %" Yimx= .. .00

fin.

-_'-_”(”-I)(ll' 2)0-0.0("- (}‘-2))#'-("-')C::;: x

Fr(n-1)(n-2) oo (0= (1) St s 2

ubi g eft index terminorum apte formulam fummatoriam

& ubi adhibendum eft fignum fuperius i p fuerit formae

4p+2, vel 4p+3 exiftente p numero integro; fignum ve-

ro inferius fi p fuerit formae 4p, vel 4p+ 1. Scribendum

vero erit fin.x fi p fuerit par; & contra cofis fi p fuerit

impar .

& fin. » fubfituantur feries, quae exhibent valorem cof. »,
& fin. x; habebitur congeries ferierum infinitarum, in quibus
ob potentiam # ipfius ¥ vel fratam vel == — 1, quae afficit
fingulos terminos, nullus apparebit terminus conftans, fed
omues afficientur potentiis ipfius ». Eodem modo fi in for-
mula fummatoria fubftituantur feries .loco fin.», aut cof »,
& integrentur finguli termini fine additione conftantis; habe-
bitur feries infinita, in qua nulus erit terminus conftans.
Modo fi aequatio [8] ita immutata comparetur cum aequa-
tione {7]; termini affe€ti potentiis iifdem » iddem effe debe-
bunt in utraque, deletis terminis, qui in [8] immutata fe
mutuo deftruent. Ergo cum [7] in nihilum abeat quando
x==0; in nihilum abibit etiam [8] immutata, in qua nem-
pe loco fin.x, & cof x fubftiturae funt feries, & peralta in-
tegratio formulae fummatoriae fine additione conftantis.

Si fumatur x=p=o00; facile apparet terminos omnes
pofitos ante formulam fummatoriam in aequatione [8113 fieri

infiai-

Si in terminis ante formulam fammatoriam loco cof. »
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infinitefimos, & quidem fucceflive ordinum faperiorum ufque
ad ultimos, in quibus convergeatia deficit ob faftorem ter-
mini fequentis =__:_p_=.__ t . Formula erge fummatoria

8 : ' .
fola evoluta fine additione conflantis dabit valorem iategralis
f#"dufine, quem induit in caln ¥=o0 ; pofito quod in
ipfa formula fummateria fumetur p=x» =z00. '
. Pofito ergo quod /x" dxfin.x annihiletur quando w==o; -
in‘éafu a=s o0 =1p erit . : ‘ ]
in

[91/a® dx ﬁn.x=’+'q(mx)(n—zt).... = (p-r)) furrdn_

perafta integratione in fecundo membro aequationis per fubfti-
tutionem ferierum fine additione copftantis .
Si vero ;=p'+p., exiftente p- fraltions, fit tantum

wtigas fatis magoa, peque tamen infinita; termini ante
ormulam fummatoriam conftitnent feriem fatis convergentem,
quac addita valori formulee fummaterise evolutae per feries
dabit valorem integralis fu”dxfin.x, qui quando x eft quanti-
tas fatis magna, per aequationem [7] haberi nom pore& .

‘- Sumatur p formae 4p ; erit \

ﬁn"d:ﬁn.'x-':-l-n(;:—-x) (n— z')_ el (n=(p—1))
Sordutnnz=ta(n—1)(a=1).... (n—(p—1))
ﬁu—#dx[a- = + uls-...]=+n(n-x)(n-z)....(n-(p~ 1))

2.3 2.3
[ qv—pt 2 1 x"-utg + 1 x4~ 6
n—p+2 2.3'n—y.+4. 2.3.4.3.73—;;-}-6 R
X an—m 2 ‘

+ b (=1 —iFo IF....],Aubx v eft mc?ex
terminorum , qui quando eft impar, adhibetur fignum fupe-
rius; quando vero eft par, fignum inferius .

Si
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. ’ 1 )
‘,, . 2.3 4eee(2V—1)
X

——— fumatar 2v==y, ac multiplicetur ille terminus
— |
per s(n—1)(n—2)..i(n—(p—1)) cocfficientem feriei

#n (n—1 ), (n—2) B (n-(u=2)) :

'Si nunc in termino generali 3

habebimus terminum’ — —.

r 2 .3 p—1
(”—(“-—I))—"—-vz-—-{—, pofito quod fiat ,_‘Z_.Qi_—_*_‘).-

” R ) ¢ 2
Ql_—.f.)....(”—;(i:_z)) (n= (p—1))x"= T -termini

-vero fequentes ad dexteram erunt
T 2 T w4

Rl s Ry ey ey

termini vero retrocedendo ad finiftram ipfius — — erunt

g T ) T Ga)p-3)i-2)p-1) Fernns
" om—2 X n-4 x4 e
quac duae feries pofio quod p fit aequalis ipfi x., aut parum
diftet , erunt convergentes, atque infervient fimul cum ferie
pofita ante formulam fummatoriam in aequatione. [8] ad ha-
bendum valorem integralis fx" dx fin.x quando x eft quanti-
tas fatis magoa. oo : )
Quando x eft adhuc quantitas finita; Teries finiftra ha-
bebit numerum finitum terminorum ; feries vero dextra fem.
per abibit in infinitum. ‘

. T -
e -0 © -0 4

. o
Sit huhc ¥—=p =090, Cum in hoc cafu fit —— =13
(p—2)(p—a) | \ Hpt1)
pr = 1; &c, feries ad dextram fiet 4

nt2  nt4q4  nté o T
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T T T

— e ... t l -
— "_4-[-” = &c..i. Quare valor integralis pro

pofiti , qui in cafa x =00 definitur per folam formulam
fummatoriam , habebitur per aequationem

1 L I
4 1 I R
{ - + —_— . s e
) ) ! )

n (u-r n-2) (- y-—z

: 2 (m— (e~ I)):L"—
Cum autem in T coefficientes n,(u—r) (n-—z), &c.
uf'que ad ( n-—-( p—1)) intlufive fit numero . pares funt

enim 4, qui numeras fumptus eft formae 4p; ent T quan-
titas pofitiva.

exiftente T—

I r L u'-l-'du
Sed e& +”_4:;+6—-";;'—"ono'—f L+““—;‘
pofito poft integrationem » = 1;,
‘et etiam —— — — = AL
g — ‘z_" 4-” .'-.co o — In;—’

:-|-u+'.“—r—-n .
erie uaquef"dxﬁn x._.Tf T dw; pofito poft'
ategrationem- s == 1 : .

Coro”arium- L
dxfi in.
Peculmem’— attentionem meretur formula f —
c
quae amloga eft formulac fuperius confideratae: ‘-l:%:—:
Cum in formula f d—”f—t-r-f fit n==— 1 ; erit eius valor in
, x

G cafu



8=

cafu ¥==o0 expreflus per T. T 4
{I~—+———+co;l;
~ 3 5 7

fed pro cafu n_.—x et T=1; eft autem

x . . :
I ——+———+....—. n ; Erit ergo in cafu »==0o,

5

f fiﬁ’l_”-—-f- poﬁto quod pro cafy & ==o fit

dx ﬁn x
—-—=0. Quod etxam refultat ex aequatione

x

j;n daﬁn.x‘:Tf TFa du, quac fit
dxfin. » 2du n
f —/ +ur —z_ '
Corollarz'um IL.

i —
Si ergo formulae. dxcolin f din,8 f dne

integrentur fine additione conﬂantmm per fenes, quae exfubent
valores ipfius cof.», fin.#, & ¢—*; erit in cafu x =00

x? 4 6
fd-i.co._r—."—l“-— + x  — d +o.-=—A
2.2 2344 2:3.4.5.6.6
duﬁn.u %3 xS x7 + x
e E —— “‘=—
dax . 2.3.3‘ 2.3.4.?.5 2.3:4._5.6.7.7 2
e
f"“‘,':’-ln—u"l-x - ——...=—A

" 202 2033 2:344

Corllsi
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Corollariums 11,

Sit ﬂ--—-—’ erit —”-._....__I_’-”—T_t._-..i-
I 27 2 4
8—12 s .
— =T % proinde
T2 468 """ (=i T=
10305070000(211—1)“ =.;Io3050 ....(2}1—1)X ;
24.68... 2 2.46.8.... V2 V2
Itaque cum fit per Theorema Wallifianum ,
22.4.4668
it T=v— ——==y —
2 . 335577 '-’.m 7 XV‘ i
Nunc ut mtegmu: -—t-——du fiat » == x%; erit
¥ -l-u ;. i +z* dz :
[ I+ us TEar = f;;—d 14220 % +zz+
f dx =22y2 X Arc. tan -—r—-
l—-zz\/ + 2z & Fzv

2v zXA:c. tang.;-—'%,— . Et quoniam fumx debet =1,

ac promde etiam x=1; entf I+“‘

2V2. Arc. 22° 30" -F2v2.Are. 67° 30 =nv'2.,

Erit ergo tandem ‘%g%fz\(m.

t __’!'_

- du ==

Iy
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Problema V.

Pofito quod » fit quantitas negativa ==~y fit autem

r <¥,& quod integrale /x* dxcof » annihiletur quando »==o;

invenire valorem integralis pra valore » fatis magno, ac

infinito . : ' e
Solutio .

Ex conditione Problematis habebitur fine additione

conftantis

[9] fu"ducofn=

b )
PSS . o ——
ntx at3 2 oat§ 234
r avt7 _
i #t7 2.3.4.567

atque fem ex aequationibus Preblematis L. ,
[10] fu" dx cof. x == " fin. x 4 mx* " cof. x = n{mw=1)#"—3{in, 2
—ﬂ(ﬂ-—l)(ﬂ—z)n'f'-JCO‘:l + * o ‘c ¢« . o 0‘ ‘

£n(am13) (312 )im-(m—(p—z)ur—te—n 2

L]
Fn(s—1)(n— 2)'..'.'.(”—([:5-:»_[5:"##{::};;
wbi ¢ eft index terminorum ante formulam fummatoriam, &
ubi adhibendum eft fignum fuperius, fi p fuerit formie 4p+1
aut 4p+2; fignom vero inferivs, fi y foeric formae 4,
aut 4p+ 3. Scribendum vera erit fin. ¥, fi u fuerir impar;
cof x, fi par. ' - : oo
Si in aeguatione [1o] -integretur formula fummatoria
fecundi membri per fubflitationem ferierum fine additione
conftantis; evanelcet ipfum fecondum membrum in cafu ¥ =aq,
quo cafu evanefcit etiam aequatio [9]. Quod eodem modo
demonftratur, quo fuperius demonftrata fuit evanefcentia G~
maltanea aequationum [7], & [8].
Si




. SS
Si fumatur ¥==p==00; evanefcet in aequatione [10]
feries fecundi membri ange formulam fummatoriam ac pro
inde erit

fi® dncoba==F n(3 — 1) (8 — 2) e (1 — (1)) fi" ¥ da

perafla integratione per feries fine additiode conftantis.

Si wvero fit x quantitas fatis magua. finita ==p+p;
erit convergens feries ante formulam fummatoriam, quae ad-
dita feriei ortae ex integratione ipfius formulae fine addi-
tione conflantis ‘dabit intégrale fx" dxgofx, quod per acqua-
tionem [9] haberi non poffet. ,

Sumatur p formae 4p; erit

F 5(n—1)(1—2) e (n—(p—1)) fx*—# dx cofl g == L
v . - P el g Wt 3
+ n(n—1)(—2) we (n—(t—1 . —

O R e T =

I s uts + I C g u—pt (30—1)

2.3.4 m—pt§  2.34m(29-2) m—pt(20-1) te ]
ubi v eft index terminorum; qui quando eft impar, adhibetur
fignum fuperjus ; quando vero eft par, figoum inferius.

Si nunc fumatur 2v==p; terminus generalis duus in
coefficientem feriei dabit terminum ' '

_n (1) (a72)  (1—(p—3) (3-(u-2)) (n-(u-2)s"

1. 2 3 r—2 % p—1

qui ﬁa: =u—z; erun termini fequentes ad eius dexteram

+ v Y A Vv w4 | . +
a1 (- oF3  (p—DpEFn@E+a) T

termini vero retrocedentes ae finiftram - - .
V_ (=32 - V- (p-3)p-4)p-3)k-2)

+ ’ s S— "2 ph———— +oc¢4,
n—3 n n—s x4

quae duae feries pofito quod p fit aequalis x, -aut ab ea

quantjtate parum diftet , erunt convergentes, atque infcrvileut
: fimu
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fimul cum ferie praecedente in aequation¢ [ro] ad habendurs
integrale pro valore » fatis magna.,
Sit nunc ¥ =p =00 erit

I I X
+ f— + e e s 0
Jx®dxcof, x—V{ 1+" 3+” 5t»

I o
{+ — n+"-'¢—s_”"-o¢‘o' '
b ¢ . s*dw - .
elt autem I_’_”—- + +S—+-; .o re -I—.—*-_-;;

¢ L #~"dw
—n 3—n s—mn .—""_fx-l-u"
pofito- poft integrationem # = 1. Quare ent

/x"dacof.x “"-:_“;

Scholson «

1

Cum’ ﬁtV— ("ﬁl) (” 2) (”.(“ 3)), ("-(li 2))(”(
I 2 3 p—2 :
fit vero in fuperiore Problemate

— (ﬂ-l) (n~ 2) (" (ﬂ*z))("

PR 3 — (F_"))"'r

fumpto utrinque p formae 4p, atque X poﬁtwo, erit tam
V, quam T quantitas pofitiva, ac fumpto ipfuper
x=p=oo0, crit V=T= ',
=n (1—n) (2—n) (t—n)
Iz 3 eFr
pumerus cuiufvis formae

D

u" ~+1 5 ubi ;L iam potem eﬂ'¢

Corella-



Corollavium .

Si fic ”=":T; erit V=T=¢-£-(Coroll. 3. ProbLIV.);

erit auem f 2—:—%; du= f rd 1-:-: .

: . 2 » fin.
- Ent ergo quando xzw,f%?=wzx=f%%f

du=xny/2 .

Solusio Problematis Euleriani per fuperiora.

Ut apparent ufus methodi nuper traditae, iuvat revo-
care ad formulas fuperiores Problema propofitum ab Autore
in Additamento de Curvis Elafticss , quod . fubinnxit - praeftan-
tifimo Operi Metbodi inveniendi lineas curvas maximi , mi-
nimive Yproprictate gaudentes . Ibi ‘num. §r. haec habet .
s» Noa exigoum Analyfis iocrementum capere exiftimanda
» erit, fi quis methodum inveniret , cuius ope faltem vera

: . . . ss
» proxime valos horum integralium f dx fin. . &
» f ds cof. -z:::-;- affignari pofet ¢afu quo s ponitur infinitum,
,, quod ?roblema non indignum videtur, in qhd Geometrae
» Vires fuas exerceant . ' C .
' Nunc pofito ~ozz, habebitur =mavian; dres o
C POl 2“-—.", 1tur s=a 24, $‘=¢u’.i.‘
. . £ dnfins '
de fds fin, —— == 2
ac proinde /dsfin - V‘zf T
ss a pditoly . !
Sdscof. v f ~u Cum ergo in cafu ¥=00 fupra

. B . mvent-

4



$8
du fin, » ducol v .
luvenerimas i = e=Var; erit in calu

s item infnitl [ dsfin. —.._aV'n' fdscoﬁ

244
Obfervationes in walorem T pofiro p'—' o0,

Cum valor log. T exhibeatar a curva , quam Eulerus
appellat fatis memorabilem, eius confideratio non eft hoc
loco omittenda.

Pofito, quod fit » quantitas negativa = —vr, fit au-
tem r < 1; L =00, habebitur ex fuperxonbus

s (1) G¥n) G4n) ),
1 2 3 4 s o 0 0 0 y-’-;
five falto r=1—m; erit’ /

70 (om) (o) CONNN .

3
Modo t ﬁt m=r ; perfplcuum eft fore T==0
m=—: demonftratum eft fore T_V'—;-

m=a ; perfpicoum eft fore T—=1
Ad perfpiciendos valores T pro valoribus 'intermediis
m habebitur

{ i(1- m) | ~m-—:- m? --‘— m3 " -—-!— m; =

{‘H(z-m)-lz —--———(—) - -) --—(—) - ....}'
rr—%i—'(a-'")-’s ----- ( =) ‘—(") = "( ‘) T
{+;@lm5.z;.—.- TG ST T
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Sumptis columnis verticalibas, amm fic

A== o0, $77215+... ut {upra; habebitpr
—_—mA 2

3. ? v
=E[i+=+ ;‘-{-:.-]-..,.
(L) zrz"—-ﬁgi[wz‘, + ;; + :,'-!-'.,. .
m4 4 I I
'-——-4-[1-};2‘-?-34-{-44-!-....'

, atgne ita in iofinitom.
Ex hac aequatione apparet /T fore femper negativam, ac
proinde T quantitatem fratam , quae pro valoribus interme-
diis ipfius m habebit valores intermedios.

Nunc vero videamus quomodo /T exhibeatur per qua-
draturam curvae Eulerianae.

+ Au8lor in Opufculo, cui titulus : Diucidationes in Ca-
pita pofirema Calculi mei Differenrialis de funflionibus inex-
plicabilibus , quod primo’ editum ‘et a Cl.’ Speronio in fua
edft. /Ticinenfi Calculi Differentialis Eulgriam fufius evol-
vit curvam huius aequationis -

x x > » .
= YT Ty Ty T ke in ik ()
wbi quotiefcumque pro x accipitur numerus Integer pofitivus,-
» exprimitur finite per aequationem

I, I, 1 : I ,
—-l+';-+-;+";+ N " (N)

fi vero x fit numerus alius quicumque ; funftio ipfius » ex-
prefla per aequationem (N) eft inexplicabilis .
Quadraturam v¢so huiws curvae jnveuit per aequationem

H2 . P)

-




(P) bdx:.-. - .
(t-{-—l- ‘-l- +) +o,8224678‘.

._.__( + -|.-3 + -+ . .)..—_—o, 4.00685.:3
...( += +3 + +) +a, 270581, x ¢
(t+“+ + -+ )-—'—0 207385.45

+&c. in mﬁmtum.

Erit itaque ! T=-m A - fydx fumpto poft integratio-
nm x=-—m .

Liceat mihi hoc foco nonnullas cyphras in AuSoris
calculis ad veritatem deducere.

Quaerit Aufer in acquatione (P) valorem integralis
pofito »==1; ac per quaedam artificia illud reperit =o,
577190. ERt autem revera —=o, s577215... five =A ou,
mero iam faepiffime confiderato.

Nam relumatur quadratio khuius caurvae. Cum ergo fic
Rt i L .
r= I S S & I g )

#t1 xt2 xt3 xt4 x5

in qua aequatione annihilantur fimul », & y; eric
Jfydx = Contft. +x+—a+—x+-;s+?x+&c. .
—~I(x41) — I(x42) — I(x+3)—l(x+4) —I(et+s)— &c

wbi cum ita Conftans determinari debcat, ut cafu =0
area evanefcat , integrale ita rite exprimetur

@pte=
x !
S ETELEY e L




-7(14.::)-1( $ -)-l el -—)-l(x 4 -—)—l( s)-!éc...
ac pofito » =1 erit

| fydxl+~;+-;+-+ +o.a-o+~
3 4 5 6

_lz—.l——— —— - — ] m—— L
: 2 -3 4 5 - #I
ubi » eft numerus infinitus ; itaque erit -

frle=1+ S+ =t =t =t —In. ER autem
i3 & 5

,:.+!+!+:+‘+m¢+— k'l"Ao Erit efg@

pofito » == 1 ‘valor imtegralis fydx=A, |

Idem refultar ex confideratione alterius funétionis inexs
plicabilis S=r.2.3.4.....», quam Auftor examinat in
exemplo fecundo §. 383 Calcali Different. Part. II Cap. XVli.,
Pro qua invenit aequationem ’

S=—x.0, 57721566490.153:5
+ ?”"'(I f.zjffz‘*#'fjs .+ '"‘)
B Srrnsttatl)
.+.i.,4(x+zi;+§;+;‘-*+ ;‘;-1- L)
.

Pofito enim x ==1; quo fit eiam S=m1; erit /S=o0, ac

proinde. 0, §772136649015323 dequale integrali aequmo-
uis (P) in eadem fuppofitione ¥ =1.

Inde etiam feqmtur, quod fumpto x ==-m erit ~-{S=/T;
acpro;ndes_—f,l‘eu¢ -
1.2 ovov;r= ! 2 (] 3 A A N NN ’1 ‘l”‘

3¢ a2t 3t T ptx Ad-
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L -.,.' N7 ‘ N Y t 1A .. )
o Adwivario DE o 'Ca VA, 68 T W, 1"
Ad calcem huius capms §& 3535 haec habqt Au&or
z =1y,
de formula f » Caetemm omni attennone dignum

\
2™t dz

» quod hic oﬁendxmus forlnulae mtegrahs f —— valo-

‘ v N
s rem cafu z..oe‘tam concione expmm ut f —_—
s m

' nﬁn —=x
”-
» cuius demonfiratio cum pec ‘tot ambages fic adRruéfa me-
» rito fufpicionem excitat eam via mylta faciliori confict
» poffe, etiamfi modus gandum’ perfpxcnatur . Id quidem ma-
» nifeftum eft hanc demonfisationem ex rationg {inuym an-"
» gulorum mulnplorum peti oportere; & quoniam ‘in l.BttO-

» duétione ﬁn. ~— x per produfum mﬁunorum faftorum ex-,

y» prefli, mox vadeblmns inde eandem ventatem multo faci-
ius deduci pofle ,, etiamfi ne _hanc quxdem viam pro ma-
» > xime nacurali ri; velim €. :
Via maxime maturaks Hacc. videri poteﬂ: quae eft
breviffima. In Introdu@ione in Agalyfim: Infnit. Lib. L Cap.
X. §. 181, invenit AuSor efle

n r - am ' oz2m - 20}

M | mm-mm.  4am~mwm onmemm:  3§nmmms
»fin, — L oo s . :

. u o

am

- — . s s@'e e

2 Sfm- mns -




==y Mg any
ER autem f E—£= :_-Fz—"::

fz""'""_dz (-x,—-x"'-i-z"”--s!."-k‘nc,.. ):::

L R
— g 1 MR R .
(1) C+m_”z - m-zn‘ fﬂ_ z ,
ubi C ita fumenda eft ut pofito z==o feries annihiletur ex
conditione , quam Eulerus pofnitr( § 3%31.). '
‘ ft rurlus '

"' dx ' . ) )
] - 1 JpR T e, ., )=
/x+z"= ] Jz(t AR LT LR
L "'-—-; = n ._._I_. m{-zu...._.l__ mete g

() m W 4'm+zn’.= m+3n z -+.
in qua aequatione nulla conftans additur, cum pro valoribus
itivis m, & n (§ 351. & 77.) pofitc z==0 feries
1pfa annihiletur., Lo | S
Ob (1) = (2) habebitur fumpro x3=1&

[ ' r

c— — e e d e
B—m 2n~m 3n-m 42-m .
— L I x R Yy
m  atm  amym g "
ac proinde C= z .
' ms
n fin, —

” N
Cum vero ex conditione Ealeri (§. 351 & 77.) fit
m<n; fiin aequatione (1) fumatur x = oo habebitur
g Mm—1 dz : P ' -

1+x" : mx _
| ComE X L .
n

quod erat demoaﬂ;audum .
| Scholion.
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" Schobion:

Fadem facilitate definitur cafu »=oa ¢ffe
zm—1dz n . '
f = ——— ; cft cnimh ' \
1 —%" m - » .
» tang, — 1
a™rdz zo——=1dg

__fznr—o‘ldz(‘-'-g—."-}-k""fz;’!" +u...')= ; '

—
—— G S—

I—z‘."..

: .
P A ame LR

(3) K— __i_zvu—-u__ —_—— g
m—n m=an - m~3n
ubi X ita fumenda eft, ut integrale evancfcat pof ito z=o .
s x"—1d%
Eft rurfus -‘--;;-;_fz"""dz(x-l-z".{.z“.l.z!q ):::
I .
—m m"" w +t" n” + " > oo
(4) S Do RS oy Pl Feee

Y

in qua aequatione mulla conflans addenda eft .
e? 0 habebltur fampto z=1

K— — - g 8 e o,
m-n "3"2” wm—3n
X b ¢ I I .
=_'+ + + + s 8 & o
“m  mtp . omiam. wizm
K=t am -am . 3w

m nAn—mm  gun—mm  gun—mm.

b e o o o

( Introd. in Analyﬂ Inf Lib. L- Cnp X.

feu K=
ntang. — %

¢ 181.) Quare ex aequatione (3) poﬁto %= ge ha-'
. bebitr



6s
, quod Theorema

. m=t Jx x
bebitur. le — = K= — —
' % tang. — x

confociatur Theoremati Euleriano .

Adnotatio IV, ad Cap. 1. Se&. 1. Vol. L

AD § 431. propofitam aequationem differentialem

' ' aydxe+6xdy+xmy" (ypda+8xdy) = o

dividendo per xy, ac adhibitis fubRitutionibus xey€=r;
x7y9=2=y transformat in aequationem -

wim _ enim
; ad-Cy dr o «d-Cy du=o.;;
cnius aequationis integrale eft
' . Z_”_'Q an-Cm’
t¢l‘-"7 !‘t-Cm : |
9%-8m + e bm ¢

wbi tantum fupereft uv reftituantur valores #, & ». Deindé
‘notat ,, fi fuerit vel yu —3dm=o0, vel an—6Em=0, loco
ilorum- membrorum: vel /z, vel /i feribi debere- €.
Notandus vero eft etiam alius cafns, in quo aequatio
integralis non exhibet valorem, qui fatisfaciat aequationi dif-
ferentiali ?ropnﬁtae; qui' tune accidic cum habetur «8-6) =oc,
quo in cafu. variabiles #, & u haberent infinitum pro expo-
nente.. Sed’ in: eo cafu pofito e =cj) e 6==cd; ac proinde
aequatio differentialis propofita abit in fequentem -
o ' (x™y"+c) (ryds+0xdy) =o .
cui aequationi fatisfacit aequatio x™y"fc=o ; tum alia

729dx 4 8xdy==0, cuius integrale eft yx ";:' = Conft.
Ad §. 433. propofitam aequationem differentialem
ydytdy(atbatnux)=ydn(c+tnx)
1 per

LY
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. d . . ‘s
per fubftitutionem » = ‘—i{- reducit ad feparationem variabi-

lium , perveniendo ad aequationem differentialem
dx dw

(a4 bug nux)(cyme) ™ w(naycc -h';.ﬂb- 2C) 4 § 4)
cuius Integratio per logarithntos, & angulos ablolvi poteft.
Subdit vero: , Cafu autem hic vix praevidendo evenit ut
» haec fubftitutio ad votum fuccefferit, neque hoc problema
» Mmagnapere iuvabit“.

Non apparet, cur Eulerys fuum problemia contempferit.

Nam
' 1" in eius aequatione continetur aequatio

2ANdM—AMdINe=M(MJN—NJM)~—2NdJN,
quam adhibet pro conditione integrabilitatis Cap. IIL §. 498.
quam cum ad hoc problema noa retuliffet, ait ,, quae cum
» in nulla iam tralatarum contineatur videndum eft quo-
» modo traftabilior reddi queat “. Same fi fiar .
N=y;, M=x; As=—2b=—c; n=—--§-—; habebitor

acquatio ydy 4 dy(bx g nax)=y dx(c 4 nx), quae elt ipfa pro-
blematis falto s==o. '

11.° Ipfa aequatio dy(y{A4BV4CVV)—CyViV=o,
quam § 494. invenit integrabilem per multiplicatorem

| 1
. y3+(2A+BV)yy+A(A+BV+CVV)y

continetur in ‘aequatione §. 433. i fiat A=4«; B=$;C=n;
c=o; V=ux. '

Adnotatio V. ad Sellsonem IIL Vol.' I

IN hac Sefltione, cui titulus : De’ refolutione  aequatio-
wwm differentialivm , -in quibus differentialia ad -plures di-
- . men-
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menfiones affurgunt , wvel adeo tranfcemdenter implicantur
quatuor problemata- ponit Auélor; quibus concludit Seftio-
nem tertiam, ac Volumen primum his verbis: ,, atque huc-
y ulque fere Geometris in refolutione aequationum differen-
y tialium. primi gradus eriamnum pertingere licuic <.

. GCum vero Celeber. Petrus. Pacli olim ante me in Ti-
inenfi nunc in Pifano Archigymmafio Math. Prof. occafione
cuinfdam elegantis Problematis Optici ( in Opufc. Analyt.
Liburni ‘1780, Opulc. IV. ) incidiflet in aequation¢ém '
' ady—ydx -
V(a2 )3v (derydy?) .
ex methodis Eulerianis integrari poffe ;" excogitavit fubftitu-
tionem quamdam, per quam non folam propefita formula,
fed infinitac aliae reduci poffunt ad:feparationem variabilium
atque adeo ad imtegrationem, ex qua nes ‘adfuc magis gene
rales formulas elictemas. - o

Quantara vero. methodus fubftitationum, atque 5
tionis variabilium excoli debeat in refolutione huiu{modi
aequationum differentialium , in quibus differentialia- ad plures
dimenfiones affargant, vel inde intelligi poteft quod Eule-
rus, cui adeo opportuna videtur methodus' multiplicdtoris pro
integratione . dequationum differentialiunr fupra® methodum fe-
parationis variabilium; de hi$ aequationibus haec babet §. 577.
y» Alteta vero” methodus, qua fupra ufi fomus, quaerendo
» faltorem, qui acquationem differsntialem reddat per fe. jn-
» tegrabilem hic plane locum non habet, cum per differen-
» tiationem aequationis finitac numquanr differentialia ad plu-
» res dimenfiones exfurgere queant “. Propomatur ergo in
genere .

=1; qum videbat per nullas

Problema . )
xdy — ydx =X )
V(dsstdys) 7
exiftente X funflione », & y reduci potelt ad™ feparationem
variabilium. .
\ 12 Soluio,

Invenire ¢afus, in quibus aequatio
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Saolutso.

Fiat cam. CL Paoli » ¥=wx, y=W/(1 —x*). fam
» fi P eft fun&tio variabilium », & =, in quam per prac-
» . cedentes fublticutiones vertitr X; aequatxo propofita ita
—wrdn
» Crit comparata V(u'dz'+(x—z')du=)_l’° Fiat
—-“'? .
g Verprtr—x)
_{_1_8___ Pv'(x —z%)
”P_du uV‘(u'-—-—P')

dz== pdw, eritque =P, five

. Fiat aunc P==u#Q, ita ut

— Qv (1-=*) Q
habeatur d“ W(I-Q')’ ac fiat rurfus U =VZ,
vhi V eft fun@io ipfius », & Z eft fun&io ipfius z, ita ut

Vz dz duV
habeatur Q = V'(1+V'z')' habebltur ZV(I-z') K

ubi variabiles funt feparatae.
Cum ergo per fubftitutionem n==uz; y--uv(x—-zt),
L ]

habeamus w':x‘+y’ zte= -L—-, ac poffint feparari va-

“fye
"'wVZ : L
riabiles com P = VT +V'Zﬂ 3 eac poterunt feparari ia

aequatione propofita cum erit

(x)....x_v(”ﬁ')F Vittr)f ’\775?-'}"'5
v(1+Fsy w9) ‘,(M_, ))

vel per converfionem variabilium fafto y —wz ;a=w/(1-2%),
cum em

V(ns




z. 's . (n% .s, i ’_.._
(s).;;.x=V(” tr)E, vty )f’V(*‘-l-r’)

s 4 :
V(.x +F"§V(~'+y')f ’V("'F")) |
. Si_in aequatione (1) fumatur f , 7(7":_-}7-)= I, h.abe-.
bitur cafus primus CL Paoli; fi vero in eadem aequatione
fumatur F, v/(x*4y*)==1, habebitur cafus fecundus. -
Notandum vero eft pro his aequationibus im genere,
quod CL Paoli notavit pro fua T
ady — ydu
V(wtty2)1vidat+dy*)

opticum ab co aflumptum curvae acqualis intenfitatis luminis

reflexi. Animadvertit ille quod praeter aequationem integra-
lem (w*dy*)r=2key+(y>—a*)v (1—k*), quac relul-

tat ex integratione Yormulse —— — -

ex imegratione Yormulae Vo) = vi—a)
‘tuendo », & y; latisfacit problemati etiam aequatio circuli
u*+yd==g*, fen pro cafu peculiari ¥*4y*=1, quac mon
videbatur erui pofle ex differentiali propofita, neque contine-
tur in integrali completo. Quod cum primum ille collegiffer
ex conditionibus geometricis problematis optici; poftea docuit
obtineri etiam ex differentiali propofita transformata per fub-
ftituciones, fi nullus ex eius faoribus negligatur. Nam cum
aequatio propofita per fubflitutionem s ==uz; y =V 1-z )
primum transformata fuerit ia

L —wtde=PV (uidzt (1 —%)dut) ... (3)
deitide per aliam fubftitationem pdu = dx in aliam
—u*pdu==Pduv (4" p*+1—2%*)...(4;; fi non negliga-
tur- faltor du, per quem tota aequatio poteft dividi; fed pro
una ex radicibus huius ultimae aequationis fiat dw = o; ha-

imr # = 5; ud==gr==ad4y*, quod valet pro cafibus

omnibus

= 1., | qua -continetur problema

refti-



79
omnibus in quibus aequatio propofita reduci poteft ad fepara-
tionem variabilinm per fubﬁitl:::wncm CL Paoli. Itaquc fi
=o fit integrale completum aequatxoms
dz __Vdu_
Zy(1—= ')
pro "quo habetur aequano differentialis propofita feparabilis
per cafdem fubflitutiones, habebitur per aequationem
(n? + y*—a*)R=o
tamen adhuc pro omnino completa habenda eri.
Nam cum aequatio (3) per fubfliturionem du =2gdn transfor-
metur in fequentem -
—u'dz:szV‘(w’-l'-(l—a')q") o (35 (
hac divifa per dx adhut dbmetuz ) .
N(w‘--l”) Jn , .
TR(r—=x) - v
prorfus ut fupra; qnare In idem integrale “completum R=o
devenimus. Sed cum aequationis (5) radix ﬁt dz =0, inde

.habebuur z==b; ri=mbr= _:_ — ; unde habetur
-—pH 8
y::..-:l:ss’(l L ),qmeeﬂaequanupmhneau&aquo-

ties & eft fra&:o. Iraque magis adhuc completa fiex folutio

oblematis uationem.
G O T Y

Quod etiam aequatio relae y—ﬂ:xs’( ) exhi-

beat novam folutionem problematis optici curvae » €X cuius
unélis omnibus lux aeque intenfa refleflarur pofito quod fit
Fucns intenfitas direfte ut finus angoli incidentize, atqué in.
verfe ut quadratum diffantize a punfto radiante; inde patet,
uod fallo y==o, quando m elt aegualis dlﬂarmae in. qua
?lt lucis intenflitas == 1 habetur =1, ac premde feraper

y=o; npde fequitur lineam reflam tranfire per punélum
- radians.

; refolutio magis completa' problematis ,




4
radians. In hoc autem cafu nulls eft pro ommibus puntie

lucis reflexae intenfitas, quo ipfo habito folvitur problema.
Sed etiam fi fit 4 <1 cum y, & » fimol amnihileatur ads
huc reQta tranfibit per pun&um radians, ut fatisfiat condi-
tioni problematis. . i

Si fiat converfio variabilium, adhuc habebimus praeter

dz duV .
Zv'(z-z')a - dues aequationes
2
x4 yr==umms; -—_Zl-_-—;- =a*, pro circulo & refta. Adeo

“l
ut in genere praeter {ntegrale aequationis transformatae ubi
variabiles funt z, & »; habeantur etiam novae Tolutiones
per aequationes x ==a4; ¥=<4.

. Ita(re regula habetur etiath pro aliis aequationibus dif-
ferentialibus , quae ad integrationem deducuntur per transfor:
mationem variabilium. Sit in genere aequatio differentialis
Pds+Qdy=o0, ubi P, & Q funt funliones x, & y.
Sint autem = & » tales funQiones “ipfaram w, & y, ut per
earum fubftitutionem aequatio Pdx + Q dy ==-o transformetur
in aequationem Rdz + Sdu==o,ubi R, & S iam funt fun&io-
nes ipfarum z, & w»; aecquatio vero Rdz4Sdv==o fit
integrabilis . Praeter folurionem , quae oritur -ex integrali
huius aequationis rurfus transformato in fun&ionem x», & y;
acquatio Pdw 4+ Qdy==a fortietur alias binas folutiones
ex aecquationibus x=—4a ; w==f ; per eas enim habetur
dz==o0 , ds==0, ac proinde Rdz+Sds==0. Quod
fi forte aequatio Pdwy +Qdy=o0 etiam per fubRitutionem
novarum variabilinm fp » & ¢ ad integrationem adduci poffet
ope aequationis transformatae Mdp + Ndg==0; ubi M, &
N funt fun&iones ipfarum p, & g4; adhuc duae novae folu-
tiones problematis haberentur per aequationes p=r—c; 9g=f,;
exiftentibus conftantibus ¢, & £,

wdy —ydw - e e
: ini-
Cum V@it ) fic perpendiculum demiffum ‘l:io

integrale aequationis




.
bt

v2
tio abfcifirom in tangentem. curvae; fic vero V(x*+4y*)

o e [ : . . .o
radius ve&or; ac fit ‘—,z’-—'--_i_-;;j cofinus aqgnh radii vesto-

i, 3“1“3’ axis 35@53’“'"5;:;”—-.-' finus eiufdem aﬁgul.i;

, +y2

apparebit ex aequationibus (1), & (z; quibus conditionibus
relasionis iater perpendiculum, radium veSorem. eiufque fun-
&iones , ac fun&iones finus aut - cofinus anguli- anomalise ha-
beri poflit per fubflitutionem Paoli aequatio curvae.

FINIS.

-

Errasa. Cbrriga;

Pag. % bin. 7. adde in fine lincae | (3)

lim 8. adde in finc lincac (4)
t 9 O lin, ls. 532( " s e e 323

13, lin 2 .(.'i_’,)‘_(;_'f_gz o _(_,:_z_;g_,,_’._,_)f
lin. (n-2)(n-1) (n~2)(n=1)n

EICIEAEICE
Jin. 18. fumantur . . . .. fummantur
17. bin. ansepen. conferi . . . . cenferi |

: . 3 3 I 3
32. lin. $. afcmd.z""&. T
35 3.

2.4.6.8 . 2.4.6
s7. lin. 6. apparent . . . . appareat
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ADNOTATIONES
CALCULUM INTEGRALEM
: EULERI.

—

-,

Adnotatio altera ad Capy 1V, Se&. 1, Vol. I,

Ewvolutio complera formulae integralss

f(x“ixﬁ)i;_s
: Ix .

Evocemus ad methodum fuperius traditam iIn
Adnot. 1. ad hoc Caput, formulam Euleri T. XX. Nov. .
Comment. Petrop. pag. 59. Ibi Auétor haec habet: ,, Cum
sy Duper inveniffem integrale huius formulae differentialis

YRy P .
» (o l’:' ) d”, fi ita capiatur ut evanefcat pofito x=o,
et 1x

3, tum vero ftatuatur w==1, aequari huic valori ! Prark
» haec integratio eo magis attentione digra mihi videbarur,
» quod eius veritas per nullas methodos halenus ufitatas
s Oftendi poflfet . Quamobrem nuHum plane eft dubium,
» quin ea plurimom in receflu habeat, & ad multa alia
» Praeclara inventa in Analyfi perducere queat “.

! A Hﬂ&&f
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Hafenus ille: -

Sed non folum facile véritas huius integrationis Eule-
rianae per methodum fuperius traditam oftendi poteft pro
fimplici cafu x=1; verum etiam habentur feries ad exhi-
bepdum valorem integralis pro quocumgue alio valare ipfius #.

Nam fafto xa—+2% ==z ; habetur

-- x2dx dz __
(A)Hi'f) B ay e
Iz)* | (lz)3 Iz)4 o
A —— CRCRCI )
:l-l:”z iz 77 +2.3.3 +z.3.4.4 + .
ubi et A= o,577215 664901 532860 618112.. in ter
mino vero /¥ /= figaum — adhibeadum eft pro valoribus z
minoribus unitate ; fignum vero + pro valoribus eiufdem z
unitate maioribas ( Vide Aduot. L pag. 1t. &.17. ).

Fa&o item #8171 =y; habetur
.- NBJU —_ dy —
(B) se 00 )"!"l';—" "; fé-—;’— )—-
: - (1), (I9)3 y)4
A+iFly + 1y +573 + 2.33 2344
Quare erit o . :

— : | — ) J— 3
fﬁf“__fzf:: LT ) b C2 RS 2=y
I Fly 2.2 2.3.3

~ five fubftitotis valoribus z , & y; ent

(D /- (xﬁ‘;:ﬁ)dxz I;i: + (a—g) ~+(a.!.!z)".((ifi')‘(,”)z
+ (ad1) ~(B4 1)? (7=)3 + (.ﬂ'.f.).‘-:.(_‘iﬂk-(lg) e

L 2.3:3 2.3:4:4
W Jex ferici fatis eft manifefta.
* Ex hac aequatione flarim patet cafa w==1 fore

-f(“a'_"”‘ﬁ)d"= lii_':
: be . Bt1

Si



3
Si in aequatione (4) ponamus cum Eulero s =syf=~yx;
& ﬁ=—”v'_l‘, kaheb‘mlu o E "‘# x ”V'—‘-. .-.nV'—I o—
erlxV =1 L o—nlxV—I ==z\[—x fin. alx; quo valore

fubftituto (ob l'+"r =2V —1 A tang,.u)p:odu

R g} fe—

geaneratim ; (f) ( ) ()
dx fia. nlx 2n(Ix)r (3n—n) (Ix)?

(8)ee f T =Atang.n+ nlxt — 7 2t o 23e3

(4n=4a%)( M) »
o e

cuius fezrel t;rmmus genezahs e(ft Y )( )
p(p~1)(p-2)  p(p-1}(p-2(P=3)(p-4 ’
(pn-% T T s --)(lx)A

2:3:4:cccpop
Si vero fit ¥ = 1; erit

dx fin. nlx
f — e == A.ung»
Si in aequatione (6) fumatur n==1; habebitur

dxﬁn.lx z(lx) 2(ls)3 | 4(ls)s
(c)"'f + o Yo Yaguss

— ___(lx)‘ _§_(1121 +16(lx)’
2:3:405.6.6 2.3weh7 23uH9
33 (‘“) 10 .

23m-2000 T,
ubi defunt omnes potentiae divifibiles per
, . Si peft insegrationem fmt x==1; erit

n, dw ﬁn. Ix b3

—— G c——
— L4

. T s 4
Series faperiores (a), (5), & () inferviont ad habendam
proxime valorem inwagralis quande termini convesgunt ; £
vero divergant; fao ut fuprd w@ Prm=z; we k= 4
‘ ac



2
ac proinde
xt—xBldn _ rda . dy
f‘(—_lx - }—z_f Iy

lgabebuntur' aliae feries convergentes fubftituendae ex aequac
tione (10) Adnotatiopis I. ad hoc caput pag. 10; erit nempe

(d).../'("”—l:“)“" =

I , I - ' .
*(Gtgpt iyt gyt aaa-imtg )

+A'—'I'—L'—'I_'—'—"'—.oo-o—‘-x-“
2 3 4 . m
i ay . T 0
. 2 2)% . %z )3 .
‘+m+i + 2(m+1) (m+2) + 3(m+1) (m42) (m+3) F ovem i
m m—1)m (m—2)(m—1)m -

— ;’; — 2(1;)3 — - 3(1%)3 """uooon&C-
I I : I
-—y(;—’ +(ly)’ +2 (,;) .+ 2.3 W+m+2'3°4'"(“'1)@"u)

I, 1 , 1 ,.. .., 1
A+1+~ n + 3 _+-4_.+.....+—;
—itly ) :
R A O
wtr a(wtr)(uta) a(wtr)(wta)(wt3) T
+_&+(_“____’_£ (u—2) (1 EF . &
Syl 3(hy)?
ubi m eft numerus intéger pofitivus proximus valori +/z;
item ~ numerus integer pofitivus proximus valori % /y.

Si in hac aequatione (d) introducantur valores z =w2+2
y===zPR+1; habebitur valor integralis propofiti per feries
quae funt funfliones ipfias ¥, & quae convergunt pro. iis
cafibus 5 quibus divergit fesies (a) . : C

Pecu.



3
Peculiarem attentionem meretur aequatio (d) quando
fomitar ¢ = nvV —1; B = —ny —1; tunc enim habe-
tur z == w3 PPV =1 = yeMxV'—I =ncol nln+ 2y = 1 fin. nlx;
!z = (14+nv —1)lx; habetur item y = 4t—nV -1
ue=MxV'—I =y cof. nlx - uV =1 fin, nlx; ly=(1-ny'-1)Ixs
Quare habebitur fumpto m== u

1 1 I I - 1
JC Gop T2y 23 (,7;)’4""""‘*."3'4”"'('”"‘)('1;7)

1 1 1 I 1
..y( 2y +(I{')’ +:2 DL +:-3 (IT)4+'"'+2'3‘4”" (M-I)W)

'e 2n 3n—n3 o

+ +2 +e
(14n2)lx " (14n2)2(lx)* g; +n* )3 (Ix)3

~wcol. by | mn—'—"—i"-'é-_—l)(;”f_)ns%.. VeI
B R Coa o

/, L

LI LI o
(14n ’)lx+(l+n ) (/=) 12 14n2)3 (Ix)3 +.-

+ xfinaln . m(m=1) e

Lo d2.304 cui(m—1)

habebitur quoque
I 1 r .. I

. ‘A—!__—_———.Qtl~_ :

2 3 4 m
I .1 .1 r =09

—A+I1+4 ';'+'§-+';+3-'--+;-

I+”V_ 1 =2y — i Atang-,n.. .

item +/tlz—itly=!

Dleinde erit (1x) (15)
z Iz ): dz)s ‘

1 T ) T ) k) T —

I—nV —1I.




(1

_dr (1,25 (Iy)3 o o=
mbr  a(pFr)(at2) ~ 3(str)(wt2)(at3) -
nhx 2z(/x)* (3n—n3)(ix)

- ) ) T rrts) rha) FE)

. ac denique
m (m—1)m (m—2) (m—1)m &
-—-l—;—(z(lz)), —( 3)((12)’) ...T. .
wog (u-nu g (u72)0u 18 ... &
+ly+ z(ly)_‘ + 3_(“’7)3 + “

_mn (m—1 );—X_’z_n +(m-—2) (m-1)m(3n-n2)
2v-I ( (142 ’)f¥+2(l 4nt)r(lx)’ - ; 3(1+n 1)3 ()3 +"'&c')
Quare erit (¢) « . « . 'di{‘;_‘:_'f—’
r » an 3n-nl "
(14n ’)bt+('x nt) (%) ’+z(x $n2)3(Ix)* tooen
. m(m-l)_(rp-..-z) e

| 2.3
c."'+ 234 m(m=1) (x+n2)"™ (Is)™ o,

~

- xcof. nlx

m”-—-

[ [ ol b ¥-n L] 1 :i?" "
- (I+”t)l#+c‘ +” 1)1 (lsr +2(,1%,y (,”)'3 + socs
+xfin. nlx m(m:-"}m-{-....

1——

u...+2-33‘4~\~-(m'1)' (2¥n Y (Ix)™ 3.

nlx 2"(11.):__ (31—#3}(&)1 |
m+1 + z(m+l) (”’+2"+3(m+1)(,"+23 (m+;) +op .

 mn (m—3)mXan _ (m-2) (m=-1)m (3”1"-2.-}—..&&

T agan Vet ) T 3 dm)m)

Cum itaque alterutra ex feriebus (4) & () con~
vergat ; .habebimus por feries valorem formnlae integralis
dx fion ks - “ T VR
L T Bre. queckiaqua valore iplus ¥¢. - pr.ge

+




Y
: . —y :
Hatteaus evoluta eft formala / L 'L,).d” » €X qua

dx fin. #l
derivatum eft etiam integrals f -i-l-u—fﬁ Ut vero haberi

dx cof. nlx
poffic etiam aliud integrale analogum f P evolva.

mus etiam formulam f (,,a+:ﬂ) dx > ‘quod ut fiat additis
fimul aequationibns (A), & (B) habebitur

{f)/'(x¢+x3)dx =2A+log (Inly)+1zly
| +(lz) +_(.9)‘+(’z)’+(b')’+

2 2.3 .3
feu (3).....f(x¢+‘ )dx.

2A+I(a+x)+l(’ﬁ+x)+(lx) +(;+1)(ﬁ+!)(31x)’
e e G LAY

+ . e o 0
ubi A = o, 5772:5 , 66490t
numerus fupra inventus in prima parte Adnot. pag. II.

o " Si feries ( g) non convergat adeo, ut facile habeatur
+ valor integralis ; tunc fafto ut fupra x""“’ =z; $fti=y ~

ac proinde f Qc¢+xﬂ) dx f d; habebun.

tur aliae feries convergentbs fubﬂltuendae ex aequat, (xo)
Adnotar. 1, ad hoe Capur pag. - 10; erit nempe

(%) .. .f(‘”a"'”a)dx = . : |

Ix

,.fa-'l-x
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"
|(¢+I)lx+(a+l) (Ix)’+ (a+x)3(lx)'+ 3(a+;)4(lx)4.i
'+ + 2.3, 4. (m x)(a.'.x)m(lx)m

FA—1— %—-I_-; L ——+l+(¢+r)lx
(241 (a+l)’(lx) e (x+13)3(Ve)3 -
t i T zo(n+x><)m+z>+(a<mtx><m+5)<m+s> -
m m—I1)m m—2)\m—1)m .

- («H)fx z(«+x)*(lx)* a1y ()
(GFomtEry <zx>=“<a+x>=ax>s+ 3 G

_-—JJ

+x8+1 ‘ . r ‘
L—I—......- 1‘-'3.3.4 (M_l)(ﬁ-l-l)“(lx)“ J
+A—-:--‘—-—-’-—-.~.'.:;;.-'-—+1:|;(a+x)1x
(B-I-l)lx (ﬁ-l-:) (lx)® (B+1)3 (/ (Ix)3 L.
+ O+ S e

(v—1) 0 (u-—z)(#-—x)#

7
T EF0I T 2@ ) T 3B (Ox)°

Si ia acquatlone (g) ponamus e =nV"—1; B==-nV/ ~1;
habebimus xa 4 x8 — x?V-1 } -3V =1 =¢ XY 1 +‘
¢ =%V =X = 2 cof, nlx ; unde emerget acquatio

(k).;;.fdﬁ—col"—lf=

—t sec 0%

2
Ay — I(l+n’)+-— (rx)* + —(r+n')(lx)’+ ——(lx)*
+ - __(z,)s Fiviaes e
233 in



in qua aequatione fi ponatur x ==o ; ; erit -
: dx col. nlx
S - ....A+—- I(147%
Si feries fuperior (k&) non mfervnat ad habendum
proxime valorem integralis ob  defeftum convergentiae ;

tunc fubftitutis in ferie (4) valoribus x I+ V=1 =
xe™ V=1 = xcolnlx + avV—1 ﬁn nln ; item

xl—nV—I __m-nlav—l =wxcof. nlx—xV —1 fin.#lx,
ac fumpto m=u ; erit

de cof. nlx

- (l)aoooo‘ -_l_x—-—=
P ¢ l-—n’ x—3n3
(147 )lx (14n1)* (lx)' il-}-n )i (Ix)‘
xcol.nlx I — ﬁ(’_”:‘_)ﬂ +m(m-l)(m-2)(m-3)
- 2 2.3-4
e 23 (1) (T ()
(B I 2n . 3n=—n3
G R o T Il
+ xfiomlx | ,,m__'”(’”“ (m=2) 3+ i
e 1) — 2.3 =
N CE YD LI (L
+A_x__‘_._..'_.._.£.-......-—+—z(x+n=)(1x)

(x ﬂ’)(’x)‘ (1—3'1’)(1x)3 +
2mt1)(m¥z) ' 3(m+1)YmE2)mt3) " T
(m=Om(1-n*)  (m=2)m-U)m(1-3n*)
(x+»’)1x BRI G S
Harum itaque aequationum ( k; & (1) alterutra exhi-
bebit feries convergentes pro valore integralis
dx col. nlx

—‘_———ﬂ

b : 'B ’ Atque

+m+1+
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Atque his emnibus abfoluta eft evolutio formulae in.

tegralis f Qa—iiﬂl‘i’_'

Evolutio completa formulae integralis

| ﬁx(x-!—x.'-l- llx )

IN Tom. IV, Nov. A&, Acad. Scient. Petrop. ad annum
1786, invenitur pag. 3. Commentarius Euleri, cui ti-
. ) S 1 I
tulus : Ewvolutio formulae mtcgra(:s f dx ( py— + lx)
a termino X =0, ufque ad X = 1 extenfac ; qui fic incipit:
sfla formula integralis co magis eft notatu digna , quod cjus
wvalorem oftendi convenire cum eo, quem pracbes ifta expreffio :

!+-:—+?l+%+ verie +-E——ln,ﬁ. numerus 0 fu-

matur infinitc magnus, O gquem per approximationem olim
( in Calculo Differ. Part. pofter. Cap. VI. ) inveni effe
0, $772156649015325 , cujus walorem nullo adbuc modo ad
menfuras tranfcendentes fjam cogniras redigere potus ; unde
haud inutile erie refolutionem hujus formulac propofirac pluri-
bus modis tentare . Id autem praeftat modis quinque, quibus
varias approximationes obtinet; per quartum vero habet

fdx(!-:-x-'- le )=

SV 1 1 1 ' '

| -f(.x+z,+3,+4,+5,+&c-)
1 I I 4

-—3-(:+'23+33+4, &)

+



‘LK

Iy .1 I I S '
tlatt FRRFORNT tae )

I t I 1 S

_?(H' sttty )

+ &c. . )
cuius expreffionis oftendit walorem effe numerum illam mel
morabilem o, §772156649015323 ( V. Diflert. De numero
memorabili in fummatione progreffionis harmonicae naturalis
occur;ente. A&ta Acad. pro anno 1781. Pars pofterior pag.
49. feqq. ). , .

Evolutio completa formulae propofitac habebitur, fi pro
quocumque valore x habeamus feries convergentes, quibus
exhxl;eatur valor integralis, Caum vero fit

x R dx . -

==t &f Tn ‘jam @beamus .ex
Adnot. I. ad hoc Caput IV.; in promptu erunt duae feries
exhibentes valorem integralis

fd”(!-x—x + 12) =

S L
(“).'..A.+'vl-x+’x+‘2.2 +2.3.3+2'31'4'4+0er

(b)coo.A—i-l—L_L-,;"_-‘- ,—:t__l-f
2 3 4 5. 1—x
| +~(-,-';+(,—:)—;+z(i5)—;+z.g(-,—57 + w234 o (n-1) (i:)—") '
+ 1”—--"' (Ix)‘ (lx)3 +:ooooc

n+ 1" 2(np1)(nt2) " 3 (nk1) (nb2) (nF3)
2 (n=1)n (n—2)(n—1)n )
Tu = 2(la)r 3(in)7
ubi A eft numerus fupra pofitus . ()
. Si lx fit quantitas proxima unitati pofitivae, vel me-
gatvac; adhibenda erit feries (4) utpote convergens: Si
. vero

-~
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vero /& fuperet admodum unitatem pofitivam , vel negac
tivam ; tunc fumpto » pumero pofitivo proxime aequali
ipi & /x , adhibebitur feries (4). Signa vero in for-
' +ix

I—x

mula / 4L ea aflumentur, per quae

1—x
titas pofitiva , ut fupra demonftravimus. . .
Fiat punc ¥ = 1 — ® fumpra pro ® quantitate in-

fit quan.

. . ®* w3
finite parva ; erit Jx = —a — rehaiiraie &c. five
1 L@

l% =— ®; ac proinde ! e = I —=oi Quare
cafu quo fumitur x»==1 , habebitur ex aequatione (a)
[dx (I_I_x+ 1;) = A =?, $7721% ¢ « o « » Ul
Eulerus invenit. _ ' S
Notanda vero eft curva , per cuius quadraturam Eu-
lerus exhibuit evolutionem primam geometricam , quae eft
ex earum genere, quae ex punélo’ aliquo incipiunt fubito
veluti ex abrupto. Cuius proprietatis obfervandae gratia
ipfam evolutionem primam pofuit, quamvis ex ea difficile
poflet haurire valorem formulae . Quam ita concludit :
Jufficit formam huius curvae prorfus fingularis quippe gquac
in puntlo C fubiro incipir expendiffe . Apparet autem ftatim
haec proprietas confiderando lincam curvam o, cuius abfciffac
' u . Nam primo
—x T Ix °
guidem evidens eff hanc eurvam newtiqguam in  rvegiomem
abfciffarum mnegativarum porrigi 4 [fed a termimo X =0
incipere . Pofito awtem x = 0 manifefio fir y=1 ob Ix
== oo . Cum vero cuicumque x pofitivac non refpondeat
pifi una ordinata y ; manifeflum eft curvam non habere
nifi unicum ramum incipientem ex eo punéto ubi habetur
x=o0, & ordinata finmta y=1.

X refpondear applicata y =

Appen-
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.}{ppmd}x ad Adnotationem 1.

: IN doftrina logarithmorum confultum eft per feries, ut
dato mumero inveniri poffit ejus logarithmus, ac vicifim
dato logarithmo inveniri poffit numerus, cujus logarithmus

et . Nos integrale hujufmodi /° —;—:— » quod appellavimus
hyperlogarithmum =z, atque hoc modo indicavimus /z, ut

dz . . . e
eflet [ 7. = Fz i aflignavimus per feries, ut qui-

cumque effer valor ipfius /z haberi poflet valor 2z . Ad
abfolutionem doftrinac requiri videtur , ut habeantur ae-
quationes , quibus viceverfa dato Xz iaveniri poflit /=z
praefertim cum aequationibus jam inventis per feries ap-
plicari non poffit methodus regreflus ferierum . Ut ergo

. . d=z
etiam hanc alteram partem conficiamus fic T = ds;

\

adeo ut fit f‘:—’-:— =Vz=H+wu; erit dz = dulz ;
ac fallo du conftapte ; erit 2ddz = dud=z . Sit nunc
2= K+ Au+Bu*+ Cu3+4Dust+ Ess o+ Fut + Gu' ...,
dz=du(A +2 Bu+3 Cu* -} 4D+ Eu*+6 Fus +7Gu* +.)
ddx = dw* ( 2B+2.3Cu+43.4Ds* +4.SEu3 +5.6Fut 4+6.7Gus +..)
r1.2KB+2,.3KCu+43.4KD#* +4.5KEu? +5.6KF5* 4.,

eddz |  +12AB +23AC +34AD +435AE +..
dl‘z _— l +lo’BB +203BC +3.4,BD +...
T

+1.2CB +23CC +..
J +1.2DB  +..
» A

=% = A 4 2Bs + 3G F4Dwr +5Est t
unde
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unde oriuntur aequationes

=1.2X
C::E-Q-_——-——A)B

2.3K

_3(1—A)C—1.2BB
n— 3.4K -
__4(1—3A)D— (1.242.3)BC
- 4.5K .
_5(1—4A)E—(1.2+3.4)BD —2,3CC
- 5.6 K
_ 6(1—sA)F —(1.24+4.5)BE — (2.3+3.4)CD
- + 6.7K

D

E
F

G

&e.
unde fatis apparer lex etiam pro aliis aequationibus fuc-
ceflivis in infinitum , quibus coefficientes determinantur .

Cum pro integrali completo aequationis fecundi gradus

zddz = dudz
fint duae conftantes indeterminatae A , & K ; ut eas
- determinemus ratione commoda, in primis obfervandum
eft quod fi fiat u==a; erit z=K; }z=I!K;/V/z=H.
Cum K non pelfit fumi — o, ne coefficientes B, C, D
&c. fiant infiniti, & cum praefter fumere K majorem uni.
tate ut feries exprimens valorem =z convergat ratione coeffi-
cientium B, C, &c..commodum erit fumerg K = ¢ bali
logarithmorum hyperbolicorum , quo pofito et /K =1, ac
propterea
-

dz , 1 I
f—l-;—lz—'_'+l+z.z+z.3.3+2.3-4-4
X
. &. = H
. + 203040505'+ ¢
wbi # = o, 377213 &c. ac propterea H = 1, 895117
816355 936755 678109 ‘ : Ut
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Ut nonc determinetur etiam A; fumatur » =0 quan-
titati infinitefimae, ut fic z=¢ + Aw; Iz = l¢

(l + %9 =1 + ~A-:-’,quo pofito habetur
’ — —L -—!——. __I—. "
lz—aA-I-I'l' 2-2+2o3-3+3-3-{-4+”"
. ® I 1 I
+ 50+ T4 5+ )
=H+ Ao =

Quare cum fit etiam Yz = H+4w fen H+o erit A=1,
Quare tandem '

1 1 2
= . — 5
% ‘+“+2¢“’ 2.3.4e3“‘+z.3.4.5e4“
, I : 1
- 6——
'+z.3.4.5.6¢‘“, 2.3.4.5.6.7c‘“7&c'

Si » femarur major unitate, multo magis vero fi fit 7

e ; parum converget feries, quam nuper exhibuimus. Quare

tonc alio modo determinanda erit conftans H. Quod uc

fiat modo fatis generali, ut tuti effe poffimus de conver-

gentia feriei exhibentis valorem z pro quocumque valore

% ; fumatur K = ¢>, ut fit / K = m; ac propterea fumpto

u=o;z=K : :
"z =a+im ‘?":" ——?—1— """m-:-—— IR

+ +m.|:'z.z +z.3.3 +z.3.4.4+ H

vel fumpta aequatione (10) '

Vz=cm™ (T:,'.'-t;l_"'" “l‘;+2'3,';,!‘4+';'z'3 '4‘;'(”—1)};’-’) |

m
I 1 I I
+ " 3 ~ + Im

m m? m3
Pt Y GreEs FRmei) T
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” n(n—1) n(n=1)(n—2)
m 2m? 3m3
ubi » eft numerus integer proximus valori ipfius m.
Hoc modo determinato H per K ut determinetur A

fumpto » =0 quantitate infinitefima, ut fit x==c¢" + An;

_;.‘;.=H

A A
lz=m+l(1+e—:‘)—m+-;§;erit
. . 3
o+ im +md 2 p—L— F &
+—(i+m+ = 5 t&
=H+%—:—)-.' )
Sed eft 'z = H+4wo; ergo A=m; ex quo orietur nova
feries z = ¢™ + + —= .+("‘”12.’.'."3+&
eries z =¢ mu + ——— e " c

Ut hnius feriei adhibendae methodus , atque utiliras
appareat ; notemus aliquos valores praecipuos formulae inte-

dz I
gralis f —l—:- , quae annihilatur pofito z=o

. d
Si fitz = e—*=0 entf-iz;=o
= ¢=1=20,36788 = — 0,219383
=c¢° =1 ) ' = — 00
=c* =1,44467 = — 0,01812
=c¢ ==2,71828 = 4+ 1,895I11

L4
Ex quo apparet pro aliquo valore xz medio inter ¢ ¢,

z Y e Ll
& e' rurfus fore f Tz = )2 =o. Hic autem 1ta 1ave-

niri poteft ope fuperioris aequationis . Quoniam fumpto

]
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z=K=e¢, fit/'z=+1,80=H,u it H+s =o;
fumi debet ¥ = — 1,89, qui valor cum praefcindendo a
figno negativo fit maior unitate, finit parum convergere

Cferiem z =c+u4 + -2-1-; #* + &c. Sumatur ergo = = K |
1 ’

=¢*; quo pofito habetur 2z = ~0,01812 = H; ac proinde

aequatio H + # = o dat ¥ == o,01812 ; cumque fit

! o,01812 (o0,01812)
m=-e—;habetur 2= c¢¢ 4 — + — —— +
¢ 2.cc¢f

(0,01812)3 (e =—1)

- + &c., fen z = 1, 45137,

2.3¢%e¢

Ewolutio completa formulae integralis

S ax(1x)®

IN novis Commentariis Academiae Scientiarum Petro-
politanae Tom. XVI. ann. 1771, Eulerus Commenta..
rium ioferuit , cui titulus : Evolutio formulae integralis

[x f=r dx (1x) " integratione a walore x == 0 ad walorem
X =1 entenfa. Hic vero requiretur valor hujus formulae
integralis pro quocumque valore ipGus x, qui non reddac
ipfam formulam imaginariam . "

Atque in primis cum a plerifque excludantur loga-
rithmi quantitatum negativarum ; excludemus & nos omnes

valores negativos ipfius «.
Secundo™: cum —:1- fic fraltio redufta ad minimos ters

minos; fi fit » numerus par; pro valoribus pefitivis igﬁu§
cC - : # Unl.

-
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» unitate minoribus; atque adeo etiam ad iplum limitem
m

x=o0, erit Jx quantitas negativa; ideoque (/) * erit quan-
titas imaginaria. Si ergo fit » numerus par; excludemus
ompes valores ipfius » unitate minores. Si # fit numerus
impar ; nullos valores pofitivos ipfius x excludemus.

Tertio cum ad formulam / xf—l, du(la)» refera-

tur etiam formula /;f-' dx (1-3-)’:7'-_—_ f;,f ' dx (_ 1,‘)'5 ;

quam praefertim confiderat Eulerus in problemate fexto
generali citati Commentarii; fi » {it numerus par; pro va-
loribus ipfius # unitate majoribus ufque in infinitum erit

"
(-’ lx)7- quantitas imaginaria . Si ergo fit » pumerus par;

excludemus in fecunda formula _/;cf_‘ dx(l%)‘: omnes

valores x unitate majores. Si » fit impar ; nullos exclude-
mus.

His animadverfis evolutio -formularum (quas jam ut
duas femper confiderabimus, licet fecunda referatur ad pri-
mam propofitam ) erit completa fi exhibeamus integrale per
feries convergentes pro quocumque valore x nom exclufo.

Quod attinet ad conflantem ingreflam per integratio-
nem; ea quoties licebit accipietur talis, ut integrale evane.
fcat pofito ¥»7=o0. Haec ergo conditio femper adhibenda

erit pro fecunda formula f W T (1—:—)'7 + Pro’ prima

foxmula vero [ » f—'dx( lx )E adhue ea comditio adhibebi.

tur fi fuerit » nomerus impar. Si vero » fuerit par; cum

o cafi pon poflit fumi »#= o0, quin /v ==~ oo reddat

imaginariam. guantitatem (l-)i, atque adeo iplam formus
lam
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lam integralem ; praeftabit adhibere conditionem cosftantis
. ut integrale evanefcat pofito » = 1, qui valor eft minimus
poflibilis, uti ¥ ==o0 erat initium valorum poffibilium in

cafu praecedenti .
Jam ergo evolvamus primam formulam propofitam ubi

n f{it numerus impar.
dy

M on— yc ﬁ— . H — z- ——— z-..
Fiat Ix = i = erit » = e/;dw = ef f

f.wf-' dx (Ix)g = f,t_“ Je? y'dy . Eft vero

v y? y3 ye
Sery'dy = [y dy ( I1+y +'—;- -+ — +2.3.4+-«)
ac proinde
(1) eryrd ""C-I-L v+x+_!_ v—+2p. I }"_"2
'Ooo'f 'y ) = 1+I’ ’+z_’ '+-3-0 2
1 gt |
+r+4'z.3 e
Rurfus
(2)mfery’dy=y'e? — [y y*=1 c7dy
(3) : =y'€’—- ,y""le.’-'—f’('._.l)”—zejdy )
(@) =707 — =i e (mry=2e7 - fy (1) r2)y' 3¢ dy
(s) =ylel— ayr-leddr(m1)y=2 ¢l = (m1)(re2)y" =3¢

+.. u.iv(y-l)(r-Z).u- (1—/4)}'"“'1 ’e’
:ny(v-l)(v-z)....(v-,u-[)y"a“'z eldy

_ Quaeratur nunc pro aequatione (1) conftans C talis
ut integrale evanefcar pofito y = — o0, feu ¥ =o. Evol.
.

vatur per fubftitutionem ¢’ =1 +y + y?_ + ... fecundus

terminus fommatorivs in aequatione (2); habebitur x
' 'k

v
6 ’ ’ ot = —‘—_. 1———0
@ [2178y=g7e1 4 Dmyr— ~oyrtim e

b .goe0

ubi

r41
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ubi D fit confans adjicienda ut integrale evanefcat fumpto
y == — oo. Evolvatur in hac ferie (6) terminus y’¢7, &
faGta redu&tione cum terminis fequentibus poft conftantem
D conferatur feries inde enata cum ferie aequationis (1) ;
invenietur D= C.

Eodem modo evoluto fecundo termino fummatorio
aequationis (3) habebitur

(7)eros feryrdy=yre7—,y7" 1) L E4ry™t + 1)y’ F
ubi E fit conftans ejufdem legis. In hac aequatione (7) fi
evolvatur terminus —yy’-1¢7 | & falla reduftione in fe-
cundo membro aequationis cam terminis pofitis poft con-
flaotem E conferatur feries emata cum ferie aequationis (6) ;
invenietur E =D =C. Hac methodo perpetuo progre-
diendo fi evolvatur fecundus terminus {fummatorius aequatio-
nis (5) ita ut fit
(8) ssrre ferg?dy == yreTmry T ert y(mr)yrrer = iis
2 Ar=1)(r-2)eees(r—r) g1 el +K

CF( ".“) (9=2)eees (»-/4-1)[—-1—-. -1

2o 15l §
P I b § y?'ﬂ'i—x
—_— g VM )
' . Lt Al S 2
1 proutet ,;".]
r— I""P"’l 2.3 o4uup

K vero fit conftans adjicienda ut integrale ‘evanefcat fumpto
.y = — o0, quicumque fit numerus ,; invenietur femger
K =C. Jam ergo inquiratur in hac ferie generali valor
JPﬁus K.

Sumpto y — — oo terminus y’¢7 fit infinite parvus.
Nam logarithmus termini — p7¢” eft,log. — y+ylog.c =
1/ 00 — 00 = — o0, cum / oo negligi poflit prae iplo
00 : Ergo terminus = y’¢? eft infinitefimus , ac proinde
- etiam y'er,

Jam
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Jam vero termini fequentes in ferie ante conftantem K
y—Mun

polt ipfum terminum y’ ¢’ convergunt donec s qui

et faltor generalis termini fequentis fit fraflio; quare fi
non fumatur u > y; tota feries pofita ante conftantem K
evanefcit .

Cum in figno duplici F pofito poft conftantem K fu.
menda fit pars fuperior — fi . fit impar; contra vero
inferior + fi fit par; facile apparet formulam

K ;V(v—'l)(y-—Z).uu(r'—M—I) [ ce e .]

ita exprimi poffe

K —y(1=3)(2=1)cicee(ut1—1) [ SRR .']

fublata aequivocatione figni ; quae formula pro cafy y=
= 00 debet annihilari.
Eo itaque cafu erit

I

(9) osese K=7(I-7)(i'¥)mo(#+l—y)[;—-—“.—1 7"‘"”“‘
LI o yrowt .
+'_My ”+ '_‘“+' . 2 v e

1 yr—ttp—1 o

in .qua ferie terminus generalis eft

'(l'—v)(z—v)’..... (ut+1—9) - yv—)‘-l-p_x

20304COOO.P ’—[A+P—l
Sit w4+ 1 = p= — y; terminus generalis abibit in
I=~—y 22— 3—r p—> - '
fequentem T Ty e (=—p) =
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I==y 2==y 3="v ... P~y . . —
Tt T o e e fiat = —T

(Vide pag. 38. partis primae Adnot. ). Series vero fequens
erit

LA A A ’
_(""‘"P‘i‘ R = e Ry (P+1)(p+z)(p+3)T'['° )
Antecedens vero retrocedendo ab ipfo termino T erit

S(HETHS T T )

PR
uare cum fit ratione infiniti =1
Q T ;

’3

(p+!)(p+z) =t (P+l)(p+2)(p+3) =1, &
erit tandem
. £ y y L 2
K=-T l_’+‘+’+2—’+3 +oooo|
y 'y y
! ;:--x- —  —3 +....'

fu K= =—,T (-_.+-————2L+i —e)

I=yy 4~p 9=y

m 2nm 2nm _
=" T(;; +;—mm_4rm~mm+9-;—n-mm-")
m
-_—
=T r—
fin — ¥
»

( .'Eulems Incrodu@®, in Analys: inf Lib L Calp
nvcn-
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Inventa hoc modo quantitate conftanti K =C; jam

habebimus fubflitutis valoribus y =flx; = —:i in

aequatione (1)

n
- — =
(10) o P du (In)n = — "'L-!-x . ’:” +
' f: fia —
r I ) 4 ) _t— "
o |7Fm TR it i mER )
lx)» ) { I
n(lx) 1 + - ry (fln)s + & J
. __n—m an—m 3In—m __pP—m ]
llbl eﬂ T-—- p ) 2n . 3” seseo o7 p .

falto p == oo . Patet autem haberi per approximationem
valorem ipfius' T eo accuratius, quo major fumitur inter
finitos numerus p.

Ponatur nunc x==1; erit fla==o0; ac nifi fuerit

i:— + 1 quantitas negativa; erit pro ipfo cafu ¥ =1
. ”m
— - T T
ﬁf dn(la) == —— ; d
=t 1 m
f" . fin T n

pofito nempe quod fit » numerus impar; arque ipfum-intes - -,
-grale annihiletur pro cafu ¥ =o. ' - ’
Series (10) convergit quotielcumque f/# eft quantitas
fraa; fi veto f/» jam contineat unitates ; feries eo minus
fit opportuna ad habendum valorem integralis, quo plures
unitates pofitivae, vel negativae continentur in valore f/x.
Tuanc ergo adhibenda erit feries (8) pracparata ut fequitur.
: : uma-

N
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Sumatur x4 1=p numerus integer pofitivus proxi-
mior valori % y. Termious generalis feriei pofitac poft
conftantem K, qui eft ur docuimus

'(I—”)(z'—")......(p-—:v) },v—ﬂ +p—¢

2 ¢33 ¢4e¢000 P y— M +P:

fiet ‘(l—')l(z:')§3_')"°"(p—') y'. Hic terminus
. . s o0 * e p
fiat = R ; erit feries fequens ad dexteram
LA ' Y
R TR v G
3
R — : y &c:
+ v+ 3 (o+1)(ot+2)(p+3) +

Series vero antecedens retrocedendo ad ﬁniﬁram)erit)

y pp—1 v =1 )p=2 -
_v_._g_R_*__.( )R-l- .p(p (p R 1&
y~I y -2 y* V-3 3
quae ambae feries cum fit + y quamproxime == u; conver
gunt ; fecunda vero conflat terminis numero finitis . Sumpto

ergo
_m—mm inm gme—m PR )
R= n * 2n . ° 3" cesee o7 (fl#)
Obf AT A= "..71 P ¢’ y' dy; erit ex aequat. 8
0
(11) ;i o Sarmrdx(la)” =
e m I  mgsm I mym m 3
_—.—.‘__ — - e o e || — —_—-
(lx)";‘xf‘! B flx+n(n ‘)(f{x)z s\ n ‘)(,, (fin)?
— m e m m . m 1
f l +om‘_"_";‘— 7-1)(7-2)00-0(7—P (fl“)P oy
| 7
T —
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1 fla . wm_ (flx) , & " (fh o]
3 R nimox ¥ anim (e 400 42)° 3n+m’(v+t)(~5z>(v+3) "|
'g-l-x' m o p_m pe—a1) m p(p-1)(P-2) _ ‘
- T u-man-m 2n-m (fix):  zwm’  (flx)s " S
Cum ergo alterutra ex. duabus aequatiopibps (19), &

(11) exhibeat feries comyergentes - habebimus pro gquo-
cumque valore » non exclofo valorem formulas integras

lis ﬁf_'dx(l ,);", in qua » eft numerus impar; fumpta

_conflagte ita ut integrale annihiletur pofito ¥ = o .

Sumatur nunc 1a eadem formula prima pro » pumerus
par; quo cafu exclyduntur omaes valores ipfius x unitate
minores, ac proinde etiam x = o. Praeftabit ergo in hoc
calu fumere confltantem ea lege ut integrale evanelcat pofito
x = 1 ob rationem fupra allatam . ‘

Si.vero fiat # = 1; erit y == flx == o; quare fi y+1;
feu —- +1 fit quantitas pofitiva ; invenietur jn aequatio-
ne (1) conftans C==o; itaque fubflitutis valoribﬁs }:

m - - SR
flug v =—3; obﬁe’ dy (Ia) = ——— [y dy
n f';; +1

habebitur pro cafu quo. » fit numerus par; -35- PR

quantitas pofitiva , atque integrale debeat annihilari quando

x =1

(12) .00 fxf_' dx (J2 ) = e

. RIrTEN 1. 1 . , I..xI.-

nln ("+m o o (Fis)? } T (1) f)

Si feries (12) nmon fatis cpnvergat -ad exhibéndum
D o valo.
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valorem integralis ; fubflituetur aequatio (11) omiffo tantum
m

. T - 7
termino == ————, ____
f; -+ 1 m

1

0. —

« Eft enim aequatio (11)
w

ejufdem valoris cum (10). Sed (10) dempto termino con-
flanti eft ipla (12); ergo (11) dempto eodem termino erie

cjufdem valoris cum (12). Pro cafy itaque quod feries (12)
non fatis convergat; adhibebitur

m
‘ . | L —
(lg)..’.fxf " de(lx)n = (11) ¥ —*MT . ’:n
- 7' fin. —

Quibus omnibus abfoluta et evolutio primae formulae.
Tranfeamus nunc, ad alteram formulam

fnf"‘dx (li—)?‘=ﬁf-l dx(—lx)?

atque in primis fi # fit pumerus impar; eric

SV T k(=) = [

quare valor hujus formulae iptegralis idem erit _mutato
tantum figno cum’ valore primae formulae, in qua item fit
7 pumerus impar.

Sit nunc in fectinda formula- » numerus par ; ac_pro-
inde excludantur valores omnes ipfius x praeter pofitivos,

qui contineatur intra limités 0, & 1.

. z m ’ . —— 22 -—:
Fiat —lo=—;— =,; erit lx =—;: x=c¢ f
f’ﬂ Yy f ’
- z . I. Rk 4 .
fxf"'dx(-'-'lx)" =—_v_:i-_x\[c 2 dx. Eft vere
-z -9 Al ( S T . AT )
ﬁ zd2 = [z dz( 1 -_—z‘+ s —2.3 +.-;c
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ac promdc , K ’
- M ' '+t" L '7-9‘-1. 1 23
(x4,)..ﬁ zdz— +’—4—_-l- z .].z +,+3 "
1 ' zv+4
+ . Sum— s90es
7+4 . 243
Rurfus L
(15). f zdz—' -z’ +fvz ..J»e-zd,.ﬁ:'” :
(16) =z — ' Yo +fy(v"l)z”-’6—’dz
07) - =-z"‘ ey’ T e TRy () 22T
+fb(y—l)'(p-—2)z'—3c"’dz
; &e. .
(*18)“-'-— Ve temy gt e T Py (1) 22 T —

"‘v(v'-'l)(r—z)mu(v-",u)z'-/‘—'e—-'
+fr(v—l)(r—2)-n<r—p'—l)z'—"_,’e-'dz
Quaerenda nunc eft pro aequatione (14) conflags M

ralis ,' uc fategrale evanefcar pofiro "z = =09; “five x = o,
Sn evblvautur per: {ubﬂxtutloncm S

s e O -
! g z? L

¢ '—'x-—z+ -5 — &

termini fumatorii, qui funt in fecundo membro acquatio-
pom (13), (16),(17), (18) ; habebitur ex (15) , .

N y -2 .
(‘9)"':[;' zZ dz..—.'.-ze +N+z“£-i ¢ +;-i;‘§—2_.--."
ex (16) habebitur : |
(20) ';'./;‘,“'J“:"z'e-’-'%,-'e-z-llPfivz*_ ~G=1)%
V(Y—x) N _zv_-{-,l -‘— e
TS T T

"+
ex (17) habebitur. :
(a1)
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(21) ""ﬁ Tdr=eze mg € - v(v-l)z'-‘zc—‘ +Q

F o= 1) 8 (=) Hom X2

tandem ex (18) habebitur
(2 z)mﬁ Trdr == —ze =z - y(r-t)z'_ze-' -

— Ar=1)(1=2) s0 e (r—ps) P-HT +S
|

+ v-.\‘) (',-z)....(r-u-l)[ — RS

1 zV M1
—. -—'—-z"ﬂ R - .y
‘ r—M v —pm+tI 2
x zV'M""P'l o ]
——— LA AN )

i v—ptp—1I 2.3:4up

. Ubi fi conflantes N, P, Q, S ingreflae per integra.
tionem fumantur ea lege , ut Integrale evanekat pofito
x==0, qua lege fumpra eft etiam conftans M in aequatione
(14); invenietur per methodum adhibitami pro conftantibus
C, D, E, - & K in aequationibus (1), (6), (7), & (8)
effe Me=N=P=Q=S.

Jam ergo inquiramus conftantem S. Cum fumpto z =

e : - . . . )
oo terminus — z¢- in aequatione (22) fit infinite  parvus ;
. . . t o . ’-ﬂ
reliqui vero pofiti ante conftantem S convergant doncc—-—.z ’

?ui eft faltor generalis termini fequentis fit fraftio; fi non
umatar » > z, tota feries pofita ante conftantem S eva.
nefcic . Eo itaque cafu erit

(23)m S == (1)(rm2) 3)em(r1m1) [, "

I Y—pu—1
%

~
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Il 1 gYTHTT

. — ey - ggge
—— ,_“Z v._p,-'-[ 2 '
1 . z'—'“+P—! : ]

'—M+P -—‘t ’ 2 -3 . 4.000‘)
in qua ferie terminus generalis eft
9 (o —1)(r==2) oo (s —p—1) " THFPE
2.304 eecce p * '-I‘+P'-t ‘
Sit u+ 1=p==, fitque o numerus par; terrhinus
generalis abibit in fequentem

(—1) . (—2) . ('_3)....('—9) p,, qui fiat == T, Series
I 2 3 P

fequens erit
y %

v ¥
BN TR TR i R
’ %3 . T +
yF3 " e+)e+2)et3) T T 7T
Antecedens vero retrocedendo ab ipfo termino T erit
— Ty 2 e 2 plem1)e2) T+ evee
. <3 )

I At S =2 =? r-3
4 e ¢ o z
Quare cum fit ratione infiniti —— =1 ==
, pt1

GFD(+2) = (P+IX9+2XP+§) &c. = Y el

—1) (p—2 ]
e - &c, erit tandem

%3
« ) »

S I — '_;_‘+,+'z.-’+3 + ;:."‘!
5

’ y y
—’_.!"'-‘* S— +ooc

y—2 =3

-
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feu 'S'=—T ‘

nem (10) ). .
Cum ergo fit M =S fubftitutis valoribus z = — flx

yn

fin., 7:'( Vide fuperius pofita ante aequatio-

+ = —-— in.aequatione (14) ; habebimus ob |

ﬁcf_ "d (—lx)z"‘ = — ! f‘e—zz' dz

e
m
i £f—1 s T n 7
(24) Ouﬁ dx (“lx)” — ” "y . - —
' f fipn. = = -
” L
oI I { I X I4)e ]
T L i L
=n\=tx) " I I ) S § .
el 3 « T 1 L e
_!,+4n+m z.g(flx) 4'5n+m 2.3.4.({1)“"" _',
ubi eft T = 2=, 2757 327m . pn™m 3
n 2n 3n -  pn

fato p =o00. . , .

Series (24) convergit quoties f/x eft quantitas fratta;
fi vero non fatis convergat ; adhibenda erit feries (22) prae.
parata ut fequitur . i

Sumpto 4 + 1 ==, numero integro pofitivo proximiori
valori ipfius z; terminus generalis feriei pofitac poft conftan.
tem S in aequatione (22) fier, ur vidimus

+ (':——12.(’;2). ("'3'3)..‘.'.(';" 2, qui fat=14V;

erit feries fequens ad dexteram , |

F .= V4 ' 2’ .V:F ‘ 2% V4.
lppr T Ty L2g)ed2) v g3 e a)e+2)e+3)

ad finiftram vero retrocedendo erit _
~ +



) .
pp~1)e~2)

v P v plp=1) ’
;'_I.zvi — V:F,_s. -3 Vi...

quae feries ambae converguat ; fecunda vero etiam eft finita.
' m=n m-2n m-3n m—pn =
Sumpto ergo V= — , — . — S L (~flx)=
'n  2;m  3»n pm

ob ﬁf-‘dx (~lx)» = -f-;; e 2 dw

erit ex aequatione (22)

3'5 RI.S

<lx) %

P 4G -0 G- (G
I 1 flx 1 (fi=)* "
el L +zn+m'(p+t)(p+z) Foee |

e 1 pe-T) '

n-m. flx  ap-m ° (flx)’ ol

Cum ergo alterutra ex duabus aequationibus (24), &
(25) exhibeat feries convergentes; habebimus pro quocum-
que valore x inter o, & 1 ( pam caeteti valores excludun.
tur ) valorem formulae integralis

fnf_'dx (-lx)g

in qua # eft numerus par; fumpta conftante ita ut annihi-
letur integrale pofito x = o.

Coral.
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' Corollarium .

Cuﬁ Gt T = n=m i 2n-m . 3n-m o An-m . pr=m P’L:
_ n 2n 3n An p©
fito o numero infinito; fi fit » =2, fit vero numerus
impar m =2 A —1I; erit
2=m 4-m 6-m 2\~m 2p-m "
T —_— ) . .o oo p2 =
2 4 6 2 A 2p
2A-m  2(A+1)-m
(a6t o (ol )o) s 2 FOEE

mel

——

2p=m .! 2

—.——_—-

2p-mt1’ " (2p-m+3)(2 -m+s)-~(2 p-m+2(7\- 1)+ 1)

e L R Sy
A—1
20—m 2 P —
p’o — —
2p —m+1 (29))‘ '
= (9 (o) (29 (2D D g
2 2 2 2 2 2 »
135 Ll SV
2.4.6.8“...2p—m+{P VT.
: L (A=
T _——— )7
Erit quoque ——, o =3 T ———
£t 2, P
n

ubi fomendum eft fignum fuperius + fi A fuerit impar;
inferius vero = ; fi A fuerit par.
3=2 (-5)(-3) (=1) vt

Cum vero valor ipfius T = ———
2 2 2 2

"
fit
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fic pofiivas fi A fuerit impar; negativus, f par ; erie

femper quantitas pofitiva

T V — X — 7=
2 2 2 v )\_'__:_

7 2\—1 _ V=
3 2 2 2 2 AL

Quare fato poft integrationem x == 1 ; habebitur ex
aequatione (24) '

2A—x , : v
f“f dx (’ —.) 2 —— . —3.. ° —5—. o T——— —--‘l
L) 2 2 2 2 A—'--;
f

g‘xmd c;mfentaneum eft ianventis Euleri ( In Comment, cir
29. )+ . |

Ewolutio formulamm.
dxIx dxlx
Svt=xs » e

< Uod attinet ad primam formolam, in A&is Acad.
Scieat. Petrop. ad anoum 1777, Tom. I Pare 1L paz. 3.
Eulerus inferuit Commeatarium hujus tituli : de inregratione

dxlx
formulae m—;; ab x=o0, ad x ==1. extenfs. De hac

autem integratione haec habet : cum nuper fingulari methodo

. . dxlIx ab x = q 1
iwveniffem effe V(i—xx)\ ad x=1 ) == 7 =2

E - en
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expreffio intcgralis eo majori astemtione digna cft cenfenda
quod ejus invefligatio neutiquam efd obvia; unde operae pre-
tium effe duxi cjus weritatem ctiam ex aliis fontibus often-
diffe , antequam ipfam methodum , quac me ea perduxit expo-
merem . Propofitac wero integrationis affert demonftrationes
tres. Nos omifla prima, quae exhibet valorem integralis
dumtaxat pro cafu x = J, alias duas illuftrabimus.. Metho-
dus, quam deinceps explicat, ad alia pragclara inventa per-
ducit , quae noa fynt hujus loci .

In primis vero natandi funt limites, quibus continetur
valor realis formulae differentialis propofitae, qui iidem
obfervandi funt etiam in integrali ; pro iis enim valoribus
x, pro quibus formula differentialis fit imaginaria ; cenfen.
dum eft “etiam integrale fieri imagiparium, ut fluxio fit
quantitas analoga quantitati fluenti. Itaque ratione /x , qui
ingreditur formulam diflerentialem, » non poterit efle ne-
gativa ; ratiose vero V' (I—axx), » non petelt fuperare
upitatem . Quire integrale ingredi non poterunt nifi vale-
res » pofiti intra limites 0, & 1. Nypc fecunda demonftra-
tio Euleri eft hujufmodi .

! x
Faflo x = fin. @ ; cum fit o) = d @ ; habetur
dxlx ‘
7(-1—_-_-,;5 =do/ fin ¢
Eft autem :
I.ﬁn.tp::-.-lz-—;oﬁz(p-—:— cof. 4 @ — --;— col. 6 - &e.
( Calcol. Integr. Vol. 1. §. 296, ); erit ergo

' - , 2fin.2@ 2finggp 20in6Q .
B fdhbpigmopla- === = ==
guac. expreffig evanefcit pofito x = fin. p=o

Quad i . capigtur Q=goi= — ; few =13

2
habeg



habetus dxlx ( abv=2o ) N |

V((—xx) ad w=21

Subdit vero Eulerus. Iffz autem demonfiratio praecedents
sdeo longe antecellis o quod mobis non folum walorem Jormulac
propofitac exhibeat cafu gwo @ == 90°, Jed etiam verum eus
wvalorem offendar, quicumgue angulus pro @ accipiarwr 4 id

1
guod ad ipfam farmulam propofitam J —— 7 (dlx -f—-—) transferré

poteft ; cujus advo valorem , pro guolibes walore ipfius X affie
gnare poterimus . Quod fi enim iflius formmlac walorem defi-
deremus ab X == O ufguc ad x == a ; guacratur angulus a ,
cujus finus fir acqualss ipfi a , atque Jemper babebizur

dxhv (abxzo otz 2fin2z 2fin4s 2{in.6x
V‘(l—xx) adx:.—.a)_'-' =g 4 6

inr
Unde pater guories fuerit a = 5 denotante 1 numerumr

intcgrum quemcwmgue ; guoniam omnes finws cvancfcunt , valos
ix
rem formulac bhis cafibus finite exprimi per — — Iz ;

aliis were cafibus walor noftrae formuhe per feriem infinitam-
Jatis concinnam exprimesur

Cui do&trinae haec oppoui poffuat : quoties fuerit « =
sw s

> et #=s=(o.a = fin, — acqualis ant ipli
o, aut_-l—x,aut — 1. Nempe

Si i fuerit numerus par == 2m; erit 2 == o; ac
pfomde-

delu - rabx=o _
V'( I/-—x#) (ad x—=o0 ) =—mzlz

ubi » indeterminate fignificat numeros omacs. integros pofi~
tivos , aut negativos.

Si i fuem numerus formae gm4-1; eric w =21 ; ac
9:0-
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] _dxlx abx¥x=o0 . (4m+1)
Pmmde/\’(l:;;) ad x =1 ) - 2
Si demum fuerit numerus s formae 4m — 1; erit
a==— 1; ac propterea

x 2

_dxlx ( abx=o __ (4m—1) ;
/V(l—-xx) dx=—1/" 2. "'
Hae autem conftantes ita vagae videntur abfurdae plu-
(4m+1)

ribus nominibus ; fecunda vero — — = ! 2, quae ex-

hibet valorem integralis ab ‘# =0 ad x = 1 confundit cum
infinits aliis integrale ab Eulero fupra affignatum .

Ut baec expliceatur , notandum eft in ferie aequationis
(E) non omnes arcus pro @ affumi poffe. Cum enim inci-
piamus integrationem a @ ==o, licebit fumere dumtaxat
arcus , qui funt inter p =0, & Q=7 ; tunc enim
d@/.fin,@ perpetuo haber valorem realem. Quod fi arcus @
ulterius fluere cogeretur ; tunc ejus finus fieret negativus, ac
proinde ex recepta doftrina ipfius Euleri d/.fin.@ fieret
Imaginarium. Ergo integratio realis formulae fdo/ fin.@
-includitur intra terminos @=oc, & @=7, neque ulira
porrigitur ; habetur vero

a p=o _
Jdolfin.g ( ad o= ) = — I2
Reftar explicandum quomodo fubftitutis valoribus in
hac ultima aequatione, intelligenda fit aequatio, quae oritur

dxix abx=o
fV'(I-—xx) ( ad » =o ) =— =l

Sed cum uti vidimus in hac formula valor x dum-
taxat a o usque ad 1, poffit excrefcere; huic autem fluxui

refpondeat fluxus ¢ a o ufque ad —Z- ; in aequatione (E),

quae fubfidiaria dici poteft, valor accipiendus pro @ incl{ufus
: , cenfe-

\
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3 L 3 . ’”
cenfebitur intra limites p=o0, & p= —— 3 quare exclu-
detur aequatio incongrua )
dxlx ( ab x=o

V(i—xax) N ad :c=o)=--'”12

. /2
ad quam habendam fluere fecimus @ ultra valorem vy
ufque ad valorem 7 . Haec tamen omnia fubmirto fapicn-
tiorum judicio

. . w * Ll
Intra limites vero p=o0, & 0= -~ aequatio (E)

; dxl
mirifice infervit ad habendum valorem integralis f-;,—,—;_—::—x)
\

' pro quocumque valore x, quem contineri vidimus inter o,
& 1. Series enim aequationis (E) femper convergit. Ad
hujus feriei egregiae analogiam, quae Eulera fe guafi precrer
expeClationem obtulis , nos aliam formulam evolvemus.,

Tertia demonftratio Euleri ita fe habet. Fiat a==col. ¢ ;

. dxlx .
erit S V—(l—_—;—) = — fd@l.col.Qp, quod integralc

@ = 90°, ufgue ad O = o erir extendendum . Eft autem
leof.p =—l2+cofl2g — —:- col4p+ -!3— colsp — -:T cof8p+..
( Evler. Calc. Integr, Vol. I. § 296. ) .nUnde fit

(F) o fdphicolip=Copplz - 220 | 200 3ﬁ—§'—f—"¢ +.

28-—, 3

Cum integrale evanefcere debeat cafu s==o0, feu ¢ = 9o9;
invepietur C = — -i:- /2. In ferie autem (F) @ eft com.

p.lememum‘ illius anguli , qui defignabatur per @ in aequa.
tione (E). Quare eofdem limites habebit ordine inverfo.
. Tranfea-
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Tranfeamus nunc ad fecundam formulam ; Cum fe
. pdxla
TFaa ==d. Atang. x; fi fiat A tang. x=¢; ““f;—.f.—.
=/d@ltang. @. Eft autem ( Euler. Calcul. Integr. Vol.
L § 296. ) & tang.q;:—zcof.z@—-—;— cof. 6 p —

-%- cof 10 p — —;— cofl 14 @ = « o ... Erit ergo

fin2p fin.6 fn.tocp fio.14
(H)..ﬁq)l.tang. _"4( 0 ¢+ 10t I4z¢-[.uo)

{ine additione conftantis cum fcnes annihiletur pofito.
N=tang. p==o0.

. . T L[]
Si capiatar & = 1, feu @ == - erie

fd?'tang?—-—z+-—-—-+--—--—+...

'7)'
Si capiatur x==o00 feu ¢ = 5 erit rurfus

Sad@htang. @ =o. Id autem facile explicatur. Diffe-
rentiale enim dq)l.tanc @ maneate pofitivo dp in per.
petuis. augmentis arcus @ , ratione A tang @. eft negati-

vum a valore @ =o, ufque ad ¢ == —Z— ubi differen~
tiale annihilatur ; quare ejus- integrale ab x == ocad x =5

eft negativum . Cum vero deinde a valore @ == -E— ufque:

al o= —;1- ». valor % tang @ fit pofitivus , etiam fluxior

fit pofitiva, ac proinde. deftruit effelum negativae: anterioris.

in integrali , donec in. limite @ == -’f— integrale annihileturs
" "Non,



3
Non poflumus autem in asquatione (H) fumere arcum @ >
. . . . . . .
— » be in formulam differentialem ingrediatur logariths
mus quantitatis negativae .
Cum fumpto poft integrationem ¢ == -1;— fie
1

4f<pd<p=-——x+ +s +7 +9, + &
( Euler. Introd. in Anal. § 156, ) ; erit

| ~ -|- - 4 4 + &ec. = qu)(z<p+ % l.tang.cp)

Il' 15'

lntegranone ap=oad o= —}- extenfa . Atque item

1 4 __+__+——-+&c.fd<p(2¢p— ——-I.tang.?)

Evolusio formulae

f 1 tang.
Flat tang. ¢ == ; erxtf, tang. o f(_-f'-u)lx

Ut hojufmodi -integratio abfolvatur potetur prius facto
»d

m+._ueﬁ’ef“ * f + Cum vero fit ex

Adnotatione I.

S =t izt +("‘) +§";);+zf;“i4 + i
pofito A =o, 5773215, &c. ut integrale evanefkat cafu

u—=n"ts = o fa u::tang p=o0, fou tandem @=o0;
eﬂt
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. d ’
Ctlt/(ﬁ"-’:‘m =f%(l~x’ +”“”‘+”"‘#‘°+onoo)’

(Ix)* . ()3 (Ix)
2.2 tags trias
3'(l) 3}(4a)s_3()
2.2 233 2344
5 (k)7 . 52 (Mw)3 5iUm)e

.i.A+15+lilx+slx.[. 2.2 .’. 2.3.3.'.2.3.4.4-'-00000.'

72 (lx)*  73(lx)3 74 (Vx)e
2.2 - 2-303 2'3'4’4

=A{ Ity lxg $ oeoees

—A-Is“.lilﬂogl'x—

™ eeve0e

~A-lg=-ltlx=-7ilx=~

4 &ec. . L
Eft autem A — A + A — A + &c. in iofin.= — A

2
—l3tig=l74+lg~ = 3.7”3‘9"3"('9':-_-2—) vi(ets)
falto p =00 ; ad quem valorem proximius accedimus quo
major fumitur ioter finitos numerus p==47-—3 exiftente
» indice faorum . Nam fumpto n = on eft

-13+ls-17+19-~~+1(4»-3)-1(4»—1)+1(4n+r)-i(4~+3) TN
=l3pls=l7Llo=wn}i(4n~3)=1(4n~ !)+-—2-l(4ﬂ+l)
ob I(4nt3)=!(4n+sy=l(4n+7) =&k =1(4n+1)

Eft item 240 — I41n + 1415 — &o = -;- 14 1%
I-3+S-—7+9—&C¢oo: —-— 0 o

1.
2

1—3'+35'—7+97— &

1=33fs3—73it93— K. = o
1—34f5¢—74+94— & = —:—-
1—35455—7'+95— & =0 61
r—3545¢—7¢t9¢— & =
=0

1 7+ 7"""77"|‘ 7"__'_'8(& N
&e. 375 s " Nam
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Nam cum fit

(1) I—_*-I_—;; = 1— x? 4 x5t — x% 4 x% — &c.

N 1
fato x =t erit — =1 —I1+1—141— &
Multiplicetur aequatio (1) per x; differentietur, ac dividatur

per dx; refultabit

(2 (:_T—%‘ =1 -.—-3x’+5x‘—7x‘+9x’— &¢.

ubi fafto x=1 erit o=1—3+5—74+9— &

Multiplicetur aequatio (2) per x ; differentietur ac dividatar

per dx ; refulrabit |
I____~—‘x’+”‘ : 2406 ’ 2 28 o

(3) (l+;’7;— =I1—3'x:45ixi=—=yix +92x% —&c.

ubi fafto x=1 erit — —-E- =1—3'}t gt =7t 9t —m

Atque eadem methodo deinceps invenientur alii valores
fequentium ferierum .

Brevius tamen iidem valores reperientur per regulam
fequentem erutam ex lege calculi fuperioris . Multiplicentur
finguli coefficientes numeratoris unius fra&ionis per fingulos
terminos feriei 1 3 5 7 9 &c. per ordinem direftum ; tum
jidem per ordinem inverfum incipiendo ab ultimo termino
feriei 1 3 § 7 9 &c. prius adhibito . Secunda féries pro-
duCorum fubtrahatur a prima ponendo primum terminum
fecundac feriei fub fecundo primae , fecundum fub tertio &c.
Habebitur nova feries coefficientium pro numeratore fraltio.-
nis fequentis. Denominator autem erit produStum deaomina.
toris antecedentis dufti in 1 4 x*.

Exempli caufa coefficientes in aequatione- (2) funt 1 &
— I . Scribatur 1 — 3 ,

F3—1
Ac fubtralla_fecunda feric a prima habentur coefficientes
aequationis (3) 1 — 6 4 1. Denominator autem- eft’

F (14x2)"
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(1+#2) X(14# )=(144)3 qui fumpto ¥==1 fit 23. Unde

-6
habetur valor feriei : 2;“ = — %. Rurfus ad habendos
coefficientes pro aequatione fequenti {cribatur 1-3.64 5

. ) 5-3:641
ac fata fubtraltione habebuntnr coefficientes 1—23 + 23

— 1=o0. Denominator vero erit 2¢. Pro fequenti acqua-
tione fcribendo
1—3.2345.23—7 .
+7 —s.2343.23—1
habebuntur coefficientes
I1—76+4+230-—764+1=280
qui valor divifus per denominatorem 25 dat pro valore

~

feriei zi . Atque ita deinceps.

Ie5¢9¢13 0ecesp
3-7.11.15....(9.'.,_)"(9"‘4) fumpto

numero infinito medius eft inter duos valores

105090‘3 XXXy 1.95¢9.13 cen e

— &
3.7.11.15....(p+2)v'("+4)f l 307 I115mV (p+2)
fumpto p numero finito. Reperietur tamen facilius hic va-
lor per methodum ab Eulero traditam ( Calculo Different.

Part. Pofter. Cap. I. § 11. ) =—o0, 391594383.
~ d
Quare erit f, 2 = —o0, 102986551

Rurfus valor /

tang.? | iy )
T 1 (J.tang. @)* 5 (htang 0 4
+ 5 I hungo— 2 2.2 2 2.3.4.4

6t (ltang.p)¢
T 2 °2.3.4.5.6.6 .
Ubi tamen incertum eft an coefficientes numerici perpetuo con=
vergant, quod iavenire operae pretium foret, .
Pro valoribus /itang. @ unitate majoribus alia integratio
erui poteft ex aequatione (10) Adnotationig I
Sequentia V. C. G, Fontana cdenda mifit «
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GREGORII FONTANAE

IN REG. TICIN. ARCHIGYMN. SUBLIMIORIS
ANALYSEOS PROF.

T heoremata quatuor ad Calculum Integralem [pellantia , gwae
ex Euleriana formula T. 1. Calcal. Integr. §. 261
derivantur 4 fed novo o DJongegue faciliors intcgrands
artificio demonfiranrur

Theorema I i
f dx — b § l ﬁno"';(x-'-a) .
finx +fin.a — cola B cof 2(x—2a)

Dem. EX Do&rina fun@ionum circularium conftat; effe

1 I . ! —
finw Lfin, s =2 fin. 3 (w4 a)cof. 2 (#-4) , hincque finae}fing

l [}
2 fin. -i(x-!-s-coﬁ v—a)' FraStionem hanc binis pracditam

Acof.; (v+a) Bfini{x~a)
fin. (a4 a)  col.d (w-a)"

famptis A & B coefficientibus indeterminatis.. Redu&lis por-
z0 frationibus ipfis ad communem denominatorem oritur

Acol. 2 (% +4)cof. ;(w—a)+Bfin.;(x—s)fin. s (# +4)
fin.2 (%4 a)cof. S (w—a)
X 1

= _’-;ﬁn.-}(n-l-d)coﬁ-i(n—t)' Jam animadverto, mu-

fa&pribus refolvo in duas hafce

meras=
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meratorem primi membri hujus aequationis pofito A =B fieri

A [cof. %(x-{-a) cof. —(#=4)+fio. = (s~ 4) ﬁa.% (+a)]

=Aco£12— [(x-l-a)-(x-a)] = Acof. 2, qui, fi aequetur

A . I I
numeratari alterius membri 2 pracbet A=B= ool
Quocirca nancifcimur aequationem
dx 1 Jdwcoli(xya) 1 jdxfine(x-a)
fin,x J. fin. 4 cof.a fin.” cofa’ 1 yunde
‘ ’ i0.% (% 4 a) . cof s (x=4)
integrando protious eruitur f a % ——log.fin. —(x a)
fin x+ﬁu a cof s 05 t
I fn. (ﬁ+ﬂ)
o C—OT log COr (x—‘) Corﬂ {; -l(x—-a) ] QC Eo Do

T heorema II.

/' I l ﬁUO‘;(x—a)
ﬁn.x-ﬁn.a = Cofa % cof.£(x+a) )

Dem. Per nota aogulorum -theoremata eft fin, x — fin, s =

. I 1 . I
z'ﬁn. : (s—a)cofs " (»+a). Igitur o ——Towa
I

. Fa&t i in frai '
260 (v=a)cols (1) Fafla vero refolutione in fraltiones

1 Acof.2(x—a)
—1 = - t
n.x—{in.a ﬁﬁ.;(x—'a)

binas prodit fraftio —— e

Bfin (2 +a)
cole 2(x+a)

» hifque ad communem denominatorem re-

do&is




43
R I !
" fin. < (x—a) cof. = (x+a)
=Aco£-§(x—a)cof -'(n+a)+Bﬁn. '(x-f-a)ﬁu.-;(n—a),

T fint(s—a)col. 4 (54a) ’
in qua, fi capiatur A =B, numerator fecundi mémbri abit

in Acoﬁ-z-[(x-l-a)-—(a-—a)] =Acola= -E— nu-

. .
- dullis naucxfcnmur aequationem —

. . 'I i\ . . ' ‘
meratorl prioris membri; proindeque A=B= ———

) 2cofa °
dx I sdxcol. (x— a)
Quapropter I_i;._n:ﬁn.a = bz’ fo i)
1 sdxfin; (x+4) & 4 dx
cola* " cof. k) > & dmtegrando f s

Iog.ﬁn — (#—a) —

cuf log. cof. (x+4) =

.Q.E.D.

cof.a
1 fD. :(”—ﬂ)

l (]
coh 2 8 Cof. I(x+a)

T heorema 111,

f_i_x 1 I cof. 3 (x=a)
col. xFcola  fima 8 o Ix4a)
Dem. Quum fit ex trigonometrica dngulorum analyfi cof. »

+cof.a‘=zco£ -;- (x+4a)cols -;— (x—a), erit icirco
1 I : I i ~
c0£x+coﬁd - 2 .C°£ _;_(x+‘)coz.;(x-a) D Rﬁfplvaﬂlr

haec
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haec fraltio in duas in.3(v+2) in. 5 (¥— )

; hae
cof.<(x+4) ~ col. 3 (x—a) >
reducantur ad communem denommatorem , & fiet prioris

numerator -;- = A fin, -;- (% +4) col. .2— (% —a) 4+ Bfin. :

(w — a)col. %(x-l-a). Hic autem animadverto, fumpto A=
' 1 1 I 1
—_ ire —= A | fin.— s — (%= &)= fin.—(x -
B prodire " A[m " (% 4 ) cof. " (% =a)=-fin z(x 4)‘
coft — (+-4)] = Afio.— [(x+a)—.(x.-a)]=A fin.a;

X
Thaa’ X 0T 2hna
dx __ 1 -deﬁu. {(N""“)
cof.;c+co£4—ﬁn.a° cof. 4 (x+4)_—
1 %d#ﬁﬂo"i(""a)
fn.d' coc ‘(x—a)

Pmebetfcofx-l-cof. = — —n-—'log coff — (x+4a)

indeque A = . Quamobrem ori-

tur propofita formula

, cujus iccirco integratio ftatim

1 1 cof. 2 2(u--a)
-I,.. ﬁ“' s 8 b o (x-a) ﬁ““’ o cofs = (xfs) Q- E.D

. ) ‘Theorema IV
f dx = 1 log fin. -5(x+a)

cof.x—cola _ fina  ° gp. (a—-x)
Dem. ‘Theoremara angulomm trxgonometnca , praebent

1
colw - cof, a=x=2 fin, -z- (w-x) fin, ’;‘ (a=%)+ 'Igm“ Colue—cols

o
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_ __ Acof. 1(a -I- x)  Bcof3(a~x)

~ 2fin.2 - (at2)fin. - (a-u) fin,2(a+x)  fin. 2(a=n)
& falta redu&xone ad eundem denominatorem s tumgque

1
aequatis utriuflque membri numeratoribus prodit T =

A cof, -1- (a+x)fin. -!- (a—x) 4+ Beof. i (a=—x)fin. _:_.

(a4 «) . Jamvero palam eft, capto A ==B fieri -; Af in. :

[(x+4)+(d—x)] = A fin. #« ; unde oritur A=B=
dx

TR Quocirca differentialis formula fit ol vl =

1 sducol1(a+tx) 1 < dxcoll(a—=x) fiame

fin.a * G, I(atw) fin,a ° fin, < (a=—u) >

e we e . d x

ptifque integralibus invenitur continuo f ol % —cols

1, fint(agx)

lo oﬁno a4 "__lo ofﬂo_ = ) 2 .

ﬁn & —1 ) g fin, —(a-w)= ﬁM T

Q. E. D.
Scholion Generale ;

Sumpto angulo qnocumque @ habetur ex Do&rina
fun&ionum angularium fin, ~q; =V x-czofq) & cofy — 7 0=

v 1+co :°r_¢.. Propterea praecedentes formulae dupliciter expri-

muntur:
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!"F‘I dx 1 a\ﬁn'-;(”'l'”)_. 1, 1-col(xja)
P fnp i ™ cole °F i) T seols 8" Thook(ea)"
I dx 1 ﬁn.-;(x-d)_ 1 1=cof(¥~a)
J finy-fine ~ cofia g.coﬁi("-l-a)—zc—d'; °°'x+cof.(x+a)°

111 dx 1 I cofiy(x-a) | I .Lcoﬂ(:_c:ﬁ
Jcofxjcola ™ fina og'c—(;f_:(,, ta)  2finu 8 | ycol(xya)”

dx 1., fin(afe), 1 1~cofi(a}x)
V&/C——-————==-—— 0g. —— —_—— og.-———r———s.

cofx-colis™ fin.a fin.{(a=%) " 2fin.a 1-co (ag

. dx

Eulerus Cale. Inr, Tom. L § 261, invenit formulae At boolx

(fi fuerit 2 <& ) integrale =

R l acoﬁx-l-&-kﬁn.x\/'(bb-..'a,)
V(bb—sa) % a4+ bcolx

formulae Eulerianae cum noftra Theorematis IIIL. comparatione ,
nancilcimur s =cof 4,6 =1,V (66— s4)=fin.a, & confequen-
col. acolix  fin, afin.x 41

. Inftituta huojus

. . I
ter integrale Eulerianom = — log.
fin. 4

cof. x 4. coli s
I 1+co£(_{_-—x) ¥ z[cof.—:(a—x)]' .
fing °8 cofatcolx — fGna O col.a4cof » —
I 2[col (s —x)]* 'y cof. j(a—x)

fia. 4 g"zcoﬂ-:(a—x)cqf.-g(—a;l-x) = G P

cof. 2 (a+#) ’
prorfus uti in Theoremate IIl. demonfiratum eft. ‘o

Si integranda proponatur formula _!_‘f'icg)f—(); , ubi » nume-

rus eft affirmativus integer; adhibita Euleriana fubftitutione cofi p =

‘:—:‘f‘; invenitur integrale prorfus algebraicum . Nam fin.p= ; 1’: -

- . d@




_ 49
dpcolip= P%%:;j’ ideoque dp= -l—z_—"f_lf,, & deni-
que G +‘:°qz <D)"; — sz, (r+x?)"—1, cujus integrale eft
manifelto algebraicum ; eoque invento fat erit pro & fubro-

gare v (: col. 0 vel tang, Lq) vel demum’ — ?_;
. ttcof@/? 77 T 2 W) 1+cof.@

Practerea cum formulae dx v (1 4 cof. #) (faéta multiplica-
tione ac divifione per v/ (L Fcolix)) integrale fe ultro pro-
dat +2 v (1 Fcof »); inde haud difficulter infertur, formulae
x"dxv (1 +col.x) integrale exprimi per hanc feriem +2 x»
v(tFcolx) - ‘
+2tnx"—ry(1dcoliw)F2in(n—1)x"3v(1Fcolx)
=24 (=1 (=2 )" —3V/(12colx) L 25 n(n=1)(m=2)n-3)x *~+ /(1 Fcofx)
+26n(n—1)(n—2)(n=~3)(n—4)x" SV (1 tcof x)
F2rn(n—1)(n—3)(s—3Xn—4)(n—13)4* SV (1. F colx)
~38n(n=1)(n=2)(n=3)(n=4)(n-3)(n=6) x»7v (ricofx)
28 n(n=1)(r=2) (=3 )(n-4)(n=)(~6)(m=7 "~ Sam/ (s:tcolin)
quae manifefte interrumpitur pofito » numero integro affir
matjvo , regiturque lege fat fplendida ac fimplici . Haud
difpar invenitur feries pro integrali formulae x*dxy/ (v tfina).

e

G Adnes
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“.
Adnotatio ad § 264 ¢

CUm hgc paragrapho Eulerus in?mrit ititegnle fors

mulae T b-c%f. o ; analogum erit

Problema .

LI
i (a+btang. %)’
merus integer pofitivus integrale inveftigare .

ubi 7 eft nu-

Formulae differentialis

Solutio .

adx - dx
(s +btang.x)*

- ; falto
b (T 4 tang.x)'

-%— == ¢ problema reducitur ad integrationem formulae

_d®___ Sit nunc ¢ = tang. 4; erit ol =
(""fx“ 'x%',; lr : — BT T CFangr T
x(col.h.CcOl.%)"

(G -col.w  col, 5 fin.wy»> Ju0d denuo erit (faflo s +2=y)

d R o fin. y fin.5)"

= (cof.5)* y(cofyc&g::-):ny o.8)" « Quare i n
erit numerus integer pofitivus, fafla evolutione faoris
(cof.ycof. 5 + fin.y fin.5)* , problema adducetur ad integra-
tiopem terminorum, gui numero fioiti erunt, atque habe-
y(col.y)”

. (finy)™
docuic Eulerus fupra §. 249. redulione fecunda.

Cum fit

bunt hanc formam B » quorum integrationem

Bre-
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. . dx
Brevius tamen ipfe Fontang redu&a formula (e Fbtangn)® L

ad formulam ( +ﬁdt:n - ) 1nvemt eﬁ' ) ' -
f(l'l'ﬁtang-n)" (n-—x)(x-l-lv*)(t+/:tang.x)'-t

+ f(l + 5z +6 tang. x)s—1 —'-/(‘x+b (1 +btang x) —a®
Quo fafto xntegrale adducitur ad formulam f y tang -
JAm notam .

Adnotatio ad § 266
Integrario formularum

eax xndx fin, bx; e=X x¥dx cofl bx

1 : ‘
ES’I’ ﬁ“x"dxﬁn.bx:-—-b-c“x" col. bx 4 f —%— ™ 2" dx col. b
' +fz— ¢®* "1 dx cof: by

—_ 1 ax =n ax ne — n
v _..-—b-e' x co‘:bu-l-—e 0. bx f——a x dxfinbx
t_l_'_i ax. n—l
68

-}--?—c“s" 'ﬁn.bx—fa" ax dsfin.bx -

n(n=1 n-2 .
'—f (b' )‘ax” dxfin, b»

Qua-»

dxfin. bxe
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Quare erit

a » b ax on
/; xx dxfingd y== e ;,—_'_-Z—ze w cof bx

a
+ ;,—_'-_T;e'xx' fin. b
R
Py ¢ u fin.ba
2an
— Fb ¢“s dufin. bx

— :—(3%_-%2 f.c“x?_’ dx fin. bx

Ex qua aequatione apparet quod fi fuerit » numerus
pofitivus integer ; hac methodo procedendo devenictur tan-

dem ad formulam fummatoriam A f¢®” dx fin. bx =
e 2% (2 fin.# — cof. ») A

P e -l-w_'_I (Eul. hoc § 266.)

Eadem methodo formula ¢ " d# cof. bx deducitur ad

integrationem formulae B /¢ ““du cof. bx =

a% (4 cof. fin.
B < (::‘;T u“‘)-l--C(§.z7o.)

Ad has autem daas formulas

ca% y"dx fin, bx ; e 2> x* dx cof, bx

facile revocantur etiam formulae

: Se*a"dx (fin.fu)* ; [fe**x*dx (col.fx)™
quando m eft numerus integer pofitivus; cum tam (finfx)™,
quam ( cof.fx)™ exprimi poflic per feriem finitam termino-
rum , qui funt formae B fin. bx, aut B cof, bw.

Ewvo-



Euvolutio formularhms - . . . .

!

exXdx . f eaxqz_ s
f(fm.x}' 2 {cofix)® ' 3

LIcct evolutio , quam hic. tradituri fumus non abfolvatur
nifi per feries; tamen qula noa ftatim occurrit , ommen»
dam nog duxnmus.

Ac in primis éuomam eft (AYoonn
f e**dx , “"(aﬁn.x-l-(n-—-z)coﬁx)
) (n—2zY(n—1)

aad(n==2)? et *dx
) (no1) S (Go.x )
pefpetuo deprimretur potentia ipfius fin.» ; atque fi » fuerit
numerus par, deveniemus ad formulam f-(—%. :d; ; B

LY YRR
vero fuerit fmpar, remanebit formula f er — ”, ¢ Pro
his  agtem. dogbus” formulis - mhll juvat aequatio (A), ie
qua tam fi fiat == 2, quam fi fiat » = 1;: refulrat valor
infinitus in fecundo membro aequationis. Hujp{modi tamen
valor, qui apparet fub infiniti {pecie excitat fufpicionem. an
forte per integrationes bpgamhmica's ‘negeeivin abfole de\
beat. Ac revera eft '

axd .
f Zﬁﬂ x% =—c’* cota'ng,x +fa'e dx cotang. x

-.-—_¢¢”cotang-# + -G’:'Mlog fig. x
‘(-".x.' _./&?'g“*dxlo"ﬁn#’
Ef avtem Afinie= ° -

] 2 =—cofl2 g — cbfq:x—-;- cof 6 a—. %cof&c—&cﬂ-
: ' G 3 Quare
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ax- acobAx + A fin. A x
Quare cum fi /; dneof Au=¢ “_H\A

erit

(;““d)xz = C-—-c“" cotang. s +a c“ N TR
Do ¥

acoﬁzx-l-zﬁn.zu
+¢“x’z+azeax ¢¢+3;
+ ateca® . acol. 484 4611.1_:5
2 szt 4’
+ 22¢?* ,scolbx+6finb6x
) sunmd [ ] aa+6'

: + &c.g |
ER etiam o

e dxn ax 1  §
fmﬂf I.tang.—-g—/,g d*[ tgng —_

E& m ’o tango — ~= . ) )

1

r—zcoﬂn---f- cof 3w --cof.sn—.....'_z.:. cof, ¥ x - 88
' 3 CT s ' ) 7 . '

Eﬂt ergo : : ca.
eaada; el
—m=1+‘, "mg""'"' . - ".." '

+3 L “°°f'"+fna ' G

R T

i o 22e0% “C°f38+3fn._31 ’

w .t mol e 8 3 -—: ‘”'+3
~ + 22e%%  acofl §xdS-fim¥8 .. L
+&C. '.'“"'“L-l-s‘ P PRESIES RS

o c vy Secunda
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. ax dx .- .
Seeunda formula obn facile reducitar ad primam
f280 y==gc® —y, unde cof. w==fin.y. -

Adnosatio alvera ad Scllionem III. Vol. I,

SI perpendiculum  demiffamt ab initio abfciffarum % id
tangentem carvae vocetur P ; radius vettor == v~ (w* +o*
vocetur # ; cofinus anguli radii vefloris , atque axis abfcif-

1 i —1 -——-—--x-.-——- L3
farum , feu cofinus anomalie == V(m Ty vocer =

. — y . o; .
adeo ut ejus finus fit v (1 ~%*) V'“gx'-{-.—*y'.) ; .ﬁt vero.
V fun&io radii vefloris », & Z alia fun&lio- ipfins x;

. ' »VZ R
FVZr)
aequatio curvae per funftiones ordinararam x» & y, quem.
admodum docwimus in foperiore Adoot. ad’ hanc eandem’
Seftionem ope fubftitutionis Cel. Paoli . SR

Cum vero in eandem fubfticutionem diligentiys-inqui-
rerem, wpote quae problemata trajeCtoriarym non pafum
Juvare pofle videretur ; animadverti pro plaribus aliis reja-
tionibus propofitis inter perpendiculum P, radium ve&a.
yem , & finum , aut cofinum anguli anomatiae. haberi traje.”
&orias combinando novam fubftitutionem Paoli cum metho.
dés jam cognitis integrandi aequationes’ differentiales primi
ordinis; atque adeo plures in poflerum haberi-pofle , qua;
methodus integrandi ecoldem aequationes primi ordinis u?::
rius promovebitur . : . »

quotiefcumque fuerit P == Vi haberi poterit

- R T T

Revera cum ﬁ‘t perpendfculum P= V(drigdy )t

pes fubRitutiones » 2= wx ; yut #90{ fumzt) habitum’ fues
IR , ) rit
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-—ytd . dz . P\/(L-z')
V(u’dz +(1—=z?)du’ )—P’ five 7% du uV(u‘-P’l’

udz
ac falto P = % Q habeatur TV (i—z) = V(l-Q’)'
fi fiat —g——) VZR, ubi V eft fun&io folius )

v ( Q'
& Z funllio folius =; R vere eft fun@ia wrivfque »,

rVd
& %; ﬁatquoquefzv,((_z)_y _;'f—;;

u

habebitur ;—- = R. Quare fi R erit talis funltio ipfarum

a
%, & v, ut asquatio d‘ﬁ = R- poﬁit integeari ; habebitur

trajetoris . :
Primus veluti cafus eﬂ quaudo R-—L, tunc hahemus

: dz. . . dwV"
du=di, five IV (1—27) = Tu quem cafum abferva-

vimus in prigri adpotatione ad hanc Seftionemr. Alii cafus
habeatur ex methodis. commwinibas integraadi aequatiomem
primi ordinis du =R d».,

Ut ergo exhibeamus problema maxime generale,’ quod
folvi poﬂit per fuperiores fubftitutiones ; fir- finds anguh 3
quem curva facit comr radio veflore = S erit .

P VZR
S-_.-- = Q"’V‘(|+V*Z= Re)? * proinde tangens

hojos abauﬁ = VZR. Quouefcumque ergo. in his aequaa
uombus erit: R talis funé’ho lpfarum """fzv(x-v)

f———-‘,_llt m:egr.m poﬂit aequauo J.«—Rd'r hae

bebltu: trajeQoria, = " -
- Notandus efk bog joga modus _habeadi tra}a&onamvcum
1 ——1
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- P=V; ubi V eft fun&lio guaccumque ipfius u, Si enim fit
angulus , quem radius veftor w=v (¥*+y*) facit cum

Pdu

. -\ ‘o * . dz m— ——
abfcifla & ;ocetur q),.‘erxt V=% = w(w—P z)._dcp
Vidu o i
= VTV Si radius ofculator curvae vocetur r; erit

ud : : . .
—r_“ =dP, quod per facilem conftruftionem geometricam

demonftratur ( Vide Nova A&a Petrop. ad an. 1786. Tom,
IV. pag, 106. ). Quare fi r fit funflio quaecumque radii
vefloris, feu quod idem eft diftantiae punéti curvae a puntto
quocumque fixo; feu r == U ; habebitur primo aequatio in-
ter perpendiculum P, & radium veforem, nempe P =

- / '1[7" =V, deinde alia inter anguluom @, & w», nempe

vVd . . .
o=/ ” V(u'—“-V‘)" ut invenit Celeb. Nicolaus Fuss in

eleganti Comment. fupracit. ubi fi fit U=nu=, fallo

8= Vn(z—m) reperit
u==a Vcof.(m-—r)cp:a .Vcoﬂ'(z—m)(p.

Quare fi fit m=-,-1;n==-‘—;

peculiare, ubj -nulla additur conflans, fen turva Cl. Paoli,

in qua P== w3, in-qua proinde radius corvaturae eft in
ratione inverfa diftantiae pun&i curvae a pun&o fixo illumi.
nante fecundum eas conditiones, quas in problemate Optico

afflumere libuit ; feu falta hac diffantia = Deftr= 3’!5 .

Subfti.

erit 'V =43 integrale
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Subftitutis valoribus ms=x -1 ;w== -;- ; aequatio

u—al/cof.( I—m)@
evadit u=\/'co£ch,feuu’_col'zq), ad quam
fimplicifimam curvae quacfitac acquationem devenem etiam

CL Paoli Opufc. 4 pag. 173.
la allata pag. 71. fuperiorom Adnota:xonum in-

telllgenedg: eft intra hmxtes regularum de folutionibus par-
txahlf:tus acquationum , meque pro generaliter vera habeni
Ppotelt « .

FINTIS.

Erruta Con:r'ge

dufinmln . _ dxfinnis

Pag.6in, 8
tgm.f I - Ix

— ooo" n s i —'At‘ﬂg ”.
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