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THEOREMATA |
CIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM
AD QUADRATURAM CIRCULI |

Commentatio 59 indicis ENESTROEMIANI
Miscellanea Berolinensia 7, 1743, p. 91—129

LEMMA 1

L. In circulo, cuius radius est =1 et semiperipheria =, sit anguli cutusvis s
sinus = x; erit eadem quantitas x sinus ommium arcuwm in hac serie nfinita
contentorum

' s, m—s, 2n-+4s, 3n—s, 4dn-+s, Ham-—s el

Practerea vero x erit sinus ommium arcuuwm negativorwm in hac serie comtentorum

Q—n—s, —2n4s, —3n—s, —4n-+s, —Bn—s el

COROLLARIUM 1

2. Si igitur ¢ denotet numerum quemcunque integrum affirmativam, erit
tam arcuum omnium in hac expressione - 2im + s contentorum quam ar-
cuum in hac expressione -+ (2¢+1)z—s contentorum idem sinus communis z.

COROLLARIUM 2

3. Cum angulorum negative sumtorum sinus fiant negativi, erit angu-
lorum in hac forma 4 2im—s contentorum sinus — — g angulorumque in
hac forma +(2i41)n+s contentorum sinus — — g, siquidem anguli s fuerit
sinus = - 2.

Leoxasror Evrert Opera omnia I17 Commentationes analyticae : 1



2 THEOREMATA GIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM  [92—93

LEMMA 2 .

A In circulo, cuius radius — 1 et semiperipheria = n, sit amguli cuiusvis s
cosinus = vy; erit eadem quantitas y cosinus ommium angulorum af firmativorum n
hac serie contentorum

s, 2n—s, 2n-+s 4n—s, 4dn+s, 6 —s et

pariterque eadem quantitas y erit cosinus ommium angulorum mnegativorum in hac
serie comtentorum ‘

—é, —%n+s, —2x—s, —4n-s, —4n—s, —Gn+s etc.

COROLLARIUM 1

5. Si igitur ¢ denotet numerum quemcunque integrum affirmativam,
erit omnium arcuum in hac expressione generali 4 2im+s contentorum
idem communis cosinus = y.

COROLLARIUM 2

6. Quoniam anguli duobus rectis seu arcu 7 aucti sive minuti cosinus
fit negativus, erit omnium angulorum in hac forma + (2i+1)m + s [conten-
torum] idem cosinus = —y, siquidem anguli s cosinus fuerit =+ y.

LEMMA 3

7. ILisdem positis si t sit tangens anguli s, erit quoque t tamgens ommium
angulorum tam affirmativorum quam negativorum in his duabus seriebus conten-
torum '

s, n+s, 2n-+s, 3n+s, 4n+s, bn-s e,

—n4s, —2u+s, —38a+s, —4n+s, —Dbuts el

COROLLARIUM

8. Denotante ergo ¢ numerum quemcunque affirmativam, erit omnium
angulornm in hac expressione - izm-s contentorum eadem communis tan-
gens — ¢; angulorum vero 4 iz—s tangens erit — —¢, siquidem anguli s
tangens sit = -+ ¢. -



93] . AD QUADRATURAM CIRCULI o S8

PROBLEMA 1

9. Invenire radices huius aequationis infinitae

33 55 37 t
T=t—gstiss s 1357t -

SOLUTIO

Si z denotet arcum circuli radii =1, erit x ipsius sinus. Ponamus
ergo arcum, cuius sinus sit —, esse s; erunt infiniti ipsius # valores in his
duabus seriebus contenti

s, m—S8, 2n-+s 3mn—s, 4dn+s, Bbn—s ete.,
—n—Ss8, —2x-+4+s8, —3n—s, —4n+s, —ba—s ete
Q E I »
COROLLARIUM 1

10. Si igitur aequatio proposita in hanc formam transmutetur

z i . 25 27
0_1'“'175"” 123z 1-.2-3-4-5% + 1-2...72

— ete.,

eius habebuntur factores numero infiniti sequentes

(1 *“j‘)(l T x Z_ s)(l + xj—s)(l + an—_'s)(l - 5%—‘3’)(1 - 3nz— s)(l + 3atz+ s) etc.,

in quibus factoribus lex progressionis facile perspicitur.

COROLLARIUM 2

11. Cum igitur coefficiens termini secundi in producto aequetur summae
coefficientium ipsius z in omnibus factoribus, erit

1 -1 1 1

1
T—S T®+s 2m—s + 2z +s + 3w—s etc.

1 1
Er

1*



4 THEOREMATA CIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM [94—95

COROLLARIUM 3
12. Sit s="'m, ita ut flab o =sin. A. ™ p; erit serie per - multiplicata

1 1 1 1

T 1
+ 3n—m

1
W—Tn_+n—m_n+m—2n——m+2n+m — etc.

COROLLARIUM 4

13. Quoniam coefficiens ipsius ¢ in producto, qui est =0, aequatur
summae factorum ex binis coefficientibus ipsius # in factoribus, haec vero
summa bis sumta aequalis est quadrato summae istorum coefficientium demta
summa quadratorum eorundem, erit

1 1 1 1 1 1
v~ w Ty v T Eg ey T

xr s$8

COROLLARIUM 5

14. Posito ergo iterum s=— B, ub sit @=sin. A ™ n, prodibit ista

summatio

%1 1
me

nNITT ~m + (n_m)z + (n—l—m)“ + (2”___m)2 + (2n+m)2 + etc.

SCHOLION

15. Possem hoc modo ultra progredi atque summas altiorum potestatum
determinare; quoniam vero hoc alibi') iam feci atque ad institutum nostrum
hae series sufficiunt, ulteriori investigationi supersedebo.

PROBLEMA 2

16. Invenire radices huius aequationis infinitae

z2 ZL 56 28

—isTTes4 126 12.8 efc.

y=1

1) Vide L. Evert Commentationem 61 (indicis ExmstroEmIANI): De summis serierum reci-
procarum ex potestatibus numerorum naturalium ortarum dissertatio aliera: in qua eacdem Summa-
tiones ex fonte maxime diverso derivantur, Miscellanea Berolin. 7, 1748, p. 172; LroNg4RDI
Euzerr Opera ommia, series I, vol. 14. A. G. »



95—96] ~ AD QUADRATURAM CIRCULI 5

SOLUTIO

Si z denotet arcum in circulo, cuius radius =1, erit y huius arcus
cosinus. Quodsi ergo capiatur arcus s, cuius cosinus sit =y, continebuntur
innumerabiles ipsius # valores in binis sequentibus seriebus

s, 2n—s, 2n-+s, 4n—s, 4n-+ts etc,
—s, —2n+s, —2n—s, —4n+s, —4dn—s ete.
Q E. L
| COROLLARIUM 1

17. Si igitur aequatio proposita in hanc formam transmutetur

2* 2t 28
T 12(1—y) + 1-2-3-4(1—y)—1-2-“6(1—@/)+etc"

0=1

eius habebuntur factores numero infiniti sequentes
i-24 ' 2% -2 24 2z
(1 o s—s—) (1 o (2av:~s)9> <1 2z —|-s)") (1 o (4%—5)”) (1 T (am+ 3)2) etc.

COROLLARIUM 2

18. Cum igitur in producto coefficiens ipsius 2z aequalis sit summae
coefficientium ipsius 22 in factoribus, habebitur sequentis seriei summatio

1 1 1 1 1 1
2(1—_9/) =g+ (215——-8)2—!— (2%_{_8)2_1' (4“_3)2+(4”+s)2+ etc

COROLLARIUM 3

19. Ponatur s — ", ub sit y=cos.A. vz et 1 —y=—2 (sin.A.?mh— n)z;. erit

Z T
2nn(l—y) 4 (sin. A.%n)s

1 1 1 1 1 _
=;”—m+ (2’?“’”)2 + (2n + m)? + (4n—m)? + (4% + m)? -+ etc.,

quae congruit cum § 14, si modo hic loco 2# scribatur .



6 THEOREMATA CIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM  [96—97

PROBLEMA 3

20. Invemire radices ipsius 2z huius aequationis infinitae

23 P 27
—1esTi1e32s 1zt

SOLUTIO

Si z denotet arcum circuli, cuius radius =1, erit ¢ tangens huius arcus;
~ si ergo sumatur arcus s in hoc circulo, cuius tangens sit —¢, erunt infiniti
ipsius z valores sequentes

s, n+s, 2a-t+s, 3n-+s, 4n+s, bDn-+s etc,
—n+s, —2a-+4+s, —3n+s, —4a-+4s, —buts et
Q E. L
COROLLARIUM 1

21. Reducatur aequatio proposita ad hanc formam

P 22 28 2 20 '
O=1—G—is+iemtisss 1345 ¢

eiusque factores simplices erunt sequentes

(= D0+ 2= (4 55 (=55 (14 575) e

COROLLARIUM 2

22. Cum igitur coefficiens ipsius z in aequatione aequalis sit summae
coefficientium ipsius z in singulis factoribus, erit

1 1 1 1 1 1 1
Tt s + +21t+s_37:——s+etc°

s @w—s ' mt+s 2m—s




97—98] AD QUADRATURAM CIRCULI 17

COROLLARIUM 3

23. Ponatur s = — 7T, ut sit ¢ =tang.A. - = =, sl sit z=sin. A. — 7
g
n " Y n

et y = cos. A.%n, atque prodibit sequentis seriei summatio

1_ﬂ_i_1+1 1 1

nt nx m n—m n+m—2n—m+2n+m—3

1 .
praiiipon ~- etc.

COROLLARIUM 4

24. Summa quadratorum singulorum terminorum seriei § 22 aequalis
est quadrato summae ipsorum % demta duplici summa factorum ex binis,
hoc est —1; erit ergo summa, quadratorum — tit +1= z—g +1= m_iaé Prodibit
ergo uti in § 13 haec summatio

1 1 1 1 1 1
7w st (m—s)? + (m+s)? + (2m—s)? + 2z +s)? + efc.

THEOREMA 1

25. Denotante = semiperipheriam circuli, cuius radius = 1, si fuerit
€ =sin.A. 2, erit

— ete.

W(p+qy)‘=p+q+p——q P9 pte | p+q  P—q4  P—q
nw m n—m n-}—_m 2n—m 2n+m 3n—m Sn+m

DEMONSTRATIO

Si series § 12 inventa multiplicetur per p, erit

& __» , P» _ P _ D N
nw m+n——m n+m 2n—mr+2n+m+et’c"

et si series § 23 multiplicetur per g, erit

Ty _ 4 4 4 g ¢
n m n—~m+n+m 2n—m+2n+m etc.

Addantur hae duae series prodibitque series proposita, cuius propterea
summa est =”—(p#. Q. E. D. '



8 THEOREMATA CIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM  [98—99

COROLLARIUM 1

26. Sumatur p = ¢; prodibit ista summatio

m(i4+y) 1. 1 + 1 1 4 1
2nz @ m 2n—m ' 2nd+m  4n—m ' 4nt+m

— etc.;

at est 1—_“';’:; — tang. A5, quae ergo posito # loco 2n congruit cum serie

§ 23 inventa.
COROLLARIUM 2
27. Si ¢ = —p, prodit haec summatio -

z(1—y) 11 + 1 1
2nx n—m n-+m 3n—m 3nt+m

+ etc.;

11— .
at est —i—y = tang. A. %n hlncque

— 1 —
I’Ix_—y = tang. A. (—-2—%7: + ?n> = tang. A.(ﬁﬁ{—n)n,

quae series denuo scripto m loco m —m ad praecedentem reducitur.

PROBLEMA 4

28. Invenire summom huius seriei

1 1 1 1
m n—+m 2n—m

1 1
w T
per formulam integralem.

SOLUTIO

Tribuantur singulis fractionibus numeratores, qui sint potestates ipsius
2, quarum exponentes denominatoribus aequentur, habebiturque haec series

am gn—m gntm z?n—m z2n+m

+ 2n+m+ ete.,

m n—m—n-{—m 20 —m




99—100] AD QUADRATURAM CIRCULI 9

quae facto z=1 in illam abibit. Ponatur summa huius seriei —s ac sum-
tis differentialibus erit

zds

m zn m n+m_z2n-—m Z2n+m Z3n—m___ etC.
et + :

quae series composita est ex duabus geometricis, eritque ideo eius summa
zm zn-—m
= n + n’

1420 T 142
Habemus ergo
z2ds Zm gr—m zm—-l gr—m—1
2as _ 2" b ds — i S Y
dz 142" 142

consequenter

Zm—l_{_zn*m—l
s=)"15s 9

huius itaque integralis valor casu, quo #=1, dabit summam seriei propo- -
sﬂ;ae ) Q E L :

COROLLARIUM 1

. . . . . . T b4
29. Quoniam igitur seriei propositae summa est — —

A . zm—l Zn-—m-—l
— [,

. m n
nsm.A.»n—az 1+4

, erit
7 sin. A. o

si post integrationem ponatur s=1. Hoc ergo casu integrale formulae
11— 1 n—m—1
f ————1"'—_‘_27,— dz ope circuli potest exhiberi.

COROLLARIUM 2

30. Ponendo ergo loco m et n numeros definitos habebuntur sequentes
1ntegrat1ones casu z==1:

Sim=1, n=2, erit
T 2dsz |
2 Ji14zs’

sim=1, n=3, erit
2n __fl—{—zd f dz
3Ys J 142 1—z+22’°

1) Vide etiam p. 57. A G

Leowuarpr Evresr Opera omuia I17 Commentationes analyticae 2




10 THEOREMATA CIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM [100—101

sim=1, n=4, erit

_fl +ez
2V2 1+Z“

7w 1+
3 1+z“d'z

sim=1, n =206, erit
quae omnia integratione actu instituta veritati consentanea deprehenduntur.

PROBLEMA 5

81. Invenire summam huius seriei
1 1 1 1 1 1 1
m n—m + n+m 2n—m + ntm 3n——m+ Snt+m etc.

per formulam integralem.

SOLUTIO

Coniungantur cum his fractionibus numeratores idonei, ut ante fecimus,

ac ponatur ,

: o gn—m grtm. zsn—m z2n+m

§="— -+ — + — etc.;
m n—m n+m 2n—m 2n+m

erit utique facto z—1 valor ipsius s summa seriei propositae. Instituatur
iam differentiatio ac prodibit

2ds

dz Zm___ g m + zn-}-m . z2n—m + z2n+m - etc.;
cuius seriei summa quia exhiberi potest, habebitur

@_zm_zn—m
dz  1—2

zm—- Z" m—1
§ = az.
f 1—2

Huius ergo formulae integralis valor casu z=1 dabit summam seriei pro-
positae.t) Q. E. L :

b

unde fit

1) Vide etiam p. 61. A G



101—102] AD QUADRATURAM CIRCULI

11

COROLLARIUM 1

. s . T
- 32. Per § 23 est seriei. propositae summa — i

Quamobrem erit

mweos. A, x

v COS. A. P gm—1__ gn—m—1
= i— az

nsin.A.7

casu, quo post integrationem ponitur z=1.

COROLLARIUM 2

33. Casus ergo simpliciores ita se habebunt:

Sim=1, n=23, erit .

7 _f(lwz)dz - dz
33 J 1—2 Jidzted
=1, n=4, erit
f(l;z”)dz dz
”4‘ 1—2* 1+2%

sim=1, n==6, erit

m
2y ncos.A.Tm:

. m
nsm.A.%—z

f(1~z4)dz J (1422)de |
21/3_ 1—e% 1+zz+z4’

quarum formularum congruentia cum Verltate post 1ntegratxonem actu insti-

tutam sponte patet.

SCHOLION

34. Si in binis seriebus nunc tractat1s b1n1 termini in unum colligantur,

orientur sequentes summationes:

2m 2m 2m - 2m
T T - ete.
nsin. A. — % m P —m T At —m? + 91”&2 md 1670 — m? + *
azcos.A.—ar* 1 om 9m am | om -
o om = An'—md T 9 —m? T 16t —m®

2*



12 THEOREMATA CIRCA REDUGTIOﬁEM FORMULARUM INTEGRALIUM [102—103

His ergo ordinatis habebimus duas sequentes series notatu maxime dignas

7 1 1 1 1 1
— m2'+ etc.,

- Y P 2_2+ 2;_2_ 2
2mnsin.A.%z 2mm né—m 40 —m In® —m 16 n

m
weos. A, — =
*n 1 1 1 1 .
2nmsin. A. > x nt— m? | 10t —me F 9%2-—m9+ 16ng_m2+ etc.;
A

1
2mm

quae si invicem addantur, dabunt

m . m
az(l—cos.A.———n) asin. A, —m
' n 2n

. m m
dmnsin A, — = dmn cos. A —x
n 2n

1 1 1 1
o n”—m2+ 9n”—m2+ 25n’——m’+ 49n? —m? + ete.

Hasque series ante aliquot annos ex principiis longe diversis sum consecutus.”)

THEOREMA 2

35. Summa huius seriei quadratorum

1 1 1 1 1 ' 1

m: (n—m)? - (n+m)2 + (21’&—9%)2 + (2n+m)2 — (3n_m)2 — ete.
est
meos. A x
— kG .
nn (sin. A, %’E av)g
DEMONSTRATIO
In § 12 vidimus esse '
d 1 1 1 1 1 1

— ete.;

+ n——m—n—i-m— 2n—m+ 2n+m+ Sn—m 3‘n+m

S|~

. m
7 sin. A.Wm

1) Vide L. Evtert Commentationem 130 (indicis ExestroEMiaNI): De seriebus quibusdam
considerationes, Comment. acad. se. Petrop. 12 (1740), 1750, p. 53, imprimis p. 64: LrovmarDI
Euvrerr Opera omnia, series I, vol. 14. A G.



104] AD QUADRATURAM CIRCULI 13

quae aequalitas cum semper habeat locum, quicquid sit m, differentialia quo-
que aequalia esse debent. Differentiemus ergo tam seriem quam ipsius sum-
mam posita m variabili eruntque differentialia quoque aequalia. Habebitur
autem utrinque per dm diviso

1

1 1 1 1
W=—W+(n—m)2+(n_|_m)2—(2%_m)2'—‘(2n_|_m)2+ ete.

. m
—x?cos. A.—”— 1

Mutentur signa atque habebitur summa seriei quadratorum propositaé. Q. E.D.

COROLLARIUM 1

36. Evolvamus aliquot casus simpliciores sitque m =1, n = 2; erit

sin A %=1 et cos.A.@ﬂ-——«O,
" n
unde
L . ,

Sit m =1, »=3; erit

. 3 1
sm.A.ﬂn=L et cos. A% g—_—,
n 2 n 2

unde

Quw 1 1 1 1 1 1
S =171 Tas T " ei 100 T CtC

Sit m =1, n=4, erit

unde

T 1 1 1 1 1 1 .
svs 179 s Tas T ar "1a1 " 1ee T O

COROLLARIUM 2
37. Multiplicemus seriem

2w 1 1 1 1 1 1
97—l i1t as e 100 T O



14 THEOREMATA CIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM [104—105

in qua quadrata per ternarium divisibilia desunt, per

9 1 1 1
R RS TR Pr

ut omnia quadrata occurrant, eritque

2.4 1 1 1 1 1 1
i S R TR TRt TR R

cuius veritas iam alibi a me est demonstrata.’)

COROLLARIUM 3
38. Cum sit ex § 14

nw 7T 1 1 | 1 1 1 :
nn:z:x= ﬂn(sin. A.% n)2= me + (n — m)z + (n + m)s;“*‘ (2m — m)3+(2n F m)2+ etc.,

erit his seriebus additis

07,3 (1 + cos. A. % n)

1 1 1 1 .
=;n—2+ (2n—7n)2+ 2n _|_m)2+ (4n_m)s+ (4n + m)2+ etc.,

2
2nn (sin. A % at)
quae series scribendo % loco 27 ad illam reducitur; est enim

m
1+cos.A.~n~91:_ 1

(sin. A, % n)g B 2 (sin. A;% ar)

3"

SCHOLION

- 39. Summatio ergo in hac propositione demonstrata directe deduci po-
tuisset ex summatione seriei § 14 datae. Cum enim sit

44 1 1 1 " ) ;
wn(sin 4.7 ) I Rl e Sl Oy o oy B R

1) Vide notam p. 4. A G
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erit quoque scribendo 2# loco » -
.77 (1 + cos. A. % m:)

T

4nn(sin. A, %n)ﬂ - 2nn (sin.A.%:rvf

1 1 : i 1 1 )
— me + (2,” . m).‘% + (2% + m)2+(4” — m)z"l" (4% T m)2+ etC.,
a cuius duplo si illa subtrahatur, remanebit proposita

m
wa cos. A. i 1 1 1 1

1
)2=W—(%—m)2"(n+m)f+ (2n—m)2+(2n—|—m)2—

—— ete.;
nn (sin. A % b4

simili autem modo ex serie § 23, quae ob signa alternantia maxime videtur
regularis, deduci potest series § 12 exhibita. Cum enim sit

m
T COS. A.—n—w 1 1 1 1

1
o + +2n+m——3n—m+etc"

1
“m n—m ' ntm 2n—m

erit, si 2» loco » scribatur,

m
9 COS. A.% T T <1 + COS. A.- ; ﬂ:) 1 1 1 1 1
= = -+ — + — ete.
2n smA%’Lm 2 n sin. A.ﬁﬂ m 2n—m 2%—{—m dn—m 4n+m
. AL o P ‘
Ab huius duplo subtrahatur illa series eritque
® 1 1 1 1 1
=%+n—— _n+m—2n—m+2n+m+etc"

. m
nsinA.— x
n

quae est ipsa series § 12 inventa.

Simili autem modo formulae integrales, quae pro his summis sunt in-
ventae, ad se invicem reducuntur. .Cum enim (§ 32) sit |

m : .
meos. A, —x =1 pm—me1
= 1 Z’ﬂ - z,

. m
nsin. A. — @
" n

erit quoque

mweos. A — n(l +cos.A.—7z m—1__ p2n—m—1
2n n 7 2 dz
1-—g2n o

2msin. A. — 2% sin. A.— x
2n n
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ab huius duplo subtrahatur prior; erit
2ﬁm—1_232n—-m 1 z"“ —pn—m= 1
1—g do— | =7 %

. g — ,__zn+m—1+5n—m—1__z2n—m— am— 1+Z” m—1
= 1—22" 1+Z” Z,

nnnA —m

quae est ipsa integratio § 29 inventa. Ex quibus perspicuum est omnia,
quae hactenus sunt eruta, deduci potuisse ex hac summatione

zeos. A"
s fzml znmlz

. m J—" 1
nsm.A.;{m 1—=2

1 1 1 1 1 1
+ + 2n+m—3n——m+3n+m—

1
m  n—m n-+m T 2n—m
Ex qua per differentiationem nascitur haec

T

1 1 ) 1 1 1 ‘
ym(s—in,A,—;E;)? =;y?2+(n—m)2+(n+m)2+(2n_m)2+(2n+m)2+etc.,

quae § 14 iam est inventa.

PROBLEMA 5

40. Invenire differentialia primi, secumdi sequentiwmque altiorum ordinum
hwius quantitatis

m
mweos.A. —x
n

nein. A. 2 x
n
posito m variabili.

SOLUTIO
Ponamus brevitatis gratia ‘

sin A Zm—z et cos. A.ﬁn=y;
n n .
erit primo y =V(1 — 22); tum vero erit

Ao ="y _ ™ am ot dy——""dm.
n n n
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Vocetur \'quoque quantitas proposita, cuius differentialia quaeruntur,

m
weos. A.—x
n

N m
% sin. A. kL

.
,

erit V="%. Hinc ergo erit
AV — w(zdy—yds) —amdm
nrT NNE T
ob zz 4 yy =1 ideoque 7
—xx 1
dm ™~ nn zz’

huius porro sumatur differentiale eritque

dav.__ | =z 2dz__ 24 ydm
dm nn z° w8
ideoque
a2V a® 2y

Quodsi simili modo sequentia, differentialia ‘computentur, ita se habebunt:

T

awv x? 1

dm — niz? O’

adav 8

amt = T g 29

av at -

amt = aatyy +2),

d4V 5

Tt = T 755 89" + 16y),

&V 8 _

aos — — i (169" + 8847 4-16),

av 7 ‘

T = T 1 (8297 + 4169+ 272y),

av x° 6 4 » 2 1
’ etc. '

1) Editio princeps: - - - 4 2886y* +---  Correxit A. G.

Lrovunarpr Eurerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 3
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Lex progressionis ita se habet, ut, si fuerit

d"V “v+1 y—1 v—3 v—5 d\ v—1 v—9
W=:L-W(“?/ + By T+ yy Tt + 0y T+ sy 4 etic),

futurus sit sequens differentiationis ordo

e L e |20y (F+ & =Dy By + O — HBY |
awrth w4 (80 + (v — B)y)y'~*+ (108 4 (n = 1))y " - ete.

Differentialia igitur cuiuscunque ordinis ex praecedentibus determinabuntur.
Q E. L '

PROBLEMA 6

41. Invemire summam hutus seriet

1 1 1 1 1 1
w (m — n) + (m + n)y + (m — 2n)” + (m + 2n) + (m — 3n) - ete.
singulis terminis seriei § 23 inventae ad dignitatem quamcunque elevatis.
SOLUTIO
Si ponamus sin. A. T7=g, cos.A."- n—y atque L —7V, erit ex § 23

1 1 1 1 1 1 -
V=E+m—n+m+n'+m——2n+m+2n+m—3n+ etc.

Quodsi iam posito m variabili differentialia capiantur, prodibunt sequentes
summationes:

av 1. 1 1 1 1
— 1dm. =W+(m—n)2+(m-l—n)2+(m—2n)2+(m+2n)2+ etc.,
+ 1-2dm? =ﬁ3+(m——n)3+(m+n)3+(m—2n)3+(m—|-2n)3+ etc.,
R TR T T R e N R R CE TN CE T Rt

tiasaam —w TP Ty T gnp T mt ey T O

ete.
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Erit ergo seriei gradus indefiniti propositae

1 1 1 ’ 1 1 1
W"‘(m—n)ri‘(m-yn)rl"(m_2n)v+(m+2n)y+(m_3n),+ etc.

summa
+a-'V
1-2-3--- (v —1)dm’~!

' o v @ty -
At problemate praecedente valorem ipsius ST exhibuimus; quamobrem
m

quoque summae harum serierum potestatum poterunt definiri. Q. E. L

PROBLEMA 7

42. Sinum anguli cuiuscunque —Z’—n per productum ex infinitis factoribus
exhibere. '

SOLUTIO
' _ Cum sib

m
T COS. A‘W n

. m
wsin A. —x
n

1 1 1
—- + 2nmm—l—etc.,

1
m n—m | ndtm

tractetur m uti quantitas variabilis ac multiplicetur ubique per dm; erit

wdm m . m
——cos. A. —r=d.sin. A. “ 5
n n "

et hanc ob rem erit

m . m. -
:vdmcos.A.;m_d.sm.A.Wm am dm am dm  dm

— = o

. m . . om — Y
nsm.A.%n sm.A.%—az m n—m - ntm  2n—m

unde integrationé utrinque absoluta erit
lsin.A.%n= Im 4 Un —m) + I(n + m) + 12n —m) + 120 + m) 4 ete. + C.

Constans C ita esse debet comparata, ut facto m — %n logarithmus ~ sinus
3%



s
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fiat — 0, quippe quo casu habetur sinus totus. Hoc ergo modo constante C
determinata erit '

2 2 4n—2 4n 2
lsmA——n~l-*+l +z"+ R + 24 ete.
Unde, si transeamus ad numeros, habebimus
sin. A. _n__&w_z 2n—2m 2n+2m an—2m 4n—|—2m . ete.

n » 3n 3n 5n
Vel si binos factores in se ducamus, erit

. m 2m Ann—A4imm 16mn—4mm 36 nn—4imm
sin. A, —7 = —- . . . etc.
n n 3nn 15nn 35nn

Q E L
COROLLARIUM 1

48. Si loco 2m scribamus m, habebimus

2n—m 2 4 4
sin A =" n—m 2ntm dn—m intm . etc.
2n n n 3n 3n 5n

sive
m Mm—mm 16nn— —mm 36nn—mm

smA—n-—%— Ann—nn 1lénn—nn 36nn—nn - efie.

COROLLARIUM 2

(n M)

44, Quia est sin. A. ——n = c08. A. 7, erit, si »—m scribamus loco m,

ex serie inventa

m n—m n+m 3n—m 3n4+m
CoS. A, ——m = pEm, Jant . etc.
2n n n - 3n 3n
give
: m nn—mm 9Inn—mm 25nn—mm
COS.A.—7 = . . - ete.
2n nn 9nn 25nn

COROLLARIUM 3

45. Quoniam est sin. A. 1”—91=2 sin. A. ;-7 + €os. A lm, si sin AZn
dividamus per 2 sin. A 7T, habeblmus
m- 2n—2m 2n+2m 4n—2m 4n+2m

s.A.—m= . . . .
cos 2nﬂ oan—m 2n+m 4dn—m 4n+m - ebe
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et diviso sin. A. > - 7 per 2cos. A 5,70 habebimus

m 2n 2m 2n+2m dn—2m 4n+2m etc‘
n—m ntm  dn—m 3n-t+m bHn—m ’

. m
sin. A, — 71 =
2n

COROLLARIUM 4

46. Duplices istae sinuum et cosinuum expressiones inter se aequatae
dabunt

1) dnn—Aamm Inn 16nn—4dmm 25nn
1= . . . . . ete.
nwn—mm 4dnn—mm 9Inn—mm 16nn—mm 25un—mm

COROLLARIUM 5

47. Si m capiatur infinitum seu m infinite parvum, erit sin. A, n=_"n

hocque casu ex utraque serie nascitur idem valor ipsius 7 a WarLisio?) datus

2-2-4.
R

=2 1

- LEMMA 4

48. Valor huius producti ex infinitis factoribus constantis

a(c+b)(a+k)c+b+k)(a+2k)(c+b+2k) ete.
b(c+a)(b+k)(c+a+k)(b +2k)(c+ a + 2k) ete.

est
—k

b
=fz"‘1dz(1 — E

a—k°

Jr-tda(1—2) F

i post utramque integrationem pona'tzw z=17%

1) I. Wartts (1616—1703), Arithmetica infinitorum; Opera, t. 1, p. 469. A G

2) Vide L. Evrert Commentationem 122 (indicis Exssrromyiant): De productis ex infinitis
factoribus ortis, Comment. acad. sc. Petrop. 11 (1789), 1750, p. 8; Lrovmarpr Evizrr Opera
ommia, series I, vol. 14. A G
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PROBLEMA 8

m

5, 7L per formulas integrales exprimere.

49. Sinum anguli

SOLUTIO
Cum sit
. m o m 2n—‘m'2n+m'4n——m. ;
Sln.A.mT[-—W' " 3n 3n etc.

per § 43, comparetur hoc productum infinitum cum lemmate praecedente eritque
a=m, b=mn, k=2n et c+m=mn vel ¢-n=2n—m; utrumque datb
¢=mn—m. Hinc igitur fiet

. m Jan-m=1dg (1 —22")"%
sm.A.ﬂn= S

fzn—m—ldz(l _5273) 3n

si post utramque integrationem ita institutam, ut integralia evanescant posito
2z =0, ponatur z—=1.

Cum vero etiam sit per § 45

am  2n—2m 2n+2m 4n—2m

2sin. A. 2 —
9w m—m n+m  3n—m 3n+m

- ete.,

"erit comparatione cum lemmate instituta ¢ —2m, b= n— m, ¢c=n—m et
k — 2n, unde obtinebitur

—-_n—m

/Zn—m—ldz(l __zﬂn)—fn—

. m
2 sin. A'f}’”= ’

fzn—m—ldz(l _zsn)T

8l post integrationes ponatur z=1. Q. E. L

COROLLARIUM 1

50. Sequentes ergo nanciscimur diversarum formularum integralium com-

parationes: -
. ‘m S m-idy = m-1dg
sinA.—m | —— = [ —
T2n n—-m -, V(l—zg”

(1 ___2211,) 2n
et
. m gnm=1dpg A ™ lds
QS]D.A.ﬁﬂT'f T = gl

(1 _z2n)T (1 — zan)’?;"
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COROLLARIUM 2

51. Tum vero sine sinus ratione habita 1nst1tu1 potest ista integralium
comparatio

gn—m— le Zn—m—ldz gn—m— ldz gr—m— 1d.’/."'
2 : 2n—m n+m
| SV

1_Z2n) % (1_5273) “en z?n) ETS

COROLLARIUM .3

52. Ponamus esse m =1 et n=1; erit sin.A.; n =1 atque compara-
tiones ita se habebunt '

J; V(fz—m -/, V(fz—m 2 ﬁ‘o/zz(ldjz?)’

quarum aequatlonum posteriori duo spatia hyperbolica infinita mter se com-
parantur.

COROLLARIUM 4

53. Ponamus esse m —2 et # = 3; erit sin. A.Qﬂnn—VT, unde orientur
sequentes comparationes

1/3 dz dz - dz
ve — et V3 = :
¢! ~z“)% 'f V(l - z‘*) oV (A=) (1)t
ex his nasmtur ista proportio

1 dz . dz dz | dz
2¢ (1—2%% "o (1— g5k (1 —2%t " (1 — 9%

COROLLARIUM 5

54, Sit m=1, n=2, ut 31’0 smA—n—l—/—l?—; erit

1 d [ as Vo (82 _ [ a=
Ve 11—t J (1—2ht (1—et)t (1— 4’

quae duae aequationes inter se congruunt.
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COROLLARIUM 6

55. Sit m-——-l, n =3, ut sit sin.A.%n=—;—; erit

1 ads zdz f zdz
'/.1—-56)3 fl—z“)‘f (1—2%% J1—z6)%

quarum posterior est identica, prior autem dat

f sdz =2' zds
a—of  Jya—a

posito post integrationem z =1, quae conditio semper adiuncta est intelligenda.

PROBLEMA 9

56. Eupressiones infinitas, quas pro cosinu anguli —-m invenimus, ad for-
mulas integrales reducere.

SOLUTIO

Primum § 44 invenimus esse

m n—m nt+m 3n—m 3n+m
cos A, — = pm 3w St

20 % % 3n 3n etc.,

quae expressio cum lemmate § 48 comparata dat a=n—m, b=mn, c=m
et k— 2n, quibus substitutis oritur

m=—1 g2 —é-
cos. A, X — Jor-tda(l—2)7F

2 —n—m

fz’"-ldz(l _z2n)_ﬁ“

Deinde § 45 vidimus esse

2n—2m 2n+2m 4n—2m 4n+2m
= on— m 2n+m An—m  dnt+m

m
cos. A. 20 - ete.,

qua expressione cum lemmate comparata reperietur @ = 2n —2m, b==2n—m,
¢c=3m et k= 2n, unde erit

_/zam—ldz(l _2271)—5;
— —>
fsz—ldz(l ___zﬁn)-_n

si post integrationem ponatur z=1. Q. E. L

m
cos.A. — 7
2n
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COROLLARIUM 1

57. Hinc iterum sinus anguli é—n exprimi potest ponendo n — m loco

m; prior qmdem expressio dat eam ipsam, quam iam invenimus, at ex
posteriori nascitur

_.n.l_,l,
. m ‘/‘Z3n—~3m—1dlg(1_z2n) 2n
sm.A.%—n= — T

fz?’""”‘ldz(l _z2n)

COROLLARIUM 2

58. Quemadmodum tres expressiones pro sinu habemus, ita ad duas ex-

pressiones pro cosinu inventas tertia accedet ex secunda expressione sinus
[§ 49], quae dabit

—2ntm
fzm—ldg(l_zht) 2n
= —m

Jom-tde(1 —g2n) »

m
. 2c08.A. —=n
2n

COROLLARIUM 3

'59. Hinc igitur innumerabilia paria formularum integralium casu, quo
z=1, inter se comparari poterunt haeque comparatlones pendebunt a multi-
sectione anguli.

PROBLEMA 10

60. Invemire  expressiones integrales, quae casu z =1 tangentem anguli

gl— 7 exhibeant.
n .

SOLUTIO

Cum tangens anguli sit quotus ex d1v1s1one sinus per cosinum ortus, erit
ex §43 et 44

m 2n-—-m 211,+m 4n—m
n—m n-+m 3n m 3n+m

tang. A. 2= 7 — - etc.;

comparetur haec expressio cum lemmate § 48 -eritque a=m, b=n—m,
c=mn et k=2n, unde orietur

Lzoxnarp: Everr Opera omnia Ii7 Commentationes analyticae . 4
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—n—m
fZ”—le(l _2210) 2n
= m-—2n

fzn— 1dz(1 _zzn)T

: m
tang. A. o

posito post j utramque integrationem z=1. Deinde ex § 45 elicitur pro tan-
gente ista expressio ‘

tan Aﬁn— m .2n—m 2n+m.4n—m
T T w—m ntm 3n—m 3ntm

ete.,

ex qua eadem expressio integralis quae ante invenitur. Q. E. L

COROLLARIUM 1

61. Ponamus m — 2 et n—3; erit tang. A. 57— V3 hincque

zz2dz zedz
3 — .
Vol =) o=y

si ponamus 2*= v, erit zzdz=—;—dv ac proinde
f dvy3 dv
a—oF J @—o9t

COROLLARIUM 2

62. Si generaliter ponamus 2" = v, habebitur

tang A -ﬂﬂ =fd'l)(1—1)y) “2n
T m—2n
Jdv(1 —ov) *
sive o
m dv dv
ta'ng’ A‘ %ﬂ:f 2n——m =f n4m *
(1 —wv) = (1 —ov) 2"

COROLLARIUM 3
63. Sit m =1, n—2; erit tang.A.5.m=1 hincque

. dv _ av
(1 = oo}t (1 ——w)%’

quae aequatio identica inservit veritati calculi comprobandae.
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SCHOLION

64. Plures huius generis comparationes institui poterunt, si in subsidium
vocentur theoremata circa comparationes formularum integralium alibi a me
demonstrata (Tom. Comment. XI)*), unde quaedam instar lemmatum depromam.

LEMMA 5

65. Si post integrationes ubique ponatur z=1, erit

f #*~ds Z““c'ldz 27 lde  (Carttr-ldy
(1 ,__.zb)l ¢ zb)l y (1_56)1-)/ (l_zb)l—c

LEMMA 6

66. Si post mtegmtzones ponatur z — 1 emt

b1 fzb( k)—ldz(l _Zb)c‘,'fzb(7+c—k)—1dz(1 ——-zl.’)‘%“‘ '
c4+1  [PEPTda(1— ). [PGHOrR-1gs(1 — 2)- 41

LEMMA 7

67. S post integrationes pohatw 2=1, erit

P fz““ldz(l __Zb)——%—+7:,;/'Za+(-§-+k)b—1dz(1 _Zb)—.%—k

a [ ide(l—a)hoh [potGRotga(1 — =ik

LEMMA 8

-68. i post integrationes ponatur z — 1, em’t

(@+1)(a—k+1) fz”(”")‘ldz(l——zb) fz”(l k)—ldz(l Py+E
C+D)(e+k+1)  [20-B-15(1— P [p0rd=1gs(1 _ p)a+

1) Editio princeps: Tom. Comment. X. Dissertatio autem commemorata est L. Burerr Com-

mentatio 122. Vide notam 2 p- 21. A G
4*



28 THEOREMATA CIRCA REDUCTIONEM FORMULARUM INTEGRALIUM [121—122

THEOREMA 3

69. Si post integrationes ponatur z=1, em't
™ lds 2 ds
cos.A.2ﬂn— f —s*"t fl )

n - Zm= ldz m+2nc ldz
Lf@ — )i f ntm

(1 _ z?n) ETH

DEMONSTRATIO

Si enim in Lemmate 5 ponamus a—m, b—2n et y =",", fit

2%~ ldz sm=1dg
=7 J° nim’

' (1__521; 22
At per § 56 est _
. zm—ids _ 1 j‘ m=1dz
(- z?n)’%n’_" cos. A, %n (1 -zt

qui valor in lemmate substitutus dabit aequalitatem, quam demonstrari
oportebat.

COROLLARIUM 1

70. Inest in hac aequalitate exponens indefinitus ¢, quem pro arbitrio
determinare licet; sit igitur ¢ — -, et quia numerator et denominator factorem
habent communem, erit

cos. A, ﬂf grtm—ldy ‘/' 2" ldz
A - = -
2n (1 2'2") an V(1~z2 )

COROLLARIUM 2

71. 8i in formula f' V( 2n) ponamus 2" = 9, ab1t ea in f v _—v—v) cuius

integrale posito 2 =1 seu v =1 erit ﬂ - Hanc ob rem erit

rtm-ldy 7
ngm m
(1—z87) B 2ncos. A5

posito z=1.
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COROLLARIUM 3

u

72. Si ponamus z = -+, ut loco variabilis 2 1ntroducamus u, erit

(1)
#=0, si w=0, at fit 2=1, si 4= . Quamobrem facta substitutione
erit
fu”“‘”m‘ldu . T
14w 2ncos.A.2ﬁn
n

posito post integrationem # = co.

COROLLARIUM 4

73. Si in § 29 loco % ponamus 2#, erit
_ Zm—-l_}_z2n—m—1‘
f e

si post integrationem fiat #=1. Quodsi ergo pro m scribatur » —m, fiet

2nsin. A. —n

b n—m— 1 z'n,+m— 1
m 1 —:_ Zn dz
2ncos. A. oo
n+m 1d'll/
posito post 1ntegrat10nem #=—1, quod ergo integrale aequatur huic f T

st ponatur u = oc.

THEOREMA 4
4. Si post integrationes ponatur z=1, erit
m Z2m—1d5 . Z2n—m-—1dz
2 cos. A'E?/",f et s
. (l_zgn)n (1_527&) 2n

DEMONSTRATIO

In § 58 nacti sumus hanc cosinus expressionem

~2n+m

=fz”‘“1dz(1 _52'4)7

2¢08.A. 2 -
2n _m
fz’"*ldz(l—z“) 3
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m

Si iam in Lemmate 5 faciamus a=m, b=2n, c——;n—n et 7—”4;—, duae

lemmatis formulae integrales in has, quae 2cos. A.——n exprimunt, transmu-

tantur; quarum loco si scribatur 2 cos. A Tl prodibit

2m—1 2n—m—1
2cos.A.—2m—nn- z dzm= £ gffm-
. (1 — 3271)7 (1 —_ z?n) 2n
Q. E.D
COROLLARIUM 1
75. 8i hinc in Lemmate 6 ponatur b=2n, ¢==—" et =",
2m-—1dz
formula f z”(%—")—ldz(l — &’y abit in hanc f ——————, cuius loco si scribamus
(1 En)n
1 gin—m—lgy
2 cos. A.%x . (1_'32")17‘5?‘
faciamusque b = 0, obtinebimus hanc reductionem
zzn—m-—-ldz
Za—m -
(1-——227‘) 2n Z2m~1dﬁ z%n—2m—1dz
= gn—im—iy, S€U El n—m"
= R T e O

(1 . z2n)T

COROLLARIUM 2

76. Si ponamus m==2 et n=3, erit cos. A. %n — 1, unde aequatio theo-

2 ?
f 2%dz f 22dz
1-— .z“)’o‘ 1— zs)%"

at aequatio corollarii praecedentis dabit

f zdz f Adz
(1—2% J (1)

rematis dabit
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seu posito z loco zz hanc

f sde
(1 —53)% 1 —zs)*a‘

COROLLARIUM 3

posito .z — 1.

1. Sit m =1 et n=2; fiet cos.A. ——n——% 1de0que -

fzdzl/Q =f zeds = 7
(11— Ja-Mt 2)2
ob f ﬂf%g=§° Ex Corollario 1 vero erit

J‘zd{z]/2 __ [ zeds
(1— )t (11—t

quae est eadem aequalitas.

THEOREMA 5

18. S post integrationes ponatur z =1, erit

m [ ldz  [Rremeigy 14y tEiny =1y
tang. A.%n- A T —_ i z’“’)l = i’
(1 -—22”) 27 (1 __22”) 2n

DEMONSTRATIO

In § 60 invenimus esse

2=1ds m " lds '
— =tang.A.§%ﬂ-j.——~—~-

ntm Tnom
(1_5211) 2n (1__221:) 2n
Fiat iam in Lemmate 5 a=mn, b=2x et ¢—= —M—m atque facta substitu-
tione erit
tang A m nf zn—ldg fgzn—m—ldz _‘/‘ Zn’—-idz ‘/' Z"+2”7—1d.6
. AL— Snm iy ; wier | nfm
2n (1 22”) Ton (1 — ) 4 (1'—' 4 ) 4 (1___227;) 2nl

Q. E. D.
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COROLLARIUM 1

79. Si ponatur y =1, ob duo membra integrabilia fiet

ta A -lds #r-1ds n s-ldz
2” ng ﬂ 2n—m n+m = 2Qn—m nf-m?
(1 —_ 2271) T (1 ___521;) 2n (1 —'22") 2n

hanc ob rem erit
tang. A Ln””f =1dz =f —ldz

20 In—m ntm’
(1 — z?n) 2n (1 _zﬁn) 2n

quae est ipsa in § 60 inventa.

COROLLARIUM 2

2n
m gin—m=1dy grtm-ldy
t&ng. A.%n.f T wfm?
(1 —22") 2n (1 _zﬂn) an

1
ac si ponatur =, ingredietur uadratura, circuli eritque
p Y= q

Cide ""‘ldzj =1dz x o 2in-1dyg T
V(1 — 227 =T 2% tan, A o ™ o 2n(n—m)tang. A 2
2n) T %n g. (l_zin) 27 g. ‘on
seu
m v
alzta.ng A.ﬂﬂ' zn—ldz , 3n+m—1dz
2mn T ngm’ V(l_zgn).

(1 — 227&) n

COROLLARIUM 3
81. Cum igitur sit ‘

7 tang. A m ”_f s tdz atm-ldy
. . _ n+ M n
2mn _ 2n (1— 2% o V(-2

atque "ex § 60 sit
2 ds 2~ 1dz

2_er——tamgAﬁazJ— o
(1—22") 2n (1—}32") 2n
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erit

x _f =1dg grtm=1g,
2mn ( 2n—m V(l . Zgn)

1 — 527;) 2n

Productum ergo harum duarum formularum integralium casu, quo ¢ =1, per
peripheriam circuli exhiberi potest.

COROLLARIUM 4-

82. Sit m =1 et n = 1; erit ex corollario praecedente
7 dz ‘ zde 1 j ~
— = - =—-1—-V(1—2))),
2 f]/(l——zz) -/]/(1—-3;3) 2>( , " zz))

quo casu, si fiat 2 — 1, aequalitas sponte perspicitur.

COROLLARIUM 5
83. Sit m=1 et n=2; erit tang. A.—Q% = i, hinc ex Corollario 2 erit

T 2dz 2odz

4 J =t Y=y

T L/’ zds ) zedz
¢ Ja-mtJyYa—a

quae duae aequationes inter se congruunt.

ex tertio autem oritur

COROLLARIUM ¢

84. Sit m=2 eb n=3; erit tang. A.” v — V3, hinc ex Corollario 2 oritur

T gzds j 2tdz
4Y3 (1 - J Y —ze)’
- ex tertio vero nascitur haec aequatio

z _ 2zdz ) 2tdz .
12 (1 — 2% J Y1 -2

Leoxmaxor Evrerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 5
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~ SCHOLION

85. Huiusmodi theorematum ex formulis integralibus pro sinu, cosinu et
tangente inventis ope Lemmatum 5, 6, 7 et 8 tanta multitudo deduci potest,
ut iis capiendis integrum volumen non sufficeret. Aperto autem fonte quili-
bet, quantum libuerit, inde haurire poterit. Complures quidem occurrunt casus,
uti vidimus, quibus vel ad aequationes identicas vel eiusmodi, quae facile eo
‘reducuntur, pervenitur hique casus veritatem reliquorum theorematum eo
magis confirmant, in quibus ratio aequalitatis non perspicitur. Sic in aequa-
tione § 80 si ponatur m =0 et n =1, fiet tang. A.%n=%n, eo quod tan-

gens arcus evanescentis ipsi arcui aequatur; hinc igitur fiet

t7 ] j’ da dz
17 ) s
4 V@ —22) Y V(A —22)

. . . dz
cuius veritas, cum sit f LA
: ) Y —z2) ) )
terum huiusmodi formularum integralium, quae neque integrari neque ad se
mutuo reduci possunt, comparationes eo magis sunt notatu dignae, quo
minus via ad eas comprobandas patere videatur. Sic primum huius generis
theorema, ad quod iam pridem fui deductus’), simplicitate se commendabat,

quo inveni esse productum harum duarum formularum integralium

I

12‘— casu, quo z=1, sponte apparet. Ce-

ds o Ads
VN — H
Va—#) V(-2
quarum altera arcum, altera ordinatam in curva elastica exprimit, casu z=1
aequale areae circuli, cuius diameter sit —1. ’

1) Vide notam p. 21; vide etiam litteram L. Eurert ad JTom. Berwourri, 20. Dec. 1738,

Biblioth. Mathem. 5, 1904, p. 285, imprimis p. 291; LEoNEARDI Evzerr Opera omnia, series IIL.
A G



DE INVENTIONE INTEGRALIUM
SI POST INTEGRATIONEM VARIABILI QUANTITATI
DETERMIN ATUS VALOR TRIBUATUR

Oommentatlo 60 indicis ENESTROEMIANI
Miseellanea Berolinensia 7 , 17438, p. 129—171

LEMMA 1
L. Invewire summam seriei recurrentis
A+B+C+ D+ + P,
n qua quilibet terminus ex duobus Dbraecedentibus ita formatur, ut sit

C=mB -+ nAd, D=mC+nB et

SOLUTIO

Quo solutio latius pateat, multiplicemus singulos terminos per terminos
progressionis geometricae, ut habeamus hanc seriem

1 2 . 3 4 »
Aa® 4 Ba*tP 4 Ca#+® - Dget3f ... o ppete-1p,
Ponamus huius seriei summam = S; ut sit
S = Ax* + Ba**Ff |- Cu**t2F 4 ... | Ppote-18,
Hinc lege progressionis in computum ducta erit

mSW = m Aa*F 4 mBr I | o O HO=OF | gy Pyetes,

nSr*f= . NAZTE o g N+ e-Dp + nOx**tPF - p Pyetz+s,
5*
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subtrahantur hae duae series coniunctim a superiori atque ob

C=mB+nd, D=mC+nB, ---P=mO-+nN
habebitur
S(1 — maf — na®f)

= Ax*® - et+f g Pretef — a+ps__ a+(p+1)p
2* + Bx mAx Px nOx n Px .

Sit in serie proposita 4+ B+ C+ D +---+ P terminus ultimum P sequens
— Q; erit Q=mP + 20, quo introducto fiet

Az®+ Bxetf —mAx*+F — Quetof—p Pyt ®+HF
o 1 — maf —nx?f )

S

Vel si in serie 4+ B + C-+---+4 P vocetur terminus primum A antecedens
. =4, propter B=mAd + nd fiet summa quaesita

Az +ndze+f — Quetrl —p Pget @+
o 1—maf —nxif )

N

Facto iam o =1 erit seriei propositae 4 + B + C+ .-+ P summa

_ A+nd—Q—nP
o 1—m—n

Q E. L

| LEMMA 2 |
2. Euistente A+ B+ C+ D+ ---+ P serie recurrente, in qua Sit
C=mB+4+nd, D=mC-+nB e,

invenire summam huius serie

wA+ (et BB+ (@+28C+ - +(@+@—DHP.

SOLUTIO

Consideremus seriem latius patentem hanc

S— Aa® + Ba*+? 4 Ca*+2F J- ... 4 Pyt e=08)
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cuius summam ante invenimus esse

Az*+ndze+8f — Quetel _yp Pyoet@+1)p
1 —maf —naxs

S =

denotante 4 terminum primurh 4 antecedentem ac @ terminum ultimum P
sequentem in serie A+ B+ C+ D +-. -4 P. ‘

Quodsi iam posito x variabili differentietur series, cuius .summa‘in posuimus
=8, erit |
dS | -1 o+ -1 o ~1) —v1
ds = AT+ (@4 B) B T 4 (e (p — D) Parte0i1,

at ex valore summae S ante invento erit

adxe-1 .[_m(ﬁ—é)Axaﬁ-{?—l -I—%(2ﬂ — a)A4xa+2{3—1

+n(B+ )4 — mued +nn(f—a) dxe+35-1
T RB) Qa0 (e (p— DF) Q0P (- (p— 2)B) Qa0
_ —n(e+@+1p)P +  mn(e+pp)P
as +nn(e+(p—1)f) Pyprt@+3p-1
= ) (1 —-mxﬁ—nx?/’)“‘m )

Ponatur iam z =1 eritque seriei propositae

ad+ (@+f)B+(@+26C+- + @+ @ —DHP

summa

(1—m—n)ed+ (m+2m)pA+n(l—m—n)ad+n(1l+n)pd
—(=m—n)aQ—p(L—m—n)pQ—(m+21)pQ—n(1 ~m—n)aP
—np(l—m—n)pP—n(t4n)pP '
(1—m—n)

Vel haec summa est

@A +ned—(e+ph)@—n(u+ph)P

1—m—n
(m+2n)ﬂA+n(1-l-n)ﬁA (m+2n)/3@—n(1-1—n)()'P
+ 1 —m—mn)?
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COROLLARIUM 1

3. Summa ergo huius seriei

A+4+2B43C4+4D 4 +pP
erit
=A+nd‘—(1+p)Q—"(1+P)P (m+2n)(4— Q) +n(1 +n)(4—P)
1—m—n 1 —m—mn)?

existente A4+ B+ C+ D+ ...+ P serie recurre.ﬁte, cuius indices sint m et n.

COROLLARIUM 2

4. Simili modo huius seriei

A4+83B+5C+TD+ -+ 2p—1P

summa erit

=__A+n4-(2p+’1)@-—n(2p+1)1’ 2(m+2n)(A Q) +2n(1 +n)(4—P)
1—m—n A —m—mn)?

PROBLEMA 1

5. Invenire swmmam Sinuum quolcunque angulorum in progressione arithmetica
progredientiwm.

SOLUTIO
Teneant anguli, quorum sinuum summa quaeritur, hanc progressionem

12 3 4 p
s, s+u, s+2u, s+3u, s+ (»—1u;

erit ergo series sinuum summanda haec
sin. A.s 4 sin. A. (s + %) + sin. A. (s + 2%) + - - - + sin. A. (s + (p — Dw).

Est vero haec progressio series recurrens, cuius indices sunt 2 cos. A.u, — 1
sumta unitate pro sinu toto; unde erit m=2cos.A.u et n=—1 facta
ad Lemma 1 applicatione. Porro erit 4 = sin. A.s, P=sin. A.(s + (p — Du),
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@ =sin. A. (s +pu) et 4=sin. A.(s—w). Hinc erit summa seriei sinuum
propositae ,
sin. A, s — sin, A.(s —w) — sin. A.(s + pu) + sin. A.(s + (p — 1)w)

' 2—2cos. A u

—sin. A.s -+ sin. A. (s 4 %) + sin. A. (s + 2u) 4 - - - 4 sin. A+ _ 1u).
Q. E. L E

COROLLARIUM 1

6. Quoniam est sin. A.(s — u) =sin. A.s.cos. A.u — cos. A.s-sin. A.u, erit

sin. A.s —sin. A.(s—u) sin.A.s | cos.A.s-sinA.u__ sin.A.s cos. A. s
"2—2cos.Au 2 + 2(1—cos.A.w) 2 + 2 tang. A. tu
ob -
sin. A w 1

1—cos.A.u  tang. A.5u’
simili modo est

sin. A, (s + (p — 1)u) = sin. A.(s + pu) - cos. A.u — cos. A. (s + pu) - sin. A.
hincque ‘

—sin A (s+pu) +sin. A (s+(p—Du) _ —sinA.(s+pu)  cos.A.(s+ pu).
2(1 — cos. A. u) o 2 2tang. A. fu ’

unde erit seriei propositae summa

~_sin, A.s —sin. A. (s pu) + cos. A. s —cos. A. (s +pu)
o 2 2 tang. A. L u

COROLLARIUM 2

sin. A. L u

s A 1us €Tib seriei propositae summa

7. Quia porro est tang. A.—%—u=

__cos. A (s—Fu)—cos. A. (s +pu—4u) )
- 2sin. A. Lu

In serie igitur arcuum a primo s subtrahatur dimidia differentia %u eadem-
que ad ultimum arcum addatur arcuumque resultantium cosinus huius sub-
trahatur a cosinu illius ac differentia per duplum sinum dimidiae differentiae
divisa dabit summam omnium sinuum arcuum illorum arithmeticam progres-
sionem constituentium.
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COROLLARIUM 3

8. Si semicirculus, cuius radius =1, dividatur in partes quotcunque

aequales numero #, erit posita semicircumferentia — sz differentia = %

Quodsi iam ex singulis divisionis punctis sinus ad diametrum ducantur, erit ob
“ ” - . ' . . . B

S=—-, =" et s+ (»p —1)u =n summa omnium horum sinuum

cos. A. % —cos. A, (n: + —2%)

P

: == cob. A. -

2sin. A. = 2n
2n

COROLLARIUM 4

9. Quodsi igitur semicirculus ADG (Fig. 1) in partes quotcunque
aequales AB, BC, CD etc. dividatur atque ex singulis divisionum punctis
B, C, D, E etc. ad diametrum AG demittantur normales Bb, C¢, Dd, Ee
et Ff, summa harum rectarum iunctim sumtarum aequabitur cotangenti
semissis unius partis, seu bisecta prima parte AB in M ductaque huius
semissis AM tangente AT erit AT ad radium uti radius ad summam om-
nium sinuum Bb -+ Cc + Dd 4 Ee + Ff, quod est Theorema VIETAE.!)

COROLLARIUM 5

10. Simili modo si arcus circuli quicunque BG (Fig. 2) secetur in partes
quotcunque aequales BC, CD, DE etc. atque ex singulis istis punctis
ad diametrum quampiam pro lubitu ductam 408 demittantur perpendicula
Bb, Ce, Dd, - - - Gg, haec perpendicula erunt sinus arcuum AB, AC, AD,--- AG

1) F. Viera (1540—1603), Ad angulares sectiones theoremata nedohindvegn demonstrata per
A. Anprrsovvy. Opera mathem. ed. F. d. Scmoorer. Lugduni Batavorum 1646, p. 287, imprimis
p- 300. De hoc loco interrogatus Celeb. ExesTroEm - editoribus benigne scripsit: Ob der auf
ARrcHIMEDES zuriickgehende Satz wirklich von Viera und nicht von ANDERSON éufgestellt wurde,
ist unbekannt. A G
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in afithmetica progressione progredientium existente AB—=s, BC=u et
AG=s+4(p—1)u. Quare si utrinque ad arcum divisum BG addantur
partes BM = G N= —21~BO hincque demittantur perpendicula Mm et Nwn, erit

Om — cos. A. (3 — %u) et On==—cos. A. (s + (p —%) u)

Chorda autem BC erit =2sin. A. éu Ex his ergo reperitur omnium sinuum
BY 4 Cc+ Dd + Ee + Ff+ Gg summa
‘ __ Om+0n mn

~ BC T BC
posito radio 04 —1. Hinc si super basi mn construatur triangulum isosceles
simile triangulo BOC chordam BC pro basi et centrum O pro vertice habenti,
tum unum crus istius trianguli aequale erit summae sinuum

Bb + Cc 4 Dd + Ee + Ff+ Gy.

PROBLEMA 2

11. Diviso semicirculo in partes guommgue aequales AB, BC, CD etc. (Fig. 3)
demissisque sinibus Bb, Cc, Dd, Ee etc. compleantur parallelogramma . rectangula
ba, ¢B3, dy, ed, fe gC hn, i9, Ko, quorum omniuwm tunctim sumtorum determinari
summain, oporteat.

4 E F
4 D £ I'4 G
B i i ¢
ba_B7 L) J
[ = = o .
. \\] Ll
4b ¢ d e 0 f g [ 2.
Fig. 3.
SOLUTIO
Posito radio 40 =1 et semicircumferentia = n sit ea divisa in partes
aequales numero #; erit unaquaeque partium AB = B(C = CD = etc. = 3:;

hincque 0 5
Bb=sin.A. T, Ce—sinA.Z%, Dd—sin A" etc

Leonmarpr Burerr Opera omnia Ii17 Commentationes analyticae 6
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usque ad ultimum divisionis punctum K, pro quo sinus erit = sin. A. % =0.
Tam parallelogrammorum bases erunt, ut sequitur: ‘

Ab=1—cos. A. %, bc=cos.A.1——cos.A.g-7—”,
” . n n

2xn 3n 3n . 4x
cd =cos. A. == —cos.A.~=, de=co0s. A.—= —cos. A.—
n ”n n n

et ultima basis

. n—1)n nw
¢ K = cos. A. (—n—)—— cos. A. o

cui respondet altitudo —0. Cum porro sit geheraliter

sin. A. (¢ + ) + sin. A. (p —9)

sin. A. @ - cos. A. y — :

areae parallelogrammorum nostrorum ita se habebunt:

. T 1 '. 1. 4 1 . 2%

bo —sin. A. = (1 — cos. A. —) — —sin A% + =gin. A.Z — Zsin A 2T,
' n ) 2 n 2 n 2 1)

., om . 2 1. @, 1. 3% 1. ,A4x

cd = sin. A.—(cos. A% — cos. A. —“)=—31n.A.—+—'s1n.A.l———sm.A.—,
n o\ n n / 2 n 2 N 2 )

|

., 8w 2m A 8@\ 1. ,m, 1. ,5xm 1_. 6=
ty —sin A% (con, . 27— con & 2) ~Lain .7 4 Lin 0571 i 3 97
y =sin. A cosAn cos. A. - 2smA”+2smAn ”2smAn,

n

Ki— sin. A2 (cos. AB=DT AT
n n n

(2n—1)z_isin.A'2mz.
n 2

1. x 1.
= —gin. A.= 4 —sin. A.
2 n + 2
Tres igitur series habemus, quarum summas investigare debemus, ac primae
b q )
. . . . i . F . n . T
quidem, cuius omnes termini sunt = - sin. A.—, summa erit = 3 sin. Ao

Secunda series duplicata est

. . 3 . 5 . 2n—1
sin. A.% -+ sin. A.—;:E -+ sin. A.% -+ .-+ sin. A.(—f—nﬁ,
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quae ad propositionem praecedentem accommodata datb

=z 2= . _m, 2p—x__ (2n—Uxm
5=’ u—-—n,‘s-]‘—(p 1)“_n+ n o n

3/

Eius ergo summa erit

2nm
© cos. A. (3‘— — 1) —cos. A. =
_ n n n

_— —— =,

2 sin. A x
n

Tertia series bis sumta est

2nxw

’

sin.A.2—n’E—|— sin. A.;—%—{— sin. A.%‘—i—---—i—sin. A.

2% 27

quae ergo dat s= "<, u =", ex quo ipsius summa erit

4 2n 4+ 1) £ T
cos. A. % — cos. A, BT U7 cos. A.— — cos. A. —
n n n n

—_— = =0.

2 sin. A. = 2 sin. A. ~
n n

Cum igitur secundae et tertiae seriei summae evanescant, erit summa omnium
rectangulorum quaesita, '

n

ba+cf+dy+ed 4+ K=" sin.A.g—-
Q. E L '

COROLLARIUM

12. Si ergo diametro 4K ducatur parallela mo, quae tangentem Ae
bisecet in m, et ex centro O erigatur perpendicularis Oo, erit

00=Am==iBb=lsin.A.£
2 2 n

. ' . ‘ . I 1. . .
hincque area rectanguli OomA ob radium 40=1 erit =5 sin, A.%; hoc igitur
rectangulum toties sumtum, quot sunt divisionis puncta seu quot numerus =
continet unitates, dabit summam ommium rectangulorum

be 4 c,@ + dy + ete.

6*
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PROBLEMA 3

13. Si arcus circuli quicungue BH (Fig. 4) dividatur in partes quotcunque '
aequales BC, CD, DE efc. atque ex singulis divisionis punctis ad diametrum
pro lubitu ductam demittantur perpendicula Bb, Cc¢, Dd etc. ac praeterea ex his
parallelogramma  compleantur c¢B3, dy, ed, fe, gg, hn, invenire aream omnium
homm pamllelogmmmomm tunctim sumtorum.

L F
D G

A d e0 f g & s
Fig. 4.
SOLUTIO

Sit arcus divisus BH =g, numerus divisionum = #, ita ut quaelibet pars
BC=CD = DE etc. futura sit = %. Sit praeterea arcus 4B = a; erit

Bbh—sin Ao, Cc—=sinA (a+2), Dd—sin A (a+29) etc,

ultima vero
. n .
Hh = sin. A. (a + —f—) = sin. A. (@ + ¢).

Ex his rectangula proposita ita se habebunt:
¢l = sin. A, (a 4 %)(cos. A.a — cos. A. (a +%)>
2

— Lo AL Loin A (20 4+ 2) — Lein A (20 + 29),

dy = sin. A. (a‘—l— %—l)(cos. A. (a -+ %) — cés. A, (a -+ 27?))

l

_Esm A —|——S1n A. (2a+ 3Q>_lsm A. <2a+4€l)
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ed = sin. A. (a + %)(cos. A (a + 2n—q) — cos. A. (a + %))

Tsin AL 4 Zsin A, <2a + "’%2) — 5 sin, A.v<2a +29),

hy=sin. A.(a + q) (cos. A. (a + (”;—l)q) — cos. A. (a + Q))

L

. q , 1. (2n—1)q 1 . :
5 Sin. A'W + 5 Sin. A. (2a -+ T) — 5 sin. A.(2a + 29).

Iterum igitur tres series summari oportet, quarum primae summam patet esse
—2sin. A. L. Secundae ad hanc addendae summa per Propositionem 1 est

__cos. A 2a—cos. A.(2a429),
- ’
4sin. A. L
n

tertiae subtrahendae summa est

cos. A. (2a+ %) — cos. A. (2a+2q+%)

4sin.A. L
n

Omnium ergo rectangulorum propositorum summa erit

cos. A. 20 —cos. A. (2a —]—%) — ¢os. A.,('Qa—[— 2¢) + cos. A. (2a+ 2q+—3—)

L 1
' 2sm,A.n+_

' 4sin.A.% &
_Pn Al n sin.A.%(siﬁ.A.@a—i—g%)—-sin.A. (2a+2q+%))
" . 2sin.A.%
_ g_sm. A.-Z— sin.A.Q,(Sin.A.(2a+q)-sin.A. (2a+q+%))’

2sin. A. L
n

quae reductiones eo nituntur fundamento, quo differentia cosinuum duorum
angulorum aequalis est duplo producto ex sinu semisummae in sinum semi-
differentiae eorundem angulorum. Q. E. L '
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COROLLARIUM 1

14. Si diameter A4S ab utroque arcus divisi B H termino aequaliter distet,
ut sit AB = SH=aq, erit 2a 4 ¢ = semicircumferentiae = hincque

sin.A.(2a+4)=0 et sinA(20+g+%)=—sin AL,

Hoc ergo casu summa omnium rectangulorum erit

o n

5 sm.. A ” + 5 8in. A.q.

COROLLARIUM 2

- 15. Quoniam est sin. A. L —2sin. A. oL - cos. A, Eqﬁ, erit ex secunda expres-
sione summa omnium rectangulorum

4 cos. A. 21
n

COROLLARIUM 3

16. Si ponatur alterum arcus divisi complementum SH =1b, erit
a+b+g=mn et a——-;rz—-b—g, |
qui v#lor in postremo sinu substitutus dabit summam recta,ngulorum quaesitam
sin. A. (24 +3%) +sinA. (26— 1)

dcos. A. L
2n

COROLLARIUM 4
17. Haec expressio summae quaesitae reduci potest ad hanc formam

no. g , 1 . N I 1, q N
o sin. A.; -+ 7 sin. A 24 4 7 sin. A.2b Ztang. A.é—ﬁ(cos. A.2a — cos. A. 2b).
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Haecque ultimo transmutatur in hanc
—2—sm AL +—s1n A.(a+b)-cos. A. (a— b)——sm A.(a+b)-sin. A.(a—b)-tang. A. =

sin. A. (@ +b)- cos. A. (a —b+ %»)

n .
— 5 sin. AL Ly
QCOS.A.?qn

sin. AL q - cos. A. (a —b+ gq;) '

n . q
= —gin. A. * 4
2 " 2 cos. A.%

PROBLEMA 4
18. Invenire Summam huius seriet cosinuum
cos. A.s + co8. A.(s + ) +--- + cos. A. (s + (p — D)u),

quorum anguli s, s+ u, s+ 2u, --- s+ (p — D)u progressionem arithmeticam con-
stituunt. : ‘

SOLUTIO

Seriei huius cosinuum pariter ac sinuum summa ope Lemmatis 1 in-
veniri potest, cum cosinus angulorum in arithmetica progressione progredi-
entinm - constituant seriem recurrentem, cuius indices sunt 2 cos. A.w, —1;
erit ergo ;

Ar—cos.A.s; 4 =cos.A.(s—u), P= cos. A(s—l—(p 1)u) Q——cosA(s—i—pu)

et
m=2cos. A.u, n=—1,

ex quibus seriei propositae summa erit

__cos. A.s—cos. A. (s —u) —cos. A. (s +pu) + cos. A. (s 4 (p — Du)
2—2cos. A.u

Cum autem sit

cos. A. (s — u) = cos. A. s~ cos. A, -+ sin. A. s-sin. A. »
atque

cos. A.(s + pu — u) = cos. A.(s + pu) - cos. A. u + sin. A.(s + pu) - sin. A. u,
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" erit summa

sin. A. s 1

1 sin. A. (s +pu)
= cos.A.s——m~— 5 €08 A(s +pu) + e =

2 tang. A. fu

__ —sin. A.(s—iu)+sin. A. (s + (p— Hu) .
2sin. A. Lu

QEL |
'SCHOLION

19. Eadem cosinuum summa ex inventa sinuum summa per differentia-
tionem facile inveniri potest. Cum enim sit [§ 7]

sin. A.s + si’m.A.(s + u) + sin.A. (s + 2u) + -+- + sin. A. (s + (p — D)

__cos.A.(s—4u)— cos. A. (s + (p — Hu)
o 2sin. A. Lu ’

differentietur haec aequatio posito s variabili et u constante ac facta divi-
sione utrinque per ds fiet

c0s. A.s + cos. A.(s + ) + cos. A.(s + 2u) 4 --- + cos. A.(s + (p — 1)u)

_ —sinA.(s—3u) +sin A s+ @—Pu)
o 2sin. A fu

COROLLARIUM 1

20. Proposita ergo serie cosinuum, quorum anguli in progressione arith-
metica progrediuntur, a primo angulo sub{;rahatur semidifferentia progressio-
" nis haecque eadem semidifferentia ad angulum ultimum addatur. Tum sinus
illius anguli subtrabhatur a sinu huius et differentia per duplum sinum semi-
differentiae divisa dabit summam omnium cosinuum.

COROLLARIUM 2

21. Si angulus primus s evanescat et ultimus s+ (p —1)» fiat rec-
tus, erit ‘ .

. 1 . 1 . 1 1
— gin. A, (s — 5 u) =sin.A.; % et sin Al (s + (p —?) u) = cos.A. S u,
ex quo huius seriei cosinuum summa erit

1 1 1
== ? —l— —2—cot.A.?u.
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PROBLEMA 5
22. Invenire summam hwius Seriei Sinuum

asin.A.s + (a4 B) sin. A. (s -+ u) + (a —i— 28) s{n.A. (s 4+ 2u)
+ (o + 30) sin. A. (5+3uw+--+ (e+ (p— 1)) sin. A. s+ (p — Du),

quorum coefﬁczentes progressionem arithmeticam constituunt, anguli autem ipsi pa-
riter in arithmetica progressione progrediuntur.

SOLUTIO

Quoniam sinus angulorum arithmeticam progressionem constituentium
seriem recurrentem praebent, casus hic ad Lemma 2 pertinet er1tque
m=2cos.A.u et »=—1. Porro erit

A=sinA.s, 4=sinA.(s—u), P—sin.A.(s+ (p—1)u) et @=—sin.A. (s +pu).
Ex his reperietur seriei propositae summa
__ o(sin. A.s —gin. A. (s —w)) (oc—{—pﬁ)(sm A. s+ pw) —sin. A (s 4 (p — D))

2—2cos. A.u 2—2cos. A.u

+ 2B (cos. A.u—1)(sin. A. s —sin. A. (s + pu))
4 (1 —cos. A.u)?
o ecos. A s a-+pp . -
= - -sin. As+2tang.A.%u—.—' 5 SILA.(s+pu)

(¢+pB)cos. A (s+pu)  Bsin.A.s—pBsin.A. (s + )
© 2tang Aju " 2(1—cos. A.u)

Quae summa reducitur ad hanc formam

__@cos. A. (s—4u) — (e +pB) cos. A. (s + (p — Du) _ Bsin.A.s—fBsin A, (s+pu)
o 2sin. A. Lu 2 (1 —cos. A. )

Q E L
COROLLARIUM 1

2 . o e -
23. Quomam est 1—cos. A u=2 (sm A = ) , erit quoque seriei sinuum
propositorum summa '

__ %cos. A.(s—%u)—(u + pp) cos. A.(s-+ (p—Pu)  Psin. A.s—Bsin A.(s +pu)
2sin.A. Ly : 4 (sin. A. Lu)?

Lrornaror Evrkrr Opera omnia 17 Commentationes analyticae 7
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COROLLARIUM 2
24. Si ergo sit e =1 et @ =1, erit huius seriei
sin. A.s -+ 2sin. A. (s + ) + 3sin. A. (s + 2u) 4 --- +psin. A.(s + (p — D)

summa

__cos.A.(s—fu)—(p+1)cos.A. (s+(@—Pu) sinA.s—sin A (s+pu)
o 2sin. A. fu 4 (sin. A. S u)? :
SCHOLION
95. Haec eadem summa sine subsidio lemmatis ex summa cosinuum
simplicium ante inventa ope differentiationis erui potest. Cum enim sit [§ 18]
cos. A.s + cos. A. (s ++ u)—4-cos. A. (s + 2u) + --- + cos. A. (s+ (» —1)u)

—sin. A. (s —Lu) +sinA(s + (@ —Hu)
2sin. A.fu ’

ponatur s =a + ax et u = fBz; erit

cos. A. (@ + ax) + cos. A. (@ + (e + B)x) + cos. A.(a + (e + 28)x) + -

4 cos.A.(a+ (¢ + (p—1)B)x) = —sin.A.(a+ (“_%ﬁ;?i:féﬁé(ﬁw +pB—4B)%)

Iam differentietur haec aequatio posito z variabili et divisione per — dw
facta habebitur

asinA.s+ (e + ) sin. A (s+u)+ -+ (e + (p —1)P)sin. A.(s + (p — 1))

_ (e—1p)cos. A (s—Fu) — (¢ + (p —$)f) cos. A (s+(p—Pu)
= 2sin.A.Ju -

‘_'%'ﬁ cos. A. du-sin. A. (s — $u) — 4B cos. A. fu-sin. A. (s + (p — Hu)
2 (sin. A. Lu)? ’

quae expressio facile ad formam primum inventam reducitur.

COROLLARIUM 3

96. Ex inventa summa seriei sinuum propositae per differentiationem
posito # constante et s variabili orietur summa similis seriei cosinuum
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acos.A.s + (a -+ 3) cos.A. (s+u) + (@ + 26)cos. A.(s + 2u) + -+
+ (@ + (p —1)B)cos. A. (s + (p — 1)u)

_ —esinA(s—fu) | (e+pB)sinA G+ @—pu) Bcos. A.s— B cos. A.(s +pu)
T 2sin. A lu 2sin. A, Lu 4 (sin. A. Lu)?

LEMMA 37

-1

. . ae 2T e . .
27. Huius formulae differentialis T m qua m est numerus minor
. X

quam 2w, integrale est

. . T

- . ; 1. mos xsm.A.»—zn

Fg, cos. A o l(l + 2w cos. A o xm) + -sin. A, o A-’ﬂfmg-m
| T am

1 3mm

— . 3
+ 5, cos. A. ~—-—l(1 - 22 cos. A — + xx) »«sm. A.%’A.tang.

. 3xn
Zzsin, A, >~
2n
1+42cos. A 8z
T 2m

1 5mn

=+ 37, C0S- LA —l(l + 2z cos. A - + xw) —sin. A.%A.tang.

. 5xn
z sin. A. an

5x
1+xcos.A.—27

— 1 (2n;1)maz 2n—1)=
+§ECOS-A- Tl(l + 2z cos. AT -+ xw)
| » zsin. A, B2 1"
?%sin. A.MA tang. 2n

2n

142 cos. A. (2";1)”

ubi signa superiora valemt, si m fuerit nwmerus par, inferiora autem, si m sit
numerus impar. Atque tntegrale hoc ita est acceptum, ut evamescat posito x = 0.

COROLLARIUM 1

. 2n—m—1
28. Huius ergo formulae differentialis xl—_]_~x—2n~fc— integrale erit

» 1) Demonstratio huius lemmatis reperitur in Commentatione 162 (indicis ENESTROEMIANI);

vide p. 70, imprimis p. 113. A G
7*
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. T
1 max ' — 1 . max wsin. A. 5 -
~+ —cos.A. —2—n—l(1 -+ 2z cos. A.% + xw) + --sin. A.WA.tang. “

2n g
,1+xcos.A.~2-;;

k zsin. A §m

1 3mw 3 — 1 . Smmx Y
~+ ——cos. A.——l(l + 2z cos. AST + zx ) 4+ — sin. AT, tang.————f—”—
—2n 2n 2n n 2n 3m
. 14z cos. A, on

4+ 21 cos. A. Ml(l -+ 2% cos. A. (2" 1)” + a:a:)
_ o sin. A, &P
+ % sin. A.MA. tang. 2n

2n ' @n—1)=’
1 +xcos. A. o
ubi iterum signa superiora valent, si m sit numerus par, inferiora vero, si m

sit numerus impar.

COROLLARIUM 2

29. Si ergo hae formulae differentiales addantur, in earum integrali
quantitates logarithmicae se destruunt, arcus circulares autem duplicabuntur
eritque ideo

. T
9 z sin. A, S0

xm—1+x2n m—1 o . mm
f T dw=+~n~sm.A.?n—A.tang.

T
1+xcos.A.2—”

zsin, A 3m
- 2 . 3mm )

+ -, sin. A.—%;A.tang.———%“—

1+xcos.A.§;

. . bx

Bmaw . a:sm.A.2—

—l——sm A. —m—A tang. —————

T

. 1+xcos.A.W

2n—1)=
2n

' (2n —1)=’
1 +x cos. A. “an

o sin. A.

ubi signa superiora valent, si m fuerit numerus par, inferiora autem, si m
sit impar; denotatque perpetuo m arcum 180° in circulo, cuius radius —1.
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PROBLEMA 6

2 ldx

30. Tnvenire integrale formulae differentialis Fe

tionem ponitur % == oo.

casu, quo post integra-

SOLUTIO

Si in partibus integralis ante [§27] exhibiti logarithmicis ponatur z = o,
exabibunt in

— max : Smaw 5mm (2n—1)m=\.
+ (cos.A.% + cos.A. T -+ cos. A. 5 L cos.A.T),

" n
. . . 2m . .
quorum arcuum cum differentia constans sit = ——f—, erit horum cosinuum

2

summa
2nmm

N -— Sin. A.OTU—!— sin. A. “an . 0.
- T Vs
: 2sin.A.$
n

etsi ergo 2 est infinitum, tamen eius logarithmus Iz est ex minimo infinito-
rum ordine hincque fit Olz =0. Casu ergo 4 = oo in integrali omnia mem-
bra a logarithmis pendentia se destruunt ac remanebunt tantum altera
membra a quadratura circuli pendentia. Cum vero ob & infinitum fiat

, Z sin. A, % sin. A. % A m
A. tang. = A. tang. =_—,
4 k= kx - 9n
1+xcos. A.% COs. A. on

erit integrale quaesitum casu z = o

. mm . 3max . Smmn
a sm.A.W—|—3sm.A.—é—;&—~+5sm.A.2—"+---
~ VT oun (2n—1)m=

+ 2n—1) sln. A—r
Quae seri‘e’s sinuum per Problema 5 in wnam summam colligi poterit. Erit
autem

i . mm 2mm 1 mam
=1, B=2, p=mn, deinde s=—_—, u=="- et u="J",
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ex quibus huius seriei sinuum summa colligitur esse

i mw : @n+4+)m=
_1_(2”+1)COS.A.m7z 2sm.A.2—n—2sln.A.T
o . mm - - ppe”
2 sin. A.2—n— " (Sm_ A 2_n)
3 mwn
_w A (mvz+W) __(2n+1)cos. Amm __ —mcos. A.mz_

2

. m . m . mm
2 (sm. A. -—7—‘> 2 sin. A. 27 sin. A, ——
2n 2n 2n

Quodsi iam fuerit m numerus par, erit cos. A.mn = -+ 1, sin autem m sit nu-
merus impar, erit cos. A.mm = —1. Signis ambiguis igitur summa superior

sinuum ita exprimetur, ut sit — —>—, quae ducta in F ;— dabit, sive
sin. A. —
2n

m sit numerus par sive impar, eandem integralis quaesiti quantitatem

T

=-———, ad bancque expressionem reducitur integrale huius formulae
© 2msin, A.%

2" lax

14227’

si post integrationem ponatur x =o0. Q. E. L

COROLLARIUM 1
31. Erit igitur ‘
ar—tdx .

1+

in. A.2%
gsin. A, 7

post integrationem posito = oo, siquidem ¢ fuerit numerus par et exponens
p minor exponente g. '

SCHOLION

32. Ut autem appareat, quemnam valorem habitura sit formula

f g si ¢ fuerit numerus impar, posito post integrationem x = oo, pona-

. - - gp_l .
mus z=yy atque formula nostra transibit in hanc 2 f yT4-—(§§y"; qui casus
y
cum contineatur in proposito, erit eius valor posito y = oo, quo facto simul
x fit infinibum, =2 —————; erit ergo quoque
2¢sin. A. 2T

q

- ldr x

1+

i p=
q sin. A. 7
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posito post integrationem x=— oo, si ¢ fuerit numerus impar. Generaliter
ergo, quicunque fuerint numeri p et ¢, dummodo p —1 sit minor quam ¢,
erit semper :
w-ldr x
14 a2

. M.
q sin. A. 7
Oportet autem esse p —1<gq, quia alias integrale Lemmate 3 datum non

esset completum, verum insuper membrum unum plurave algebraica reci-
peret, ob quae integrale casu z = oo semper fieret infinitum.

COROLLARIUM 2

33. Si ponamus z = Y, erit =0, si y=0, ot x— oo, si ponatur
i . 1 —y)?
Y ==1; tum autem fiet .
d - yr?
do = —5— ylﬂ’ 1+x9=1_yq e S — TETN.
(1—y9) ¢ (1—y) ¢
unde erit e ‘
o~ ldx  yP'dy
1+a0 R
. +x (1_y9)9
Quocirca integrando fiet
yoldy x

2 . »_’
(1 ___yq)q QSIH.A. q T

si post integrationem ponatur y = 1.

PROBLEMA 7

34. Imvemire integrale formulae differentialis (ip— © casu, quo post inte-

-1 d

)

grationem powitur ¥ = oo. + &)
SOLUTIO

Per reductionem formularum integralium erit

J’xp—ldx o (k—1)g—p 2*-1dx
1

I Ve e R CE



56 DE INVENTIONE INTEGRALIUM SI POST INTEGRATIONEM [1563—154

si ergo post integrationem, uti assumimus, ponatur # = oo, membrum alge-
braicum ob p < ¢g(k — 1) evanescit eritque

?-ldx _ (k—1)g—p [ a*~ldx )
(+aF ~ =1 J Aoy

Quamobrem si loco % successive ponamus numeros 2, 3, 4, 5 etc., omnes hae

formulae integrales reducentur ad hanc f . +—;—, cuius valorem casu z = oo
vidimus esse = .—”7;, unde sequentes nascentur integrationes:
gsm.A.7

wldz _ q—p T

A+ a0)? ¢  gsin. A_%’

#-tdx  (g—p)(29—p) i

CFr T et e e

a*~lde _ (g—p)(29—p)(8¢—p) =

1+ 9-29-3¢ gsin. A 2%

ete. !

Hincque generaliter concludetur fore

#lde __ (q—p)(2¢—p)(89—p)-- ((k~1)q—p) i
(1 + 29f 9-2¢-3g---(k—1)q

, g sin. A.p—;
Q. E. L

COROLLARIUM 1
35. Quoties ergo k fuerit numerus 1nteger affirmativus, toties integrale

1
formulae f Zp_'_ dqfk casu, quo ¥ = oo, per peripheriam circuli exprimi potest.

COROLLARIUM 2

36. Ex dissertatione autem mea De progresszombus transcendentibus Tom.
Comment. V.") colligitur esse

q.2q~3q...(k___1)q . s
@—2)Ce—p)Ba—)---(k—Da—p) = (kg —p) [y~ "dy(t — )

1) Editio princeps: Tom. Comment. IV. Dissertatio autem commemorata est L. Eurerr
Commentatio 19 (indicis EnesrroEmiaNt): De progressionibus transcendentibus, sew quarum termini
generales algebraice dari nequeunt, Comment. acad. se. Petrop. & (1 730/1), 1738, p. 86; LEox-
HARDI Euvrrr1 Opera omnia, series I, vol. 14. A G.
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posito post integrationem y =1. Hinc ergo colligitur fore

o ldg f —p—1 E—1 T
A YTyl —y) T = .
(A2t ( ) q(kq —p) sin. A. %—

COROLLARIUM 3

37. Si ponamus & — —Y i ‘ita ut posito y =1 fiat x = oo, fiet
;(1___y9>9 :
2P-1dz ) (k=Dg=p
e fraya

posito ergo y =1 fiet
o . (k=D
= [reray— g [ty —g)

a(kg—p)sin. A. L7
At est

f =1 (1 - ; (k=1)g—p kg f v 1 . 7349—1’
- — 4 S . - —_—
vy —) i VWl —y)

ex quo erit
=1yl — \e—1, -14 1— ql'c‘gg;p__:_#___%_*.
fy y(1—9) fy” y(1—9) bagsin &%
PROBLEMA 8

38. Inwvenire integrale formulae differentialis

xm—l + x?n—m—l
i W

casu, quo post z'ntégmtionem ponitur x =1.

SOLUTIO
Huius formulae differentialis integrale in genere exhibuimus §29. Posito
autem x—1 quaelibet forma a quadratura circuli pendens A.tang. lizi‘(ﬁg—;

Leoxmarpr Evrerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 8
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abit in .92'1.- Hinc formulae propositae integrale casu z —1 erit
. s1nA—*—|-3smA—+5 Ai”i‘—l—
=1 2un . (2n—1)mx ’

2n — 1) sin. A.
quae est illa ipsa sinuum series, quam in solutione Problematis 6 ad summam
definitam revocavimus, ubi pariter signa superiora valent, si m fuerit numerus
par, inferiora, sin m numerus impar. Utroque ergo casu, sive m sit numerus

par sive impar, integrale quaesitum erit idem quod in Problemate 6; scilicet
posito post integrationem x =1 erit

xm—l x%n—m—l T
f + dx =

5 .
1+ 2nsin. A, 2%
2n

FQ. E. L

COROLLARIUM 1

fxp L ga—r-t A — T
144 qsin.A.%‘—

39. Erit ergo

posito post integrationem x =1, siquidem fuerit exponens » —1 minor ex-
ponente ¢, uti supra annotavimus.

SCHOLION

40. Simili modo, quo supra (§ 32) usi sumus, ostendi potest eundem inte-
gralis valorem locum obtinere, etiamsi g sit numerus impar; sit enim in for-

e e
~mula T dx exponens g numerus impar ponamusque &= 9Y; abi-
. . 2p—1 2¢—-2p—1
bit haec formula in hanc 2 f L 1—'-_|-y R dy, cuius utique integrale casu,
Y
quo y =1, erit
2¢sin. A.p?_

erit ergo, sive ¢ sit numerus par sive impar,

aP—1 4 pe—p-1
f 1+ a ir= 5 ™’
1+ qsin.A.%—
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COROLLARIUM 2

41, Integralia igitur harum duarum formularum differentialium
- tdx fxf” 1y go-p-t
,f e e
si in illa post integrationem ponatur z = oo, in hac autem & = 1, erunt inter

se aequalia, utroque scilicet casu integrale est

T

g sin. A. %

COROLLARIUM 3

xp—l_}_xq—p—l
f Tra

ponatur integratione peracta = = oo, erit eius valor

42. Si in integrali

T X . 27
i — = »
gsin. A. pq_n gsin. A. (_g_q_p)f ¢sin. A. _pq_n

*

hoc ergo integrale duplo maius est, si ponatur % = oo, quam si ponatur z = 1.

LEMMA 4%

, . Y P .
43. Huius formulae differentialis ”T—,——g—,;, n qua m —1 est numerus minor
. — & .

quam 2n, intégmle est
: Lt s —l1—a)

2n
V ' xsin. A~
+ 2i cos. A, % l(l + 2@ cos. A — + xw) + L sin. A. % A tang. R
" " " " n 1+xcos.A.—”—v
1 2mx xSin.A.?;:j

—l—-2-c0sA———l(1+2xcosA—+xm -I——smA_A tang. ——
1+xcos.A.7

1) Demonstratio huius lemmatis reperitur in Commentatione 162 (indicis ENESTROEMIANI);
vide p. 70, imprimis p. 134. A G. :
8*
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' 3m
z sin. A. =
—l—{—cosAm—’zl(l-{—?wcosA——{—mm +—smA ?lZ—’—”Atang L
1+xcos.A.~n—
1 (n—l)maz (n )
i—_% cos. A. T (1 -+ 22 cos. A. + xw)

A =D=
n

x sin.

1 . (n—1)ym=
+ -, sin. A. —n~A. tang. N O %’
”

ubi signa superiora valent, si m est numerus impar, inferiora autem, si m fuerit
nuwmerus par.

COROLLARIUM 1

2n—m—1

44. Hinc istius formulae differentialis xl—m,,;ﬁ integrale erit sequens

1 — 1
_—I:%l(1+x)+%l(1—w)

. . T
1 ma % — 1 . ma @ sin. A.—-
4 o7, COS- A— l(l + 2xcos. A.= + xw) + = sin. A.—— A, tang. ———"—w
" " n L " . 1 +xcos.A.7n—
Ve 2
1 2ma x8in, A. —

2m — 1 . 2mx
-+ —cos. A——l +2xcos. A.~~ + xx)F —sin.A.—— A . tang. ——— ——
— 2n ( n ) ” " g1+xcos.A.3’:—‘

zsin. A. 2%
‘—l——l-cosA?’—mffl( +2xcosA-+ww) lsmA———Atang——”:,’—,—‘
2 " L 1+xcos.A.7

+2icosA("—1l75Lf<1+2xcosA 1)”—}— )

n—1=

& sin. A,

— 1 (n—1)m=n
—+ —s1n A, ——-A tang.
142 cos. A. (i'—_”—ll’—',

ubi iterum signa superiora locum habent, si m sit numerus 1mpar, inferiora
vero, si m sit numerus par.
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COROLLARIUM 2

45. Si igitur haec formula posterior a priori subtrahatur, membra loga-

m-—l_mZn-—m-l

rithmica se mutuo destruent eritque huius formulae LI——T— dz integrale

) m zsin. A. %
sin. A.—— A.tang. - —
" 1 4+ 2 cos. A. -

[
T
S|

zsin. A 22
. 2mnw te
sin. A. - A.tang. 2

e
S|

2
1 +:ccos.A.—,:~r

2 sin. A. 22
. 3 T
sin. A. v% A.tang. =

S

+ v
o 1 + z cos.A. 37”

z sin. A. (ﬁ:—l)—’f
+ 2 gn A, B DMy tang. (n”_' 7’
" " 1 4z cos.A. e
ubi signorum ambiguorum valor se habet ut ante.
PROBLEMA 9
m—1 2rn—m=—1 .

46. Invenire integrale huius formulae differentialis x——l—_iﬁ dx eo casu,
R —a

quo post integrationem absolutam ponitur x = 1.

SOLUTIO
Quoniam casu & —1 est A.tang. % = A.tang. ::: j’_ zz = % @, erib
quaesitum integrale )
A me o . 2mm . 8mm . (n—1)ymn
=+ %(sm. A. 7,—}— 2 sin. A. — -+ 8 sin. A. — + o (n —1)sin. A, — ),

ubi signorum ambiguorum superius + valet, si m sit numerus impar, inferius
vero, si m sit par. Huius ergo seriei sinuum summa per Problema )
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reperietur eritque facta applicatione

g
]

. mx mmw 1
q=1, =1, p=n—1, §S=--, u=-- et S U=

q

[
S

hinc summa quaesita erit

mx m . mmn .
cos.A. - = — necos. A. (mn: —_ ——) sin. A. — —sin. A. mx
2n 2n n ;

. mmw 3
2s1_n.A.E 4(sm A. 2”) |

Quia vero est

. mm . mx mmw .
sin.A.— = 2sin. A. —~ . cos.A.==, sin.A.ma=0
n 2n 2n .
et

" co8. A. (mn — ”21;) = c08. A. m7 - cos. A. ’Z—“

erit summa seriei sinuum inventae

mx mmw
—mncos. A. mm-cos. A. == #cos. A. ==
. 2n _ + 2n
= = b
. mx mx
25in. A. — 2 sin. A. ==
2n on

ubi ut ante signum superius locum habet, si m sit numerus impar, inferius
vero, si m sit numerus par. Hoc modo signorum ambiguitas tollitur eritque
formulae differentialis propositae integrale casu z—1, ~sive m sit numerus
impar sive par, constanter

mmw
meos. A, ———
2n

2nsin. A. 27
) 2n

Q. E L
" COROLLARIUM 1

47, Si igitur post integrationem ita absolutam, ut integrale evanescat
posuto 2 =0, ponatur z = 1 erit

xp—l_xq—p_.]d ncos.A.%‘
1—ua2 b= px’
q sm.A.;

siquidem ¢ fuerit numerus par.
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COROLLARIUM 2

48. Badem igitur integratio casu saltem x =1 locum quoque habebit, si
g fuerit numerus impar, cum posito x = yy exponens ipsius y in denomina-
tore par reddatur. Erit ergo generaliter, si post integrationem x = 1 ponatur,

xp__.1__xq_p._1 I COS. AQE
dx = 4
11—

gsin. A. 2%‘

COROLLARIUM 3

49. Cum posito pariter post integrationem x=1 sit [§ 39]

Akl Y 7
f 1+ a2 Az = — p=’
¢ sin. A?

si illa per hanc dividatur, erit

ZP=1 e ga—p—1 W P 2P~ 4 g2—p—1
fﬂ‘dw = COS- A. _q_'fﬂ‘”—" d%,

siquidem post utramque integrationem ponatur z = 1.

LEMMA 57
50. Huius formulae differentialis
xm—dx

1—2ha + i’

si ponatur n nwmerus par ac statuatur n —m =i itemque capiotur angulus o,
cuius cosinus sit = h, erit integrale sequens expressio

1) Demonstratio huius lemmatis reperitur in Commentatione 162 (indicis ENESTROEMIANI);
vide p. 70, imprimis p. 141. A G ‘ :
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. 7 . @
smA—m cosA~m xsmA—”—

i—_mm (1+2a:cosA + xx +——~A tang

1+ 2zcos. A—

sin. A. (27 + o)

— 2n sin. A. @

(1+2a;cosA 2w +w—l— )

Cos. A.7(2n+m) ’ zsin. A. 2“:“0

: A, tang.
T nsin A. o 1—[—:1:(:08.A.%9

sin. A. L (47 + )

l(l ~+ 22 cos. A. ﬂ_—l—g 4+ )

—- 2nsin. A. @

. dnto
cos. A. ——(4m+m) xsin. A, —"—

+ A tang
- nsin. A. @ 1 +zcos.A.4”:'m

sin. A. —(2(%——1)1;+w)

— 2nsin. A. @

l<1—|—2wcosA —(——ﬂi—w—}—wx)

cos. A, Len-nr+o) zsin A, 20— V7 to

- ‘
- nsin. A. o : A'ta’ng.1+xcosA 2(%-—;)16+w

ubi signa superiora wvalent, si i est nwmerus impar, inferiora autem, si i sit
numerus par. Quodsi autem w  fuisset numerus impar, twum nom solum haec
stgnorum lex: debet commutari, sed etiam pro w debet capi angulus, cuius cosinus
sit = — h.

PROBLEMA 10

51. Invenire integrale huius formulae differentialis

™~ 1dax
1—2ha* 4 2?7

€0 casu, quo post integrationem ponitur x — oo.
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SOLUTIO

Integrale universaliter sumtum constat duplici partivm ordine: alter
membra logarithmica complectitur, alter a quadratura circuli pendentia. Assu-
mamus % €sse numerum parem ac ponamus » — m =¢ sitque @ arcus, cuius
cosinus =h. Posito iam z = oo singuli logarithmi abibunt in I2® = 2ix
horumque ideo membrorum logarithmicorum summa erit

£ _(sinAlotsinAl@rto) e bsinA L @n—Datw),

nsin. A. o

quorum sinuum omnium summa reperitur

_cos.A.fi—(w—n)—cos.A.—:;—(@n——l)az—l—m);

. 17 ’
2 sin. A. -
n

cum autem hi anguli differant integra peripheria 27 aliquoties sumta, erunt
eorum cosinus aequales hincque summa omnium membrorum logarithmicorum
in integrali = 0. Supererunt ergo tantum membra a quadratura circuli pen-
dentia, quae casu z = o ita se habebunt:

w008, A. Lo+ @a+w)cos AL @rntw)+(trtw) cos. AL (dnt0)

—nnsin. A. o

+ -4 2n —1)n + w)cos. A%(Q(n — D + w)
Haec iam cosinuum series per § 26 summabitur factaque comparatione erit

‘ 1® 2im
o=, ﬂ=2ﬂf, S=7’l‘, u:-T et p=%,

unde obtinetur summa horum cosinuum

— o sin. A.% (0— )+ (w+2n7) sin. A. %(m +@2n—1)x)

2sin.A. 2"
n
A’iw' A ) 9 in A K4
meos. Ao - —mweos. A. (o + mr)v_mzsm. - (@ —m)

. T\ 2 - . i
2 (sm. A, —) sin. A. =
n n

Leoxnarpr Eviert Opera omnia Ii7 Commentationes analyticae ' 9
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Integrale ergo quaesitum est

azsin.A.—:;(m——n)k .

=+

. . 1’
nsin. A. @ - sin. A, ”

sublata autem signorum ambiguitate erit formulae differentialis propositae
integrale casu x = oo hoc '

f bxm_1dx . nsin.A.%(a—w)
1

—2ha"+2" G0 A w-sin. A@—:

existente ¢ =n—m et w = A.cos.h. Q. E. L

"~ COROLLARIUM 1

52. Si loco m scribatur 2% — m, tum ¢ in sui negativum abit, quo ipso
integrale non afficitur; erit ergo

1—2ha"+ 2™ J 1—2hat+ 2"

‘/‘ xm—ldx x2n—m—ldx

casu, quo ponitur x = oo.

COROLLARIUM 2

53. Si fiat m —=m, tum erit i=0; quo casu cum sinus arcuum eva-
nescentium sint ipsis arcubus aequales, fiet

f 2~ ldx _ m—w
1—2ha*+ 2 msin Ao

posito 2 = oo; cuius veritas facile potest comprobari.

SCHOLION

54. Assumsimus hic % esse numerum unitate seu sinu toto minorem;
alioquin non daretur arcus w, cuius cosinus esset — k. Ideo autem hunc
casum prae reliquis elegi, quod denominator 1.— 2ha” + 2°" non in duos fac-
tores reales binomiales resolvi potest. Quoties enim eiusmodi resolutio locum
habet, facilius per praecedentia opus expediri potest.
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PROBLEMA 11

55. Invewire integrale huius formulae differentialis

xP—ldx
1+ ax?

casu tantum, quo post integrationem ponitur x = oo,

SOLUTIO

1
Ponatur aa? =4* seu —=a %y, quo facto formula proposita abibit in
=r ,

a? y?"ldy T

o Cum autem

hanc , cuius integrale casu y = co est = 7 -
a? g sin. A.% ’

posito ¥ = oo simul fiat 4 — oo, erit quoque hoc casu

2P~ 1dgx T

14 aa? T2
a? qsin. A.

> .
, q
Q E L

COROLLARIUM 1

56. Erit igitur sumto quocunque multiplo

ma?~'dex mxm
14art 2
a? qsin.A.gqg—t

H

si post integrationem ponatur z = .

COROLLARIUM 2

57. Cum igitur simili modo sit

fnxﬁ‘ldx . nw
14+bat 2 ’
be qsin.A.%’

erit duas huiusmodi formglas addendo

(m +n)a?~'dz + (mb +na)ar+i-1dy . T m 4
14 (a+b)2t + abz® o ¢ sin. A.p—; ( ® h)

»
a ¢ be
posito post integrationem x — co.
9%



68 DE INVENTIONE INTEGRALIUM SI POST INTEGRATIONEM  [169—170

PROBLEMA 12

58. Si ponatur -post integrationem & — oo, invenire valorem huius integralis
f 2P~ idx .
14 2fxt+ga?e
SOLUTIO

Comparata hac formula cum corollario ‘praecedente fiet 2f=a-+b et
g = ab, unde 2V(ff — g) = a — b hincque

a=f+V({f—g) e b=F—V({f—g)

Porro autem erit m +n=1 et mb+ na=20 éeu (m+ n)f = (m—n) V(ff—g) "

ideoque m —n = V(fff—- 5 Erit ergo

=fiﬂfz:‘g_) et n=——_fj__-‘ﬁf_f_—jl).
2V(ff —9) 2V (ff—29)

His valoribus inventis obtinebitur integrale quaesitum

[ (V=) T —( =V —g) T
1+ 2fat+ga* 2gsin AL V(ff—9) ’

si quidem post integrationem ponatur x# —=oco. Q. E. L

COROLLARIUM 1

59. Quodsi ergd f et g fuerint quantitates reales affirmativae atque
fuerit ff > g, tum integrale inventum terminis realibus erit expressum. Sin
autem g fuerit quantitas negativa, tum b erib negativum hoc@ue casu inte-
grale inventum locum habere nequit. Idem incommodum evenit, si f fuerit
numerus negativus existente ff > g; tum enim a et b fient numeri negativi

Caqs PSP af~1d
neque idcirco formularum simplicium e “
. R - 1—aax? 1—bal

integralia casu z = oo
exhiberi poterunt.
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COROLLARIUM 2

60. Sin autem sit g > ff, tum utraque quantitas a et b fiet imaginaria;
nisi igitur imaginaria in integrali invento se destruant, valor formulae pro-
positae casu & = oo exhiberi non poterit.

, SCHOLION
61. Ponamus ergo esse g > ff sitque w angulus, cuius cosinus sit — i/ig;

erit

%Q =sin.Aw-V—1

. 17

hincque ; -

=2 9=p 9-p

(f-l-V(ff—g)) ‘ =(COS-A-CU+V—1-Sin.A,w)? 929

et

o ©2-p g

~ (f—V(ff—g)) ! =~(COS-A-w—V—1'sin.A.w) ¢ g2,

At est : o

-2 — : —
(cos.A.o» 4V —1 .sin. A.w) ¢ = cos. A. (QTP)CO -+ V—1.sin.A. (q—;—ole-
Ex quibus formulae propositae
‘ 2ty
1+ 2fa? + ga®e

casu, quo g > ff, integrale erit, si post integrationem x = oo ponatur,

_ x .sin. A.@
P sin. A. o
2¢ g sin. A. 27 :
- g=* gsm. A7
existente
cos. A. w =-L- ,
g9

Quod, si loco w scribamus 7n—w et ¢ loco ¢ —p atque » loco ¢, congruit
cum integrali pro eodem casu in Problemate 10 invento.



METHODUS INTEGRANDI
FORMULAS DIFFERENTIALES RATIONALES
UNICAM VARIABILEM INVOLVENTES

Commentatio 162 indicis ENESTROEMIANI
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 14 (1744/6), 1751, p. 3—91

1. Omnes formulae differentiales, quarum integrationem hic sum traditurus,
continentur in hac forma generali Xdz, ubi X denotat functionem quam-
cunque rationalem ipsius #. Cum igitur omnis functio rationalis sit vel
integra vel fracta, tractatio nostra esset bipartita constituenda, nisi integratio
illis casibus, quibus X est functio integra, nulla laboraret difficultate. Si
enim X huiusmodi est functio, denominatore, qui quidem variabilem x com-
plectatur, destituta semper ad hanc formam revocabitur, ut sit

X — A+ Bi + Ci* + Da’ + Es* + Fa® + etc.,

hocque casu erit
fde = A4+ Az + —;—ng + —;’— Cx® + i—Dx‘* -+ %Eacf’ -+ ete.,

ubi 4 constantem quamcunque denotat. Latius autem ratio huius integra-
tionis patet atque ad exponentes ipsius x non solum integros affirmativos,
sed etiam negativos et fractos extenditur. Ita, si m, », p, ¢ etc. exponant
numeros quoscunque sive integros sive fractos, sive positivos sive negativos

fueritque
X = Axz™ + Bx" + Cx? 4+ Dx? + etc.,

erit, uti sponte patet,

o
p+1

Car+t - q—i—l Dar+ 4 ete.

— m+ 1 1 n+1
fde—m_HAa: -{-—n_HBx +
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Quae cum sint iam fere trivialia, huic priori generi, quo X est functio
ipsius # integra, amplius non immoror, sed ad functiones, quae forma expri-
muntur fracta, progredior. :

2. 8it igitur X functio quaecunque fracta ipsius # numeratore ac deno-
minatore contenta atque semper in huiusmodi forma latissime patente con-
tinebitur '
R A+ Bx+ Ca?® 4+ Da® + Ex* - ete. )
o+ px+ya?4 0a® + saxt - Ea® + ete.

De qua primum observa, si # in numeratore tot vel plures habeat dimen-
siones quam in denominatore, formulam ad aliam revocari posse, in qua
summa ipsius # dimensio in numeratore minor sit quam in denominatore;
quae reducta, uti constat, divisione absolvitur; si enim sit

X_'A+Bx+0x2+Dx3+Ex4
et prtyP+toat
fiet , .
X—E A-}—(B—%)x—}—(@—%— x2+( J?')xs
=3t o+ prtypa’Foad
atque ulterius resolvendo
__E D Ey
X= 3ot (5
o Ea Eo - E D E
_(A___’L_l_Tai’)_l_(B______l_Eﬂ?) —I-(C— b Dry 77)

o+ pr+yaitoa®

57 si per du multiplicetur, integratio sit
obvia, tota difficultas ad integrationem partis posteriotis, quae est vera forma
fracta, reducitur. Ideoque cardo rei versatur in integratione huiusmodi formae

Xdxz, si fuerit

. e - B D
Cum iam prioris partis 5o 4 5 —

. A+B2+0x2+Dx3—[—Ex4—|—etc.
T atBrtyat+0ad+ eat+ Ead + ete.

ubi quidem summa potestas ipsius # in numeratore minor sit quam summa
potestas ipsius # in denominatore. Ex quo regulas sequentes tantum ad
huiusmodi formulas sum relaturus,
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3. Si in denominatore terminus primus « vel aliquot termini initiales
desint seu evanescant, integratio multum levari atque ad casum faciliorem,
quem postmodum tractabimus, reduci potest. Reductio autem in hoc constat,
quod denominator tum habeat unum factorem cognitum, qui erit vel z vel
4 vel x® etc., prout unus pluresve termini initiales denominatoris evanescant,
ideoque poterit fractio proposita in duas alias fractiones resolvi, quarum
altera, cum habeat potestatem ipsius # simplicem pro denominatore, nullo
negotio integratur, ita ut tantum altera remaneat, cuius integrale quaeratur.
Sic, si primus tantum terminus denominatoris desit, erit formula differentialis
proposita huiusmodi

' A+ Bz + Ca? 4 Da® + Eat + ete.

2 (e + Bz + pz* + 023 + e + ete.) s

quae aequalis est his duabus iunctim sumtis

P T o o o Y B
&de—l_ o+ px+yz?+ 02 + et 4 ete.

dx,

quarum priori.é partis % integrale est %lm, posteriofis vero partis integrale
methodo deinceps tradenda reperiri debet.

4. Si bini termini initiales denominatoris evanescant, formula differen-
tialis erit huiusmodi ’

A+ Bx+ Cx®+ Da®+ Ext + ete. , |
2} (o + B + ya? 4 02 4 et + ete.) iz

quae ut resolvatur in duas fractiones factores hos denominatoris pro deno-
minatoribus habentes, ponatur ea aequalis his duabus fractionibus

A4 Bx+ (&x*+@x3+(§x"+eﬁc.
o+ Bz + pa?+ 02° + sat + ete.

bz

Addantur hae fractiones more consueto ac denominator summae quidem
'sponte aequalis fiet denominatori fractionis propositae, numerator autem erit

ac + afz + ays’ + ada’ + asat 4 ete.
+ bax + 682+ bya® + bdx* + etc.
4 Az + Ba® 4+ Ca* 4 etc.;
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qui ut numeratori proposito aequalis fiat, termini singuli homologi aequentur,
unde elicietur

A
a=—
a .
b B ap B Ap
= — o e o) 9
o o o o
_ Ay B | Ap
QI_‘C T_I— 0‘2 ’
L Ao By , APy
B=1D— o —oT+ o’
. As By, ABo
C=B——t
etc.

His coefficientibus initio assumtis -determinatis innotescent binae fractiones
simpliciores, in quas proposita resolvitur; ac prioris quidem atzﬁxdx integrale
est = — % + blx, ita ut integratio formulae propositae iam ad integrationem
partis posterioris reducatur. Ceterum ex ipsa terminorum comparatione intelli-
gitur non opus fuisse, ut numeratori fractionis prioris a + bz plures quam
duos terminos tribueremus, cum litterarum determinandarum numerus hoc
modo cum numero aequationum congruat; unicus autem terminus a ad hoc
non suffecisset, eo quod, si posuissemus b =0, secundae aequationi B =af
- ob a iam determinatum satisfieri non potuisset. '

5. Ponamus iam tres terminos initiales denominatoris formulae initio
propositae abesse ac formula differentialis integranda erit huiusmodi

A4 Bx 4+ Cz?+ Da® + Ex* + ete. .
C (et fr+ yat+ 0a®+ eat +ete) T’

quae in duas fractiones huius formae resolvi poterit

. ‘ .
a—l—ﬁx3+c:c2 do + A+ Bz 4+ Ca? + Dad + ete.
z

. e+ Bzt ya? 4 52 + ete. v

quarum summae denominator cum denominatore proposito congruit, numerator
vero erit

Leoxnarp1r Eviert Opera omnia I17 Commentationes analyticae 10
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ae+ afx 4 aya® 4 ada®+ asa* 4 etc.
+ bax 4+ bB2 4 bya® 4 bdat L etc.
+ cax® 4 cBa® -+ cya* + ete.

+ Ax® 4+ Ba* -+ ete.;

qui ut aequalis reddatur numeratori proposito, debebit esse

A
a=h",
o
b B af B AB
o o o o
0 ay BB c Ay Bp Aﬂ2
T T T e T e T e e T
atque
40 b 24 c Bg? AB®
%I=1)-—7 7/_,_ ﬂw ﬁ+ ﬁ__“g_
A Ad O’ A B A’
etc.

Apparet igitur nec plures nec pauciores terminos pro numeratore fractionis
prioris accipi oportuisse quam tres; atque ex natura rei generaliter intelli-
gitur pro numeratore prioris fractionis tot terminos assumi debere, quoad
perveniatur ad exponentem ipsius z unitate minorem, quam continet exponens
denominatoris, seu, quod eodem redit, numerator tot terminos habere debet,
quot unitates continet exponens denominatoris.

6. Ex his iam satis patet modus, quemadmodum fractio differentialis,
cuius denominator factorem habeat, qui sit potestas ipsius z, cuiusmodi est

A+ Bz + Cx?+ Dad 4 Ea* -+ ete.
z*(a+ B+ yax®+ 0x + ete.)

dx,

resolvi debeat in binas alias fractiones, quarum denominatores sint hi bini

factores seorsim sumti. Scilicet ea transmutabitur in huiusmodi binas for-

mulas ' . ’

A+ Bx+ Cz? + Dad® + Ext + ete.
o+ B+ pa? + 0a% 4 st + ete.

a+bx+cx*+bx3+...+nxn_1d

xn

z -+ dx
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habebuntque coefficientes assumti hos valores

' A
a=’_7
o
p—L 08
o o
c ay b
(=———""——,
[/4 o o
oD _ad_ by _cp
_‘06 o o o
ete.

A=P—nf—my—1[Jd—fs — etc.,
B—Q —ny —md—Ls — L —etc.,
€ —=R—nd —me — £ — by — ete.

ete.,

ubi in numeratore proposito 4 -+ Bz -4 Cx® 4 etc. denotat P coefficientem
potestatis " et ¢ coefficientem potestatis 2"*' et R coefficientem potestatis
x"** et ita porro. Hac ergo facta resolutione prioris fractionis integrale est
in promtu per § 2, ita ut ad plenam integrationem supersit modus integrandi
fractionem posteriorem. Hanc ob rem tota difficultas huc redit, ut modus
tradatur integrandi huiusmodi formulam

A+ Bx+ Cx?+ Da?® + Ez* - ete.
o+ px+ya?+ 0x®+ st + ete.

dx,

in cuius denominatore primus terminus e non sit = 0.

7. Casus simplicissimus, qui in hac forma continetur, erit, si in nume-
ratore omnes termini praeter primum, in denominatore vero omnes praeter
duos primos evanescant, ita ut haec habeatur formula integranda

R
T dx.{
Ponatur ea = dy, ut sit dy — ;%; erit ’%y= a‘f “;x; quod cum sit differen-

10*
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tiale ipsius I(a+ Bx), erit % = (¢ + Bz) ideoque integrale quaesitum

A A
seu adiiciendo constantem

A A a4t B
fa-l—ﬂxdx_ﬂ a

Simili modo si numerator totus per ds multiplicatus sit differentiale denomi-
‘natoris, integratio facile per logarithmos expedietur. Si enim formula inte-
“granda sit

B+2yx+ 8024 4ead d
o+ Bz pat 4 028 + eat

integrale erit logarithmus denominatoris, scilicet
e+ Bo + pa® 4+ 02° + ext).

Quodsi autem formula differentialis sit huiusmodi, ut numerator in dz ductus
sit multiplum quodpiam [differentialis] denominatoris, nempe

nf+2nyx+3ndx-- dnead .
o+ Brtya? o4 eat T’

dy =
erit pariter per logarithmos integrale quaesitum
y = nl(a + B + ya® + da® 4 sa?).

8. Deinde etiam alius casus est obvius, si denominator sit quaepiam
potestas ac numerator in dz ductus sit differentiale radicis denommatons
vel eius multiplum, veluti si fuerit

o — nf+ 2nyx + 3nda®+ 4nead
y= (e + B+ px?+ 02 + cat)™

dx.

Ponatur brevitatis ergo denominatoris radix

va + Bx + ya* 4 02° 4 sat =z
erit ’
, B+ 2yx+ 802" 4 4ex’)dw = ds
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hincque habebitur dy = ’-;-'fn—z , cuius integrale erit y ==—(7—1")ZT_1, atque valore

ipsius z restituto prodibit integrale quaesitum

n

T = 1)(at o+ yat+ 027+ eat) T

y::

cui insuper pro arbitrio quantitatem constantem adiicere licet. Praeterea
vero etiam usu venire potest, ut integrale sit quantitas algebraica, etiamsi
numerator non sit ita comparatus, uti in hoc casu assumsimus. Omnes autem
hi casus una formula comprehendi poterunt, si in genere huiusmodi functio

A+ Bz + Ca® + Da + ete.
(¢+ Ba -+ px®+ 0a® + ea* + ete. !

differentietur; cum enim differentiale huiusmodi habiturum sit formam

A+ Bz 4 Ca? 4 Da® 4 ete. x
(¢ + Bz +ya+ 02+ ea*+ete)” 7’

huius formulae vicissim integrale habebitur.

9. His casibus exceptis, nulla alia via ad huiusmodi formulas' differenti-
ales fractas integrandas patet, nisi ut denominator « -+ Sz + ya® - etc. in
suos factores simplices resolvatur, ubi quidém, cum non sit ¢ —0, pro «
unitas scribi potest, quod opus autem saepenumero maximis difficultatibus
est obnoxium, quas tollere huius non est loci. Quanquam enim radicum in-
vestigatio, cum qua resolutio in factores congruit, adhuc non ultra aequationes
quatuor dimensionum generatim est perducta, tamen in integrationum negotio
merito nobis resolutionem aequationum quotcunque dimensionum concedi
postulamus. Atque is formulae seu aequationis differentialis integrationem
perfecte dedisse censendus est, qui eam ad resolutionem seu constructionem
aequationis algebraicae revocaverit. Quamobrem assumamus denominatoris
propositi- ' '

1+ aw + B2* + ya® + da* 4 ete.
factores simplices, in quibus z unicam habeat dimensionem, esse hos
1+ px)A + g2)(1 + rz)(1 + sz)(1 + tw) ete.,

quorum factorum numerus, uti constat, aequalis est maximae dimensioni ipsius
®, quam habet in denominatore proposito. Praeterea vero manifestum est
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coefficientes p, ¢, r, s etc. cum coefficientibus cognitis «, 3, y, 0 etc. ita
esse connexos, ut sit

a=p-+q+r -+ s ete. = summae singuloi'um,

B=pg -+ pr + ps+ qr + etc. — summae factorum ex binis,

Y =pqr +pgs+ grs+etc. —summae factorum ex ternis,

0 =pqrs + pqrt + ete. = summae factorum ex quaternis,
& = pgrst + etc. ‘ = summae factorum ex quinis

et ita porro. Quamobrem has quantitates p, ¢, 7, s etc. tanquam datas ac
determinatas per cognitas «, 8, y, d etc. iure accipere licet.

10. Hac posita denominatoris in factores resolutione formula differentialis

A + Bz + Cz® 4+ Da® + ete.
1+ ax+ a®+ ya’+ ete.

abibit in hanc formam

A+Ba+ 0o+ Do+ Bt yote.
A +p2)(1+q2)(A+r2)(1 +sx) ete.

quae porro resolvi poterit in fractiones totidem simplices, quot denominator
continet factores, sintque hae fractiones simplices differentiales hae

Pd dx Rdzx Sd
z + @ z

1+pz 1+qw+1+m+1+sx+ef’c’

Patet enim his fractionibus addendis expressionem esse prodituram superiori
similem; namque denominator summae sponte aequalis fiet denominatori
oblato, numerator quidem illi non congruens orietur, verum tamen tot non
prodibunt dimensiones ipsius # in numeratore quam in denominatore; quam-
obrem litterae adhuc ignotae P, @, R, S etc. ita determinari poterunt, ut
numerator ipsi proposito congruat. Tot enim sunt litterae P, @, R etc., quot
# habet dimensiones in denominatore; totidem vero numerator continet ter-
minos, ita ut haec operatio sufficiat ad omnes litteras P, @, R etc. deter-
minandas. Ex hocque patet ratio, cur # in numeratore pauciores [dimensi-
ones] habere debeat quam in denominatore; si enim totidem haberet vel

plures, litterae assumtae P, @, R etc. non sufficerent ad numeratorem propo-
situm producendum, '
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11. Si ad valores litterarum P, @, R, S etc. inveniendos omnes fracti-
ones simplices actu addere ac numeratorem resultantem cum numeratore
proposito congruentem reddere velimus, poterimus quidem valores illarum
litterarum P, ¢, R etc. omnium assignare; verum si numerus fractionum
simplicium fuerit modicus tantum, labor fere fit insuperabilis. Kaedem autem
aequationes multo facilius eruentur, si singulae fractiones simplices reiiciendo
dx per divisionem in series convertantur, quo facto prodibit summa omnium
per seriem expressa

+ P— Ppx + Pp’a® — Pp°a’ 4 Pp'a* — Pp°a’® + ete.
+ @ — Qqz+ Q4’2 — Qs + Qg's' — Q¢'w® + ete.
+ R — Rrx+ Rr’s® — Rr'a® 4 Rr's* — Rr°a® + ete.
+ 8§ — Ssx 4 S5’z — Ss*s® 4 Ss*a* — Ss’x® 4 ete.

ete.

Quarum summa cum aequalis esse debeat fractioni propositae reiecto pariter
factore differentiali do

A+ Bx+ Oz 4 Do + Ext 4 Fab + ete.
1+ ax+ Bz +pad+ oxt+ ea® + ete. -

’

‘convertatur haec pariter per divisionem in seriem infinitam, quae erit series
- recurrens

A— Aax + Ad’x — Aa5x3 -+ ete.
+ Bz — Bax'4 Ba's®—

— ABx? +24ef2® —
+ 02— Bgs* +
—  Ays*+
—  Coz®+

+  Dat—

Quodsi iam termini homologi inter se comparentur atque inter se aequales
reddantur, obtinebuntur sequentes aequationes
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P 4+@Q +R +8 +ete.=4d,

Pp + Qg + Rr 4+ Ss -+ etc. = Ae — B,

Pp® + Q¢ + Rr* + 8s* 4 ete. = A(e’ — 3) — Ba + C,
Pp’ + Qq* + BRr® + Ss° + etc. = A(e* — 223 +y) — B

ete.

(*—pB)+ Ca— D

Harum aequationum, quarum numerus quidem est infinitus, capiantur tot,

quot habentur litterae determinandae P, @, R etc., ex
more consueto definiantur.

iisque earum valores

12. Calculus hac methodo instituendus fit autem admodum prolixus, si
plures habeantur litterae determinandae; attamen si a simplicioribus ad magis
composita progrediamur, per inductionem certam non difficulter deprehendetur

valores quaesitos sequenti modo expressum iri, ut sit

_tpyltot
A pB—I—p,C p,D+etc.

P—
(1= )P =) =) ete
o A— B4 50— 55 D+ cte.
b= e )
R‘ Ab—%B-l—%C—%D-{—etc. ‘
[
A— B+ 50— 5D+ ete.

S I P

ete.

’

Inductio haec, qua valores litterarum P, @, R, S etc. eruimus, etsi est cer-
tissima, tamen non sine ingenti molestia atque loco o, 8, y etc. suos valores
per p, ¢q, 7, s etc. expressos substituendo reperitur; quare, cum non cuique
liceat hunc calculum repetere, alium modum faciliorem idem efficiendi propo-

namus, cuius simul in sequentibus amplior sit usus.
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13. In hac methodo tantum ad unicum factorem 1 - px tanquam cogni-
tum respicimus atque sine respectu ad reliquos factores simplices determina-
. . . e Pd oo
bimus valorem litterae P pro fractione simplici una ﬁ Pari deinceps
ratione, qua una fractio simplex "est inventa, reperientur reliquae omnes
Qv Rdw ot quarum ommium summa aequetur formulae differentiali propo-
1+ga’ 14ra q prop

sitae. Discerpamus igitur formulam differentialem propositam

A+ Bz + Ox2+Dx3+Ex4+étc.d
1+ az+ pa’ + pa® + 02t + ete. " 7*

in cuius numeratore pauciores inesse ponimué dimensiones ipsius # quam in
denominatore, discerpamus, inquam, hanc formulam in binas partes, quarum
altera sit = llfw ; alterius vero denominator erit quotus, qui resultat, si
ille denominator formulae propositae per 14 px dividatur, id quod utique
fieri potest, cum 1 4 px sit factor illius denommatorls Ponamus quotum ex

hac divisione oriundum esse
14 az 4+ b2* + ca® 4 da 4 ete.,

in quo ergo maximus dimensionum numerus ipsius z unitate deficit ab illo,
quem habet in denommatore primo 1+ ax -+ 2" + y2* + da* 4 ete.  Sit
igitur altera pars praeter + 5, In quam formula proposita resolvitur, haec

A+ Bz + Cx? + Da® + ete.
1-+ax 4+ bax? 4 ca®+ dat 4+ ete.

ubi ob eandem rationem in numeratore x pauciores habere debet dimensiones
quam in denominatore.

14. Cum igitur summa harum duarum formularum

Pdz A+ B+ Ca? 4+ Da® + ete.

14px + 1+ax+bx2+cx3—[—bx4+etc.dx

aequalis esse debeat formulae propositae

A+Br+ Ca?+ Da® + Ex* -+ ete.
1+ az+ fa® + pa® + 02t 4 ea® + ete.

Leonnarot Evnerr Opera omnia I17 Commnientationes analyticae ' 11
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primum ob denominatores aequales habebitur

e=a+p, a=a-—p,

B=b+ap, b=pF—ap+p’

y=t+bp, c—y—pp+ap’—0p |

S=b+cp bd=0—yp+pr—ap+p
etc. ' etc.

Vel cum formulae
; 14 az + b4° 4 ca® + da* + ete.
factores sint '
1+ gz)1 + r2)(1 + sx) ete.,

fiet a quantitatum ¢, 7, s etc. summa, b summa factorum ex binis, ¢ summa
factorum ex ternis, D ex quaternis et ita porro. Quamobrem valores litte-
rarum q, b, ¢, b etc. duplici modo cognoscuntur, primo scilicet ex coefficienti-
bus a, B3, y, & etc. ac deinde etiam ex factoribus (1 4 px)(1 + qu)(1 4+ rx) ete.,
in quos denominator 1 - ez - B2'+ y2®+ etc. -resolvitur. Quodsi ergo
praeter primum factorem 1 - pz, quem hic solum contemplamur, alii reliqui
fuerint incogniti, priori modo, quo litteras a, b, ¢ etc. determinavimus, utendum
‘erit. ' '

15. Cum iam per additionem more solito absolvendam denominator sum-
mae congruens prodeat cum denominatore formulae propositae, superest, ut
numeratores identicos reddamus. Fiet itaque

Ad— A+ P, A—A—P,

B=UAp+B+aP, B=B—Ap+ P(p—a),

C=%p+E€+bP, €=C—Bp+ Ap'— P(p"—ap+D),

D—Gp+D+cP, D=D—Cp+ Bp'— Ap*+ P(p*—ap*+bp—o),

E=Dp+E+dP €—E— Dp+ Cp'— Bp*+ Ap*— P(p*— ap’™+bp"—cp+D)
ete. ete. :

Quoniam vero termini numeratoris A Bz -+ €x* 4 etc. non in infinitum pro-
grediuntur, sed ibi terminantur, ubi exponens ipsius z est unitate minor quam
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maximus exponens in denominatore, in litteris %, B, €, D etc. tandem per-
venietur ad evanescentem, postquam sequentes ommes evanescent; ac tum
valorem ipsius P definire licebit. Quo igitur valor ipsius P generatim deter-
minetur, ponamus successive numeratorem U - Bz + C2* + Da® + ete. nullo,
tum unico, post duobus, tribus, ‘qua,tuor etc. terminis tantum constare erit-
que, , '

si A=0, P= A,

g—0, Pp—42=8
p—a ,
_ _Ap'—Bp+C
¢=0, ~ pP—aptb ]

, N o _ Ap*—Bp*+ Cp—D
D=0, P= ps——‘ap”—}-f)‘p——c T
ete.

Hinc facile concluditur fore generaliter, quotcunque affuerint dlmenswnes ip-
sius z,*
A—1Brlo Dyl Ep_ e
P— p-1 pl p1 fo 2
1— ?a—l-pﬁ——ﬁc—l—ﬁb——etc.

quae expressio perpetuo terminatur, si formula d1ﬂ’erentlahs proposita finito
terminorum numero constet.

16. Numerator quidem hujus fractionis, quam pro valore ipsius P in-
venimus, apprime convenit cum numeratore fractionis praecedenti modo § 12
pro eadem quantitate P inventae. At denominatores a se invicem discrepare
videntur; re autem propius perpensa apparebit summum inter utrosque esse
consensum. Sumamus enim denominatorem priorem

(2660 1) e

‘ atque patebit actuali multiplicatione eiusmodi ‘prodituram esse expressionem

_$.0 % e T
p+p2 p“‘+p“ p5+ec" i
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in qua sit
$ = summae quantitatum g, 7, s, ¢ etec.,

&, — summae factorum ex binis,
R — summae factorum ex ternis,
© = summae factorum ex quaternis

ete.

Cum igitur expressio 14 az -4 ba® + ca® -+ da* 4 etc. aequalis sit producto
(1 + gz)(1 + ra)(1 + sx)(1 + ta) ete. (§ 14), erit ob eandem rationem
a = summae quantita.tum q, 7, S, ¢t ete.,
b = summae factorum ex binis,
¢ = summae factorum ex ternis,
b = summae factorum ex quaternis
etc.

Consequenter erit N
PL=a, O=Dbh R=¢, ©&=D> etc

ideoque denominator prius inventus

(1= (=2 (- 21— e
transmutabitur in sequentem
1——%a+1%f)'—£§c+£;b-—etc.,

qui est ipse denominator modo posteriori erutus, qui adeo priori est aequalis.

17. Denominatorem hunc etiam poterimus exprimere per coefficientes
o, B, 7, 0 etc, qui continentur in denominatore formulae differentialis propo-
sitae, eo quod supra (§ 14) per hos coefficientes valores litterarum a, b, ¢, b, ¢ etc.
determinavimus. In hoc autem negotio nosse oportebit, ex quot omnino ter-
minis constet expressio 1 —-% a-+ 1%5 —_ 1%0 + etc. Ponamus ergo eam con-
stare ex '
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terminis erit valor ipsius expressionis
1 1 ‘
2 | 2—1g
b
2 1
3 83— 7 + e I
3 2 1
* et T
4 3 2 1
R R L A
_@=De @—2f -3y  (n—43
n n ” + 7 7 + I etc.,

ubi numerus # indicat, quot sint termini in formula

1+ ax 4+ Ba* 4 ya® + da* + ete.,

seu si forte qui termini desint, » —1 dat maximum ipsius # exponentem in
denominatore formulae differentialis propositae. Cum autem 1 pz sit factor
. . . . 1 ! .
huius expressionis, ea, si loco # ponatur — 27 evadet =0, hoc est, erit
)

&
R R

quae ab illa » vicibus subtracta relinquit hanc expressionem

« 28 3y 40  be-
A T

quae ergo est tertia expressio eandem denominatorem pro fractione ipsi P
aequali suppeditans.

18. Si ergo proposita fuerit formula differentialis

A+Bm+0w§+Dx3+Ex4+etc. .
1+aw+Ba®+ypa®40at 4+ ea®+ete.

in cuius numeratore x pauciores habeat dimensiones quam in denominatore,
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tum ea in tot formulas differentiales 'simplices logarithmicas resolvi poterit,
quot unitates contineat maximus ipsius x dimensionum numerus in denomina-
tore. Ad quas inveniendas ponamus denominatorem esse productum ex his
factoribus '

(1 +pz)(1 + g2)(1 + ro)(1 + sz) ete.

atque unusquisque factor unam suppeditabit fractionem simplicem; nempe

ex factore 1+ px orietur formula differentialis f_:z;x

eritque

1 1 1,4, 1
A—?B-'_?C—FD—I_FE—— ete.

(=605 0-3) %

P=

vel, quod eodem redit,

1 1 1 1 :
A_;B-I_FO_FD-i—PE-etG‘
1 2

3 4 5
;“—I—ﬁﬁ-f-l;s?—?@-l-;g&—et&

P=

Simili autem modo, quo hic ex factore l-i- pw formulam differentialem ITL

invenimus, ex reliquis omnibus factoribus totidem formulae differentiales
Qdx Rdx Sdx . . . . . .
Trqz’ idtrs’ 1tsa etc. reperientur. Quibus omnibus inventis erit formulae

propositae differentialis integrale quaesitum -

— gl(l + pa) —|—§l(1 +42) + 101+ 70) + D11 4 50) + ete.

tot constans membris logarithmicis, quot # in denominatore formulae propo-
sitae habet dimensiones.

19. Fieri autem nequit, ut horum membrorum ullum evanescat seu ut
unquam fiat P=0, nisi in ipsa formula differentiali proposita communis divi-
sor numeratoris ac denominatoris existat. Quod ut clarius appareat, ponamus
numeratorem fractionis valorem ipsius P exhibentis — 0, hoc est

1 1o 1 te. —
A— B 5 C— 5D+ ete. =0,

Haec autem expressio resultat ex numeratore formulae differentialis

A+ Bz + Cx? + Da® -} ete.
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ponendo ——% loco z; quare cum haec postrema expressio fiat =0 posito
__% loco z, sequitur z —l—.i seu 1 + px eius divisorem esse; hocque casu, quo
P =0, necesse est, ut numerator et denominator formulae differentialis pro-
positae communem habeant divisorem. Contra autem facile evenire potest,
ut valor ipsius P in infinitum excrescat evanescente denominatore

(=D (=) (=) (1= o,

quod eveniet, si inter reliquas litteras g, », s, ¢ etc. una pluresve reperiantur
ipsi p aequales. Ponamus esse p=g¢ seu denominatorem 1+ ax - B4°- etc.
duos habere factores aequales; tum in utraque fractione 1T;x et 1%-de
rator in infinitum excrescet. Interim tamen integrale ipsum non erit infini-
tum ob bina ista infinita se destruentia, sed finitum atque adeo ad quanti-
tatem algebraicam reducetur quantitas alias perpetuo a logarithmis pendens.
Tradamus igitur modum illam integralis partem, quae a duobus factoribus
aequalibus oritur, definiendi, cum ea ex praecedentibus formulis infinitis diffi-

culter colligi queat.

nume-

20. Si igitur duo pluresve denominatoris factores inter se fuerint aequa-
les, eos a se invicem disiungi non convenit, sed integralis membrum, quod
ex illis coniunctim nascitur, peculiari modo est investigandum. Sint igitur
duo denominatoris factores (1 + px)’ aequales atque ponamus formulam diffe-

rentialem propositam
A+ Bz 4+ Ca?+ Da® 4+ Ex* + ete.
14+ ezt fa? +pa® 4 0at + 2’ + ete.

resolvi in has duas partes

Bdz + Qadx
14 2pzx+ppxx

A+ Bzt Ca? -+ ete.

REE R e Sirye SR L

erit primo, ut per additionem denominator propositus proveniat,

a=a+2p,k a=0a—2p,

B=0+42pa+pp,  b=p—2ap+3pp,

y=c+2pb+ppa, ¢=y—208p-+ 3epp—4p°,

0 =04 2pc+ ppb b=0J—2yp+ 38pp — 4ep® + 5p*
ete. v ete.
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‘Deinde ut numerator propositus producatur, esse oportebit

A=A+ B,

B—93+2%p + O + Ba,

C = €+ 2%Bp + App+ Qa+ P,

D=9+ 2€p + Bpp+ Db+ P,

E— G+ 29p+ Cpp + Dic + B
ete.

Ex his aequationibus vicissim elicientur valores litterarum A, B, €, D ete.
sequentes

A=A4—P, |

B—B—24p+B@p—a)— D,

€ — C—2Bp+34pp — P(Bp*—2ap 4 b) + D(2p — 1),

D=D—2Cp+ 3Bpp — 4A4p* + P(4p*— Bap®+ 2bp — o) — Q(8pp — 2a1o+ﬁ)

ete.

Hae aequationes eousque sunt continuandae, donec in expressione
A+ Bz + C2* + etc.,

quae finito constat terminorum numero, ad finem perveniatur; tum enim ob
sequentes valores in serie litterarum A, B, € etc. evanescentes statim occur-
rent duae aequationes, ex quibus coefficientes P et QO determinari poterunt.

21. Si ordine progrediamur ac primo U et B, deinde B et €, tum
et D etc. evanescentes ponamus, tum pro casibus particularibus valores litte-
rarum ‘f et £ invenimus, ex earum autem formis difficulter generales ex-
pressiones colligentur. Interim tamen alio modo satis concinne valores ipsa-
rum P et O determinari poterunt. Ponatur

1 1 1
A_?B_I_FO—FD-*- ete. -

1 1 1 1 =V;
—— a4+ Sb—"c+ ete.
p P +10" p* +
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erit V functio ipsius p et quantitatum cognitarum 4, B, C, D etc. et a, b,
¢, D ete. Quodsi ergo quantitas haec V differentietur ponendo tantum p varia-

bili, fiet %’ quantitas algebraica eaque cognita. Iam dico valores ipsarum
B et L ita definiri, ut sit '

av

_ar _pp gV __pdV
PGy b D=2La T

dp

Ad quas expressiones demonstrandas notari debet, cum in serie litterarum 9,
B, €, D etc. ad evanescentes litteras fuerit perventum, tum binas eiusmodi
prodituras esse aequationes '
ndp"~'—(n —1)Bp""* 4 (n — 2) Cp"~* — (n — 8) Dp"~* 4 etc.
— Pyt — (0 —ap"* 4 (n— 2)bp"* — (n — 3)ep" 4 ete.)

—2((n—1Dp"* — (0 —ap" " + (0 — 3)bp™~* — (0 — L) cp"* + etec.)
et

(n+ 1) Ap" — nBp"* + (n — 1) Cp"~* — (n — 2) Dp"~* + ete.
=P+ 10)p —nap + (0 — Vop 2 — (n — 2ep™* 4 etc.)
—Qmp"t— (n—Dap"? + (0 — 2)bp"~* — (n — 8)cp™~* + ete.).
Ponatur iam
Ap® — Byt + Cp"~2 — Dp"~* + etc. = M,
P —ap" Tt bt — op" o ete. = N

atque binae illae aequationes transibunt in has

dM _Pd.Np 04N

dp dp dp
d.Mp Pd.Np* Qd.Np
dp —  dp “dp

ex quibus elicitur

o — BNdp + BpdN—a
= N

et
0 — 2P Npdp + Pp?d N— Mdp—pd M )
o Ndp+ pd N

Lronmarvr Evrerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 12



90 METHODUS INTEGRANDI FORMULAS DIFFERENTIALES [25—26

Atque ex harum comparatione oritur

S‘B_NdM—MdN .M
o Nidp dp N’
_ M pNaM_MiN) M p M
Q= ¥t Nidp - l\+dpd’N

Ponatur iam %{ = T, ut sit

Ap"—Bzo’i—1 +Cpm—2— Dp»—3+ ete.

V= pn—l_apn—2+5pn—3__cpn—4+ ete. ’

erit, si numerator et denominator per p" dividatur, prorsus ut ante assumsimaus,

1 1 1
.A. —;B+FC'—‘§§D+ etC..
1
p

V=-‘

1 1 1
—‘FG"{‘FB—FC-FO{?C.

Hocque adeo valore ipsius ¥V assumto habebimus

av pavV p 4V pp , V
=—-— et Q-—-——— seu =g, RN==d.—.
® dp dp B dp p dp ' p

22. Simili modo si formulae propositae

A+ Bz + Cx®+ Da® 4 Ea* + ete.
1+ocx+ﬁx2+yx3+d‘x4+sx5+etc.

denominator habeat tres factores simplices aequales, ita ut sit divisibilis pe1
(1 + px)’, tum resolutio in duas istiusmodi partes fieri debet

Bdz+ Qadxs+ Ralda
1+ 3pz -+ 3p*a? + pad

A+ Bx+ete.
1+ az + ba? + ete.

_l_

ut iam summae denominator cum proposito congruat, oportebit esse

a=ac—3p,

b=pg—3ap+ 6pp,

¢=y —30p -+ 6app — 10p°,

b=0—3yp+ 68pp —10ap® 4 15p*
ete,



© 26—27] RATIONALES UNICAM VARIABILEM INVOLVENTES

)|

Numeratorum autem identitas dabit has aequationes

A=A+ P, »

B =34 3%Ap + O + Pa,

C=C643%Bp+3%Ap* + R+ Qa4+ PO,

D=3+ 3Cp + 3Bp* + AP’ + Ra + b + Pe,

E=C+3Dp+ 3Cp*+ Bp® + Rb + Qe + Pd
ete.

Hihcque vicissim sequentes valores pro litteris 9, B, €, D ete. eliciuntur

A= d— 3, |
B=DB—34p+ PBp—0a)— Y, :
€—C—38Bp+64p"—P(6pp—3ap+b)+DBp—a)—R,
D= D —3Cp+ 6Bp*—104p*+ P(10p*—6ap*+ 3bp —¢)
—D(6pp —3ap +8) + RBp —0)
ete.
Ponatur iam, ut ante fecimus,
Ap"— Bp"~'+ Cp*~* —'Dp"~* 4 ete. = M
et
pn—2 _ apn—s + bpn—4 . cpn—5 + etO. — N;

erit, ubi ad valores evanescentes pervenitur,

ddM — Pdd.Np*+ Qdd. Np — RddN =0,
dd. Mp — Rdd.Np* + Qdd. Np*— Rdd. Np =0,
dd. Mp* — Bdd. Np* + Qdd. Np* — Rdd. Np*= 0

posito in duplici differentiatione dp constante.

Quodsi iam ponatur %—: V, ita ut sit -

1 1 1
- A=y Bt 0~ Dt ek

1 a b ¢
P T e

H

12*
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reperientur sequentes valores pro P, £ et R:

g 44V _ p ddv
T 2dp? 2dp* p
pddV_d_K ppd dV
dp* dp  dp* p
ppddV pdV

2dp* + V=57

.‘1

9{_

2dp

‘ "s

28. Haec iam sufficiunt ad legem cognoscendam, cuius beneficio resolutio
formulae propositae in duas partes absolvi debeat, si denominator quotcunque
habeat factores simplices aequales. Quae lex ut facilius perspiciatur, repeta-
mus breviter, quae hactenus sunt tradita. Sitque proposita haec formula

A+ Bx + Cx? + Da® 4+ Ext- ete.
14 ax -+ pa?+ pad + dat + e’ + ete.

cuius integrale requiritur, in cuius numeratore x pauciores habeat dimensiones
quam- in denominatore, sitque denominatoris factor aliquis 1 px. Quodsi
iam hic factor 1-+ px alium non habeat sui aequalem, ex ipso integralis

quaesiti pars reperietur
f Pdz
14+pa’

in quo coefficiens 9 ita determinabitur. Dividatur primo denominator
1+ az-+ B2* + ya® 4 etc. per 14 pax sitque quotus =14 ax+ba’ + ¢x® - ete.
Tum ponatur

1 1 1
A_quB-*-I?C—p-—sD—i_ ete.

1 1 1
1—504—5;5—?0-}'6{30.

eritque 9§ —= p—;; atque integrale ex factore 1+ px ortum erit

V dz
1+4p2x

~l( + pa);

hocque modo ex singulis denominatoris factoribus simplicibus respondentes
integralis partes eruantur, quae simul sumtae totum integrale quaesitum
praebebunt. ‘
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24. Quodsi autem denominator duos factores simplices habeat aequales
seu (1 + px)® factor fuerit denominatoris, tum ex hoc factore quadrato inte-
gralis pars inveniri debet, quae erit huiusmodi

Pdz+ Qzdz
A +pa)* ’

in qua coefficientes §§ et £ hoc ‘modo reperientur. Dividatur denominator
14 ax + Ba* + ete. per (1 —|—px)2 sitque quotus =1+ az + bat + ca® 1 ete.
Tum ponatur
A~—-B+—C’—~D+ ete.
1

F—F -[— b 4c+etc.

erit V' functio ipsius p, quae differentietur more consueﬁo ponendo tantum p
variabile, fietque A
— b 4V

ldp »p
_ b gV
'y 1dpd

- Atque integrale ex factore (1 pz)* oriundum erit

p 4V [ 4z f

ldp " p 1+pw (1-+pa)?
seu
1

~ pp 14pa

25. Habeat denominator tres factores simplices aequales seu sit
(1 4 px)® eius divisor; tum ex hoc toto factore quaeratur integralis pars,
quae sit

j’in:c +Qazde+ Ra’da
. (1 _l_px)s

Coefficientes autem 9, O et R hoc modo definientur. Dividatur denominator
1+ax+ B2+ ya®+ ete. per (1-+px) s1tque quotus 1 az -+ b2®+ c2® -+ ete.
Tum ponatur »
1 5 1 1
A_?B—{_? C_FD—I— ete.
1
P

1 1 1
—E‘,,C(-I-Fﬁ—pc.-l—etc.
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ex hoc ipsius V valore cognito erit

__p aav
$_1,2dp2 P ’
= mpd‘p—
g{,_—l 2dpdd P

Atque integralis quaesiti membrum ex factore hoc (1 4 px)® oriundum erit

P VJ L P f + Vf
1~2dp 1+px ldp P J (A 4p2) (1+p2)°

seu
14 V
da.r
‘ 1 V 1
i 2dp2l(1 + o) —

ldp 1+pz p° 2(1+pa)t

926. Habeat denominator formulae differentialis propositae quatuor fac-
tores simplices inter se aequales, ita ut (14 px)* sit eius divisor; tum ex
toto hoc factore quaeratur integralis pars

PBdz+ Dz dz + Ratdz + @x"’dm
(A +pa)

ubi coefficientes P, £, R et © hoc modo determinabuntur. Dividatur deno-
minator prop0s1tus 1+ ax + B2® + ya® + ete. per (1 + px)* sitque quotus
14+ ax 4+ b2® + cx® + ete. Tum ponatur

A—-—B+—C——D+etc
1
»

= V.

4a+ L1p— 6c—i—ei:c

Atque ex hoc ipsius V valore cognito erit

T I A
53_1.2.3@3 p '
i _ 3p? aav
2 123dpd p

_ 3p® av
R=izsap®

»t v
= ______8
€= 123dpd
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Hinc integralis membrum ex factore (1 4 px)* oriundum erit

_p» pV [ _ax + f '
1-2-3dp® "p J14+pz ' 1. 2dp (1+px)*
A I Y. Vf
ldp »* J (QA+pa) (1+px)4

27. Perspicitur hinc duplex lex, altera, quam valores coefficientium
assumtorum B, L, R etc. inter se tenent, altera vero, quam formulae inte-
grales ipsae observant; atque ex utraque integralis quaesiti membrum id po-
terit definiri, quod oritur ex potestate quacunque factoris cuiuspiam simplicis-
1+ px. Sufficit autem alteram tantum legem notasse, cum altera. ex altera
sequatur; ac posterior quidem non solum facilior videtur, verum etiam maio-
rem praestat utilitatem, cum ex ea statim integrale formari queat. Probe
autem cavendum est, ne vera variabilis £ cum variabili assumtitia p confun-
datur; nam in formula differentiali proposita unica inest variabilis x, praeter
quam omnes reliquae quantitates non excepta p sunt constantes et in inte-
gratione qua tales tractantur; quando vero coefficientes per se quidem con-
stantes investigantur, tum vera variabilis # non amplius in computum du-
citur, sed investigatio per meras constantes absolvitur. In hoc autem opere
ingens nanciscimur subsidium ad coéfficientes determinandos ope differentia-
tionis, ubi quantitatem 7V tanquam functionem variabilis p consideramus
eamque differentiamus semel, bis pluriesve ponendo dp constans. ~Est adeo
haec differentiatio tantum operatio subsidiaria, quae ad coefficientes indagan-
dos suscipitur; qui quam primum fuerint inventi, tum rursus quantitas p
-tanquam constans tractatur et integrale more consueto expressum exhibetur.

, 28. Unicam difficultatem, quae saepenumero maximam molestiam parere
posset, hic adhuc removere possumus, quo ipso calculus mirum in modum
contrahetur. Haec autem difficultas versatur in inventione seriei

14 ax 4+ b2® + ca® 4 vt + ete.,

quae resultat, si denominator 1 -+ ax -+ Ba* + ya’ + etc. vel per 1+ px vel
per (14 px)?* vel per (1-+px)* vel etc. dividatur. Facilior igitur calculus
reddetur, si pro quovis casu in valore ipsius ¥ loco litterarum a, b, ¢ ete.
earum valores per o, 3, y etc. substituamus, qui cum sint sponte cogniti, in-
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ventione litterarum a, b, ¢, d etc. supersedere poterimus. Casu igitur primo
§ 23 pertractato, quo denominator 1+ ax 4 B2* 4 ya* -+ etc. semel tantum
divisorem 1 + px admittit, erit

A—%B-I—}—C—‘iD—l— ete.

—¥——+ﬁ— + ete.
(§ 18); quae operatio ut adhuc brevius absolvi queat ponatur in formula
differentiali proposita

A+ Bz + C2®+ Da® + Ex* + ete.
14 ax+ px®+ yad+ 0zt 4 ea® + ete.

. numerator :
A+ Bz -+ Cx* 4 Da® + ete. = P
et denominator :

1+ ez + B2* +yo’ + ete. = @;

erit V= M posito — — loco x; quo facto obtinebit ¥ eum ipsum valo-
rem per p expressum, qu1 ipsi convenit pro casu, quo 14 px est factor de-

nominatoris ¢; ex hocque factore integralis =quaesiti pars oritur haec
V pdz .
1—|— pa:

_29.. Si denominator @ factorem habeat (1 4 pz)’, tum sumatur

7 1.2 Ppida?

Vf 4dqQ

ponendo in differentiatione ipsius @ « variabile et dx constans tumque loco
x scribendo — é—, quo facto V fiet functio ipsius p, quae proin posita hac p
variabili differentiari poterit. Erit autem 1ntegralls quaesiti membrum ex fac-
tore (1 -4 pa)? oriundum

d 14

P pdw L r f pdz

tap) T+ps (1+pz)*

Sin denominator @ factorem habeat (1 + pa:)"', tum sumabur

1-2.3 Ppida®

V=3¢ >
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ubi primo in differentiatione ipsius @ =1 - aw + B2°+ ya® + etc. ponatur z
variabile et in sequentibus differentiationibus d« constans; tum fiat z — — ;—,

ut prodeat V functio ipsius p deinceps differentianda posito p variabili.
Atque integralis quaesiti pars ex factore (1 + pw)® oriunda erit

4 v :
dd'? pdx +d-17§./‘ pdz + Vf pdzx
1-2dp*) 1+px * 1dpJ (1+pax)? 1 +pa)®

Si denominator ¢ factorem habeat (14 p2)%, tum sumatur

1-2.3-4 Pp'dat

V=0

et servatis iisdem circa differentiationes legibus erit integralis portio ex de-
nominatoris factore (1 4 px)* oriunda

@ d & d d: V[ pd
_ » pde | "p f pdx + f pde | ] pdz
1-2.3dp3) 14+pzx ' 1.2dp? (1—}—109:)2 1dp (1+px)3 (1—I-px)4

sicque ulterius, quousque. libuerit, progredi licebit.

30. Generatim igitur, quae hactenus sunt tradita, huc redeunt. Si pro-
posita sit formula differentialis rationalis

A+ Bz + Ca? 4 Da® -+ Ez* + ete.
1+ ax+ ot + pa® + 0at + e 2’ + ete.

dz,

in qua variabilis # pauciores habeat dimensiones in numeratore quam in de-
nominatore, huiusque integrale quaeratur, dico integrale ex tot compositum
fore partibus, quot denominator contineat factores simplices a se invicem di-
versos. Atque ex quolibet factore denmominatoris simplici eiusque potentia
quacunque pars integralis quaesiti sequenti modo investigatur. Sit (1 + pa)*
factor seu divisor denominatoris. Atque ponatur brevitatis gratia

numerator A+ Bx + Cx* 4+ Da® - ete. = P,
denominator 14 ax + Ba* + y2° -+ ete. — Q.

Leonuaror Evrerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 13
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Tum contmuo differentiando. denominatorem ¢ posito x varlablh et dz con-

stanti capiatur
_ Pp*-tdgr
Y="wg

vel, quod idem est, : ‘
V— Pp—1(1 4 pa)
T 1.9.38.. -nQ

ac fiat postea x = — %, ut exeat ex hac expressione # maneatque V7 functio
ipsius p et constantium; quae deinceps differentietur ponendo p variabile et
dp constans. Quo facto ex factore (1 -+ px)" nascetur integralis quaesiti
ista pars - '

v

%dn—l'..z7 pdx n(n-—l)d" 2, pdx n(n 1)(n_2)dn s_f pdx

dp*=* J 1+px dp*=*  J (1+pa) (1+pz)®
n(n—1) (r— 2) (n—8)d"~ oV

»* [ pdz
Iy (+pay O

quae tot constabit membris, quot % continet unitates.

31. Habemus hic valorem ipsius V duplici modo expressum, quorum eo,
qui . commodior visus fuerit, uti conveniet. Si quidem denominator ¢ iam
fuerit in suos factores resolutus, tum expediet uti modo posteriori, quo est

V— Pp*=1(1+pa),
1.2,3..;.,,@ ?

tum enim statim fiet (T-% quantitas integra, eo, quod denominatorem @
divisibilem esse ponimus per (14 pz)". Quod autem diximus invento hoc
modo valore ipsius V. loco # poni debere“——%, hic probe cavendum est, ne
loco p numerum determinatum scribendo contra institutum peccemus ac talem
pro-V expressionem obtineamus, quae differentiari nequeat. Quamobrem etsi
revera p eam quantitatem determinatam denotat, quae reddat (1 + px)? di-
visorem denominatoris. @, tamen loco. — i ‘non illa quantitas determinata,
sed potius character », quasi adhuc esset 1ncogn1tus mdetermmate substitui
debet, quem etiam tamdiu retinebit, : donec per differentiationem smguh inte-
gralis coefficientes fuerint reperti.
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Quod ut clarius ob oculos ponatur, sit integranda ista formula differen-
tialis -
zdx

A—2P 1+ 221+ 22)

Erit ergo P=z et Q= (1 —2)’(1 4+ 2)*(1 4+ 22) atque integrale ex tribus
constabit partibus, quae ex tribus factoribus (1 — )%, (1 +a et 142z
reperientur. S
Sumatur primum factor (1 —)®, ex quo est p = -—=1, quem autem va-
lorem tum demum loco p substituemus, cum omnes coefficientes fuerint
determinati. Erit ergo =3 et e =1+ w)2(1 + 200) ex quo ﬁt

(1—1—1060)3
V— e ' -t
6 +af(1+22)" 6(p—1)(p—2)
Hinc erit ;
L S T .
P 6(p—1)(p—2) p°  pP—4pp+ip—2
, ) .
6. 5 ST .
p_ P tpp—4p . —p
= itemque = )
dp 1Pz TN 20— 17 (p—2)
unde erit
3 .V 2p®—3pp a 3 V.  —4p* 4+ Tpt+6pp—12p
.= atque - db. = .
e T p-1p—2y T ap®p -1 @—2)
Cum nunc sit p=—1, erit
8 pV _~=1 6,V _—4 TV _—1
ap*” 'p  16:27° dp " p* 8.9’ P 4.3

atque integrale ex factore (1 — x)“ oriundum erit

7 ' -

16-27 1—x+8 9.[(1 x)2+4 3](1——93)3
7 1 4 1

~163'i—s "898 1-z 1§ 3(1—90)2

Porro sumatur factor (14 x)’; erit n =2 et p —1 atque

V-——=k bz — —p*- .
2 2P (20 2T =5

13%
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Hinc est
oV __ —pp __ 1
pp  (p+1)(p—2)
posito p =1 ac
: a.y =2 +6pp
p

5
(p+1y—2¢ " 16

2
dp

posito p —1. Ergo ex denominatoris factore (14 )’ nascitur integralis
pars haec '

1
sty et ) sy
Denique ex factore 14 2z fit n =1 et p =2 oriturque

V= x = _'p4 )
(-2’0 +2’ (p+1)@—1)

et quia nulla differentiatione opus est, ponatur p — 2; fiet

et integralis pars ex factore 1 24 oriunda erit
—8 2dz —8
=ﬁfm=ﬁl(1+2”)-
Ex his itaque formulae differentialis huius

zdz
(1 —2)*(1+ 221 +22)

integrale completum colligitur esse

7 1 5 8, 1 1 1
arliostie ATt alirnt ooy Taag—o &

1
114 -+ Const.

32. Ex his igitur dilucide perspicitur, quibus operationibus cuiuscunque |
formulae differentialis, dummodo sit rationalis, integrale inveniri oporteat.
Primum enim si denominator formulae propositae fuerit divisibilis per
vel eius potestatem quamcunque, tum docuimus formulam in duas partes dis-
cerpere, quarum altera integrationem sponte admittat habens pro denominatore
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illam ipsam potestatem ipsius z, altera pars autem habeat denominatorem
non amplius divisibilem per z, quae adeo reducetur ad hanc formam

A+ Bz + Cx*+ Dad® -+ Ex* 4 ete. .’/U
14 ax+ pa? + yad + 0t + ete. ’

in cuius integrale inquiri oporteat.

Secundo videndum est, utrum in hac forma variabilis # in numeratore
tot vel plures habeat dimensiones quam in denominatore an pauciores. Nam
si tot habeat vel plures dimensiones, tum iterum formula differentialis in
duas partes discerpi poterit, quarum altera sit nullo negotio integrabilis,
altera autem habitura sit in numeratore pauciores dimensiones ipsius # quam
in denominatore; quae ideo erit istiusmodi '

A—{—Bx—f- Cz? 4 Da® 4+ Ex* 4 ete.
14 ax+ B2’ + pa®+ 02 + s’ + ete.”

in qua fractione variabilis # in denominatore plures habeat dimensiones quam
in numeratore.

Tertio ergo tota integrandi difficultas reducitur ad integrationem istius-
modi formularum; ad quam absolvendam oportet denominatorem

14 ez + B2° + y2* + 0o 4 e2® 4 ete.

in suos factores Simplices singulos huius formae 14 px resolvere, quorum
unusquisque modo exposito tractatus dabit unam integralis quaesiti partem,
ita ut singalis his partibus, quae ex singulis denominatoris factoribus oriuntur,
colligendis obtineatur integrale quaesitum. In hoc autem negotio molestiam
facessit, si duo pluresve istorum factorum simplicium fuerint inter se aequales;
huic vero incommodo remedium attulimus, dum docuimus, quomodo ex fac-
toribus aequalibus coniunctis integralis pars ex ipsis oriunda inveniri debeat
Unicum autem incommodum adhuc saepenumero accedit, quod in hoc con-
sistit, ut, quoties denominator habeat factores imaginarios, toties integralis
partes ex iis oriundae fiant quoque imaginariae; quae etsi coniunctim sumtae
quantitatem realem praebent, tamen ea ex imaginariis non tam liquido ap-
pareat. Quamobrem operam dabimus, ut integrale ab imaginariis omnino
liberum ac solis quantitatibus realibus expressum exhibeamus, '
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33. Dubium enim est nullum, quin formulae - differentialis realis integrale
pariter sit reale; namque integrale nil aliud est nisi summa omnium valorum
differentialium formulae propositae a minimo ipsius z valore ad maximum
continuo progredientium; qui cum sint omnes reales, necesse est, ut etiam
eorum summa, hoc est integrale, sit quantitas realis. Quocirca etiam si de-
nominator formulae differentialis habeat factores imaginarios, qui proinde
integralis partes producant imaginarias, tamen totum integrale speciem tan-
tum imaginarii prae se feret atque re ipsa erit quantitas realis. Ita vidimus
integrale huius formulae I:T_%, si denominator 1-xz in suos factores

simplices imaginarios 1-+#V—1 et 1 — zV—1 resolvatur, componi ex
1

2V—1l(1 + zV— 1)—2]/1_1 I(1—aV—1), qui
autem simul sumti reducuntur ad quadraturam ecirculi, ita ut integrale sit
arcus circuli, cuius tangens est =z posito radio =1. Cum igitur quilibet
factor simplex - imaginarius in integrale inferat logarithmum imaginarium,
iure concludimus cunctos hos logarithmos imaginarios simul sumtos ad qua-
draturam circuli aliusve curvae redire, quae eorum loco substituta integrali
formam realem inducat. Demonstrabimus autem omnes logarithmos imagi-
narios, cuiuscunque demum sint formae, dummodo quantitatem realem referant,
ad quadraturam circuli revocari posse, ita ut nullam aliam quadraturam in-
troducere sit opus. Hincque patebit omnis formulae differentialis rationalis,
utcunque fuerit composita, integrale per logarithmos et quadraturam circuli

perpetuo exhiberi posse neque ad hoc ullam aliam quadraturam requiri.

duobus logarithmis imaginariis

34. Dico autem, quotcunque denominator formulae differentialis propositae
habeat factores simplices imaginarios, tum eorum numerum semper esse parem
binosque ex iis semper ita esse comparatos, ut eorum productum fiat reale.
Quod ad numerum parem factorum imaginariorum attinet, id quidem iam
pridem constat atque firmissimis argumentis est confirmatum. Factores enim
simplices expressionis algebraicae formantur ex radicibus eiusdem expressionis
‘nihilo aequalis positae; sic, si aequationis huius

e By ete. =0

radices fuerint 2=p, 2=¢, 2=r etc., tum huius expressionis algebraicae
&4 a7t B2+ ya"® o ete. factores simplices erunt z—p, z—q,
2z —r etc.; itaque inventio factorum simplicium absolvitur inventione radicum
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aequationis algebraicae atque radices reales praebebunt factores simplices
reales, imaginariae vero imaginarios. Demonstratum autem est, si maximus
ipsius # exponens % sit numerus impar, tum aequationem vel unam habere
radicem realem vel tres vel quinque vel septem etc., ex quo numerus radicum
non realium seu imaginariarum erit par, eo quod numerus radicum omnium
aequetur numero », qui est impar. Deinde etiam demonstratum est, si maxi-
mus incognitae 2z exponens » fuerit numerus par, tum aequationem vel nullam
habere radicem realem vel duas vel quatuor vel sex etc., unde etiam hoc
casu numerus radicum imaginariarum erit par. Ex quibus colligitur, si quae-
cunque expressio algebraica habuerit factores simplices imaginarios, tum eorum.
numerum perpetuo esse parem ideoque factores imaginarios habebit vel nullum
vel duos vel quatuor vel sex etc. secundum numeros pares.

35. Si iam haec ad denominatorem formulae nostrae differentialis propo-
sitae accommodemus, is vel nullum habebit factorem simplicem imaginarium,
quo casu utique integrale per methodum traditam in forma reali reperitur,
vel habebit duos factores simplices imaginarios vel quatuwor vel sex vel
octo etc. Ponamus denominatorem duos tantum habere factores simplices
imaginarios, reliquos vero omnes reales, ac dividamus eum per productum ex
omnibus factoribus realibus, quod utique erit quantitas realis; manifestum est
quotum fore quantitatem realem. At quotus erit productum ex binis illis
factoribus imaginariis ideoque horum productum erit quantitas realis. Hinc,
si denominator 14 ex -+ B2*+ ya* + da* 4 ete. duos tantum habeat factores
imaginarios, eorum productum erit huiusmodi 1+ px -+ ¢4?, in quo coeffi-
cientes p et ¢ sint reales, ideoque iste denominator loco duorum factorum
simplicium imaginariorum habebit unum factorem ‘trinomialem 1+ px 4- ¢4’
realem, cuius factores cum sint imaginarii, erit ¢>2£f. Cum igitur sit 22
quantitas positiva, erit ¢ etiam quantitas positiva atque major quam quadra-
tum semissis ipsius p. Quodsi iam in producto omnium factorum simplicium
realium ponamus in coefficientibus eiusmodi mutationem fieri, ut unus factor
fiat imaginarius, simul alium imaginarium fieri oportebit horumque duorum
productum per idem ratiocinium fiet reale. Unde colligitur loco omnium
factorum simplicium imaginariorum, quorum numerus sit = 2m, factores
trinomiales huius formae 1 - pw 4 quwx -reales, quorum numerus sit =,
substitui posse. '
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36. Bi igitur formulae differentialis propositae

A+ Bz 4+ Cx®+ Da® 4 Ext + ete.
14+ aex+ B2+ pa®+ 0xt 4 sa® -+ ete.

dz

denominator habeat quotcunque factores simplices imaginarios, eorum loco
poterimus adhibere factores trinomiales 1 - pz -+ gax reales; hocque modo
resolvemus denominatorem in factores meros reales, scilicet tot simplices,
quot habebit reales, ac pro imaginariis factores trinomiales reales introduce-
mus. Quare cum iam ostenderimus, quomodo ex singulis factoribus simplicibus
partes integralis respondentes inveniri oporteat, superest, ut modum tradamus
inveniendi integralis partes ex factoribus trinomialibus oriundas. Sit igitur
factor denominatoris trinomialis 1 px -+ gzx atque formula differentialis
proposita in has duas partes discerpi concipiatur

Pdz+Qzdx
1+pzrtqzx

Adx + Badzr+ Cax?dz + ete.
14+ az+ ba® 4+ ca® -+ ete.

+

Atque ex parte %%ﬁ—z nascetur integrale

) 2PBg—Lp 2V (49— pp)
=11+ px ww) + —=——*_ A tang, =1 _TL/,
2q A+po+q )+QV(4Q—M) & 2 +px

erit enim ob duos factores simplices imaginarios in 1+ px 4 gwa contentos

49 >pp. Quodsi autem hi bini factores essent reales et 4¢ < pp, tum inte-

grale formulae ?% a solis logarithmis penderet foretque

o) 2Rq—8p ,292+p—V(pp— 49)
=11 ! .
2g ( +M+gm)+2q1/(pp~44) 2gz+ p+V(pp— 49)

37. Valores autem coefficientium 2]3 et £ ex his aequationibus definientur

A=A + P,

B=%+4+%p + 0 + Pa,
C=0C +3Bp + UAg + Da + PO,
D=9+ Cp +Bg+ Qb+ P

ete.,
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ex quibus eliciuntur sequentes valores
A=4—, _
B=B—Ap+ P —ao—L
C—=C—Bp+A(pp—q)— Py —g—ap+b) + L(p — ),
D=D—Cp+ B(pp — q) — A(p* — 2pg)

+ PP —2pg—a(@® —q)+bp—¢)—D(pp—q—ap+b)
ete.;
ubi cum in serie litterarum 9, B, € ete. tandem ad evanescentes ‘perveniatur,

prodibunt aequationes, ex quibus f et & determinari poterunt His autem
aequatlombus implicabitur haec series

1, p, pP*—q, P —2pq, p*—3p’q+qq etec,

cuius terminus generalis seu indici » respondens est

_ Gr+ Yipp—a) — (ko —V(pr— )"
Vi —49) :

Ponatur brevitatis gratia

2+ VGmr—a)=r et 1p—V(ior—a) =5,
atque cum ad coefficientes U, B, € etc. evanescentes fuerit perventum, ha-
bebitur ista aequatio indefinita
+ B — ar* 51" — "0 - ete) — B(s" — as" ' 4 b8~ — 05" 4 etc.)
— Q" —ar" T - b — et ete) + Qs —as" 2 bt — st etc.)
‘ = Ar*— Br"~' 4+ Or"—* — etc. — As" + Bs"~! — (Os"~? - etc.,

cuius duo casus sufficient ad valores ipsorum P et £ determinandos.

38. Ponamus brevitatis gratia
Ar" — Br"—' + Cr"~* — Dr*—% 4 etc. = R,
As*— Bs*' 4+ Os"~?* — Ds" % | etc. = S,
=t — 2 Lyl —cr"™* 4 ete. = P,
71 — a8t fbs" P — 5"t - ete. = @

Leonsarpt Evirrr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 14
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[44

~ atque obtinebimus hanc aequationem
SBPr—ﬂSQs—QP+ DY=R—8
hancque. pari modo_ sequetur ista in loco. n + 1 _ |
BPr — R Qs* — QPr+ 0Qs = Rr — 8Ss;
ex his éli-rﬁinélido Q: reperritﬁr» ’ -

(Pr— Qs}—R-{-_S _ B(Pr?— Qs’) — Rr +Ss

B
K= P=q Pr—¢s

hincque obtinebuntur sequentes determinationes

$= QF—PS __ QR—PS _ 1 '(g__g)
(r—)PQ PQRV(pp—4g) r—s‘P @

QL__QRs—PSf____;' QRs—PSF 1 (R_s__S_r)

T —9PQ  PQV(p—ta) r—s‘P @

at in his valoribus est independenter ab »

r

E__A——%B—l— 120———:—3D+ etc.

’

1 b L
P oyt pahete
g A—%B-I——;C—%D—I—etc.

a . b ¢
ST et atete
Denotant -autem a, b, ¢, b etc. sequentes valores

=o-—p,
b=f—apt+pp—q,
¢ =y —pBp+alpp—q) — (0" —2p9),

b=0—yp+ Blop —g)—o(r’ —2pq) + (#' — 3p24 + ¢9)

- ete.,
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vel cum sit p =75 et g=rs, erit, ut sequitur,

C—a=r+s—a,
4 b—rr4rs + ss—a(r+ )+,

—c=r"+rrs4rss 48— alrr + rs -+ ss) -+ B(r + 5)—

etc.
His valoribus substitutis prodibit denominator
1 a b ¢ D
v T T a s —ete

aequalis huic expressioni pro # dimensionibus

% + < —2'1>s "I_ (n _32)82 + ( _43)33"']' (% _.54)84 —i-.etc.

;_q(n—-l_*_ (n ) +(n~3)s2+(n—4)s +etc)

r

= +<n s, 4)s+etc>

re

_7’( +(” 4)8—{—9‘00) ’

r®

ete.;

quae series cum sint omnes summabiles, habebitur

o

1

Inr——— (n+1)s
(r—s)?

7,.2

—i—ﬁ(( —2r —(n—1)s 42 = 2) etc."

((n——l)¢—ns+¢—n€_—1

/4

39. Quoniam autem 1 + pr -+ qxx evanescit posito loco x vel ——% vel

—_ % eaque ipsa quantltas est divisor denomlnatons 1+ ax -+ ,6‘90 -+ ;/x + etc

erit quoque posito pro z vel — % vel — %

0____1__*_1_&_1—]—%-——&36., ‘

O——l—-—+ﬁ—~—[—ﬁ4—'etc.

s® s

14*
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Hinc itaque erit
sn+1—i ;+ ﬂ sn— y s

™ P e L

— + etc. =0
atque

nr— (n+ 1)s—%(m'—— (n+1)s)+ %(nr— (n + 1)35 — etc; =0;

quae duae expressiones si coniunctim subtrahantur a superiori, transmuta-
bitur ista expressio '

1 a, b ¢,
F AT et

in hanc

(r—s)2< a(r—s) 2ﬂ(r—s)+3y(r——s) 46(r s)+etc)

quae cum dividi queat per r —s, emerglt

;%g(ﬁ——ﬁ-l- —-g—l—etc.);

simili modo ista expressio

1
S

S

factis substitutionibus transibit in hanc

1 <a 26—{—————-—]—61)0)

S—17r \S

Quare tandem pro § 38 habebitur

‘R A——B+ C —D—I—etc.

7'

?

_38 A——B+7C’———D+etc.
r—s)Q 2 sf+———+ che.

Hisque inventis est

, R S Rs Sr
B=(—9P =g 2% D= g r—90

et ;
2$q—ﬂp=%+%-
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40. Etsi hic quantitates r et s habeant valores imaginarios, tamen in
valoribus pro 9§ et £ imaginaria se destruunt atque orientur valores reales.
Ponatur enim primum productum amborum denominatorum

(=203 e) (52 4% ) =

82

erit ob rs— g et 7 + s =p multiplicatione peraeta
4 9 1662 | 25
A L N T e
o (2epB Gﬁy 1290 |, 200¢ ote
p(gq+q?,+q4+ + etc.)
3 840 15 249
+ v —20) (G5 + 200+ QZ8+ % 4 ote.)

— (0 —3pg) (57 + 75"+ 2+ eto)

etc.

Ex his invenitur et £, uti sequitur, 7
4 2 —2 Sy(p*—3 40(pt—4dpPq+2 \
(ﬂ{ Blpp—29) 4 y(P*—38pq) 40(p 119‘!‘, 99) + _etc'>

Tw q a9 ¢ q
__ B (2« 28p w3y(pp—2q)__46(p3—3pe1)
W( 7 14 + e 7 —{—etc.)
P=1, C(ap 4ﬁ 3yp  40(pp—29) |
R

D —2q) — 2 6 40
__W_(oc(zozo3 41) ﬂp+_§/_?£+etc.>

etc.

-~

~

<2a Qﬂp T 37(101;;2@ 45(1’32‘; 3pq) + etc.)
__<%gf%§+3_q?;_?_ﬂil%ia_fﬁll+ etc.)
(oc_(moT—_qf%q)_%_l_%_%ﬁ—{— etc.>
(a(p3;3p9) _ 2ﬁ(p§3— 29) | %»p — %g + etc.)
| | - ete.

+
SIS

O
|
_]_

I Fa
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Inventis ergo hoc modo P et & reperietur integrale, quod ex denominatoris
factore 1 4 px -+ gz oritur, quippe quod est

l(l —|—pw+ qx) —l— IBZQ 221)0) A'tang.ajlgli—y'

In casibus autem particularibus saepenumero praestat. litteras r et s reti-
nere, donec valores pro P et £ fuerint inventi; etsi enim hi valores sunt
imaginarii, tamen ordo progressionis, quo in formulas P et L. ingrediuntur,
facilius apparet simulque sponte imaginaria se tollunt. Huius adeo methodi
beneficio omnis formulae differentialis rationalis, utcunque factoribus imagi-
nariis scateat, integrale reale ope logarithmorum et arcuum circularium
poterit exhiberi. ' ~ a

41. Quae hic non mediocri labore pro factore trinomiali invenimus, ea
multo facilius directe ex iis, quae de factoribus simplicibus attulimus, deri-
vari possunt. Sit enim in formula dlﬂ’erentlah proposma,

i

A+ Bz + Ox’—}—Dx +Ex4+etc.
1t ax+pat+yad+oat+ 2 +ete.

ubi #, uti ponimus, iam pauciores habeat dimensiones in numeratore quam
in denominatore, sit, inquam, 1+ px + qux factor trinomialis isque realis
denominatoris 1+ az+ Ba*+ ya®+ da* + sa° -+ etc., cuiusmodi factores utique
dantur; bini enim factores simplices in-1 4 px + qxx contenti sunt vel reales
vel imaginarii atque utroque casu ‘eorum productum est reale. Sint igitur
147z et 1+ sx bini factores simplices sive reales sive imaginarii, quorum
productum sit =1+ px + gz, ita ut sit

o 2tVr=te) o o 2=Vlr=to)

et quaerantur integralis partes ‘quae ex utroque factore sampllcl orluntur Pro
primo quidem factore si ponatur : :

, A——-~B+ C— D—}—%E———etc.

o ’

£5 5
= '3+ 7——’—'4—+r—f—etc
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erit integralis pars inde oriunda = 11—?:1:2 “. At pro. altero factore 1 sw
si ponatur -
A—3B45C— 5D+ E— et
Tl ﬁ+~—~+g;t ’
s o . . Sdzx
erit integralis pars inde oriunda = [; Tor'

Quamobrem ex utroque factore coniunctim, hoc est ex factore trinomiali
1+ px + gax, orietur integralis pars haec

’

'Rdac Sdz f(R—{—S)dx—i—(Rs—}—Sr)xdm
1—|—rx 1-+-sz " 14px+qre

ubi tam R+ S quam Rs + Sr erunt quantitates reales; atque hoc integrale
vel a solis logarithmis vel simul a quadratura circuli pendebit, prout » et s
fuerint vel quantitates reales vel 1magmanae, hocque apprlme congruit cum
eo, quod ante invenimus. ’

42, Simili modo si denominator fuerit divisibilis per (1 + pz 4 gxa)
atque factores simplices ipsius 14 pw4|7gxw, ‘qui sint 147z et 1 sz,
fuerint imaginarii, integralis portio inde oriunda in forma reali dabitur. Cum
enim ipsius (14 p# + qax)® factores sint (1 4-72)" et (1 4 sx), tractetur uter-
que modo supra [§ 24] exposito. Scilicet pro factore (1 + m)2 ponatm

A—~B+ C D+ ete.

(1 2 5 49 c.)

eritque integrale hine 'oriundum B

QR=

g 2d = '
rdx R rdz
d_r 1-|—rac+2 1 f(l—l—rm)?" '

Simﬂi’;mddo’ pro faet’ofe 1+ sa) ?ponatur:
“A;13+i —§D+&¢'

= 2.3y 8.4
( 7 v‘?,—*—"'etc.)
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~ atque hinc orietur integra,lis portio

2d 3 sdx ) sdxz .
ds 1+ sz ot (1 +sz)¥’

quae duae formae, si r et s fuerint quantitates imaginariae, invicem addantur
prodibitque formula differentialis integranda realis huius formae

Pdz+Qadz+ Ralde + @x”dx
(1 +pz+qzx)

cuius integrale resolvitur in has duas partes

P _obp—29 _ pp—29 =~ p*—3pq
Pr—20+R7 -2 +(2Bg—Dp+ % —1-g @ E
(49—pp)( +pz+qu)

/ (2$Bq—§3p+ 281—@2) do—GPL—4 gy
-4 q 9

(49—pp) (1 +px+qzx) ’

quae ergo integratio ope logarithmorum et arcuum circularium absolvi pot-
est. Pari autem modo erit procedendum, si denominatoris factor fuerit
(14 px + gxx)® vel alia altior potestas quaecunque.

43. Ex his igitur intelligitur, quomodo formulae cuiuscunque differenti-
alis rationalis integrale inveniri atque adeo in forma reali exhiberi oporteat;
postquam enim differentiale per modos prius expositos ad formam posterius
pertractatam fuerit perductum, tum totius negotii cardo vertetur in inventione
factorum realium denominatoris, qui, uti ostendimus, sunt vel simplices bino-
miales vel trinomiales; atque quilibet factor dabit partem integralis quaesiti;
quare si methodo praescripta ex singulis factoribus integralis partes respon-
dentes fuerint inventae, tum omnium harum partium aggregatum erit integrale
quaesitum. Ex his porro pateb veritas non exigui momenti, quod omnis for-
mulae differentialis rationalis [integrale] perpetuo concessis logarithmis et ar-
cubus circularibus exhiberi queat, ita ut integratio, si algebraice absolvi ne-
queat, alias quantitates transcendentes non requirat praeter logarithmos et
arcus circulares. Cum igitur modus, quo. ad integrale perveniendum est, satis
sit expositus, nil aliud superest, nisi ut usum eius in aliquot exemplis alias
difficilioribus monstremus, quae partim iam sint ab aliis tractata, partim hic
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de novo producta vel saltem fusius exposita. In hoc autem negotio quia
praecipuum opus in inventione factorum versatur, alia exempla proferre non
~ licet, nisi in quibus factores denominatoris actu exhiberi queant; hanc ob rem
in subsidium vocabimus praecipua illa artificia a Celeb. Morveeo?) aliisque ex-
cogitata, quorum beneficio factores propositae cuiuspiam expressionis assignari
possunt, sicque plura occurrent ad Algebrae finitae incrementum facientia, quae
etsi huc minus pertinent, tamen fusius prosequemur.

PROBLEMA 1

d
44. Invenire integrale hwius formulae differentialis 1":_ L8 existente m naumero,
integro minore quam 2n.

SOLUTIO

Si exponens m maior esset quam 2n, tum per divisionem formula ad
casum praesentem perduceretur; perspicuum autem est denominatorem nullum
omnino factorem simplicem realem habere, ex quo factores trinomiales quaeri
debebunt reales, quorum numerus erit n. Sit huiusmodi factor =14 px+ gaz
realis, qui sit productum ex his imaginariis (1 + 72)(1 4 sx) existente
r+s=p et rs=gq. His ad § 41 revocatis erit

e (e (2 =

2n
in subsidium vocatis, quae § 28 sunt tradita. Simili modo est

S—=_ (—’s)htiz.

2n ’

unde ex factore 1 - px 4 gzx orietur ista integralis pars

f_((_ 2n m_|_(__s)2n "‘)d:c—l—rs((—-r)“"'” 1+( s)?n m— 1)‘,de
2n(1 +px+qzx)

est Vefo ¢=£M:ﬂ_) et S=p_7»]_/_(_pi—iq).
2 2

1) Vide p. 115. A G.

Leoxuarpr Evierr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 15
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Formetur hinc series, cuius terminus generalis sit = (—7)" + (—s)",
eiusque. termini ita progredientur
: 2 3 4 7
—p, +(@p—29), — (@ —3pg), + (' —4p’¢+299) etc;
ponatur huius seriei terminus, cuius index est 2% —m — 1, = M et terminus

sequens, cuius index est 2n — m, sit = N habebiturque istud integrale

J'——Ndx+ll[qxdx
2n(1 +px+qza)’

quod per logarithmos et arcus circulares dat

2N+ Mp  y tong “V(4a—pp),

M .
+4—"l(1+px+qm)—2"1/(4q—pp) T 2 4pa

at ex natura serierum recurrentium M et N ita a se invicem pendent, ut sit

N*+ MNp + M*q=—¢*" " (pp — 49q)
seu

- Mp n—m— M2
N=—22 Vg —pp)(¢ " — 1)

Cum ergo sit ,
2N -+ Mp =V (dq— pp)(dg* "~ — M),

erit integrale formulae

—Ndz+ Mqxdx

2n(1+px+qzx)
M V(agir—m-1— M) 2V (49—pp)
——+4nl(l + px + quw) — o A. tang. EST

estque
M— 4 (2EV@p—t0)™ 7 (2= Viep—dg)

ubi signa superiora - valent, si 2#» —m —1 fuerit numerus par, sin sit
impar, signa inferiora — sunt capienda. Haec expressio M autem commode
per multiplicationem arcuum circularium exprimi potest, si quidem est 4¢ > pp,
uti ponimus. Nam si arcus cuiuspiam circuli ¢ cosinus fuerit = u, ita ut
sit ¢ = A. cos.u posito sinu toto =1, erit cosinus arcus k¢

_ (ut V(uu— DY+ (u—YVwu—1)) )
2
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Quodsi iam ponamus w = -£_ ita ut sit ¢ — A. cos. —2—%«, orietur
. D ‘ q

24
—_—m—

M= +2q T cosA(Qn—m——l)(p,

ubi signum - habet locum, si fuerit 2% — m — 1 numerus par, contrarium
autem —, si 2% —m — 1 sit numerus impar. Hinc fiet
2n—m-—1

Vg ' — M) =TF2g * sinA.(2n—m—1)g

ideoque integrale ex demominatoris factore 14 px + gaw oriundum erit

2n—m—1
T cos.A.(2n—m—1
44 cos 25&% m )'pl(l—l—px—l—gwx)
2n—m—1
—¢ * sinA@u—m—1g zY/ (49 —pp)
+ , ” A. ta,ng > tpz
existente ¢ arcu circuli, cuius cosinus est = é% in circulo, cuius radius =1.
q

Valent autem signa superiora, si 2% — m — 1 fuerit numerus par, inferiora
autem, si sit numerus impar. Cum igitur singuli factores denominatoris
1+ huius formae 1+ px+gwa praebeant partes integralis, quae ex cogni-
tis coefficientibus p et ¢ modo praescripto assignari queant, hos ipsos factores
trinomiales denominatoris 1 -+ z** eruere debemus.

At ex theoremate quodam MorvreaNo?'), si habeatur expressio huiusmodi
1+ax+bx2—l—cx3—|—---—|—mx"+--’-+cxg"'3+bx2”‘2+aw“,‘"l—l—x”,

cuius coefficientes finales ordine retrogrado congruunt cum coefficientibus ini-
tialibus, ea resolvitur in factores trinomiales

14 ax+ 22, 1+ B2+ ax, 1—]—9/90—]—@0, 1+ dz 4 zx ete.,

quorum numerus est #, eruntque coefficientes «, 3, y, J ete. radices huius
aequationis » dimensionum

g"— A+ B — O - Dt — ete. =0,

1) Vide A. oe Mowvee (1667—1754), Miscellanea analytica de sericbus et quadraturis.
Liber III, Cap. IV: De Multinomiis quibusdam in Binomia aut Trinomia resolvendis. Londini 1730,

p. 67. A G
15%
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cuius coefficientes sequentem tenent legem:

4d=a,
B=b-—n,
C=c¢c—(m—1a,
—3
E=e;(n—3)c+@—1%_i)a,

n(n—4)(n—2>5)

Fef—(n—4ad+@=20=0);

1-2.3
G—g—(n—5e+ (n——i)‘(:—éi) C__(n—l)(;n.;z)(n—ﬁ)a"

Heh—[n—6)f+ (n—i).(:_ﬂd _(n—2) (17{;'62(%:——7)1) n n(n—{;).(;b.—s(.il(n—ﬂ

ete.

His valoribus substitutis habebimus hanc aequationem

& —nd " n—("; ;3) ot ﬂ”—-———~:.42)'(1;—5) 2"~ ° 4 ete.
—a (Z"_l — (n . 1)27:—3 + @;il%“__;‘}_) zn—5_(”—1)§"f"2—.53)(n_6) 5"_7+ etc.)
+ b (Zn—-z . (% . Q)zn—i + (n_i)(g’_5) Zn—ﬁ__(n—2)gln:—2-f?)‘(n—7)zn—8__{_'etc;) =0.
—c (zn—s . (n . 3) zn—5 + (”_ :;)(;2—6) ZM—'I—(M—-?’)](.’?;—';)(”—S) zn—9+ étc.)
ete. J

Ad expressionem hanc distinctius cognoscendam sit y arcus circuli, cuius
cosinus = +; erit

2cos8. A by = 28 — k& + &7;_.2_3) Ft— ]i@%%—q;;@ &%+ ete.,

unde superior aequatio pro incognita #z transmutabitur in sequentem
cos. A. ny — a c0s. A.(n — 1) + b cos. A.(n — 2)y — ¢ cos. Au(n — )y

+...i.g’_=().
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Ex hac aequatione reperientur » diversi valores pro iy, quorum cosinus bis
sumti dabunt totidem valores quaesitos pro e, B, y, J etc..

Ex hac generali reductione theorematis MorvREANT pro nostro casu, quo
omnes litterae a, b, ¢ etc. evanescunt, obtinemus hanc simplicem aequationem

cos. A. ny = 0.
Quaeramus ergo omnes arcus, quorum cosinus sunt =0, qui sunt

% 8z bx Tx 9w lx
2’ 27 27 2’ 2’ 2 '
denotante 1:7 rationem diametri ad peripheriam; ex his valoribus capiantur n,
qui erunt totidem valores pro ny, unde ipsius y valores erunt sequentes arcus

in circulo, cuius radius =1,

3z bSm Tm 9m 1lm (2n—1)m

7
2n’ 24’ 2n’ 2%’ 2#° 22’ 2n

Ex his valores pro coefficientibus «, 8, y, d etc. erunt

| 3 5 7 —
2cos.A.., 2cos.A.>", 2cos. AT, 2cos.A.—%,---200s.A.w.
At est
—1 29 — ‘
cos. A 21T s, AT, cos. AGR=T s 437 etc.,

unde, si » fuerit numerus par, valores pro e, 8, ¥, J etc. erunt
b7 3x | T - (n—1)=
iQCOS.A.ﬁ, i?cos.A.ﬂ, _—t2cos.A.—2—h—,--~i2cos.A.T,

sin autem # sit numerus impar, tum valores litterarum e, 38, y, Jd etc. erunt
sequentes

- Sxm 5m (n—2)x b7
i—2cos.A.ﬁ, i?cos.A.%—, i2cos.A.ﬁ,---j—~200s. A.-§n—, —|-2cos.A.E-

Ex quo patet casus, quibus » vel est numerus par vel impar, probe a se in-
vicem esse distinguendos in nostro instituto.

Denominatoris ergo nostri 1 - 2** factores trinomiales omnes continentur
in hac forma generali ‘

c kx
1+ 2% cos.A.ﬁ + xx
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denotante k¥ omnes numeros impares minores quam 2xn. Comparetur forma

assumta 1+ px -+ grer cum hac invehta; erit g=1 et p= -+ 2cos. A. 71’-‘

. k . . . .
hincque ﬁ/—=cos. A.5%. Cum iam ¢ sit arcus circuli, cuius cosinus est p
q .

2Vq’

. kx . . . . . ) . .
erit ¢ = - Ex isto igitur factore generali reperietur pars integralis inde
oriunda haec

1 2n—m—1)kx kx
iﬁcos A‘_—m l<1+2wcos.A.—~—{—xw)
wsin. A E”
+ —sin. A @L?Tl)lmA.tang. 2n

1+xcos.A.ﬁ

ubi signorum ambiguorum ante coefficientes superiora valent, si 2n —m — 1
sit numerus par, inferiora, si impar. In casu, quo k= n, quod occurrit, si »
est numerus impar, tum fit cos. A.;i’-;=0 et denominatoris divisor erit 14 xz,
ex quo nascitur integrale '

——_l)n (1+xx)—f—wsm A Grom

1 (2n—m
iﬁcos.Aﬁ 3

A tang.x.

Quodsi iam loco %k successive substituantur omnes numeri impares minores
quam 27 et omnes expressiones in unam summam colligantur habebitur
integrale quaesitum formulae differentialis proposﬂzae si quldem m fuerit
numerus minor quam 2z Q. E. L

x™
1+ zn’

EXEMPLUM 1

45. Formulae diﬂ”erenﬁalis

dx int le i .
T oz iniegrale invenire.
Hic fit m =0, n=1, 2»n — m — 1 =1 numero impari; valent ergo signa
inferiora habebiturque

1 :r:sinA’g

—gcos.A.k (1+2xcosA——|—xx>+smA Atang ——
1+xcosA——

Ob 2% =2 habebit ¥ unicum valorem, nempe k¥ =1, ex quo propter

T . T
cos. A‘E =0 et sin. A‘? =1

reperietur integrale quaesitum
= A. tang. x.
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EXEMPLUM 2

46. Formulae differentialis I-iil-%i integrale invenire. .
Hic fit m =0, n=2, 2n —m — 1 =3 numero impari, ita ut signa in-

feriora valeant; habetur ergo
| wsin. A.B”
__1~cos.A.¥l<1 + 2% cos. A.]%t —|—xw> +%sin.A.3{€TmA. tang. — L

Y]
4 1+xcos.A.’%

ob 27 =4 tribuendi sunt ipsi ¥ duo valores 1 et 3 successive, ex quo inte-
grale quaesitum erit ‘

zsin. A. %
— icos.A.iﬂfl (1 + 2z cos. A.—g +zx) -+ 1 sin. A. 37 A. tang. ——47;
4 4 2 4 1+xcos.A.Z
xsin.A.%—‘

1 9% 3z 1. X 4
— —-co8.A. T[Z (1 + 22 cos. A. h -+ mx) + 5 sin. ATTA'\ tang.

4 1+ 2zcos. A. %’5
At est _ ,
3n b4 ¥4 ) T
cos.A. o — — cos. A. T et cos. A'T = cos. A. T
itemque

. 3x . T 9x . 1
Sm'A‘T_Sm'A'Z eﬁ sm.-A.T—-sm.A.Z,

unde tandem formulae propositae integrale prodit

. T
1 T T 1. x @ sin. A.
+ cos.A. -1 (1 4 2% cos.A.——{—xw>—|—~—s1n.A.——A. tang, —————
4 4 ( 4 L2 4 8 1—|—xcos.A.,%
__]; xsin.l&..“li

7 AT 1 . T
cos.A.Zl (1 — 2% cos. A'Z + xw) + 3 Sin. A.~4—A., tang. ———,

4 v1—,x‘cos.A.%

quod ad formam simpliciorem reductum ob

: T ‘ V4 1
sin. A’Z = cos.A.Z =%
dabit .
) ’ 1 l1+xv2+xx+ 1 A.ta,ng,il_/_Q_.

4V2 1—2xY2+zx  2V2 1—2zx
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EXEMPLUM 3

. Lo dn . Lo,
47. Formulae differentialis Txacﬁ integrale invenire.

Hic est m=0, n—=38, 2n—m —1=> numero impari, unde haec habetur

partium integralis forma

——EcosA—l<1+2xcosA + xx +—s1nA——A tang. —————,
1+ z cos. AR
ubi loco k successive substitui debent numeri 1, 3, 5; at est
cosA5—“-——cosAE sinAﬁz——sinAf
. . 6 == . . 6 P) . . 6 == . . 6 ’
157 T . 157 . T
COS. A. T = COS. A. —é— ) sin. A. T == S1N. A.. E’
25w N 1 . 25x . T
cos. A. — — °os. A'E_ , sin, A’T = gin. A. T

Ex quibus ob cos. A.% =0 et sin.A. 2 =1 colligitur integrale quaesitum

N T
1 x x 1. z xsm.A.—(—)_-
+ ~cos.A. - I(1+42xcos.A. -+ zx) 4+ —sin. A. - A.tang. ————
6 6 ( 6 3 6 8 1—l-ar;cos.A.—:5i
—I—%A.tang.x
xsin.A.%

-1 4 T 1 . .4
— - cos.A. - |1 —2xcos.A.° -+ zx) + 5 sin. A. - A.tang. ————-
6 6 ( 6 8 6 gl-l—xcos.A.bT“

Cum iam sit

T
cos. A. N

V3 . x 1
5 s1n.A.—6— 57

erit integrale

V3 14+2V3+ax 1 z
At At — A.tang. .
12 1—xV3-l-xx+ ang. x—l— g3 x]/3+ 6 18 2—z)3

’ EXEMPLUM 4
48. Formulae differentialis ri%é integrale invenire.

Hic est m —0, n—=4 et 2n—m —1=7T, ex quo erit partium inte-

gralis forma
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| | xsmA =
—%cos.A 7k%l(1+2x cos.A —l—xw)—}— 1 n. A. ———A tang. ———— 8

12 cos A -
At quia % est numerus impar, quippe 1, 3, 5, 7 successive, est
— €08. A. T= sA — et sin.A.%g—v=sin.A.kg,

unde substituendo loco % valores 1, 3, 5, 7 erit integrale

1 z 1 +2xcos.A.~:;—+xx 14 22 8in. A —
+5 cos.A.g l ~ + —sin.A. = A tang. —
| 1—2zcos A o +az 4 1—zz
1 3x 1-|—2xcosA -]—a::c 1 2xsmA——
+§cos.A.§l + = sin. AT A tang. .
1—2xcos.A.—§+xx 4 —az
EXEMPLUM 5

49. Formulae differentialis 1-%, integrale invenire.
X

8i 2% fuerit numerus pariter par seu » numerus par, tum integrale erit

T
142z cos.A.— + 1 2z sin. A, é—
+ L cos. A1 ol -|——smA~Ata,ng "
2n 2n 1—2zcos. Ao +ax " —Zz
R 3w
1+2xcosA +xx 1 S 2xsin.A.2—-
4L ocosA.3Ty + o sin A ST A tang. 2"
2n 2n 1—2xcos.A.ﬁ—|—xx " " —az
B . 5x
1+2xcos.A.LE+xx 4 5 2xs1n.A.2——
+ L cos. A.2%7 2 4+ lsinA2ZA tang 2"
2n 2n 1-—2xcosA‘r£”-+xx n 2n 1—ax
op .
1 N (n——l)az 1+2xcos.A.(i-;—;—>7f+xx
—+ 5— cos. —
2n 2n 1—2xcos‘A.(”—2nm‘—l—xx
2z sin. A, N7
n—1 2
—}-lsm Al )”A tang. ——— "

Leonsarpr Eviert Opera omnia I17 Commentationes analyticae 16
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Sin autem 2# fuerit numerus impariter par seu #» numerus impar, tum erit
integrale

1+2a:cos.A.1—|-xx 2xsmA——
1+ LocosA X1 27:‘ —|——smA Atang 2
2n 2n 4 2z cos. A. o 4 2% » -
: 1 S 1+2xcos.A.%+xw 1 2xsmA—
+ = cosATl 3 —l——smA-—A tang.
2n L g 2xcos.A.ﬁ+xx " —rz
1 5 1+2xcosA +mx 1
+ — cosA——l —|—~smA Atang —
2n 2n g 2xcos.A.ﬁ—i—xm " -z
( 2)7;
_ 142z cos. A. + zx
+2iAcos.A. (n 5 2)“l (n
" " 1—2zcos. A. LRy
n—2)m
(n 2):: 2xsmA 2n 1
+ ﬁsm A. A. tang g —l——ﬂA. tang. z.
EXEMPLUM 6

o

: e adm N : :

50. Formulae differentialis ——lx_l_ S integrale invenire existente m nwmero pari.
. X

Quoniam m est numerus par, erit 2# —m —1 numerus impar ideoque
signa inferiora valent. Porro autem erit

cos. A Brmm=DkE o0 p (mFL DL
T 2n ‘ T 2w
ob %k numerum imparem et
sin, A, Gn=m— Dbz _ m2; D _ i, A, (2t DE, —;;)Im’
tum etiam habetur
cos. A. (m+1)2n—k)x _ — cos. A (m+1)kx
2n T 2
atque
sin. A (m+1)2n—k)x _ A (m+1)km
2n 2n

His positis distinguendi sunt casus, quibus » est vel numerus par vel impar.
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Ac primo quidem si # est numerus par, erit integrale

i 1422 cos A 5, T2 2zsin.A. -
+ L cos. A. (m+1)” —+ ! in. A (ﬂﬂ)ﬁA tang. ——— 2n
2n — 924 cos. A PRL 2n 1—zx
o lv 3(m-|—1):m 1 - 27 cos. A —{—xx 1. 3(m+ 1w 2xsmA2—
. -+ — cos. A, + = sin.A. ——— = A tang.
2n " 1— 2z cos. A +xx " 2n 1—zz
1+2xcos.A.~—{—xw 2zsin A=
+ = L cos. A5(m+1>“ ?’Z —l—wl—sin.A.5(—mi3>—ij.tang : 2n
2n 2n 1——2xcos.A.ﬁ+xx " zx
(n bOF 1
142z cos.’A. P 4
+»2icos P 1)2<M+1)%l " 1):;
n " 1——2xcosA~—-ﬁ~*+xx
e L p (=Dt D7 2asin. A 850
2n -tang. 1—zx
Deinde si » sit numerus impar, erit integrale
1+2xcos A TTRRAS 2zsin A. =
+ —1~cos A. (m—;l)w + Lsin A, (m+1)m A.tang.— 2"
2n " 1—2xcosA S, T a n l—zw
1+2:vcos.A.»——{—xx 2xsmA—
+ L cos.A. 3(m2+ QLY zz +Lsin.A. 3(m+1)nA tang. — "
2n " 1—2xcos.A.——|—xx n e
: 142z cos. A —}—:m 2xsmA—
+ — ! cos. A. 5(m+1)“ —l—lsin.A 5Mt}ﬁ”A tang _
2n 2n 1—2zcos. A ——|—xw " —

(n—2)
1 (n-—2)(m+1);rz 1-|—2xcos.A.——~n—”—|-xx
+ 35 COS- A. 2 =1 (n 2)7:
" " 1—2xcos. A. +zz
i (fn_ 2)m .
1. (n—2)(m+1)m 2z sin A. =g S (m+1)m
-+ - sin. A. ~an A.tang. Fp— -+ . sin. A, — A. tang. z,

ubi, si m est numerus pariter par, erit sin.A. (m+1)“-—1 at si m est impariter
(m-|— (m+1)m
par, erit sin.A. =—1.

16%
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EXEMPLUM 7

. . 4. 2nd . . . .- . .
51. Formulae differentialis =25 integrale invenire, si m sit numerus impar.
142

Quoniam 2% —m — 1 est numerus par, signa superlora valent eritque
mtegrahs pars quaevis huius formae

L cos.A <m+ l)k“
2n

l(l + 2z cos. A. *——I— ocx)

1y _(m+1_)_k_a§ xsm.A.ﬁ
. . 2” . . k”,
1+xcos.A.§%

ubi loco % omnes numeri impares usque ad 2n — 1 substitui debent. Si pro
k ponamus 2% — k, habebitur haec forma

-—51—0031&@Lﬂw—z (1 2xcosA—+xx>

z sin. A =
A (m'H)’mA tang. ——"—

1—zcos. A —

= sin
+ n
quae duae formae coniunctim sumtae dabunt

1 Dk . k
— 5, C0S- A, Lm—*%—’f l(l — 2z cos. A. -nf + :v‘-‘)

. kw
zxsin A, —
A. (m+ l)lm A. tang. S —

1~chos.A.-k—n’f

+—s1n

Hoc modo bini valores ipsius % coniunguntur, unde, si » sit numerus
par, integrale reperitur, si loco % successivi omnes numeri impares usque
ad » — 1 substituantur; erit ergo integrale

— —1% cos. A. (—”—’—'2*';&1)75 l(l — 2x% cos. A.% + w‘)
zxsin. A, -
+ sin. A. (m-l—l)m A. tang. —*—"_”.
1 — x 2 cos. A'“,; :
— —1;& COS. A.—%W—;;b—l)—"? l(l — 2z cos. A.3—” -+ c’c‘*)
xx sin.A.§f
+ = 1 SlnAwAtang_____ﬁ__

3x
l—ava:cox-;.A.7
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1 5 )z, 5
— 5, COS. A.%——Ml(l — 2%% CcOs. A.% 4+ oc“‘)

: zxsin. A b=
+ L gin. A M A. tang. "5—
" 1 —zzcos. A
n
1 cosA(% 1)(1Z+1)”l(1 ‘)mwcosA(" —|—x>
xxsm.A. (1&_”—1)”

1, (=Dt )
+ -, sin. A. o A.tang.

1 —zzcos. A, gk;%)”

Quodsi autem # sit numerus impar, tum loco % substitui debent omnes
numeri impares usque ad % — 2 et numerus impar medius # erit solitarius,
unde sequens prodibit integrale. '

1 (m+1)m T 4
— 3, 008- A. om l(l — 2% cos. A.% + x)

(m+ 1)75 xrx SIBA—Z-
A== A tang. — -
2n 1—zzcos.A —

1
+—1‘?I“Sln

— —21— COs. A.W l(l — 2% cos.A.%z—v -+ ac4>

:wcsiyz1A§3f
;1@— in. A. 3(m+1)”A tang. "

1 —-xxcos.A.?’T”
1 5(m+1)m ‘
—ﬂcos.A.——n——l 1 — 2zx cos. A -{-m)

zxsin. A"
—[—%sin.A E)—(—yﬁl)—%}& tang. -

b
1—zz cos.A.T

1 (n—2)(m+ 1)z . (%
— 5, cos. A. o l( — 2% cos. A. 4w )
2)m

:cx-sm.A. (n—2)m

A (n— 2)(m + )=

+ sin. A. tang.

(m+ 1)z -|— 1=z

1—zxcos.A. (91_—7—‘2)_75

l(l-{-xw)

1
— = cos. A.
n

ubi cos.A. (—m—"';lﬂ erit vel +1 vel —1, prout m -1 fuerit vel numerus
pariter par vel impariter par.
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PROBLEMA 2

52. Invenire integrale huius formulae differentialis PRRRT -:'”da:

perEs existente m

numero integro minore quam 2n -+ 1.

SOLUTIO

Huius formulae denominator 14 #°"*' unum habet factorem realem
14z, reliqui factores simplices omnes sunt imaginarii eorumque adeo loco
factores trinomiales accipi debent. Quod ad factorem simplicem 1 4 z attinet,
intelligitur, si pro eo ponatur 1 - rz, inde hanc integralis partem esse ori-

turam — (it f 9% | Sit ergo r—1 atque ex denominatoris factore
an 1 14 rx g : g)“_m: q ( 1)2;‘_m
—_(—1 —

1+ @ nascetur integralis pars —— t7—— (14 a) =" e !(1 4 ), quae
adeo erit

1
2n+1

+ (1 +2),
ubi signum -+ valet, si 2% — m fuerit numerus par seu si m sit numerus
par, alterum vero signum — valet, si m sit numerus impar.

Quod iam ad factores trinomiales attinet, sit eorum quilibet 1 4 px 4 qxx
atque ex solutione praecedentis problematis ponendo 2# +-1 loco 2% colligitur
integralis pars ex hoc factore oriunda

2n

" cos. A.(2n —m)g I

— 2
== a1 A+ p+goa)
2n—m . ;.
—_ 7 sin.A.(2n—m) g £V (49— pp)
+ 2¢q T A. tang.———2+px
denotante ¢ arcum circuli, cuius cosinus = L _. valent autem signorum am-

2Vq
biguorum superiora, si 2n —m fuerit numerus par, hoc est, si m fuerit
numerus par, sin autem m sit numerus impar, valebunt signa inferiora.
Tam ad factores trinomiales inveniendos dividatur denominator 1 -+ z***+!

per factorem simplicem 1+ « prodibitque quotus
1 —x + x2 _f_xS + .. _w2n-—3+ w2n—2____ x?n—l + x2n’

cuius factores trinomiales quaeri oportet, id quod fiet ope theorematis in
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solutione praecedente adhibiti. Erunt scilicet factores trinomiales huiusmodi
1+ax+xx, 1+ Bz + xx, 1+yx+xw etc.,
quorum numerus erit », et cum sit
a=—1, b=-+1, ¢c=-—1 -etc,
formanda est aequatio
cos. A.ny 4 cos. A.(n — 1)y + cos. A.(n — 2)y + --- + cos. Ay + % =0,

ex qua aequatione # valores pro arcu w orientur, quorum cosinus bis sumti
in loca litterarum «, B, y etc. substitui debent. Aequatio autem haec re-
solvi poterit ex isto principio, quod cosinus arcuum in arithmetica progres-
sione crescentium tenent seriem recurrentem; est nempe

cos. A.ny = zcos. A. (n — 1)y — cos. A.(n — 2)y

existente cos.A.y == Cum iam sit

+ cos. A.ny + cos. A.(n — L)y + - - + clos.A..‘Zv,u + cos. Ay 41 =%-,
erit
~+ 2cos. A.ny -+ zcos. A. (%-—-1)1/:—}— 2c08. A.(n—2)w 4 --- 4 2cos. ALy + 2 = ”Z"
— c08.A. ny — cos.A. (n — 1)y — cos. A. (n — 2)w —cos. A. (n-3)1,u—7--—1=—_—1;

2
subtrahantur inferiores aequationes a superiore; orietur

_ .
5 ?

(1 —2)cos. Any + cos. A (n—1)p +cos Ay + 1 —z=1—

quae ob cos. A .y = % transmutatur in hanc

(1 —2)cos. A.ny + cos.A.(n — 1)y =0

seu _
cos. A.ny — 2cos. A. - cos. A.ny 4+ cos. A. (n — 1)y = 0;
‘at est o :
c08. A. (n — 1)y = cos. A. - cos. A. ny + sin. A,y -sin. A. nyp;
erit ergo

(1 — cos. A.y)cos. A.ny + sin. A.p-sin. A.ny =0,
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unde concluditur fore
tang. A.%—}— tang. A.ny = 0.

At ex natura tangentium constat esse
4 4
tang. A'? -+ tang. A. (lm — 5) =0

denotante ¥ numerum quemcunque integrum, ex quo erit

2k

m,u=lm—31i hincque Y= gpii

2

Substituendo ergo pro % successive numeros 1, 2, 3, 4,...#% oriuntur » va-
lores pro arcu w, quorum cosinus bis sumti dabunt coefficientes o, 3, y, 0 etc.

in factoribus v
14+aex+tax, 14 x4 2z, 1+ yr42x ete.

Quilibet ergo factor continetur in hac forma

"Quare cum pro factore generali assumserimus hanc formam 14 pz -+ qzz,

. 2km p 2kn .
erit =1 et =2c0s. A. —— atque ——=cos. A.——= :
it ¢ P v q a 5 quia. nunc
v . ) . 2
¢ est arcus, cuius cosinus = -2 erit ¢=— k*_ ot ‘hanc ob rem ex
2Vq 2n+1

factore 1 -+ 2z cos.A. ;—— 2 + ; + @2 orietur integralis pars

2k(2n—m)z

ey L e v ( on+1

: zsin, A. _2km
Tl sin A ZEERZMT ) apg, Il

1 T 241 1+.7z:cosA2 priri

14 2xcos. A. ~——+ )

ubi signa superiora valent, si m fuerit numerus par, inferiora autem, si m

numerus impar. At est

' 2k(2n—m)x - 2k(m+1)m
cos. A. omii o — Cos. A om¥l

atque '
sin. A 2k@n—m)m — sin A 2k(m + 1)z

an+1 2nt1



69—70] RATIONALES UNICAM VARIABILEM INVOLVENTES 129

unde cuiusque partis integralis ex factore denominatoris trinomiali oriunda est

27s:(m—l—1)7t »
+§—_|T'1‘C°S A. it (1-1—2wcos A. +1—|—ww>
zsin. A, 20T
T
"+ 14zeos. A= w1

successive scilicet loco £ scribantur omnes numeri integri 1, 2, 3, ...% ad-
danturque formae resultantes atque ad summam addatur insuper integrale
P +1 I(1 + x), quo facto habebitur for-
mulae differentialis propositae 1_:;56%71 integrale quaesitum hoc

ex factore simplici 1+ z oriundum -+ ;

1
v_—tgm i1+ =)

—+ L cos.A.g(—mil)—wl(l

)

27+ 1 2n 41
' 2 . 2(m+ 1)z @ sin. A 2n-|—1
+ ———sin.A. —=———= A tang.
—2n+1 2”-]-1 1+.¢UOOSA2n+1
4(m+1)az
i?n-}-lco 5. 4. w1 ( )
42 sinAé‘(m-I—l)”Ata,ng oo d-g +1
—2n+1 T 2n+1 1+xcosA—————
T en4-1
6(m+1)=x \
_i2n+ICOS'A'T+1_Z< ) |
) 6x
PR 15 SE N kit ntl
—2n4+1 7 2qn41 ) .1+xcosA
. ‘ : A +1
2n(m—l—1)ar
i”—2n+1COS"A C 2mt+1 )
"I
2 . 2n(m + 1)z “‘nAz Fi oo
i—2n+lsm.A.—~—2 w1 Atang1+xcosA2 +1,

ubi signorum ambiguorum superiora valent, si m fuerit numerus par, inferiora
autem sunt capienda, si m sit numerus impar. Q. E. L

Lzoxmaror Evierr Opera omnia I17 Commentationes analyticae , .17
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EXEMPLUM 1

53. Huius formulae differentialis integrale imvenire.

dx
148
Hic est m =0 et n =1 atque 2n» +1=23. Deinde habemus

| 2m+)mw 2z o 1
Cos. A'.W = c0s. A, 5 = cos. A.120° = 57
sin A ZOEUT gy f 2% gin A 1200 — V3

2n+41
Quoniam igitur ob m numerum parem signa superiora valent, erit formulae

propositae integrale

—l(l—l-x)———l(l———w—l—xx)—l-f/—A tang xV3

ubi constantem non adiicimus, quia hoc integrale iam evanescit posito x=0.

EXEMPLUM 2

54. Huius formulae diﬁ”erentialz’s integrale invenire.

zdx
1 + x?

Hic est m=1 et n=1, ex quo sugna inferiora valebunt. Erit autem
pro hoc casu

cos. A 2(27:;;'_;_11)”=cos A =—¥cos A —=—%,
cos. A 2:11 ——cos.A.?=——cos A —§=—%,
sin. A 2(2”;_:_11)”-—sn A %E———sin A —=—-1§,:
sin. A. 2—2_|_-1~———'—~ sin. A.%f% sin, Ag—= 1/2—3,

unde integrale ,quaesituin erit hoc

———l(1—|— )—[——l(l—x—}—xw)—l—V-A tang V
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COROLLARIUM
55. Huiuns ergo formulae differentialis (11" _‘_x;fx integrale erit
1 +2x+ 2z
EXEMPLUM 3

) . . da . . .
56. Huius formulae differentialis 1—% integrale invenire.

Hic est m =0 1deoque signa superiora valent et # = 2 unde integrale
quaesitum erit :

_1(1+x)

. 2
Z sin. A.?

+—1~cosA l(1+2xcosA-+wx)+—smA——A tang. ———————

5 1+ zcos.A. -2-1:
xsm A. ?
—~~c0sA —~l(1——2accosA —{—xw)—{—~sm A = A tang —_—
57 1—2cos. A —
At est
oz 1+V5 . z Y (10—2V5)
cos. A. 5 =7 Sin A, 5= —4——~——
atque R
Cos. A.25—“=_~11_V~5 et sin. A, 27 V(10+2V5)
EXEMPLUM 4
51. Hums formulae differentialis 1“_]_ 2EZ integrale invenire.

Hic est m =1 ideoque signa inferiora valent et n =2, ex quo inte-
grale quaesitum erit o

1
-——?l(l—kx)
' o ' xsinAgf
1 T 2 2 . T 5
+ =-cos.A. — {1+ 2xcos. A. =~ + aw) — = sin. A. = A. tan
5 5‘<, s 5 ) 5 e g1+xcosA—”
zsin AT

1 2@ ’ 7 2 . 2 ‘ 5
— —c08. A. == 1{1—2zxcos. A. =+ 2x) + = sin. A. ZZ A. tang. ————° .
5 5 ( ‘ 5 > 5 5 8 l—xcosz.%

17#
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EXEMPLUM 5

58. Hums formulae dzﬂ”erentmlzs srds

et integrale invenire.

Hic est n —2 et m =2, unde signa superiora valent, ex quo integrale
quaesitum erit

1
+?l(1+x)
. 2%
xslnA—
————cosA——l(l—l—?xcosA———i—zm ——-—smA Atang S —
1-|-xcosA—
xsm.A.F

1 2 2 . 2w
+ = cos. A. -—575 ! (1 — 2 €os. A.% + ww) + & sin. A.~5— A. tang.

5 l-xcos.A.%

EXEMPLUM 6
59. Huius formulae differentialis %‘2—5 integrale invenire.

Hic est n =2 et m—3, unde signa inferiora valent, ex vquo integrale
quaesitum erit ”

1
“—lCOSA%l(1+2xcosA2—%+xx)+ smA~ A.tang. xsmAT
: i e b 1+xcosA——
1 xsin.A.?

T : T 2 . .4
-+ 5 cos. A.A—g l (1 — 2% cos. A. 3 +xx)+ -5 Sin. A. + A. tang.

l-xcosA.%

PROBLEMA 3
" dax

60. Tnvenire mtegrale huius  formulae dzﬁ"erentzalzs T 5 existente m
_.x N
numero. integro minore quam 2n + 1.

SOLUTIO

‘ Quia denominator 1 — #**** hic habet unum factorem s1mphcem realem
1— 2, per quem d1v1310ne peracta resultat quotus 1+4z+2°+ 2*+ .- 4 2*"
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huius factores trinomiales perinde ac in pf&ecedente problemate poterunt in-
veniri ex iisque integrale quaesitum determinari. At si rem probe perpen-
damus, solutio praecedentis problematis simul nobis suppeditabit solutionem

praesentis; nam si hic ponamus x = —y, habebimus hanc formulam
—(—yrdy Ty dy
EEDT S e O

ubi signum superiué valet, si m fuerit numerus par, inferius vero, si m nu-
merus impar. Huius auntem formulae integrale iam invenimus in solutione
praecedentis problematis, ubi simul hoc commode accedit, ut signa illa am-
bigua tollantur et ubique idem signum — locum habeat; tum vero in illa
solutione loco z pom oportet — = hincque formulae nostrae propositae inte-
grale erit

2n+1l(1_w)

_——57;4‘._1cos. A‘L(;_”ﬁ}%fl(l_zxcos. v‘ )

_2n1+1 cos. A-“f;,%fﬂl(l_~ )
| i+ 2;@11 sin. A’WA bang. 1‘”:1::::21

e S )
N gm o A 6221132 A.»tang ; x::: A-2 2:1

B TES B Mg(;nii)nl@ '2“"03 BT +1+M)
2 . 2n(m+1)x win b g ﬁti
topgg S A Ty Atang 1—oos. A5 7 nt1

Q E L



134 ' METHODUS INTEGRANDI FORMULAS DIFFERENTIALES [756—76

PROBLEMA 4

Mm dm . .
61. Invenire integrale huius formulae d@ﬁ”erentzalzs : i ——gay3 existente m
—&
numero integro minore quam 2n 4+ 2. '

SOLUTIO

Denominator 1—2*"*? duos habet factores reales, nempe 1—1—95 et 1—uzx;
reliqui factores s1mphces omnes sunt imaginarii.

Sit ergo 1+ rz factor simplex. Ex eo, si consulatur § 41, orletur

(_ r)in-m-l—Z

R-= 2n 4 2

atque integralis pars ex factore 1+ rx oriunda erit

. ‘ 1 f(_r)?n-mi-i!dx.
T 2n+42 1+rx

Sit iam primo r =41 ac factor 1+ 2 in integrale dabit hanc partem

1 +dxr 1
2n+ 2 (1+x_i2n+2l(1+m)’
ubi signﬁm' superius valet, si m fuerit numerus par, inferius, si m 1mpar
Sit nunc r = —1 ac factor 1 — x in integrale inducet hoc
1 dz 1 '
amia ime— " aniald—9)

Pro factoribus trinomialibus sit nobis f)ropositus iste
1+ pz + goo = (1 + ra)(1 + sx),
ita ut sit r+s=p et rs=¢. Quare cum ex factore simplici 1+ 7z oria-

tur integralis pars haec
1 f(—r)”“"’.‘“dx
2n+2 14+rz

ex factore composito 1+ px -+ gww = (1 + rx)(1 + sx) orietur pro integrali

‘/-((__ r)zn—mfz _|_ (_s)ﬂni—m-i-z)dx — rs((_r)2n—m+1 _I_ (,__ S)ﬂn—m+ l)xdx
(2n+2)(1 +pz+qz2) ’
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quae formula cum ea, quam in solutione Problematis 1 habuimus, ita con-
gruit, ut, si ibi loco 2» ponamus 2» -+ 2, prodeat haec nostra negative
sumta. His consideratis, si sit ¢ arcus circuli, cuius cosinus est = -2, ex

.. . C . . Ve
factore trinomiali 1 + px + qwx orietur ista integralis pars

2n—m+1
g ?® cos.A.(2n—m+1)gp ,
+ S 11+ px+ qux)
2n—m+1 V
—q * sinA(2n—m+1o k zV (49— pp)
-+ nt 1 A. tang.W;

ubi signa superiora valent, si m sit numerus par, inferiora vero, si m sit
numerus impar. Superest igitur, ut in factores trinomiales denominatoris
1—a*"+* inquiramus, ex quibus ob 1 —xx factorem iam in computum duc-
tum constet productum ' ' '

142+ xf—l—xs—]—v-o-“—l-wz“.

Haec forma si cum theoremate in solutione primi problematis allegato com-
paretur, erit alternatim ¢ =0, b=1, ¢=0, d=1 etc. At quod ad termi-
num medium attinet, quem posuimus ma?, erit utique m=1, si # sit nume-
rus par, at erit m =0, si » sit numerus impar. - Quare duo casus sunb trac-
tandi, alter, quo » est numerus par, qui dat hanc aequationem

cos. A. w4 cos. A. (n — 2)y +cosA(n— 4w+ -+ coS.A.21,u + % =0,
alter casus, quo # est numerus impar, dat hanc aequationem
cos. A.ny + cos. A.(n — 2)y + cos. A.(n — 4y 4 -+ 4 cos. Ay =0,

ex quibus % diversi arcus i eruuntur, quorum cosinus bis sumti praebebunt
valores pro p substituendos in factore generali 1 px + qux, et ¢ semper
est —1, ita ut factor quisque trinomialis sit futurus 1+ 2zcos.A.y + xx
estque ¢ — . . :

' Sit primo » numerus par atque aequatio

cos. A.ny + cos. A. (n — 2w + cos. A. (n — 4)y + --~k+ cos. A. 2y —{—é=0,

quae eodem modo qub in solutione Problematis 2 tractata tandem dabit
Y= %, atque loco % substituendo successive numeros 1,2, 3,...# prodibunt
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n diversi valores pro w simulque pro ¢. Quamobrem casu, quo # est numerus

. : . atdr .
par, formulae propositae differentialis I—“’xz—f” integrale erit

1
O] +1) W+ = garn'd =2

1 (m+1)ar
i2<n+1)C°SA 1 (1+2wcosA—+fm>
(m—l—l):z Z sin. A_—T:I
+#—sm A. A. tang.
n+1 n+1 1-|—xcosA +1
1 2(m+1)av
g oo A TG+ 2 c0s A o)
: % sin. A.
—|——»1— sin. A. 2(m+1)mA tang. "+1
n+1 n+1 14+ zcos A.——
v +1
: 1 3(m+1)ﬂ - =
+ 1) O s. A. =i (1 + 2z COS‘A’n-|-1 + 90%)
"z sin. A.
4+ -1 gin.A Smt 1)z ) tang. "+1
—n+l n+1 14zcos A-—— +1
1 n(m—l—l):z
4 LD cos. A, —— 1/~ l(l - 2z cos. A + xw)
z sin. A.
+ 1 g A ”<’”+i)" A. tang. ”“”
n+ n+ v 1+zcos.A. 2 +1

ubi s1gnorum ambiguorum superiora valent, si m est numerus par, inferiora
vero, si m numerus impar.

Ponamus iam # esse numerum imparem atque ad arcuum y vel ¢
valores inveniendos resolvi oportet hanc aequationem

, cos.A.mu—l—cos.A.(n—?)tp—l—cos.A.(n—4)z,u+ «+»4cos, A. 3y -+ cos. A,y =0.

Quorum arcuum in progressione arithmetica progredlentlum cum sit differen-
tia = 2, erit

c0s. A. ny =2co8. A. 2y - cos. A.(n — 2)y — cos. A.(n —4)y.
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Formemus ergo has aequationes

+ cos. A.ny 4 --- 4 cos. A. By -+ cos. A3y 4 cos. Ay =0,
—2c08.A.29-cos. A.nypy — 2c08. A. 29+ cos. A. (n — 2)yp — -
—2¢c08.A.29-cos. A. 3y — 2¢08.A. 29 - cos. A.yp = 0,

+ cos. A.my + cos. A. (n—2)w + cos. A. (n—4) + -+ + cos. Ay=0,

quarum summa dabit hanc aequationem

(1 —2cos.A.2v)cos. A.ny -+ cos. A. (n~—2)1,u—|—cos A 31,0

(1——2c0s A.2y)cos. Ay =0.
At est

0s. A. 39w — cos. A. - cos. A. 2y —sin. A. - sin. A. 2
et - ' v :
c08. A, 3y — 2c0s. A.p-cos. A. 2

= — cos. A,y - c0s. A. 29 — sin. A. - sin. A.?tp — —cos. Ay,

ex quo erit

cos. A. 3w 4 (1 — 2cos. A.2y) cos. A,y = 0.
Deinde est B

cos. A.(n — 2)w = sin. A. 2y - sin. A. ny + cos. A. 2y- cos. A. nyp.
Quibus substitutisv habetur haec aequatio
cos. A. ny + sin. A. 29+ sin. A. ny — cos. A. 2y - cos. A. ny =0

seu
cos. A.ny = cos. A.(n 4 2)yp.

At est generaliter cos.A.ny = cos. A.(2kn —nwy) denotante % numerum quem-
cunque integrum,. unde fit 2k —ny = (n+2)y atque w— -I—l’ qui valor
quia congruit cum eo, quem casu praecedente, quo % est numerus par, inve-
nimus, patet quoque isto casu idem proditurum esse integrale quod in casu

praecedente.

Quocirca sive # sit numerus par sive impar, idem prodit integrale
hocque integrale iam casu praecedente exhlbmmus ita ut problemati ex asse

sit satisfactum. Q. E. L

“Leoxmarpr Bunerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae » : 18
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SCHOLION 1

62. Quod ambae aequationes, quas pro arcu w determinando invenimus,
cum casu, quo # est numerus par, tum, quo est impar, eosdem plane valores
arcus pi'aebeant, etiamsi ipsae aequationes omnino discrepant, mirum videri
potest. Sin autem rem curatius inspiciamus, reperiemus binas illas aequa-
tiones in hac una contineri ‘

0= cos. A.nw 4+ cos. A.(n — 2)yp + cos. A.(n — 4w - - -

+ cos. A.— (n — 4)p + cos. A.— (n — 2)p + cos. A.— ny;
cum enim cosinus arcuum negativorum aequentur cosinibus eorundem arcuum
affirmative sumtorum, terminéi extremi inter se sunt aequales ideoque eundem
terminum duplicatum dabunt, et si » sit numerus par, terminus in medio
cos. A.Ow —1 solitarius relinquetur. Quare cum resolutio huius aequationis
pro utroque casu valeat, necesse est, ut eadem reperiatur expressio pro arcu

w, sive n sit numerus par sive impar. Si enim ad modum serierum recur-
rentium summam omnium terminorum investigemus, proveniet

0= (1 —2cos.A.2y)cos. A. ny + cos. A.(n — 2)y
+ (1 — 2cos. A. 29) cos. A.— ny + cos. A.— (n — 2)y,
hoc est, ob cos.A.— ny = cos. A.ny ét cos. A.— (n — 2)y = cos. A.(n — 2)y erit
0 = cos. A. (n — 2) — 2 cos. A.2¢~cos. A.‘m,u + cos. A.ny
atque ex lege progressionis ob |
. cos. A.(n + 2)y = 2cos. A. 29 - cos. A. ny — cos. A.(n — 2)y

e cos. A.(n + 2)yp = cos. A.ny.
At est generalitef cos. A.ny = >cos. A.(2kn — nyp), unde oritur

2kn —ny=(n+2)y hincque = %-”—1, j

sive # sit numerus par sive impar®). Adnotari hic convenit arcum
esse eiusmodi, ut 2n 4 2 vicibus sumtus det peripheriam totam aliquoties
sumtam, ex gquo erit cos.A.2(r+1)w=1. Quamobrem si expressionis

1) Editio princeps: sive n sit numerus affirmativus sive negativus. ~ Correxit A. G.
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1—2*"*? factor seu divisor fuerit 1+ 2z cos.A.w + xw, arcus v ita erit
comparatus, ut sit 1— cos.A.(2n -+ 2)9 — 0, quo ipso ingens analogia cum
expressione 1 — 2**+* perspicitur in reliquis casibus confirmanda. Iste
autem  factor 1— 2% cos.A.y + 22z non solum factores trinomiales formae
1—a*** in se complectitur, verum etiam ipsos factores simplices reales
eiusdem formulae, nempe 1+ x et 1 — z, indicat; namque vi determinationis
-esse potest y =z et y—27; priori casu fit cos. A.yy——1, altero cos.A.p=—1,
unde oriuntur hi factores 142z 422 et 1—2z 4 x», qui sunt quadrata
factorum s1mp1101um 1+ et 1—2. Neque vero discrimen inter quadrata
et radices scrupulum movere potest, cum in logarithmis, ad quos totum ne-
gotium refertur, totum discrimen in coefficientes cadat, quos hic non respi-
cimus. Haec vero observatio confirmatur in reliquis formulis adhuc tractatis;
nam si formae 14-2" factor sit 14 2z cos. A.w -+ zw, erit w=€% denotante &
numerum quemcunque imparem; erit ergo 2ny =kn et 1+ cos.A.2nw — 0.
In Problemate 2 vidimus, si formulae 14 2+ factor seu divisor sit
1425 cos. A,y + 22, fore w——_,_ denotante ¥ numerum parem, ex quo erit
1—cos.A.(2n+1)y=0. Atque ex solutione Problematis 3 colligitur, si formae
1 —a*+! factor fuerit 1 —2x cos. Ay + aw, fore 1—cos. A. (2n + 1)y = 0.
Haecque omnia huc redeunt, ut si expressionis 14 2* divisor fuerit
14 2zcos. A.y 42w, fore 1-1-cos.A.kw=0. In casu ergo signi superioris

3 . . . o :
-+ arcus v valores sunt %, k“, bx etc., pro signo autem inferiore sunt

- 0w 2% 4w 6w

TR R etc. Si pro y tot caplantur termini, quot % continet unita-
tes, quilibet factor 14 2z cos.A.w 4 xz bis occurrit exceptis aliquot casi-
bus, quibus est cos.A.yw vel +1 vel —1. Ex quo sequitur

144
esse productum ex % factoribus huius formae
V(1 + 25 cos. A. y + ax)

tribuendo ipsi v successive valores huius progressionis

z 3= bz Tz (2k—1)a=
Lk’ ]0 ’ L’ k’ % R ‘
si signum - valeat et k sit numerus par, at pro ceteris casibus hos?)
0z 22 4m bz (2k—2)w
k2 k kT R R

1) Editio princeps: si signum:+ valeat, at pro signo —, hos. Eurzrus hic et p.141 pro 1 - z*
casus, quibus % sit numerus par seu impar, non discernit. A G
. : 18¥
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Huius igitur theorematis ope per divisionem circuli factores tam simplices
quam trinomiales formulae 1 - 2* exhiberi possunt hocque theorema elegan-
tissimum Coresio’) debetur. Est vero

V(A 42w cos Ay + 23) = V((x + cos. A. w)? + (sin. A. p)?),

unde satis illa concinna constructio geometrica sponte sequitur.

SCHOLION 2

63. Inveniri hinc possunt per circuli divisionem omnes radices huius
aequationis #* +1=0, hoc est omnes numeri sive reales sive imaginarii,
quorum potestates exponentis %k faciunt vel —1 vel 4 1.

Ac primo quidem aequationis
#—1=0
radices invenientur ex aequatione
22 —22cos. Ay +1=0
substituendo loco w successive hos numero % arcus

0z 2x 4x  (h-Da

B’k Ok ko
eritque # = cos.A. +V—1-sin.A.w. Ex quo omnes radices, quarum nume-
rus est %k, huius aequationis #* — 1 =10 erunt sequentes

Ox
= cos.A. =~ 7 V—- sin. A, %7 k =1,
2z 1
T = cos. A. =~ T V— sin. A
4z 1
L = cos. A, =~ s V— sin. A k
% = cos. A. (2k 2)” ! sin.A. (-—2kh2>”
k V_l k

Harum ergo expressionum omnium potestates, quarum exponens est =k,
faciunt unitatem.

‘1) R. Cores (1682—1716), Harmonia mensurarum, Cantabrigiae 1722, p. 113,  A. G.
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Deinde aequationis
+1=0

[t denotante numerum parem]') radices omnes inveniuntur ex aequatione
xx 422 cos. A,y +1=0

- substituendo loco v successive hos arcus numero %k, qui sunt

z 3= Sz Tm  (2k—L)z
kT kT kT k
eritque adeo # = — cos. A. ¢ + V— sin. A.w. Hanc ob rem omnes radices

huius aequationis 2* 4 1=0, quarum numerus est %, erunt sequentes

w—-——cosA—— V— sin.A.7,
x =‘—— cos. A. 2 " + 1/—1—1 sin. A. 3—%,
' 5x . 1
r = — cos. A. = gin. A, ==,
- k+1/—11

oh—)m | 1 . @k—1)x
= —c .A.( AT
x 08 k .—I—V_lsm p

harumque expressionum omnium potestates exponentis % faciunt — 1.

PROBLEMA 5

- a"dw

m existente m

64. Invenire integrale huius formulae differentialis
numero integro minore quam 2n et hh <1.

SOLUTIO

Quia est Ak <1, denominator 1 4 2ha" - 2*" factorem simplicem realem
non habebit, quare is in factores trinomiales resolvi debet. Sit factor trino-
mialis 1 4 px + gz, qui sit productum ex his duobus simplicibus imaginariis
(14 rx)(1 + sx). Quaeratur ergo integralis pars ex utroque factore simplici

1) Vide notam p. 139. A G
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147z et 14 sz oriunda secundum praecepta § 28. Hunc in finem erit
numerator P = 2™ et denominator @ =1 4 2ka™ 4 2*", unde

a9 P 2n—1
g = 2nha" Tl A 2na®

Ex his fit propter p =r vel s illo loco

1\m
i z™p o 7’('—7) o —(—7)m-m
V= sn(ha It a1 2n(h(— l),n—-l-!_ (_i)zn—l) seu V= 20t 20h(—r)
r

r

Atque ex factore 1+ pz -+ gzw=(1+ rz)(1+ sz) nascitur integralis pars
haec :

C—(=A)rm [ dx i —(—g)tn=m de
2u(1+h(—r™)e 14+rz ' 201 +h(—9")J 1+s2
seu _
{ _ ((__ ,,.)2n—m+ (— S)ﬂn—m + hqn(_'_,r)n—m + hqn(__ s)”‘"‘)dw
/ + (q(__ 7‘)2”_""“1 + q(_ s)&n—-m—l +hqn+1(_ ,.)n—m—l _|_ kqn+1 (_ s)n—m—l) xdx } )

20(1 +h(— 1)+ h(— )"+ hhq") (1 +pz + go2)

At est (— )+ (—s)f'= 4 r* + &', ubi signa superiora valent, si sit & numerus
par, inferiora, si sit impar. Hinc ad eundem modum quo in solutione
Problematis 1 posito ¢ arcu circuli, cuius cosinus = 2—11’1/—,
: q
k k

(— )+ (— 8 =+ 2¢° cos. A. kg = 2g° cos. A. k(n — ).

erit
Hine facta substitutione erit integrale ex factore 1+ px 4 ¢zx oriundum

J

cuius integrale est

2n—m Sn—m .
(—2q ? cos. A.2n—m) (@ —@)—2hg % cos. A. (n—m)(av—«p))dx
gn—-m+1 ; Sn—m+1

+(2q 2 cos.A.(2n—m—1)(m¥q>)+2hq g cos.A.(n—m——l)(z—q»))xdx

20(1 4 2hg? cos. A.n(w — @) + hhg")(1 + Pz + qz2)

- 8n—m-—1 Sn—m—1

g ? cos.A.2n—m—1)(x—q@)+hg ? cos.A.(n—m—

. 1) (“_q))l(l + px + qz7)
2n(l + 2hq? cos. A0 (mw — @)+ hhq")

2n—m-1 Sn—m—1 .

+q o sinA.2n—m—1)(z—op)+hg ? sin.A.(n-—m—-l)(:n:—(p)A

2V (4q—pp)
2+px

- .tang.
n(1 4+ 2hg%cos. A.n(x — ) + hhg)

~
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Superest, ut singulos factores trinomiales denominatoris investigemus; in quem
finem theorema in solutione primi problematis adhibitum huc transferamus
“eritque m=2h et obtinebimus hanc aequationem cos. A.ny -+h=0; signum
valet, si # sit numerus par, signum — vero, si # sit numerus impar. Sit w arcus,
cuius cosinus = 4 kh, nempe — k, si #» numerus par, et -+ h, si # sit impar,
eritque cos. A. ny = cos. A. = cos. A. (2kn — o), unde nascitur y — X722,

"
cuius 7 sunt valores differentes ponendo loco % successive numeros 0, 1, 2

3, .. ..(n—1). Quilibet ergo factor trinomialis denominatoris continetur in
hac forma '
1+ 2z cos. A. 2]“;“(0 + zx
et huiusmodi factorum numerus erit = »; quare, cum hactenus 1 +px + qrx
pro factore generali assumserimus, erit ¢ —1 et p — 2 cos. A. 2k — o hincque
¢ = _{70_’;:2 Integralis ergo quaesitae pars ex ‘unoquoque denominatoris
factore trinomiali oriunda erit '
o m—2k)7to _ gy 2Bt
cos. A. (2n—m—1) . +heos. A (n—m—1) == "= {1+ 20005.A 275”_w+xx)
20 (1 + 2h cos.A.(vmw + ©) + hh) _ T on
sin.A.(2n—m—1) @:—2%”—-'_?’ —I—héin.Av.(n‘—m— 1)@:3%?—_!23 2 sin. A. 3733:7—3
n(L+ 2hcos. A.(um + ) + k) A.tang.1 +zoos. A 2hT=a’

n

Completum ergo integrale obtinebitur, si loco %k successive numeri 0, 1, 2,
3, ... (n—1) substituantur atque omnes valores resultantes in unam -
summam colligantur existente w = A.cos. 5+ h. Scilicet si » est numerus
par, erit w=A.cos.—h, et si » est numerus impar, erit w = A.cos.+ k. °

Q. E L

. EXEMPLUM 1

C . . . g dx . : : .
65. Huius formulae d@ﬁ”erentzalzs ) o integrale invenire ewistente

hh < 1.

Hic est m =0 et » =2, unde w erit arcus, cuius cosinus = —h; seu
si arcus, cuius cosinus = -+ %, sit ¢, erit w =z —¢. Cognito ergo arcu w
erunt bini denominatoris factores

1—|—2xco’s.A.%+xw et '1—2xcos.A.%+xw, ‘

-
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ex quibus nascetur integrale quaesitum

3
cos. A. —2—03 1 b cos. A.—:—

7]
PT(E T Y weEw 1) 11+ 2w cos. A. + zx)

sin. A. 3—; -+ h sin. A.% & sin. A.%
+ 2(1+ 2hcos. A. 0w+ hh) A. tang. 1+ zcos. A g
A
Cos. A.%’ + hcos. A.% @
+ 4(1+2hcos.A. @+ hh) {1 — 2z cos. A. 2 + @)
sin. A. 3; + h sin. A. % zsin. A, —‘g—

+'2(1 + 2hcos. A.o + hh) A. tang. m.
A

At cum sib cos. A.w— —h, erit 14 2k cos. A.w -+ hh—=1—hh et
cos. A. 32—m -+ k cos. A.g = — 8in. A. w-sin. A.g’—,
unde erit integraﬂe quaesitum

1 1+2wcos.A.%—|—xx L ' 2a:sin.A.%
l A.. ta,ng.—l-_—_——’-

X

8 cos.A.% 1—2zcos. A.—‘;—-}—x_w 4 sin. A. %

SCHOLION 1

66. Ex hoc exemplo videmus generaliter esse

142k cos. A.(nt + w) + hh =1 —hh = sin. A, w - sin. A. w;

nam si n sit numerus par, erit cos. A.(nmw+ w)=cos. A.w=—h, et si »
sit numerus impar, erit cos. A.(nm + @)= —cos. A.w = —h. Deinde etiam
N . . . . 4 . . . .
numeratores in genere compendiosius exprimere poterimus. Si enim # sit
numerus par, quo casu est h=—cos. A.w, erit
‘ n—2k)w + o
cos. A.n (——%)———l-— =c08. A.w

et

cos. A. 20 — m — 1) (—";‘%ﬁ—)ﬁ{'_‘”

=cos.A.w-cos.A.(n —m—1) (i—w;)—“'l'm— sin. A.w-sin.A.(n—m —1) g?ﬁ’:?ﬂ:"l
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atque
s A (2 — m — 1) (1" (n— Ihate

2k)az+co

— sin. A.w-cos. A. (n m— 1)(n + cos.A.w-sin. A.(n ( *1)00_”&??;&9_

Casu ergo, quo » est numerus par, erit forma integralis

—sin. A.(n —m —1) m—2k)mw+ o

27m
2nsin. A. o " I(1 + 22 cos. A. ® 4 z)
cos. A.(n—m )(”_oi?”i‘i’, £ sin. A. 2Imn—ca
T C msin A ‘ A.tangl-l—xcosA Hm__»@_.

Sit iam » numerus impar; erit h — cos. A. w et
cos. A. (n — 2k)m + ) = — cos. A. w, sin. A.((n — 2k) 7 + ) — — sin. A. w;

ex his oritur .
cos. A.(2n —m — 1) m-2Mzto
’ n

1) (”*?7:2)%+w )(n~2icz)n+m

= —hcos. A. (n—m — + sin. A. - sin. A, (n—m —1

parique modo ) :
sin. A. (2% — m — 1)‘@——‘—»27;37”__'2’.

—2k) 7+
T T

=2z to —co8: A ew-sin. A. (ﬂ——m—~1)<n
7 ‘ n

= —sin.A.w-cos.A.(n—m—1)
eX quo casu, quo » est numerus impar, erit integralis forma

+sin.A.(n;wa’—1)(Z‘“2k)"+°’ 2’“;'

1
2nsin. A. @ 1(1 + 2% cos. A. + zx)
cos. A. (n—fm—1)(”;2sﬁ”j1° 2 sin. A, Imn—- @
— nsin, A, @ . A. tang 2%k — o’

' 1—{—xcosA— "

quae duae expressiones utique multo sunt snnphclores ea, quae in solutlone
prodiit.

Leonmarpr Eurerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 19
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'EXEMPLUM 2

. . . s d
67. Huius formulae differentialis T aha

X . . . .
Py integrale invenire existente -
hh < 1. : '

Hic est m =0, n—3 ideoque forma scholii posterior valet et erit
w = A. cos. h; hinc erit integrale quaesitum

" 4 sin, Avco \ cos.A.%m , wsin.A.%
e O—O—Z(l—|—2wcos A — -l—wx) —|————ssm i A. tang. TmeA®
A3
sin. A 74(71:—1— ®)
T l(l + 2% cos. A +mw)
cos.A.?—(w—l—m) zsin A, 222
3 A. tang : 2
3sin. A @ ) .
sin. A. (75——03) 21|:+oo
- bsm.A.co ——l(l—{-?wcosA —[—mx)
cos.A.#(n:——m) x,sin.A.%—'—m
2 A. tang.
" 3sin.A.w : 1+xcosA2 T+ao

SCHOLION 2

68. Formulae illae integrales adhuc commodius exprimi possunt, ita ut
nunquam arcus hegativi occurrant.

Primo nlmlrum, si » sit numerus par, quo casu est cos. A w=—h,
erit cuiusvis partls ‘integralis haec forma posito n —m —1 =1
—smA—((n+2k)az+m) 2k:n:+w .
PPN I(1+ 2z cos. A. + )
cos.A.—Z—((n-I—?k)m-{—w) z mA 2Im+w

— - A. tang. ; .
nsin. A. o 1+ cos. A. Zkaz—l—co
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Altero autem casu, quo est #» numerus impar et cos. A. w = -+ h, posito iterum
n—m —1=1 erit integralis portio quaecunque

: ‘+sin.A.i;('(n+2k)n+m) o
4 I(1+4 2% cos. A. 2z + 0

+ 22)

2kw 4 o
n

2nsin. A. @ 7

cos.A.%((n—l— 2k w4 ) | 2 sin. A.

nsin.A.m A. tang'l_l_xcos. AM

n

In utroque casu integrale constabit ex » huiusmodi partibus, quae obtinentir,
si loco £ successive substituantur numeri 0, 1, 2, 8, . . . n—1. Praeterea
hic notandum est, si sit 4 numerus par, fore

sin. A. £ (00 + 20 + o) = sin. A (2kn + o)

et :
) i
cos. A. %((n + 2k)n ++ w) = cos. A. z(?kn + w).
Quodsi Yautem fuerit ¢+ numerus impar, erit |
sin. A. > ((n 4 2k + ) — — sin, AL @kn + w)
et .
cos. A. — ((n + 2k)7 + ) = — cos. A~ 2kn + w).
EXEMPLUM 3
69. Huius formulae differentialis I_-i—h;chxjf—-i—ws intégmle invenire  existente
hh <1.
Erit hic m =2 et » =4, ex quo formula priori erit utendum. Sit igitur
w arcus, cuius cosinus = —h, et quia #—m —1=4=1 numero impari, erit
sin. A. ;@—((n + 2k)n + w) = — sin. A.’ “4+ 2
et
; 2k
cos. A, -:;((n + 2k)n + w) = — cos. A. ——7%12-

19%
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Hanc ob rem formulae propositae integrale reperietur sequenti modo expressum

—i—sin.A.f;— | v e cO8. A.{— xsin.A.%
Sin ko I(1 4 2x cos. A'Z + zx) + Tonia A. tang.——————-—l+xcos no
. %08 B
sun.A.2 +m +w '
+ 8sin.A — (1 + 24 cos. A2 + xw) |
cos. A. 2”+‘° msin.A.M:_m
+ 4s1nAm A. tang. 1+ cos. A. 27t+oa
sin. A. dzto '
+ml<1+2“°s
cosA‘mj_mA xsin.A.4”+m
4 ————F— A. tang.
. 4sin A @ g 1+xcosA4 Tt o
s1nA6”+m
,cosA6“+m xsin.A.G“:-m
+ 4sin. Ao A tang. 1+xcos.A.6—”T—H)—.
SCHOLION 3

xdm

70. §i in formula differentiali proposita Ry foret hh>1, tum

integratio per problemata praecedentia absolvi poterit. Namgque hoc casu
denominator in hos duos factores reales -

142"+ Vh—1) et 1+a"(h—V(hh—1)

resolvitur, ex quo ipsa formula differentialis proposita distribui poterit in
binas formulas, quarum denominatores erunt hi duo factores, atque hanc ob rem
“earum integralia reperiri poterunt per praecepta ante tradita. Idem praestari
poterit, si formula differentialis proposita fuerit W%Lé’" , quippe quo

casu denominator pariter resolvi poterit in duos factores reales, cuiusmodi
ante tractavimus. ' '



METHODUS FACILIOR ATQUE EXPEDITIOR
| | INTEGRANDI
FORMULAS DIFFERENTIALES RATIONALES

Commentatio 163 indicis ENESTROEMIANT'
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 14 (1744/6), 1751, p. 99—150

1. Cum igitur omnium formularum rationalium integratio*) per praecepta
tradita semper absolvi queat, dummodo denominatoris factores sive simplices
sive trinomiales habeantur, nihil amplius ad methodum ante expositam
superaddendum videbatur. Verum tamen hic omnia, quae ante explicuimus,
non solum modo magis naturali ex propriis fontibus deducemus, verum etiam
praecepta ita adornabimus, ut integratio omnium huiusmodi fermularum
multo facilius atque expeditius perfici queat. Primum enim methodum tam
latissime patentem quam facilem aperiemus cuiuscunque denominatoris fac-
tores trinomiales inveniendi, dum antea hos factores eruimus ope cuiuspiam
theorematis Morvreant'), quod tantum valet, quando supremae potestates
variabilis % iisdem quibus infimae coefficientibus sunt coniunctae; hocque
ipso integrationem ad plurimas alias formulas accommodare poterimus, ad
quas prior methodus minus genuina non sufficit. Deinde inventis factoribus
tam . simplicibus quam trinomialibus methodum longe simpliciorem ac
faciliorem communicabimus ex quolibet factore denominatoris respondentem
‘integralis partem determinandi, in quo negotio ante usi sumus methodo cum
nimis operosa tum ex alienis principiis deducta. Tertio methodus, quam hic
ostendemus, ad omnes formulas differentiales erit aeque accommodata neque

*) Vide superiorem methodum integrandi [Commentatio 162 huius voluminis].
1) Vide notam p. 115. A G
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ulla opus erit reductione, quemadmodum ante necesse erat, ubi primum ex
denominatore factores, qui erant potestates ipsius x, elicere atque tum ter-
minum denominatoris absolutum unitati aequalem reddere oportebat.

2. Sit igitur proposita formula differentialis quaecunque %—[dx, cuius inte-
grale requiratur, sintque M et N functiones quaecunque ipsius # huius formae

o+ Bz + ya* + 92° 4 ea* 4 ete.

tam ratione numeri terminorum quam potestatum ipsius # utcunque compa-
ratae. Ad integrationem iam absolvendam oportet fractionem % in partes
simpliciores reales resolvere, quarum denominatores sint vel binomia p + gz
vel trinomia p + g + raw, quemadmoduin ante vidimus. Continebuntur vero
etiam in fractione % partes integrae, si variabilis # in numeratore M totidem
pluresve habeat dimensiones quam in denominatore. Quodsi ergo fractio %—[
in huiusmodi partes sive integras sive fractas fuerit resoluta, quaelibet pars
per dx multiplicata et integrata dabit integralis quaesiti partem atque omnes
istae integralis partes ex singulis partibus, in quas fractio lﬂ—é resolvitur,
oriundae iunctim = sumtae praebebunt integrale formulae f—g de quaesitum.
Totum ergo negotium huc redit, ut fractionis % omnes partes simplices
eruamus sive integras sive fractas; tum enim singulis per dx wultiplicatis
integratio facili negotio absolvetur.

8. Partes integras autem fractio % , utl iam monuimus, in se complec-
titur, si 2 totidem pluresve habeat dimensiones in numeratore M quam in
denominatore N. Contra autem si z pauciores habeat dimensiones in nume-
ratore M quam in denominatore N, tum partes integrae in fractione % om-
nino non continentur hincque consequenter nullae partes in integrale indu-
cuntur. Ponamus igitur variabilem z in numeratore M non pauciores habere
dimensiones quam in denominatore; tum partes integrae in fractione % con-
tentae more consueto per divisionem eliciuntur. Sit enim '

M _ Azrtm4 Bgrtmot4 Cgrtm—? 4 Dattm—? et
N oz 4+ far—t +ypar—2 4 dan 3 4 ete. ?

manifestum est partem integram ex divisione oriundam huiusmodi formam
esse habituram '

%[xm_l_%wm—l_l__@xm—ﬂ+%xn1—3+.__+%,



101—102] INTEGRANDI FORMULAS DIFFERENTIALES RATIONALES 151

ad cuius coefficientes U, B, €, D etc. inveniendos hoc tantum requiritur,
ut ista pars integra per denominatorem ea2® -+ Ba"~' -4 ya"~? 4 etc. multipli-
cetur et termini omnes, quibus exponens ipsius # non minor est quam #,
terminis respondentibus numeratoris aequentur. Tum igitur orietur

A=,

B =B + ,3 %[,

D=0a®+ € 4 yB+ U

etc.

hincque coefficientes quaesiti emergent hoc modo

I

-

A4

o
%':E'_‘_?:

o o
_C BB, (fP—ap4d
b=t
_ D BC | (B—ep)B _ (B—2efy+a?d)4
@'—-Eﬁ—rx?_k o - ot .

ete.

4. Hoc itaque modo, qui divisioni actuali idem omnino praebiturae ante-

. oy . . - . . M .
ferendus videtur, facili negotio invenitur fractionis 3 pars integra

N
Az + Ba" ' + Ca™ 7 + D" 4 -+ M,

definiendis scilicet coefficientibus 9[, B, € ete. His autem definitis simul ob-
tinebitur pars integralis quaesiti ex ista parte integra oriunda, quippe quae

erit Wt B o
z x+x

m-+1 m m—1-

doo Mot R

denotante O quantitatem quamcunque constantem. Neque vero opus est,
quemadmodum ante methodo minus genuina usi fecimus, ut. simul partem
fractam, quae cum parte integra inventa coniuncta totam fractionem propo-

sitam %{[ constituat, determinemus, sed sufficiet partem ntegram tantum in-
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vestigasse ex eaque integralis partem convenientem eruisse. Reliquas enim
integralis partes ex partibus fractis fractionis % oriundas immediate ex ipsa
fractione w elicere docebimus, 1ta ut non opus habeamus illa saepenumero
laboriosa reductione fractionis 2 7 ad aliam, in qua variabilis # pauciores ob-
tineat dimensiones in numeratore M quam in denominatore N; quae tamen
reductio necessaria erat visa in methodo praecedente, ubi praeterea factores
solitarios denominatoris N formae #* seorsim elicere atque reliqui denomi-
natoris terminum absolutum unitati aequalem efficere coacti fueramus. Methodo

autem, quam hic sumus tradituri, nulla istiusmodi praeparatione erit opus.

5. Inventa parte integra, si quae continetur in fractione TVM , -€X eaque
integralis parte conveniente progrediamur ad partes fractas singulas simpli-
ciores in fractione % contentas eruendas, ut ex his quoque integralis quaesiti
partes oriundae obtineantur. Ista autem investigatio maximam partem in
inventione factorum simpliciorum denominatoris N absolvitur; qui factores
cum ex instituto nostro, quo totum integrale in forma reali exhibere con-
stituimus, debeant esse reales, erunt illi vel simplices binomiales huius formae
p+ gz vel trinomiales p - qx 4 rxx, cuiusmodi factores reales semper ex-
hiberi posse cum docuimus tum in sequentibus fusius docebimus, etiamsi
factores simplices sint imaginarii Primum igitur de factoribus simplicibus
p + qx agemus, qui in denominatore N continentur; inveniuntur hi ex reso-
lutione aequationis N =0; quodsi enim huius aequationis radix fuerit in-
venta £ =a, tum simul v —a divisor erit quantitatis N. Omnia ergo sub-
sidia, quae adhuc sunt inventa ad radices aequationum algebraicarum eruendas,
in praesenti negotio maximam afferent utilitatem. Probe autem discerni
debebunt factores reales ab imaginariis, cum priores solos hoc loco in usum
vocemus posteriores seorsim tractaturi. Ex resolutione vero aequationum
intelligitur, si maximus exponens ipsius # in N fuerit numerns impar, tum
denominatorem N certissime unum esse habiturum factorem simplicem realem;

praeterea vero subinde plures habebit, id quod aequationis N =0 resolutio
docebit.

, 6. Sit igitur p 4 qux factor denominatoris N isque realis atque ex eo
nascatur fractionis propositae % ista pars

P
p+ax’



104—105] INTEGRANDI FORMULAS DIFFERENTIALES RATIONALES 153

cuius numeratorem P, quem quantitatem constantem esse oportet, sequenti
ratiocinio determinabimus. Cum p - gz sit factor denominatoris N, sit

N
p+ax
eritque alterius fractionis, quae instar complementi cum P coniuncta
constituit fractionem ¥ denominator 8. Quare si a fractione v seu
M . . TN P . L. . M-—PS
= subtrahamus fractionem simplicem ———, residuae fractionis —
(» +g0)8 : ¢ p ptagx’ T (p+qx)8

numerator M — PS divisibilis erit per p -+ gz, quo fractio oriatur denomina-
torem habens S, uti innuimus. Cum igitur quantitas M — PS sit divisibilis
per p + gz, fiet ea =0, si ponatur p 4 gz =0 sive 9&=——%. Substituto
ergo in M et S ubique ———% loco , erit M — PS =0 hincque nascitur

M

P—iy
Erit itaque numerator ille constans‘ assumtus P=%{ , postquam in M et S
ubique loco % substitutum fuerit — %; quo facto quantitas %l abibit in

quantitatem constantem. Ex denominatoris ergo N factore p - gx oritur

fractionis 3; pars =——— hincque 1 ralis quaesiti proveniet par
S ¥ bars oo cque integ q proveniet pars

sicque ex singulis denominatoris N factoribus simplicibus. convenientes inte-
gralis partes reperientur.

EXEMPLUM 1

3 . - . S 2 - . .
7. Huius formulae differentialis ﬁx P integrale invenire.

=1
. . M x3+x2 . e . .
Quia hic est = — "7, in hac fractione partes integrae continentur,
quae vel per divisionem vel modum ante traditum erutae erunt 2*-- 2z -+ 2,

unde nascitur haec integralis pars

28
~3~+wx+2x+ C.

Lzonnarpr Evierr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 20
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Deinde cum totus denominator N ex unico factore x—1 constet, erit
p=—1, ¢g=1 et S= w—l_\_r—l =1. Jam ex factore z —1 nihilo aequali posito
oritur # =1, quo valore in % =g’ + #* substituto prodit 2, ideoque ex
denominatore N obtinetur integralis pars haec

dz ‘
2 (22 2w —1).

Quoniam vero totum integrale componitur.ex partibus, quae tam ex parte
integra quam fracta resultant, erit integrale formulae propositae = —w—w “dw
haec quantitas finita

a8 9
~3~—|—:t; + 224+ C+2i(z—1),

cuius veritas per differentiationem facile comprobatur.

EXEMPLUM 2

8. Huius formulae differentialis a;t"'zw

dx mtegmle invenire.

Quia variabilis # in numeratore zz - 2az tot habet dimensiones quot

2ax .
z ‘°+ *% continetur, quae
a—xrxe

in denominatore aa — xx, pars integra in fractione
per divisionem est — 1, unde integralis pars nascntur

—z 4+ C.

Porro denominator aa—-—mx in factores (a—uz)(a-+x) resolv1tur ex priori

2 3
a—z fit g—=a ot X 2o+ 20_ 3a posito # = a, unde integralis pars ex

a-tx 2

factore a — x onunda est
a dz 3a

vJacs T lle—2)
Ex altero factore a +, qui dat »— —a, fit = 5= fc—%‘t—?—x — — & indeque
integralis pars oritur haec

dx a,
—3J)axs =——-El(a+x).

Integrale ergo quaesitum repertum est

3a a
=C—x——7l(a———x)——?l(a+x).
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EXEMPLUM 3
9. Huius formulae differentialis o _“‘;;'(Z;_ Sa— egrale invenire.

Hic variabilis # in numeratore pauciores habet dimensiones quam in
denominatore ideoque in hac fractione partes integrae non continentur. Ad
denominatoris ergo factores aggredimur, qui singuli sunt simplices reales.
Primus factor 1—« dat o=1 et S=(2—)(8—a)(4—a) hincque
= Y —— + posito = 1; ex primo ergo factore 1 — # nascitur
integralis pars ‘

1 [ d= 1
e -—e-a,
Secundus factor 2—x dat 2 —2 et Sﬂ{=(1_x)(3$fx)(4_w)=—-;i% — 2 posito

2 = 2 hincque nascitur integralis pars

d
—2 [L¥ —2102—0).

Tertins factor 8 —s dat s =3 et % — T (2936.@)(4—30) — ., unde oritur

integralis pars

9 dx 9 .
3)s_s— "B
| M zx 16 16 8
Quartus factor 4 —=z dat =4 et 7= Y ey e e i
unde prodit conveniens integralis pars
| 8 dz 8
—3J)i—s—3l¢—9
Ex his ergo formulae differentialis propositae ;s _m;)o(l: —aa—y integrale

colligitur

—C0— Il —2)+ 212 —2) — 1B —a)+ 5 I —a).

10. Ex his igitur exemplis clare intelligitur, quemadmodum propositae
formulae differentialis, cuius denominator in factores simplices reales inter se
inaequales est resolubilis, integrale inveniri oporteat, sive variabilis # in
numeratore pauciores sive plures habeat dimensiones quam in denominatore.
Huius negotii praecipua pars absolvitur in coefficientis investigatione, per

20*
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quem formula j; % multiplicari debet, ut integrale ex denominatoris N
factore p 4 gz oriundum obtineatur. Invenimus autem hunc coefficientem
esse %{ , postquam ubique loco z eius valor — %, quem obtinet ex aequatione
p+ qx =0, fuerit substitutus. Hunc igitur valorem — % loco  tam in M
quam in § substitui oportet. Est autem M numerator formulae differentialis
propositae % dz, qui perpetuo manet idem, at S pro quovis factore denomi-
ng,toris p + qx variatur, cum sit S= ﬂ%i, ita ut S habeatur, si totus
denominator N per suum factorem p 4 ¢z dividatur. Quodsi ergo denomi-
- nator N ‘in suos factores iam fuerit vel actu resolutus vel facile resolubilis,
~ tum omittendo factorem propositum p -+ gz statim emergit valor litterae S,
in quo loco x valorem constantem — -§~ substitui oportet; hocque casu ex-

pedite reperitur valor coefficientis %" ponendo ubique — —’q’i loco .

11. Sin autem quotus, qui oritur ex divisione denominatoris N per
suum factorem p 4 ¢z, fiat admodum prolixus vel etiam indefinitus, uti si
fuerit N =1+ 2* eiusque divisor 1+ z, vel si sit N=1 — 2" eiusque factor
1 — 4« (priori enim casu quotus S constaret ex 99 terminis, posteriori autem
numerus terminorum foret etiam indefinitus »; unde substitutio loco z fa-
cienda fieret admodum operosa neque valor ipsius S, nisi summatio serierum
in subsidium vocetur, commode exhiberi posset) his igitur casibus alium
modum tradi conveniet, quo expedite valor ipsius S, quem induit posito
— 2 loco «, indicari queat. Cum enim sit S— ﬂ%’ quaeritur valor frac-
tionis 5_—'_% resultans, si loco x ponatur ——%; hoc autem casu non solum
denominator fractionis p_'l_\;m evanescit, sed etiam numerator N, eo quod
ipse sit per p -+ gz divisibilis. Quocirca valor fractionis = posito — %
locq x idem erit ac fractionis huius % eadem facta substitutione, quae
fractio ex illa oritur differentiando tam numeratorem N quam denominato-
rem p 4 g sumta 2 pro variabili. Erit itaque S— qid% posito ubique — %!'i
loco z ac totus coefficiens requisitus %I erit i%%—g—“f posito ubique — % loco
x, unde pars integralis ex denominatoris N factore p + gz oriunda erit

e [ Mot )

12. Compendium hoc insigni emolumento adhibebitur in inveniendis par-
tibus integralis huiusmodi formularum differentialium
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" dx
a® — bnxn

ex denominatoris a" — b*a" factoribus. Cum enim denominatoris a"— b"s"

oo n__p” n . :
factor sit @ —bz, fiet ex hoc factore §=2—""- existente M =" et
? a—bx i
N=a"—Uba". Facto ergo o — 4 fiet :
am™ : —nbrzr—dz ‘ M an-ntl
—_ —_ T bn—l n—1=nan—1 t i
M=, et S iy nb" 'z ‘ atque o= — 7>
. . Mbvd
qui valor congruit cum %ﬁi seu — ———w ob g=—2b posfoo i —’Z—; est
. _q Mbd b m m—n+1 m—n+1
enim dN— — nb"a" ‘dz et — de — fnb":"_l = w%bn__l — “— posito =

. ) ) . . " dx
Quocirca ex denominatoris a*— b"z" factore @ — bx integralis formulae — e
b . a — x

nascetur ista pars
am—n+1 dx —gm—a+l

nbm Ja—bz b

l{a — bw),

quae priori via sine summatione serierum inveniri non potuisset.

13. Duplicem ergo nacti sumus viam partem integralis, quae ex deno-
minatoris N factore quocunque simplici oritur, assignandi. Sit enim in for-
mula differentiali proposita Z’—Idw denominatoris N factor simplex p + gx;
erit integralis pars ex hoc factore oriunda vel % /p - existente S= ptgw

M qdw dx P
vel J; Taw posito in utroque coefficiente ub1que -7 loco z, quem va-
1orem « obtinet ex posito factore p 4-go =0. Quovis igitur casu oblato ea
via uti conveniet, quae fuerit facilior atque ad operationem accommodatior;
perpetuo enim utraque via ad eundem coefficientem deducet. Sic in hac
formula differentiali Tz de T ot M=1 et N=1+ % — 22* huiusque de-
nomxnatoms divisor 1 —ux, 1ta ut sit p=1, ¢g=—1. Via ergo priori est

=142z -+ 222 + 22° et —57 == T posito # —1, unde integralis pars ex fac-

tore 1 — « oriunda erit

1 dz 1
)i = 7lt—9)

Mqdx 1 1

Via autem posteriori est dN=do —8s°dz et =g 7=

x =1 prorsus ut ante.
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14. Quamquam haec methodus perpetuo tuta nullisque difficultatibus ob-
noxia videatur, tamen eius usus penitus cessat, si denominator N duos plu-
resve habeat factores inter se aequales. Pona,mus enim denominatorem N

divisibilem esse per (p + g=)%; erit coefﬁmens portloms integralis f Tgs Pro

uno factore p - gx, uti vidimus, — 5 posﬂ;o P+ qr=0 seu v =— %. Quo-
niam vero est S—p_}l_vqx, erit § etlamnunc per P+ qx divisibile ideoque facto
T =— % fiet §=0 hincque coefficiens % abibit in infinitum. Utriusque

ergo portionis integralis f j_x ex binis factoribus p + gz et p + gz oriun-
dae coefficiens fiet infinitus, alterius quidem affirmativus, alterius negativus,
ita ut integralis portio ex binis coniunctim oriunda sit differentia inter duo A
infinita, quam finitam esse posse ex natura infiniti satis liquet. Quanta

_ autem sit ea differentia, ex alio fonte decidi oportet, quem mox aperiemus.

15. Ponamus igitur fractionis Z_W denominatorem N duos habere factores
aequales seu d1v131bllem esse per (p + g%, ita ut sit N=(p -+ ¢#)’S, atque
partem fractionis 2% x> quae ex hoc factore quadrato (p + g@)* oritur, seorsim
investigemus. Sit igitur pars ista ‘

A B
»+qz T (p+qo)

M
ac reliqua pars, quae cum hac fractionem ¥ constltult sit S , ubi 4 et B
quantitates constantes, 7 vero functionem vanabllem ipsius = 1ntegram

denotabit, quam nosse non opus habemus; sufficiet enim coefficientes 4 et B
determinasse. Cum igitur sit

_T___M__ A . B
8 N ptez  (p+qa)”
ob N=(p—+g=z)}S erit

T M—A(p+gx)S—BS . _ M—A(p+q2)S—BS,
5= 0+ 928 ideoque 7= CETDy ;

quae cum quantitas integra esse debeat, necesse est, ut quantitas
M — A(p + q)S— BS sit divisibilis per (p + ¢«)’. Quoniam autem S non
amplius per p - g« divisibilem esse ponimus, eo quod denominatorem N
tantum per quadratum (p+-g¢«)’, non vero aliam potestatem superiorem divi-
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sibilem esse assumimus, necesse est, ut % — A(p + qx) — B sit divisibile per
(p + qx)é. Ex natura igitur aequationum, cum quantitas % — A(p+qx) —
duos habeat factores aequales, oportet, ‘ut tam ipsa quam eius differen-

tiale d.% — Aqgdx sit divisibilis per p -+ gx; ergo tam ipsa illa quantitas

quam eius differentiale evanescet posito p -+ qr=0 seu x= —%. Fiat
igitur & = — —1-;— ac prior aequatio dabib % —B=0 seu B= %, posterior
M ’ .

vero 4 = ?1%' Determinatis ergo coefficientibus 4 et B ex formula differen-

tiali olx cuius denominator N factorem habet (p 4 ¢x)’, hic ipse factor
praebeblt integralis partem hanc

M

L az Mf
qdx p—f—qx (p-&—qx)?

posito in coefficientibus ubique — % loco .

16. Si denominator N habeat tres factores aequales seu divisibilis sit
per (p + qx)’, ex eo orietur eiusmodi pars

A B C
taer T oter T ot
. M . . T . N
quae a fractione 3 ablata relinquet fractionem - existente §= CET

Fiet ergo
‘ p_M—A48~ -B(p +q)S — U(p+qx)’S

(»+g2)°

quae cum quantitasv integra esse debeat, oportebit

M—AS——B(p—l—qx)S—C(p-{—qw)W
seu
| 4 —A4— B(p+qz) — p+g2)°

divisibile esse per (p + g#)*, id quod eveniet, si et ipsa illa quantitas et
eius differentiale et eius differentio-differentiale fuerint per p-4-gz divisibilia.
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Quare sequentes tres quantitates

%I—A—B(p+qw)—0(p+qx)’,

d. %l—- Bgdr —2C(p + qx)qdz,

dd. % —20qqda?

divisibiles esse oportet per p + g ideoque singulae, si in ipsis ponatur

p+grx=0 seu z= —%, evanescent. Ponatur ergo in singulis &= — %
atque ex prima orietur 4 — %[ , ex secunda B = q—d %{ et ex tertia
' 1 . .

C == 2qqd dd.%;—[ . His coefficientibus inventis ex denominatoris N factore

- cubico (p + gx)* orietur sequens integralis pars

M 1 .M M [ do
f(p-i—qa:)”’ + iz qdw d. f(p-i—qx)’ + 2q2da:’dd 8 Jptax
N
posito in coefficientibus ubique — ? loco # ac existente S= TR

~ 17. Simili modo, si ponamus formulae differentialis B—I dx denominatorem
N quatuor habere factores aequales seu divisibilem esse pe1 (p +q=), ita ut

sit S = @ +qw)‘ quantitas integra. Quodsi iam ex hoc factore (p + g)* nasci
ponatur ista integralis pars ‘

f(p+qw)*+ vf(p+qw)‘°’+ f(zo+qx)2 pj-xqw’

ostendetur pari quo ante modo hanc quantitatem

A —4—B(p+q5)— C(p+ 40) — D(p + g2

divisibilem esse oportere per (p 4 g«)*. Hoc autem eveniet, si praeter hanc
ipsam quantitatem eius differentialia primi, secundi ac tertii gradus singula
fuerint divisibilia per p 4 g». Hinc itaque per p 4 gz divisibiles erunt qua-
tuor sequentes quantitates ' ’
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& —4—B(p+q2)— C(p + ¢ — D(p + g,

d. %‘—— Bqdw —2C(p + qx)qdx — 3D(p + qx)’qdx,

ad. 2 __ 9 Cqqda*— 6D (p + qu)g*da’,

8
@, % — 6D dat;
singulae ergo evanescent‘posito x=—72_ TFacto autem ubique z — ~—1;’ g prima
aequatio dabit A~ §, secunda dabit B— 7-d.%, tertia dabit C=,_ ' - .dd. %

et quarta dabit 1)———7 g da A0 i

ninatoris factore (p + gu)* orlunda

M 1 M M
.f(p—l—q:v)‘4 + iz qdx d. f(p—i—qwf + 2q2dx2 f(p+qw)2

_i_,*}_ﬁ 3%. wdiﬁ
69°d2*" "8 Jp+qgw

Ex his colligitur integralis pars ex deno-

posito in ommibus coefficientibus # — — %-

18. Facili igitur negotio hos coefficientes determinamus, quos in supe-
riori tractatione per prolixissimos calculos eruimus ac pro- altioribus pote-
statibus tantum per inductionem conclusimus, haecque determinatio pro fac-
toribus simplicibus cuiuscunque formae valet, cum superior ad hanc tantum
formam 1+ g« esset' accommodata. Hic autem ulterius progressuri inductione
non indigemus; si enim denominatoris M factor sit (p + gx)* hincque inte-
gralis pars oriunda ponatur

dz f dx f de
= L ar SN Y I B N .
Af(pww)” B wrap1 TS e TP ) goy=s T et
ratiocinio supra adhibito pateblt posito S= = +qx)" per (p+ qx)" divisibilem

esse debere hanc expressionem

%,[—A—B(p + q#) — C(p 4 qu)’ — D(p + qx)* — E(p + gw)* — ete.

Luoxuarpr Evterr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 21
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Tam igitur haec ipsa expresssio quam eius differentialia ordinis primi, se-
cundi, tertii etc. usque ad ordinem » —1 inclusive singula per p - gz divisi-
bilia esse oportet:

%[—— A— B(p + g%) — C(p + q2)' — D(p + 92)’ — E(p + q2)' — ete,
M

d. T Bgdx — 270(19 + gx)qdz — 3D(p + qx)qdz — 4 E(p + qx)“gdx — ete,,
dd.%— 20¢dat — 6 D(p + gv)¢*da* — 12 E(p + qu)ig*da’ — etc.,

d“.%i[—— GDqsdac;— 24E(p + qsv)q"olzﬁ3~ 60F (p + qx)*q*da®— ete,,

@ 5= 24Eq*da* — 120 F(p+ gx)q“dw — ete,,

. ¥ 190 Fgdst — ete.

eﬁc.

P " singulae istae expressio-

Quodsi iam ponatur p + g =0 seu z = — p

nes evanescunt indeque reperitur

M 1 WM

=5 D=span® s
B= %% E=igar "5
vt g M _ 1 M
0"2q2dx2dd‘s b= 120¢%d2® . 8
etc.

Ex his igitur colligitur integralis quaesm pars ex denominatoris N factore
(p + qx)* oriunda fore

Mf 1 _3_1.]’ do 1 %'f da
(p+q2y qud'S (p+qx)"“+2q2dx2dd‘8 (p+qay*
Ll [ da L[ N
togan? s J orar T e TS S ot
+ 1. a1 M dzx
1-2.3.--(n—1)g" " *da™~? S ptgx

existente S = TETa atque in coefﬁmentlbus ubique posito ©=—
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EXEMPLUM 4

(1—x)dx

19. Huius fwmulae differentialis ' FEs =) B — Az

integrale invenire.

Hic est M =1—x et N= 4(290 1)3(3x—~2)2(4x—3), et cum variabilis
@ in numeratore M pauciores habeat dimensiones quam in denominatore N,
nulla pars integra in fractione % continetur nullaque inde nascitur inte-
gralis pars. Consideremus ergo factores denominatoris ac primo quidem z*;
erit
S= (22 —1) 8z — 2)'(dx — 3)
et p=0 atque ¢=1, unde ponendum erit #=—2L—0. Iam ad coeffi-

q
cientes requisitos inveniendos erit

M__ i-a _1
S (22—1)°(3z —2)(4z—3) 12’

'd M 1202° — 28822422372 — 56

T T e—1)Bz—20 @ds—3) dv—gda,
da. M __ —172802° +656642* — 980164° 4 720684 — 261622 + 3758 Aot — 187gdx2 '
i S o (2x—1)°(8z—2)*(4z — 3)* 216
M — 26162 37580 45096 45096) 24499
3 3 __ 3
5= T e T oeser T 1m0 = app 49°
Hinc ex denominatoris factore #* nascitur integralis pars haec
dx 1879 24499 [dx
w) ot o wt e
seu N
1 7 1879 | 24499
O 5608 182w 4330 T 1206 7
Sumamus alterum factorem (22 — 1), quo est ¢ =2, p = — 1; est valor pro
& substituendus — 2, deinde est

S=a'(3x —2)* (4w — 3)

atque coefficientes quaesiti
- 21*
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M 1—z '
S T ABr—2)7@dr—3) 32,

1 ., M 722°—1612"+1122—24 .
/rﬂ'—d'—g = P(Bz—2)y(4z—3)¢ 192,
1, M .

s dd. g = — 4352)

Integralis ergo pars ex factore (2¢ — 1)’ oriunda est

dx
32f(2x 1)5 96f(2x 1 2z—1

48
+ oty T 3a 1 — 2R —1).

sive

Tertius denominatoris factor (3z — 2)* dat p—=—2 et ¢ —3 atque
S = 2'(20 — 1)’ (4 — 3),

2 . .
unde ponendo = 5 oriuntur. coefficientes

M ‘ 1—z _'_2187'
S #Rex—1P@4x—3) 16 ’
1 , M 32805,

EEd'F 16

integralis ergo pars ex factore (8z —2)° oriunda erit

| 2187 10935 [ dz . 729 3645
- f(3x 2)"" 6 Jio—2 W T EEi—o g Bz —2).

Tandem ultimus factor 42—3 dat 2 = % atque

S =22z — 1Bz — 2),
unde erit .
M 11—z 8192

S =w4(2x—1)3(3w—~2)§= 81’

unde integrale ex hoc factore oriundum erit

8192 dx 2048
81 J4z—3 51 4o —3).
1) Editio princeps: — 3200; quem ob errorem etiam sequentes valores erant corrigendi.
A G
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Formulae itaque differentialis propositae huius

1—a)dx
2t (22 —1)%(8x —2)* (42 — 3)

integrale completum erit

1 7 1879 | 24499 8 48
C— 5625 18w 432s T 1996 bz + (2z—1) to,i T 212120 — 1)

L1729 3645

2048
16(3x —2) + 56 ¢

1 (32— 2) + 07 U(4e — 3).

20. Convenit quandoque loco differentiationum ipsius %[ ipso principio
uti, unde eas deduximus, hocque modo facilius pervenietur ad numeratorem
quaesitum. Scilicet si denominatoris N factor fuerit R, ita ut sit

N=RS,
in fractione NM seu EJ% continebitur fractio simplicior g , si ea fuerit summa
harum % + g Fiet ergo
M=VS+ TR,
unde oritur
M—-vSs
T—=—5—

Quare cum T sit quantitas integra, pro V eiusmodi quantitatem integram
quaeri oportet, ut M — V8 divisibile fiat per R, quod autem ita effici debet,
ut variabilis £ pauciores obtineat dimensiones in ¥V quam in E. Haec vero
quantitatis ¥ inventio interdum ‘sine differentiationibus facilius absolvitur
solo ratiocinio.

Sit enim pro %[ proposita ista fractio |
ot
xm (1 + xn) ’

ubi est M=1, R=2" et S=1+ 2", atque ad quaerendam fractionem x% ,
in illa fractione contentam, in cuius numeratore V variabilis x pauciores
habeat dimensiones quam m, oportet pro 7 eiusmodi functionem investigare,
ut 1— V(1 4 o") fiat divisibile per #”. Patet autem, ut 1 tollatur, esse debere

V=144 X, quo substituto haec quantitas
| X + 2" + Xao"
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divisibilis est reddenda per z™. Perspicuum autem est, si fuerit m <=, tum
« o . . . . . 1
divisionem -succedere, si X =0, ideoque casu m < » in fractione AT
. . . e 1 . .

continetur haec simplicior _;;. Quodsi autem sit m>n, tum ponatur X =¥ —a"

habebiturque ,
Y- "4 Ya*

divisibile per «™; evenit hoc, si m < 2n, posito ¥ =0; quare sim > n et
m < 2n, tum erit X=-—2" et V=1—2". Hinc facile consequimur gene-
ratim fractionem g fore ’

1 — o 22" — g% 4 gi" — ete.

xm

2

"in cuius numeratore tot capiendi sunt termini, quoad ad exponentem ipsius z
maiorem quam s perveniatur. In formula ergo differentiali
minatoris factore 2™ haec- elicitur integralis pars

dx . d
Wm ex daeno-

dx dx dx dzx "
Er}r —. Zm—n + Zm—2n - Zm—3n + € Cf )

eousque continuanda, donec exponentes ipsius x fiant negativi; ista autem
integralis pars hoc pacto multo facilius reperitur quam per differentiationes
ante indicatas. :

21. Exposuimus igitur modum facilem atque expeditum ex factoribus
simplicibus denominatoris N in formula differentiali fv—‘[dx ac potestatibus
eorum, quae quidem in N continentur, partes integralis quaesiti respondentes
inveniendi. Totum enim integrale formulae %@ componitur ex partibus, quae
.cum ex quantitatibus integris in Fractione % contentis oriuntur tum ex sin-
gulis factoribus denominatoris N. Eae quidem integralis partes, quae ex
quantitate integra in fractione 1—; contenta nascuntur, sunt perpetuo quanti-
tates algebraicae, illae autem, quae ex factoribus simplicibus denominatoris N
proficiscuntur, sunt quantitates logarithmicae, cum quibus etiam algebraicae
coniunguntur, si potestas cuiuspiam factoris simplicis in denominatore N
contineatur; hocque casu subinde evenire potest, ut in integrali pars logarith-
mica penitus evanescat solaeque quantitates algebraicae superstites maneant.
Quodsi igitur denominator N omnes factores simplices habeat reales, tum

integrale formulae differentialis MTM, nisi est quantitas algebraica, per loga-
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rithmos exhiberi potest. Sin autem in denominatore N contineantur factores
simplices imaginarii, tum quidem per methodum integrandi hic expositam
perveniretur ad logarithmos imaginarios, quos autem, siquidem quantitatem
realem prae se ferant, ad arcus circulares reduci posse constat. Supra autem
iam observavimus, si denominator N habeat factores simplices imaginarios,
tum eorum numerum semper esse parem atque ex iis binos semper ita esse.
comparatos, ut eorum productum fiat expressio realis. Hanc ob rem loco
factorum simplicium imaginariornm formari poterunt factores trinomiales
reales, quorum numerus erit duplo minor, ex hisque factoribus pervenietur
ad integralis partes a quadratura circuli pendentes.

22. Praecipuum igitur negotium, si denominator N habeat factores sim-
plices imaginarios, in hoc versabitur, ut ipsius denominatoris N factores tri-
nomiales reales exhibeantur, in quibus factores imaginarii contineantur. Sit
itaque '

pEredqan
huinsmodi factor trinomialis ipsius N, cuius factores simplices sint imaginarii;
erit 4pq > rr seu -2——1/— < 1. Denotabit igitur 2—1/— cosinum cuiuspiam anguli,
- qui sit ¢, ita ut sit _17104 cos.A.¢ et r— 21/109 .cos. A.g. Quamobrem

generalis forma huiusmodi factoris trinomialis erit

»—2xVpg - cos. A.gp + qux

atque ideo in hoc nobis erit elaborandum, ut inveniamus, an huiusmodi fac-
tores trinomiales in denominatore N contineantur et quot sint futuri et
quales. Patet autem in hac forma trinomiali etiam factores simplices reales
comprehendi, si fiat ¢ —0; tum enim ob cos. A.¢ =1 erit factor ille tri-
nomialis — (Vp —xV4g)" indicabitque denominatorem ‘N divisibilem esse per
Vp —xVg; etsi concludi non potest etiam ipsius quadratum (Vp — V)
esse divisorem ipsius N; investigatio enim divisorum aequalium ex alio fonte
est petenda. Quamobrem si determinaverimus, quot variis modis expressio
p—2xVpq-cos.A.g + grw tanquam factor in denominatore N contineatur,
tum simul tam omnes factores trinomiales in imaginarios resolubiles quam
etiam ipsos factores simplices reales assequemur. Atque hinc etiam, si ista
investigatio perpetuo poterit absolvi, intelligetur, quod supra iam probavimus,
omnes factores simplices imaginarios ad factores trinomiales reales reduci posse.
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23. Ponamus ergo denominatoris N factorem esse

p—25Vpq-cos. A.p + qux;

is itaque in se complectitur hos binos factores simplices imaginarios

xVqg—Vp-cos.A.¢p +V—p-sin.A. g,
zVqg—Vp-cos.A.g —V—p-sin.A. ¢;
si igitur hi factores simplices nihilo aequales ponantur et valores ipsius @

inde oriundi in N substituantur, utroque casu valor ipsius N evanescet. Fiet
autem valores ipsius # coniunctim exprimendo

w=V%-cos.A.q)iV~—§—-sin.A.(p,

vel si ‘ponamus commoditatis gratia f=— V%, erit

x=fCOS.A;(p +fV—1 sin. A ¢;

uterque igitur valor ipsius # in N substitutus ad nihilum perducere debet.
Colligitur autem cum ex ipsa operatione instituenda tum ex proprietatibus
de multiplicatione arcuum cognitis singulas ipsius x potestates sequenti modo
expressum iri : .
& = ffcos. A.2¢ 4 ffV—1.sin. A. 2¢,
4* — f*cos.A.3¢ 4 [*V—1-sin. A. 3¢,
' = f*cos. A4 4 *V—1-sin. A. ¢
et generaliter

&' = f*cos. Ak + f*V—1.sin. A. k.

Cum igitur loco cuiusvis potestatis ipsius z duo tantum termini substitui
debeant, substitutio utraque pro utroque signorum ambiguo facile absolvitur.
Quod quo facilius perspiciatur, scribatur in N primo f* cos.A.k¢ loco cuius-
vis potestatis #* sitque, quod prodit, = P; deinde loco z* scribatur f*sin. A.k¢
et, quod prodit, sit = ¢ atque manifestum est per substitutionem

#* = f*cos. Ak + f*V—1-sin. A. kg
denominatorem abiturum esse in

P4 QV—1;

quae duplex expressio cum debeat esse — 0, erit tam P—0 quam @ — 0.
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24. Ad valores igitur tam pro p et ¢ quam pro arcu ¢ inveniendos,
‘qui reddant

p—2xVpq- cos. Ag+qor

factorem denominatoris N, posito f= V~§— duplicem nanciscimur aequationem;
primo scilicet loco 2* ponendo f*cos.A.k¢g oritur aequatio P=0 ac deinde
loco #* ponendo f*sin. A. k¢ orietur altera aequatio @ =0, ex quibus duabus
aequationibus tam quantitatem f quam arcum ¢ determinari oportebit. Hoc
autem pluribus modis semper praestari poterit, tot scilicet, quot varios fac-
tores tam simplices quam trinomiales reales denominator N in se complec-
titur. Simplices quidem prodeunt, si ¢ =0, quo casu alter valor ¢ sponte
fit 0 ob sin.A.kp = 0; tum autem erit cos.A.kp =1 ac valor P ex N na-
scetur ponendo simpliciter f loco x. Quare quot ista aequatio P =0 habebit
radices reales, tot prodibunt factores simplices reales denominatoris N; ac si
omnes radices aequationis P = 0 fuerint reales, tum ulteriori investigatione non
erit opus. Sin autem radices imaginariae contineantur, tum alios quaeri
oportet valores pro arcu ¢, qui aequationibus P=10 et ¢ =0 satisfaciant,
hincque convenienter valores pro [ elicientur atque sic factores trinomiales
obtinentur factores simplices imaginarios complectentes.

Usus autem huius regulae clarius apparebit, si eius ope factores trino-
miales investigemus denominatorum, quos deinceps in exemplis sumus trac-

taturi. Sit igitur primum sequens proposita forma, cuius factores reales
sive simplices sive trinomiales investigari oporteat,

a-+ Bz

25. Quia substitutiones praescriptae loco potestatum ipsius 2z sunt
faciendae, terminus absolutus « ita est spectandus, quasi esset az’. Posito
ergo loco potestatis ipsius x generalis #* tam f*cos.A.kgp quam f*sin. A. ke

et utraque expressione resultante facta =0 sequentes duae aequationes
habebuntur

o+ @Bf* cos.A.ngp =0,
Bf" sin. A.ngp = 0.

Primum igitur poni potest ¢ =0, quo posteriori aequationi satisfiet; prior
vero dabit

at ffr=0 sen f=J/—5=)2

Leonaarpr Evnzrr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 22
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unde oritur divisor simplex Vp — Vg seu Vo —aV— B sive V— % — 2.
Quodsi ergo sit » numerus impar, semper unus habetur factor simplex realis
Vo —aV— B. At si n sit numerus par, factor simplex realis. non dabitur,
nisi — % fuerit quantitas nafﬁrmativa; hoc vero casu duplex habebitur factor
simplex realis, nempe +V— 5 —x, sive huius expressionis « — @z" hi duo
erunt factores simplices reales Ve + .ﬂ?ﬁ et Ve — x17,8, si quidem # est nu-
merus par; hi autem casus per se sunt noti atque in sequenti investigatione
denuo occurrent.

26. Non igitur sit ¢ =0 atque aequatio posterior dabit sin. A.n¢ = 0;
ex quo posita semiperipheria circuli = n, existente radio =1, erit ng — mul-
tiplo cuicunque semiperipheriae n, quod sit kn, hincque ¢ = kn—” Hinc autem
fiet cos. A.m¢p = cos. A.kn = 4 1; erit nempe cos.A.ngp = -+ 1, si k fuerit nu-
merus par, et cos.A.np =—1, si k fuerit numerus impar. Substituto hoc
valore in priori aequatione habebimus & 4 8f*=0. Hinc duos casus evolvi
conveniet, prout « et @ sint quantitates vel iisdem signis vel diversis affectae.

Sint primo iisdem signis affectae [seu quaerantur factores huius expres-
sionis]

o+ Bz
- atque sumatur k¥ numerus impar 2k — 1, ut sit ¢ — (—~—J—)i’ et cos.A.ng =—1;
erit
e—Bfr—0 ot f=]5=12
unde '

10=17¢“’ et q=_176“’-

Formae igitur propositae « -4 B2" habebimus hunc factorem trinomialem
generalem ’

Ve ——290Va,3 cos. A. (2k T 1wV

Atque hinc tot factores diversi resultabunt, quot loco ¥ numeris integris sub-
stituendis diversi valores pro cos. A. @k — ~ @k — 1o oriuntur. Quodsi autem loco %
successive omnes numeros integros 1, 2, 3, ... » substituamus, tum quilibet
factor trinomialis bis occurret, si » fuerit numerus par, sin autem » fuerit

numerus impar, tum in medio solitarius factor relinquetur posito 2k —1 —=#n
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hocque caésu fit cos.A.m=—1 et ex hoc factor simplex realis nascitur

7 n,
Ve-+zVp. Factores autem trinomiales obtinentur ponendo loco 2k —1
omnes numeros impares minores quam #.

‘ 27. Ex his igitur omnes factores tam simplices quam trinomiales reales
exhiberi possunt formae

o + far;

si enim 7 sit numerus par, omnes erunt trinomiales eorumque numerus
o= %, qui erunt ‘

Ver — 29017%8 - €OS. A. i + xx 17,82,

o Vet — 23V af3 - cos. A —}-a:xl/ﬁ“’
Vet — 2961%,6 - COS. AT;G + xwﬁﬁ{

Va — 25V ag - cos. A. (n T4+ wx VB

Quodsi autem # fuerit numerus impar, tum unus factor erit simplex, reliqui

. . | . —1
trinomiales horumque numerus = "T; omnes autem erunt

Vo — 21 Vg - cos. A.% +z2Vp,
17&” — 290]705,8 - 6OS. A.‘l—m + xx]7,82,
Vet — 2x1n/aﬂ - COS. A.%; + xxﬁﬂ“‘,

vV«x *—22Vef - cos. A. (n Ty xx VB
Ve + xlyﬂ

Utroque autem casu factores exhibiti actu in se ducti formam propositam
« + (2" producent. '

22%
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‘ 28. Sint iam quantitates o et @ diversis signis affectae seu quaerantur
factores huius expressionis ‘

a— 32"
atque pro k accipi oportebit numerum parem 2%, ita ut sit ¢ — g—k’;’i et
«—Bf"=0 seu f— V§=V§

p=Ve et ¢g=Vp.

Factor igitur trinomialis realis in genere erit

unde

Vet — 22 Ve - cos. A. gf{f + za VB

atque tot erunt huiusmodi factores, quot varii prodibunt valores pro
COS. A.g%f- Omnes autem diversi prodibunt valores, si pro 2k, substituantur
omnes numeri pares usque ad » Et quidem O loco 2k substituendo oritur

factor simplex , .
Ve—zV8.

Praecterea vero, si » numerus par et fiat 2k — n, denuo factor simplex realis
oritur

Vo + x 17,3.
Quare si # fuerit numerus par, huius formulae
a— 32"
sequentes erunt factores reales sive simplices sive trinomiales
Va— xVﬁ ) - ,
Ve — 2V ap - cos. A.gnf + sz VP,
Ve — 2V e - cos. A."‘n—’z + zx VB,

Ver — 25V e - cos. A. 67»—” +zx VB,

Vo' —22Vep- éos. A.@—%@’f + xx Vg,
Va+ V3.
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Quodsi autem % fuerit numerus impar, tum formulae
o — Bz
factores reales erunt sequentes
fya —Z .‘718 ’
V2 —22Vaf - cos. A. gnf + za V@,
Ve —25Vaf - cos. A.énf -+ xwﬁﬁﬂ
Ve — 2m1n/aﬂ- cos. A..% 4+ wxln/ﬁg,

Ve —2xVef - cos: A (n T+ zaV B

Atque utroque casu productum ex his ommbus factoribus ortum producet for-
mulam ¢ — Ga".

29. Ex his perspicitur, si loco ¥ omnes numeri integri ab 1, 2, 3,
usque ad # inclusive substituantur, tum omnes factores trinomiales ex ista
forma generali resultantes

1/ Qoneﬂ cos. A. (2k —l—x Vﬂ

si in se invicem ducantur, producturos expressionem hanc
(@ + Ba")

ideoque, si ex singulis illis factoribus radices quadratae extrahantur, pro-
ductum ex his omnibus radicibus dabit formulam e« - Ba".

Simili modo si ut ante loco ¥ omnes numeri integri 1, 2, 3, ...n sub-
stituantur, tum omnes factores trinomiales, quorum numerus erlt =mn, qui
resultant ex forma generali

27m

Ve? — 2.’1)1705,@ -Cco8. A=+ Vﬂ ,
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si in se mutuo ducantur, dabunt productum
(e — Bx")

Atque idcirco, si ex singulis his factoribus radices quadratae extrahantur,
earum productum dabit ipsam expressionem o — Bz

80. Hoc igitur pacto resolvi potest formula « 4 82" in » factores, quo-
rum quilibet est radix quadrata ex expressione trinomiali huiusmodi

Vet — 2991%,6 -cos. A. ¢ + zx 17,32.

Potest autem radix quadrata ex huiusmodi expressione admodum succincte
geometrice construi. Erit enim '

]/(17“2 —2zVef - cos. A. ¢+ zx Vﬂz’)
= V((Va -cos.A.¢p — wVﬂ)s + (1704 -sin. A, ¢)2)-

Erit ergo quilibet eorum factorum hypotenusa trianguli rectanguli, cuius alter

cathetus — V- cos. Ao —xVB et alter Va-sin. A. @, quae expressiones in -
circulo, cuius radius = Ve, commodissime
exhiberi possunt. Fiat nempe circulus

- PQRSTV (Fig. 1) centro C et radio
CP —V«; dividatur eius peripheria in 2#
seu semiperipheria in » partes; erit

PR="% pr-5% g
n n

Capiatur porro in radio CP distantia
CO—=zxV@ atque ex puncto O ad sin-
gula divisionis puncta ducantur rectae
OP, Op, 0@, Og etc.,, quae quantae futurae sint, ex recta indefinita OM
colligi poterit. Sit arcus PM — ¢ et ducta perpendiculari MN erit

Fig. 1.

MN="Ve. sinnA.¢g, CN="Ve- éos.A.(p
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ideoque ,
- ON =Vea-cos.A.p — V8,
unde fiet '

. OM =Vt —22Vap cos. Ag + a5 V).
Ex his ergo sumendis divisionum punctis paribus4 erit
OP-0Q-OR-08-0T-0V =a— ",
sumendis autem divisionibus imparibus erit
Op - OQ.' Or.0s- Ot 0v = o+ B"

hocque est theorema elegantissimum a Coresio inventum'), cuius adeo
demonstratio per methodum nostram investigandi factores trinomiales a
_priori est data. ’

81. Progrediamur ad exemplum magis intricatum atque quaeramus fac-
tores reales tam simplices quam trinomiales huius expressionis

m a+ﬂxn+7w2n;,
cuius factor trinomialis quicunque si fuerit
p—2xVpgq-cos.Ag + quw,

posito ['= ]/3;— incognitae f et ¢ ex his duabus aequationibus erui debebunt

o -+ Bf" cos. A'.ngv + yf** cos.A.2n¢p =0,
Bf"sin.A.ng + yf*" sin. A.2n¢p = 0.

Cum iam sit sin.A.2n¢ = 2sin. A.ng - cos.A.n¢, erit ex aequatione posteriori
vel sin. A.ngp =0 vel B4 2yf"cos.A.ngp =0.

Sit primo sin. A.n¢g = 0; erit vel ng = 2kn vel ng = (2k — 1)7; ponamus
ergo ng = 2k; erit cos. A.ngp =1 et cos.A.2n¢p =1, unde a4 Bf*+ yf**=0
hincque ‘ ‘ o

o =BV —tey).
2y L)

1) Vide notam p. 140. A. G.
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sin autem ng = (2K — 1)z, erit cos. A.mgp — —1 et cos. A. 2n<p —|— 1, unde
a— Bf" + yf** =0 hincque

BV (B —4ay)
"= 27/ ¥

Istae ergo solutiones locum  habere non possunt, nisi sit 3 >4ay Sit ergo
3* > 4ay atque sequentes casus erunt notandi.

L a4 pa"+ ya®

Ut f* affirmativam obtineat valofem, sumi debet =

Vﬁ+V( —4ay) ]/p

BHV(B—tar) _, o B—V(B—tap) _
2 - 2

w eritque

sit

eruntque factores trinomiales huius formae hi bini

Ve — 29017;/2- cos. A. (216“1)3 -+ xxf/yy,
Vn -2931/771 cos. A. —(-2——) -4 wayy,

utraque expressio ut praecedenti casu tractata dabit factores reales vel sim-
plices (nempe si # numerus impar) vel trinomiales, qui omnes in se invicem
ducti expressionem propositam producunt.

82, Maneat 8* > 4ay sitque haec forma proposita
IL a— g2+ ya™

Ut /" affirmativum valorem obtineat, sumi debet ¢ = g—’;i’ eritque

fe Vﬂ+1/( —4ay) Vp

B+V(B—4day) B—V(B—4ay)
2 P={ et Ty T

sit ut ante
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hincque orientur sequentes duae formae pro factoribus trinomialibus quaesitis
.o 7, 2kx 7,
Ve — QmVyC . cos.A.T -+ wng/;/,

Vr—2xVyn- cos. A.2—ZE + zaVyy,

qui, quoties fiunt quadrata, radices praebent simplices reales; ceteris casibus
factores trinomiales resultant.

Sit iam proposita ista expressio

L o+ Ba" — ya™,

in qua semper est [7’2 + 4ay quantitas positiva. Praebet autem casus ¢ = »k’-”—

n ﬂ—l—l/(ﬂ +4ey) (?k—l)
unum valorem positivum pro /"= 2y alterqueA casus @ =
pariter unum f* = ﬂé—i—ﬂ“—”- - Ponatur

ﬁ+1/(ﬂ2+4w) _r et —BHVEtie)
2

atque sequentes duae formulae dabunt omnes factores reales tam simplices
(quando scilicet fiunt quadrata) quam trinomiales

Ve —2aVyL - cos.A. %Zcf + xacl?y;/,

l/fq —2aVyn - cos. A. (% DL T+ waVyy.

33. Quartus casus, quo sponte fit 3° > day, est haec forma

IV, a— Bxt — ya.

Hic iterum casus ¢ — ?%’ unum praebet valorem positivum pro f"= :ﬁi_l%(_{i_’_—ﬂy_) '
alterque casus ¢ = @—%—1) pariter unum f* = fot] +V(ﬁ +4“—y—)- Ponatur ergo

“ﬁ+V(g2+4OC}') —C et ﬁ'f‘V(ﬁZ‘*_““‘?’) —q

Leonusrpr Evrert Opera omnia I17 Commentationes analyticae 28
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atque omnes factores formulae propositae tam simplices quam trinomiales
continebuntur in his binis sequentibus expressionibus

Ve — 2901”/;@- cos. A. % -+ xxﬁyy,
Vn —2901/777 cos. A. (2k—1 ) —l—zva;Vyy

Ceterum de his casibus, quibus (3* > 4ey, notandum est iis formulam
propositam
o + ﬁ xn + ?, 5(}2"

. actu posse resolvi in binas formulas reales duobus terminis constantes

Va+ nﬁ+-‘/(ﬁ2——4‘xy)’ 'V + 'nﬁ V(ﬁg 4“?)
o 2Va
quae cum similes sint iis, quas primo loco tractavimus, utraque seorsim
modo iam exposito in suos factores resolvi poterit. Provenient autem hoc
pacto illi ipsi factores, quos hic exhibuimus. '

34. Pro casibus iam, quibus non est 3°> 4ay, alteram solutionem
aequationis
Bf" sin. A.ngp + yf** sin. A.2n¢p =0
accipi conveniet, quae dat
B+ 2yf" cos. A.ngp = 0.

Sit cos.A.np =z; erit [* = :yg, qui valor ob cos.A.2n¢ = 2zz—— 1 in priori
@zz— 1)
dyze o

aequatione substitutus dat o« — + BEC =0 seu 4ayzs — ,3,8, hinc erit

&= 21_/‘57 et [” =]/% ideoque 10 Ve et g—7Vy. Ponamus eum arcum

minimum = w, cuius cosinus est %—, eritque cos. A.(2k — 1)+ w)—
oy

Vow

. : . . (2k —_— 1) T i o . 2
ideoque obtinetur ¢ ="-——===- Quocirca casu [’ <4ay si arcus, cuius
- cosinus est = 2—}5— , ponatur = w, erit formulae propositae
ay
o + ‘3 x'n + 9/5172"

quilibet factor frinomialis in hac forma contentus

2k—)zto
V3

]7052 — 2901%7 - cos. A. (2% + xxln/;/y.
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Huiusmodi autem factores habebuntur numero », qui prodibunt, si loco k
successive omnes numeri integri 1, 2, 3, ... usque ad # substituantur tribuendo
ipsi w sive signum 4+ sive —; utroque enim casu arcus prodibunt, quorum
cosinus congruent. Signum scilicet — arcu w praefixum eosdem dabit cosinus,
- quos signum -, ordine tantum retrogrado, siquidem loco k numeri 1,2, 3,... %
substituantur, unde factores ipsi erunt sequentes

7, 7 T — 2,
Ve! —2aVay - cos. A———+ oo Vyy,
Vet — 2aV ey - cos. A. 3—%——“ + ww%/;/,

17042 — 290‘1705;/ . cos.A.in—ﬂ -+ xaﬂ?y;/,

Vet — 24V ay - cos. A. Q”;:&)—wj + xw1777

35. Si coefficiens @ fuerit negativus seu si huius formae, existente

day,
ﬂﬂ< a;’ a_ﬁxn+7w2n
factores debeant investigari, tum calculo ut ante subducto erit = é% et
«V— = cos.A.ng. Quodsi ergo arcus, cuius cosinus — 2_;_ ponatur w, fiet
o «y

2kniﬁ.
n

etiam cos.A. (2kn i w) = a/ﬁ«, ex quo ¢ = Factor igitur quicunque
ay .

formulae propositae continebitur in hac forma

Vtx —290]/059/ cos. A . —— 2kx +w — + wV;r;/

Ipsi ergo factores trinomiales, quorum numerus est #, erunt sequentes

Ve — 25017047 . cos. A, 2T -+ xwl’yyy,
Vet — 25 Vay - cos. A. M_;_@_ + zxVyy,

Ved — 2z 17a7 - COS. A.—q”—;ﬁg -+ xx'%/;/,

2nm

Vet — 25V ey - cos. A = —l—wxl/yy

28%
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36. Hi etiam factores simili modo quo casu praecedenti commode per
circulum construi possunt. Construatur enim circulus PQRSTV (Fig. 2)
radio CA =7V« eiusque peripheria divi-
datur in 2% partes in punctis P, p, 0, q ete.
Tum a puncto primo divisionis P capiatur
arcus PA =2, ita ut arcus n- PA cosinus
sit = 21/%7 Tum per A4 ducatur dia-
meter AB et in eo ex centro (' capiatur
00 —=2xVy atque ex puncto hoc O ad
singula divisionis puncta ducantur rectae.
Erit autem ’ ‘

Ap=az;w’ AQ=2E”—G’),

Fig. 2. Aq —_ etc.

Quoniam vero sumto quocunque arcu AM = ¢ et demisso sinu MN est

MN—=Vea-sinA.g et ON—7Va-cos.A.g—aVy,
erit ‘
' OM= ]/(1’70;2 — 2901706;/ +cos. A.gp + wxln/m’);

erit loco ¢ arcus Ap, A4Q, Aq etc. substituendo

o+ pat + ya*t = Op* - O¢* - Or* - 05" - o# . 0V
atque » : :
o« —pa* +y2** = 0Q*- OR*- 08*. OT*- OV*- OP".

Quae sunt theoremata a Celeb. Morvreo') demonstrata.

87. Antequam istam formulae o« -+ @2" 4 ya*" resolutionem in factores
trinomiales dimittamus, non abs re erit annotare, quod, cum terminus &' desit
in producto, summa omnium coefficientium ipsius x in factoribus aequalis
nihilo esse debeat. Erit ergo

1) Vide notam p. 115. A, G.



135—136] INTEGRANDI FORMULAS DIFFERENTIALES RATIONALES ‘ 181

.A.Qﬁ:%“‘_ﬂzo '

et

2n:n:— ®
COS.

= 0.

Quod quldem sim est numerus par, sponte patet; tum enim alii cosinus fiunt
negativi atque aequales ratione reliquorum. Quando autem # est numerus
impar, puta #=2m —1, tum cosinus negativi affirmativos singuli singulos
non destruunt, interim tamen omnes negativi simul sumti affirmativis simul

sumtis aequales erunt. Est vero cos.A.¢p = %— chord. A.(n + 2¢), et quia est
_ @k—Dm— ‘

29}7ng , erit
(276—-1)5’6—03 ( 2% 2(270—-—1)7::)
cos. A. S —1 chord A. Fm—1 Sl y—
omnesque hae chordae, quarum numerus est — 2m — 1, simul sumtae erunt
—0. Sit f=n— .22 et ponatur . -2 —p, ita ut ¢ sit una pars totius
2m—1 p 2m—1 Q ¢ P

peripheriae, si ea fuerit in numerum quemcunque imparem partium aequa-
lium divisa. Hanc ob rem erit ~

chord. A. (§ -+ ¢) -+ chord. A. (¢ + 39)
—+ chord. A. (§ + 5g) + - - - +.chord. A. (§ + (4m — 3)¢) = 0.

Si ergo peripheria circuli (Fig. 8) in numerum quemcunque imparem partium

Fig. 3.

aequalium, verbi gratia in novem partes aequales Pp, p@, @q, qR, Rr, 78§,
Ss, sT, TP dividatur atque in peripheria punctum capiatur quodcunque A,
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ex quo ad singula peripheriae puncta chordae ducantur, erit posita una
peripheriae parte nona — ¢ et arcu AP pro arbitrio assumto — &

chord. A.(§+ ¢) = Ap, chord. A.(5+ 9¢)— — AP,

chord. A. (£ 4 3¢) — 4g,  chord. A.(§ + 11¢) = — 49,

chord. A.(§ + 5¢) — Ar,  chord.A. (& + 13¢) — — AR,

chord. A.(§ 4 Tg) = As,  chord. A. (£ + 15¢) — — A8,
chord.A.(§ 4 17¢) = — AT,

chordae enim arcuum tota peripheria maiorum pariter ac sinus arcuum semi-
peripheria maiorum fiunt negativae. Erit ergo ductis, uti praecepimus, chordis

Ap+ Ag+ Ar+ As— AP+ AQ+ AR+ AS+ AT
sive -
AP— Ap+ AQ— Ag+ AR— Ar+ AS— As+ AT —0.

- Quod est theorema circa chordas non inelegans, notum quidem, at ex traditis
praeceptis sponte quasi derivatum.

38. Resolutionem formularum e« 82" et o4 B2+ y2'™ in factores
fusius exposuimus, eo quod formulae quantumvis compositae in eiusmodi
formulas resolvi possunt; ex quo secundum haec praecepta formularum magis
compositarum factores simplices vel trinomiales inveniri poterunt concessa
resolutione aequatlonum altiornm dimensionum. Sit- nempe proposita ista
formula

o+ B2 + ya'" + 0

posito 4" =z ea abibit in e - B2+ y2* 4 J2°, quae perpetuo unum divisorem
simplicem habebit realem, quoniam maximus ipsius z exponens est impar.
Quamobrem formula proposita vel in tres binomiales huiusmodi @ -+ ba" vel
in unam huiusmodi @ + b2” et in unam trinomialem resolvitur @ -+ bz" 4 ca®"
hincque eius factores vel trinomiales vel simplices facile per praecepta prae-
cedentia assignantur. Loco formulae igitur o 82" - ya" 4 6 2’" semper
substitui potest huiusmodi expressio

(@ -+ ba") (U + Ba" + Ca*"),

cuius omnes factores reales tam snnphces quam trmomxales ope regulae tra-
ditae exhibebuntur.
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39. Proposita iam sit haec expressio
a+ﬁxn+yx2n+d\m3n+ax4n

cuius factores reales tam simplices quam trinomiales investigari oporteat. -
Ponamus #" =2 et habebimus hanc expressionem quatuor dimensionum

o+ B2+ yd’ + 08 + 2,

quae nihilo aequalis posita vel omnes radices habebit imaginarias vel duas
tantum vel nullam. Posterioribus binis casibus resolutio proposita in factores
- nulla laborat difficultate, eo quod iis expressio proposita in binas reales
huius formae '

distribui potest. At si omnes quatuor radices aeqﬁationis
O=oa-+ Bes+ys® + 02 &2

sint imaginariae, tum resolutio in factores per regulas traditas absolvi non
potest, nisi constiterit expressionem propositam

o+ Bu" + ya*" 4 05" 4 sat”
resolvi posse in hu1usmod1 binos factores reales
&+ B + Ca*)(a + ba" + cxé,");

qubd etsi fieri posse supra iam docuimus, tamen idem pro hoc casu data
opera seorsim demonstrabimus, quo simul magis fiet perspicuum omnem ex-
pressionem algebraicam in factores reales vel simplices vel trinomiales re-
solvi posse.

40. Ad hanc demonstrationem concinnandam praemitto istud lemmas:

Aequatio quaecunque algebraica parium dimensionum, in qua maxima incognitae
potestas et terminus absolutus sew cognitus disparia habent signa, duas ad minimum
habet radices, quarwm altera erit offirmativa, altera negativa.

Sit enim huiusmodi aequatio

.zgm+azZm}-—l_l_szm-—Q+Cz2m-—3+k.“'_p=o’:



184 METHODUS FACILIOR ATQUE EXPEDITIOR [138—140

in qua maxima ipsius z potestas habet signum -+, terminus absolutus autem
p signum —. Transferatur terminus absolutus p ad alteram signi — partem,
ita ut ex altera parte ommes termini incognita 2 affecti maneant, habebiturque
~ haec aequatio

z?m_*_az‘.’m——l+bz2m—2+cz§.‘m—3+_._+nZ=p;

vocemus totum membrum incognitum seu omnes terminos z involventes
iunctim sumtos brevitatis gratia — Z, ut sit Z—p, atque manifestum est,
si ponatur 2= 4 oo, fieri Z= -+ ov; sin autem ponatur z=0, fiet Z—0.
Loco  z igitur omnes valores intra 0 et 4 oo, hoc est, ommnes numeros affir-
mativos substituendo pro Z ommes possibiles numeri affirmativi resultabunt.
Quare cum p sit numerus affirmativus, dabitur numerus affirmativus, qui loco
z substitutus efficiat Z = p, ideoque aequatio proposita unam certe habebit
radicem affirmativam. Si iam loco z ponamus — oo, fiet iterum Z— + oo,
eX quo, si loco z omnes numeri negativi seu intra 0 et — oo contenti sub- -

stituantur, tum denuo pro Z omnes numeri possibiles affirmativi prodibunt,

quare dabitur quoque numerus negativus, qui loco 2 substitutus faciet Z = p,’
hincque aequatio proposita Z—p =0 habebit quoque radicem negativam.
Aequatio igitur

Zﬂm_{__az2m——1+bz2m—2+Cz2m—-8+“.__v__-p=0’

si p fuerit quantitas positiva, certo duas habet radices reales, quarum una
est affirmatival, altera negativa].

41. Ut iam ostendamus expressionem
a+ ﬂxn_'_yx?n + d‘x3n+ 8x4n

perpetuo in duos factores reales resolubilem esse, sufficiet brevitatis gratia
ostendisse hanc expressionem &' 4 pz* + gz -+ r resolvi posse in duos factores
22+ uz+ A et 22— uz+ B, qui sint reales. Ponendo enim z" — z et ter-
mino secundo tollendo illa expressio in hanc transmutatur. Cum igitur pro
coefficientibus 7, 4 et B valores reales inveniri debeant, ut sit

z“—l—pz”—}—qz+r=(zz+uz+A)(zz—uz+B),
erit A
p=A+ B—uu, ¢q=DBu—Au et r=AB;
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- binae priores aequationes vero dant

q+Au

U

B=p+uu—A= )

unde fit

A_Wtpu—g o p_ Wtputyg
2u 2u

b

qui valores in tertia aequatione substituti dant
druw = u® 4 2pu* + ppuu — qq  seu  u® + 2pu* ++ (pp — 4r)uu — gqg = 0;

quae cum sit aequatio parium dimensionum  atque terminus absolutus gq
semper positivus signum habeat oppositum summae potestati incognitae w,
haec aequatio certo pro # unam radicem realem dabit. Invento autem pro
u valore reali valores quoque pro A4 et B fiént reales hincque factores
22+ uz+ A et 22— wuz -+ B ipsi prodibunt reales. Simili autem modo de-
monstrabitur omnem expressionem parium dimensionum semper resolubilem
esse in factores trinomiales reales. Hoc certe evictum est hanc expressionem
multo latius patentem '

a+ﬂxn+7x2n+ §x3n+8-x4n

resolubilem esse in factores reales vel simplices vel trinomiales, quotcunque
ea contineat dimensiones.

42. Tradito igitur non solum modo factores trinomiales inveniendi, sed
etiam actu evolutis factoribus formularum principalium e+ B2" et  + 82" + yat"
- exponendum est, quemadmodum, si cognitus fuerit factor trinomialis denomi-
natoris N, in formula differentiali %’9 integralis pars ex hoc factore oriunda
debeat determinari. Sit igitur denominatoris N factor trinomialis quicunque

®

»—22Vpg-cos.A. ¢ + quw,
qui resolvitur in hos simplices imaginarios |
aVqg—Vp-cos.Aup —V—p-sin. A. ¢,

chq—Vp-cos.A.go +V——-p-sin.A.cp.

Leoxmaror Evrer: Opera omnia I17 Commentationes analyticae ‘ 24
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Ex his per methodum ante expositam resultant integralis quaesiti binae
sequentes partes -

, Adx :
fxl/q—Vp~cos.A.q>—V—p-sin.A.(p’
Bdzx
zVq—Vp cos.A.p+V—p-sin. A.(p’

ubi coefficientes 4 et B determinantur ex %—%ﬁc substituelido' loco 2 valorem,

quem ex utroque denominatore nihilo aequali posito obtinet. Sit igitur
dN

= L eritque
M
posito ubique loco z valore
Ve V—op
cos.A.¢p + P sin. A. .
7 T Ve ¢
Simili vero modo est .
M
. B =+
posito loco # hoc valore
Vp V—r
cos. A. L sin. A.
va T e T

43. Ponatur f= 1‘%, et cum sit

% =fcos.A. ¢ +f)—1-sin.A. ¢,
erit, ut supra vidimus, potestas quaecunque
ot = frcos. A. kg + f*V— 1. sin. A. k.

Ad substitutiones ergo faciendas ponatur primo f*cos. A.k¢ ubique loco #*
hocque facto abeat M in I et L in & Deinde ponatur f‘ sin. A. kg loco a*
abeatque M in m et L in . Hoc facto fiet

_Mimy—1 ot B M- M—my—1

g+iy—1 Ay
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Ex his colligitur

28M +2(m

I o g p M2y g

4+ B = TReTI

His inventis summa illarum duarum fractionum integralium erit

IQ(SSR +Im)z Y g—2(8M+Im)Vp- cos. A. g + 2(LIM — Lm) Vp - sin. A.

dx,
(p—22Vpq-cos:A. ¢ + qzx) (8L + 1)

unde ipsum integrale ex factore trinomiali

p—2prq-cos.A.¢+qa¢x'
oriundum per logarithmos et arcus circulares erit

SM 41
(&4 1)Vq

' ' 2 (1M — L) zVq-sin. A. g
I(p—22Vpg-cos. A. zx) + ———"—7 A, tang. )
(® e ¢+ aon)+ & +1)7Vq “Vo—aVa-cosh g

Cubi & M, [ et m ex datis L et M ita determinantur, ut fiat
M=M, L=g posito z*=f*cos.A. kg,
M=m, L=1{ nposito 2*=/"sin. A ke,

N iy . n
estque L = % et f= V%;—, uti assumsimus. Ponatur porro

L M

W = COS. A.}., ’ 17(5]&7-]— m2> = c08. A. ﬂ,
. [ . : m .
_‘—/m = gin. A. l, mﬁ = gin. A. uw,

ita ut sit 2 — A.tang.—é— et w= A.tang.%, reperienturque hinc arcus 1 et u
facili negotio.
Ex his vero colligetur fore

. (M —Lm

sin AL (A —p) = V/(R2 + 12) (M2 + mz)’
LM +lm

| cos. A. (l - /“) = V(gz +'(2)(9322 + mg)'

24%
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yari4m?)

V@ R eritque integralis pars ex factore hoc

Jam ponatur
— 24 Vpq - cos.A. ¢ + qu
oriunda simplicius hoc modo expressa

@E"_&i:/;.(ifi‘) Up—22Vpq- cos.A.g + qua)
q

2f8sin. A. (1 —p) zVq sin. A ¢ )
Va Vp—2xVq cos. A g

Pro quovis igitur casu ea forma, quae commodior visa fuerit, uti licebit.

+

A.tang.

PROBLEMA 1.

xmdx

aFpa existentibus o et

44. Invenire integrale huius formulae differentialis
B quantitatibus positivis.

SOLUTIO

Hic est M =212 et N=oa -+ 32" et Z—IZ = L =nBs" " Factor ~autem
generalis denominatoris N est per § 26

Ve —2001/0:5 cos. A. (2k T xxVﬂ,

unde est »
 p=Ve, q=17,82 et ¢ =(2k—;1—)7~‘ atque f=]7%-
Ex his fib -
M=r"cos.A.mgp, L=nff" *cos.A.(n—1)g,
m=/"sin. A.mg, [=nBf* ' sin. A.(n — 1)g

atque porro g = tang. A.(n — 1)g = tang. A. 4, unde 2 = (r — 1)¢. Simili modo
est g — tang. A.mp —tang. Ay, ergo p=—=myp et A—p=(n—m—1)g.
Deinde est ‘
VR +m) =f et V(@ +1)=npf,
ergo _
L
nﬁfn m=1" "o :

R=
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Ex quolibet ergo factore trinomiali denominatoris oritur haec integralis pars

(n—m—1)2k — 1w .
: . . 2kt

Ty nm+2 Z(Va2~—2wVaﬂ-cos.A( )"+ Vﬂi')

ne " B

9sin A, =M= DEk— 1= : xi‘/ﬁ . sin. A. "—(2’0; D=

+ e A.tang. . . :
e Va—xVﬁ-cos.A.(—zk%ll)i’

cos. A.

ne n ﬁn

quae etiam hoc modo exhiberi potest

A (m—+41)2k — 1)m

COs.
e V(e —20Vap cos 8. DT )
' ne " f°
2 sin. Aﬁw),(.ik_—l)_" - 2VB-sin. A(2k—1)qp
+ ot s A tang.

Voc——xl/ﬁ-cos‘A.(gk—Zl)—“

Si iam loco 2k — 1 substituantur omnes numeri impares 1, 3, 5, 7 etc. usque
ad n atque adeo etiam ipse numerus #, si sit impar, prodibunt ommes inte-
gralis partes, quae quidem ex denominatore N = ¢ - G2" proficiscuntur. Si
igitur m fuerit numerus affirmativus minor quam #, his partibus in unam
~ summam colligendis completum oritur integrale quaesitum hicque etiam com-
prehendetur ea integralis pars, quae oritur ex factore simplici reali denomina-
toris, si » fuerit numerus impar, dummodo eius integralis, quod hoc casu
oritur, tantum semissis capiatur vel loco quadrati, quod hoc casu signum
logarithmi / habebit praefixum, eius tantum radix quadrata substituatur.
Alterum enim membrum arcum circuli involvens hoc casu evanescit.

Locum autem habent haec integralia ex denominatoris o + 2" factoribus
orta, sive m sit maior quam » sive minor sive etiam numerus negativus.
Nisi autem m sit numerus affirmativus minor quam %, ad integrale ex fac-
toribus denominatoris e+ @z inventum quidpiam insuper est adiiciendum.

Sit m numerus maior quam % ac ponatur m = on -} v existente v nu-
mero minore quam #. Per regulam igitur primum datam ex fractione

on+t7

oy} pars integra est extrahenda, quae erit huiusmodi

__:_l__w(a-—l)n-l-'t___ _%x((r—2)n+1_|_ gﬁx(a—S)n%z__ e $

p g T e
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in ultimo termino signum -+ valet, si o fuerit numerus impar, signum —
-autem, si ¢ sit numerus par. Hoc ergo casu ad integrale ante ex factoribus
denominatoris « 4 @#" inventum adiici debet hoc integrale

. xﬂn—n+t+l “xan—2n+1¥1 a2x0n—3n+t+1
Blen—ntrr+1)  fien—2n+7+1) + pen—3n+z+4+1)
asxan—4n+¢+1 __-a”’1a7+1

T B on—4ntot1) + +E@TT)

Sit iam m numerus negativus ac ponatur m = — on—7 existente  numero
minore quam #% atque ad integrale ex factoribus ipsius e -+ B2" inventum
insuper addi debet integrale, quod oritur ex 2~*~% quod membrum in deno-

minatorem ingredietur. Habebimus scilicet FM = —6,‘17-1?; ponamus ex
: &x (24 X . :
. . » v i .
#°"** resultare hanc fractionis partem — — atque manifestum est 1— V(a+B32")
@ . .

divisibile esse oportere per z°**°. Erit ergo

V=l——%x"+ﬁ—2w2"———|— ﬂo xo‘n;

o« o —aott

fieb enim
o+ 1

__Bo+
1—V(e+pB2")=F ﬁa+1xm+n

utique divisibile per 2°"*7, ubi signorum ambiguorum superius valet, si ¢ sit
numerus par, inferius, si impar. Quare ad integrale ex factoribus ipsius
o + Bz* inventum adiici debet insuper

Vix —1 + B
zomtr a(en+r—1)z°" =1 a¥(gn—n+4r—1)gor-nto-1
g’ — B°

o “3(6”—'2%%- 7T — 1)x0n—2n+1—1 “+--- 4+ ;T_‘.l(—t_—ijx—;:i.

De cetero casus, quo m est numerus negativus, ad praecedentem reduci pot-
est, ita ut peculiari solutione non sit opus. Si enim proposita sit haec

m+n-—-2 4

formula differentialis — 2%, ponatur z — - atque habebitur — ¥ 9¥,
™ (a4 p") : Y m;n_";y +8

cuius integratio per extractionem partis integrae ex fractione %?,?3 absol-

vitur, uti docuimus. Dedimus ergo integrale formulae pro valore quo-

xrrax
a4 g
cunque exponentis m sive affirmativo sive negativo. Q. E. I.
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PROBLEMA 2
45. Invewnire integrale huwius fobrmulae differentialis X—L}Zfﬁ existente m gub-
cunque nuwmero integro sie affirmativo sive negativo.
SOLUTIO
Hic est M =2", N=a— 32" et L — (;—iv»= —nfBx*~'. Factor autem

generalis trinomialis denominatoris N =« — B2 est per § 28

Voc“’. — 2 1705,8-003. A.g-ﬁ—y—t + xxl%@i
unde est ' .
. 13 . n 2 . n a
b= Vo‘2’ q= V1827 P = ‘% et f=l/”ﬁ
Ex his autem fiet porro

M = £ cos. A.me, — —nff*cos. A.(n — 1) g,

m=/"sin. Amg, [=—ngf " sinA(n—1)¢
hincque A
%‘= tang. A.(n —1)p et A= (n——l)<p=-2—'M—5—1)ﬁ
atque :
_91% =tang. A mgp et wu=m¢p= 27“;”“
ideoque A —u = @w , quare
cos. A. (A — p) = cos. A. (n—m—1)2kn _ cos. A. (m+1)2k=n
v n n
et .
sin. A. (A — u) = sin. A. (n=m=1)2kx g p T D2kT
n n
Deinde est _
VR +mt) =1 et V(& + ) ——npf,
ergo o
n—m—1 )
—1 e —1 R —1
&= ppni i = arr ¢ =
v npe " ne " B 7 ne " v
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Ex factore ergo trinomiali generali nascitur sequens integralis pars

cos. A, (At D2k= o1 .
— (Va ———290Vaﬂ cos. A. =% —{—a:x]/ﬂ’)

noc?‘ ﬂ"

2 sin. AmED2km z VB sin. A. =T 2’”
+ i e Atang.;
== A

Si iam loco 2% successive omnes numeri pares 0, 2, 4, 6 etc. usque ad »
atque adeo ipse numerus #, si sit par, substituantur, prodibunt omnes
integralis partes ex denominatore « — (32" oriundae. Quoties autem fit
cos. A. 2™ vel +1 vel —1, quorum illud evenit, si 2k =0, hoc vero casu
2k=mn, 51 quidem 7 est numerus par, tum factor prodit simplex et membrum
a quadratura circuli pendens evanescit; membri autem logarithmici his casibus
semissis debet capi seu, quod eodem redit, loco quadrati, quod his casibus
signum logarithmi ! habebit praefixum, eius tantum radix quadrata scribi
debet. Hocque pacto colligendis omnibus istis integralibus resultabit com-
pletum integrale quaesitum, si quidem m fuerit numerus affirmativus minor
quam #n. Quodsi autem m fuerit numerus maior quam %, puta m = on + 7,
tum ad integrale illud insuper addi debet

xan—n+z+1 “xan—2n+t+i ’ azxon—sn+¢+1 . (x"_lx"'*'l
T Blen—nti+1) fen—2n+z+1) p(en—3n+r+1) "'_ﬁ"(z+1)°
Sin autem m fuerit numerus negativus, puta m — —on—z, tum ad inte-

grale ex factoribus denominatoris e« — @2" inventum adiici oportebit

1 i
—_ &A(gn-{—t—l)xan"'t—l - 052(6%—%4-1:—1).730”—"'*'1-1
_ p OO S
od(en—2n+ v —1)gon-Inte-1 T @t (z—1)a" !
Q E 1 '
PROBLEMA 3
oni ) ; ; . s a"dax
46. Invenire integrale huius formulae differentialis Py T denotante

m numerum quemcungue integrum siwe affirmativum sive megativum.
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SOLUTIO

Hic est M =o", N=oa+ fz"+ y2* et L= %%7= nBa" ' 4 2nya®t Tt
Factor auntem ipsius N quicunque trinomialis sit

p—2xVpq-cos.A.¢ + quu;

singulos enim factores huius formae supra invenire docuimus; sit porro
f= V% eritque

M= éos.A.mgo, L=mnBf"""cos.A.(n —1)¢p + 2nyf*"~*cos. A.(2n — 1) g,
m=/"sinAmg, [=nBf*" 'sin.A.(n—1)g -+ 2nyf*"'sinA.2n—1)p

“hineque gi = tang. A.m¢ et u—mg similique modo

[ BsinA(n—1)gp+2y/"sin A.@n—1)p
8 BeosA(n—1)p+2pfreosA.(2n—1)g ~ tang. A. 2,

unde arcus A innotesecit. Porro est

V@ +me) — et V(R + ) =nf* V(8 + 4y cos. A.ng -+ 4yyf*)

ideoque
1

nfr=m=1Y(B+ 4Byf" cos. A g+ dyy )

Ex isto ergo denominatoris factore generali orietur sequens integralis pars

@cos.A-V(l—m‘P) l(p — 9% Vpg -cos. A.g + qxw)
q

2R sin. A. (A —mg)

Va

Hoc igitur modo ex singulis denominatoris factoribus trinomialibus respon-
dentes integralis partes reperiuntur; quoniam vero etiam factores simplices
in factoribus trinomialibus continentur, quando hi in quadrata abeunt, etiam
integralis partes ex his resultantes obtinebuntur, si prioris membri logarith-
mici semissis sumatur; alterum enim membrum a quadratura circuli pendens

zVq-sinAg
Vp—xVq cos.A g

+ A.tang.
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sponte evanescit. Quodsi ergo exponens m fuerit numerus affirmativus minor
quam 27, tum hoc modo completum integrale reperietur. At si m sit nu-
merus maior quam 27, tum in fractione % pars integra continebitur, ex
qua peculiaris integralis pars nascitur. Invenitur autem haec pars integra
per divisionem, ut supra ostendimus. Quodsi autem m fuerit numerus nega-

e . dz oy
tivus, tum ponatur #—— atque formula proposita abibit
v, ety y WA PIOPOSIR ek pe 1)
in hanc —¥ Y. ex qua si partes integrae eliciantur atque integrentur,

ay’ "Byt : . :
tum ea ipsa integralis pars reperietur, quae ex z™, quatenus in denominatore

versatur, resultat. Ope adeo regulae traditae omnino formularum differentia-
lium integralia concessa aequationum quotcunque dimensionum resolutione
actu exhiberi poterunt, ita ut non solum sint quantitates reales, sed etiam -
alias quadraturas praeter hyperbolae ac circuli non requirant. Q. E. I.



DE LA CONTROVERSE |
ENTRE Mgs. LEIBNIZ ET BERNOULLI
SUR LES LOGARITHMES
DES NOMBRES NEGATIFS ET IMAGINAIRES

Commentatio 168 indicis ENESTROEMIANI
Mémoires de V'académie des sciences de Berlin [5] (1749), 1751, p. 139—179

Quoique la doctrine des logarithmes soit si solidement établie que les
vérités qu'elle renferme, semblent aussi rigoureusement démontrées que celles
de la Geometrie, les Mathematiciens sont pourtant encore fort partagés sur
la nature des logarithmes des nombres négatifs et imaginaires; et quand on
ne trouve pas cette controverse fort agitée, la raison en est apparemment
quon n'a pas voulu rendre suspecte la certitude de tout ce qu'on avance
dans les parties pures de la Mathematique, en dévelopant devant les yeux
de tout le monde les difficultés et méme les contradictions auxquelles les
sentimens des Mathematiciens sur les logarithmes des nombres négatifs et
imaginaires sont assujettis. Oar bien que leurs sentimens puissent étre fort
differens sur des questions qui regardent la Mathematique appliquée, ou les
diverses manieres d’envisager les objets et de les ramener & des idées pre-
cises peuvent donner lieu & des controverses réelles, on a toujours prétendu
que les parties pures de la Mathematique étoient entierement délivrées de
tout sujet de dispute, et qu'il ne s’y trouvoit rien dont on ne fﬁt en état
de démontrer ou la vérité ou la faussetd. ‘

Comme la doctrine des logarithmes appartient sans contredit & la Mathe-
matique pure, on sera bien surpris d’apprendre qu'elle ait été jusqu'ici assu-
- Jettie & des controverses tellement embarrassées que, de quelque parti qu'on
26*
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se déclare, on tombe toujours en des contradictions qu'il semble tout & faib
impossible de lever. Cependant, si la vérité doit se soutenir partout, il n’y
a aucun doute que toutes ces contradictions, quelque ouvertes qu'elles parois-
sent, ne peuvent étre qu'apparentes, et quil n’y sauroit manquer des moyens
pour sauver la vérité, quoique nous ne sachions point de quel endroit nous
puissions tirer ces moyens.

Cette controverse sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginaires
se trouve agitée avec assez de force dans le Commerce litteraire') entre
M. Lemniz et M. Jean Bervournr. Ces deux grands Mathematiciens, & qui
nous sommes pour la pluspart redevables de l'Analyse des infinis, furent
tellement partagés sur cet article, qu'il n’y avoit pas moyen de les mettre
d’accord 1a dessus, quoique l'un et l'autre n'ait eu en vué que la vérité, et
qu'ils fussent également éloignés de soutenir leurs sentimens avec opiniatreté.
Mais chacun a trouvé dans le sentiment de l'autre tant de contradictions,
que ¢'auroit été une complaisance trop outrée, si I'un avoit changé son senti-
ment en faveur de l'autre. Car il faut remarquer que les contradictions
que ces deux Grands hommes se reprochoient, étoient réelles, et point du
" tout du nombre de celles qui ne paroissent telles qua la partie opposée,
entétée de son propre sentiment.

Pour mettre donc cette remarquable controverse dans tout son jour,
j'exposerai ici séparément les. sentimens de M. BerNouLLl et de ‘M. LeiBNiz;
j'y ajouterai ensuite tous les argumens dont chacun s'est servi pour main-
tenir son sentiment, et enfin je détaillerai les objections qu'on peut faire,
tant chtre les argumens que contre chaque sentiment méme, et je ferai
sentir en toutes leurs forces toutes les contradictions auxquelles 'un et l'autre
de ces deux sentimens est assujetti, afin qu'on soit d'autant mieux en état
de juger combien il doit étre difficile de découvrir la vérité et de la garantir
contre toutes les objections, aprés que les deux plus grands hommes y ont
travaillé en vain.

1) Virorum celeberr. Gor. Guz. Lesnirrr et Togan. Berxovrrir commercium philosophicum
et mathematicum, t. 2, ab anno 1700 ad annum 1716. Lausannae et (Genevae 1745, p. 269, 276,
278, 282, 287, 292, 296, 298, 303, 305, 312, 315. A G
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SENTIMENT DE M. BERNOULLI

M. BERNOULLI soutint que les logarithmes des mombres négatifs éloient les
mémes que ceux des mombres affirmatifs, ou que le logarithme du nombre négatif '
—a étoit égal aw logarithme du mombre affirmatif —+ a. Ainsi le sentiment de
M. BERNOULLI porte quil y a l—a = 1l+a.

M. Lemyiz- a donné occasion & cette déclaration de M. BEerNouLLi,
lorsqu'il avanga, dans la CXC Epitre du Commerce'), que la raison de’
413 —1 oude —14% 41 étoit imaginaire, puisque le logarithme ou la
mesure de cette raison, c. & d. le logarithme de — 1, qui est l'exposant de
cette raison, étoit imaginaire. La dessus, M. Bernournr déclara, dans la
CXCIII Epitre?®), qu'il n'étoit point de méme avis, et qu'il croyoit méme que
les logarithmes des nombres négatifs étoient non seulement réels, mais aussi
égaux aux logarithmes des mémes nombres pris positivement. M. BERNOULLI
fortifia aussi son sentiment par les raisons suivantes.

1. RAISON

Pour prouver que !—z =1+, quelque nombre qu'on marque par z,
il recourt aux differentiels; et puisque le differentiel de I—x est T_—d; ou i—w
de méme que celui de I+, il en conclut que ces quantités mémes [—x
et I+z, dont les differentiels sont égaux, doivent é&tre égales entr'elles, et

partant qu'il est l—x =1+x.

2. RAISON

Cette raison est tirde de la mnature de la courbe logarithmique. Pour
la faire mieux comprendre, soit VBM (Fig. 1, p. 198) une Logarithmique
décrite sur I'axe OAP, qui est en méme tems son asymtote. Soit la sou-
tangente de cette Logarithmique qui est, comme on sait, constante, =1;
et que l'appliquée fixe 4B soit aussi —1. Cela posé, si 'on nomme une
abscisse quelconque 4P =z, prise depuis le point‘ﬁxe A, et T'appliquée qui
y répond PM =y, on sait que z exprime le logarithme de y, ou que z=1Iy.

1) L. c. p. 269. A. G
9) L.c p.276. A G,
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Donc, prenant les differentiels, on aura pour cette courbe logarithmique cette

équation differentielle dz = % ou ydx=dy. Cette équation demeurant la

' méme, quoiqu’on mette —y au lieu

\ , ’ de y, M. BernouLLI conclut de Ii
o que cette courbe VBM est accom-
pagnée, en vertu de la loi de conti-
nuité, de la branche vbm, qui lui est
égale et semblable, étant situde de
l'autre part de l'axe OP, de sorte
que cet axe soit en méme tems un
diametre de la courbe entiere. Et

£ partant, puisque la méme. abscisse
AP répond également aux deux

appliquées PM et Pm, dont I'une

est la négative de l'autre, de sorte

que posant PM =y il est Pm—=—y,

il s'ensuit que z est aussi bien le

)m logarithme de —y que de + y, par

_ Fig. 1. - conséquent —y =1+y.
3. RAISON

Comme tout revient & prouver que la Logarithmique est composée de
deux branches égales, situées de part et d’autre de I'asymtote OP, M. Brr-
NOULLI apporte encore une autre raison qui est, qu'en considérant les courbes
comprises dans cette équation plus générale dz — %, on est d'accord que
toutes ces courbes, lorsque l'exposant #» est un nombre impair, ont deux
branches telles que l'axe sur lequel sont prises les ‘abscisses z, en est un
diametre. Donc il faut que cette propriété ait aussi liew, si » =1; or dans
ce cas, on aura la Logarithmique de l'article précédent; d’ol il s’ensuit done
que tant le logarithme de PM = +y que le logarithme de Pm = —y est
le méme = AP=z.

4. RAISON

Puisqu'il est certain, par la nature des logarithmes, que le logarithme
d'une puissance quelconque p" est égal au logarithme de la racine p multiplié
par l'exposant #, ou que Ilp"=nlp, il s'ensuit que prenant pour p un
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nombre négatif —a, il y auwra I(—a)=nl(—a). Soit n=2, et il sera
l(—a)?=2l(—a). Or parce que (— a)’=a’, nous aurons }(— a)’= la’= 2la;
d’ott il s'ensuit que 2I(— a)=2la, et partant {—a=14a. Cela se montre
plus promtement de cette maniere: Puisque (— a)’ = (4 a)’, il sera
I(— a=1(+ a)’, ou bien 2/—a=2Il+a, et par conséquent l—a=1+a:

Toutes les autres raisons qu'on peut alléguer pour prouver ce senti-
ment, se réduisent aisément & une des quatre que je viens d'exposer. Je
m'en vai donc étaler les objections qu on fait contre ce sentiment, et les
raisons dont il est appuyé.

1. OBJECTION

M. Lemsniz opposa contre la premiere raison, que la régle de differentier
le logarithme d'une quantité variable ®, en divisant le differentiel de z par
la quantité méme z, n'avoit lieu, que lorsque x marquoit une quantité
positive, de sorte gu'on se trompoit en posant le differentiel de !—x égal &
—-%}f ou a *. ~Or il faut avouér que cette objection est non seulement
extremement foible, n'étant soutenue par aucune raison valable, mais qu'elle
renverseroit tout & fait le calcul differentiel des logarithmes. Car, comme ce
~calcul roule sur des quantités variables, c. & d. sur des quantltes considérées
en général, s'il n'étoit pas vrai généralement qu'il fut d.lx= df, quelque
quantité qu'on donne & z, soit positive ou négative, ou méme imaginaire,
on ne pourroit jamais se servir de cette régle, la vérité du calcul differentiel
étant fondée sur la généralité des régles qu'il renferme. Or M. LEiBniz
n'auroit pas eu besoin de se tenir & cette objection pour maintenir son
sentiment, puisqu'il auroit pu attaquer la raison de M. BErNoULLI par une
objection beaucoup plus forte que voila.

2. OBJECTION

M. BerNourL voulant prouver par 1'égalité des differentiels, qu'il étoit
" l—x =1+x, prouveroit par le méme raisonnement que [2x=Ix; car le
differentiel de /22 est —2 dx dz , tout comme celui de lxz. Et partant, si le
raisonnement de M. BERNOULLI ét01t juste, il s'ensuivroit que non seulement
l—x=1+2, mais aussi que [2x=1Ix et en général Ilnx=Ix, quelque
nombre que marque »; conséquence que M. Bernourri lui méme n’accorde-
roit jamais. Or on sait que lorsque les differentiels de deux quantités
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variables sont égaux, il n'en suit pas davantage que ce que ces quantités
variables different entr'elles d'une quantité constante; et on n'en sauroit con-
clure qu'elles fussent égales. Ainsi, quoique le . differentiel de = -4 a soit
— dx aussi bien que celui de «, la conséquence seroit bien fausse, si 'on en
vouloit conclure que z -+ a=2. Par cette raison, il ‘est donc clair que,
puisque le differentiel de I—x et de I+z est le méme ‘%‘, les quantités
l—z et I+2 ne different entrelles que d'une quantité constante, ce qui est
également évident, vu que l—x—=1—1+41z. Et de Ia on comprend aussi
aisément que puisque Inz = Iz - In, le differentiel de Inx doit &tre égal an
differentiel de lx. Il est vrai que M. Bervourr: suppose !—1 =0, de méme
quil est 11 =0, de sorte qu'il seroit |—zx=1Ir+1—1=1I2. Mais comme
c'est précisément ce que M. BErNouLLI veut prouver par ce raisonnement, on
voit bien que cette supposition ne peut pas étre admise.

3. OBJECTION

On peut opposer la méme chose contre la seconde raison de M. Ber-
NourLl, quand il veut prouver par I’équation differentielle de la Logarithmique
ydz— dy, que cette courbe a deux branches semblables situdes de part et
d’autre de l'axe. Car, non seulement cette équation demeure la méme, si 1'on
met —y au lieu de y, mais aussi si 'on met 2y, ou en général ny pour y;
d’ou il suivroit que cette courbe et une infinité de branches, et que 'abscisse
fot le logarithme commun, non seulement de y et de — y, mais aussi de 2y,
et en général de my, quelque nombre que soit #. Ainsi, par la méme raison
qu'on est en droit de nier l'infinité des branches de la Logarithmique, on
niera aussi l'existence des deux branches, que M. BeErNoULLI veut établir.

4. OBJECTION

Cette objection est encore dirigée contre les deux branches de la courbe
logarithmique. Car, quoiqu'on puisse surement conclure lexistence d'un
diametre d'une courbe, lorsque son équation entre les coordonnées z et y est
telle qu’elle demeure inalterée, si I'on met —y & la place de y, cependant
ce critere n'est juste que lorsque 1'équation pour la courbe est algébrique,
ou renfermée en termes finis. Car on sait qu'une équation differentielle est
beaucoup plus générale que I'équation finie. d'ol elle a été tirée, et qu'elle
renferme une infinité de courbes qui ne sont pas comprises dans I'équation
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finie. Ainsi Péquation de la parabole yy=ax a pour differentielle 2ydy —=adz;
mais cette méme équation differentielle convient également & cette équation
générale yy = ax + ab, qui renferme i la fois une infinité de paraboles. Il
en est de méme de I'équation differentielle de la Logarithmique ydz — dy,
qui convient aussi bien & cette équation finie x =Iny, qud celle-cy z =1y,
qu'on a pourtant uniquement en vué. De li, il s’ensuit qu'on ne peut pas

juger de la forme d'une courbe, en ne considérant que son équation differen-
tielle.

5. OBJECTION

Celle-cy regarde la troisieme raison qui est sans doute beaucoup plus
forte. Car, si toutes les courbes comprises dans cette équation générale
dr = 'Zf{, oll # marque un nombre impair, sont douées d'un diametre, la méme '
propriété doit avoir lieu, si n =1, ce qui est le cas de la Logarithmique.
Mais, puisque cette propriété n'est évidente, qu'entant qu'on considere les
équations intégrales de 1’équation dz =%¥, qu'on peut toujours assigner
algébriquement hormis le cas » =1, de méme maniere qu'on doit excepter
ce cas, lorsque la question roule sur l'intégrabilité de I'équation dz = 4y,
on sera en droit de faire la méme exception, lorsqu'il s'agit du jugement
d'un diametre.  Donc, si l'on ne peut pas prouver par qﬁelque autre raison,
que la Logarithmique ait un diametre, cet argument tiré de 1'équation géné-
rale do = dyf{ n'est pas convaincant. Pour en montrer plus clairement 1in-
suffisance, je ferai voir, méme dans les courbes algébriques, des cas ol une
équation générale renferme des courbes toutes douées d'un diametre, et que
néanmoins il en faut excepter un cas particulier.

Qu'on considere cette équation
y=Vax + 14/0,3(6 +z),

et on ne doutera pas de conclure que les courbes exprimées par cette équation
n'ayent un diametre, puisqu'en réduisant 1'équation y = Vaz + f/as(b + ) ala
rationalité, on obtient une équation du huitieme degré, ol tous les exposans
de y sont des nmombres pairs. Cependant, quelque sure que paroisse cette
conclusion, il en faut pourtant excepter le cas o b= 0; car alors '’équation
y="Vax -+ Va*z étant délivrée des signes radicaux ne monte qu'au quatrieme
degré devenant '
‘ y* — 2axyy — 4aaxy + aaxw — a’x =0,
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laquelle, & cause du terme 4aazy, est destituée de diametre. De tout cela, il
s'ensuit donc que cet argument de M. BErNouLLI n'est pas assez rigoureux
~ pour démontrer son sentiment. '

6. OBJECTION

Je passe & la quatrieme raison de M. BervourLi, qui est sans doute la
plus forte; car on ne sauroit révoquer en doute aucun article qui y sert de
- fondement, sans renverser les principes les mieux établis de 1'Analyse et de
la doctrine des logarithmes. Car on ne sauroit nier que (— a)®= (+ a)},
donc il n'y a aucun doute que leurs logarithmes ne soient égaux, c. & d.
I(—a) = I(+a)’. Ensuite, il est également certain qu'il est en général
Ip*=2lp, donc il y a I(— a)) =20—a et I(+ a)* = 21+a; et partant, il sera
sans contredit 2/—a =2l4+a. Les moitiés de ces deux quantités seront
donc aussi incontestablement égales entr'elles et, par conséquent, il sera
l—a =1la, tout comme M. Berwourr: le soutient.

Mais si ce raisonnement est juste, on en tirera aussi d'autres consé-
quences que personne, et encore moins M. BerNouLLI, ne sauroit accorder;
car on prouvera de la méme facon que les logarithmes des quantités imagi-
naires seroient aussi bien réels que ceux des nombres négatifs. Car, il est
-certain que (a}l/; 1)!=a*, donc il sera aussi /(a}/—1)*=1la*, et de plus
4l1(@V—1) =4la, par conséquent I(a¥/—1)=Ila. Outre cela, puisquil est
(f—l'%ua)a= @', il sera l(':—}jéz_—?'a)3=la’, et partant 37— +V:ﬁa=3lu, '

2
—1 3 . .
"’2-~~4~ a=1la, ce quon ne sauroit admettre sans renverser toute

la doctrine des logarithmes.

done 1

Il seroit donc, selon le systeme de M. BervourLi, non seulement
I~1=11=0, mais aussi [V—1=0, I-V—1—0 et I=1EV=2_y,
Or, M. BerNouLLI ayant si heureusement réduit la quadrature du cercle aux
logarithmes des nombres» imaginairves, si le logarithme de ¥V'—1 étoit =0,
toute cette belle découverte seroit fausse, par laquelle il a fait voir que le
rayon est a la quatrieme partie de la circonference, comme V—1 & IV —1.
Donc, posant le rapport du diametre & la circonference —1:7, il sera

1 1Yy—1

-7 =-"> et partant [V —1 = %”,V_ 1, ce qui seroit absurde, s'il étoit

2 ]/__1
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1Y—1=0. 11 n'est pas donc vrai que !V/—1=0, d'ou il faut conclure
que quelque solide que paroisse la 4™° raison, elle doit étre sujette & caution,
puisqu'il en suivroit aussi bien IV—1—=0 que /—1=0. Par conséquent, on
ne peut pas dire que le sentiment de M. BerNouLL: soit suffisamment
prouvé.

Il est ici fort étonnant que, soit qu'on embrasse le sentiment de
M. BervourLi, ou qu'on le rejette, on tombe également en des embarras in-
surmontables, et méme en des contradictions. Car, si I'on soutient que
l—a=Il+a ou I—1=1+1=0, on est obligé d'avousr quil est aussi
1Y—1=0, puisque 1V/—1 = %l—l. Or il seroit non seulement absurde
de soutenir que les logarithmes des quantités imaginaires ne soient pas imagi-
naires, mais il seroit aussi faux que 1/—1 =,;,,n]/__1, ce qui est néan-
moins rigoureusement prouvé. - Ainsi, en se déclarant pour le sentiment de

M. Bervourri, on tombe en contradiction avec des vérités trés solidement
établies. ’

Posons que le sentiment de M. BerNourL1 soit faux, et qu'il n'y ait point
1—1=0; car cest & quoi se réduit le sentiment de M. BerNourLr; et on
sera obligé d'accuser de fausseté quelcune des opérations sur lesquelles le
raisonnement de la 4™ raison est fondé; ce qu'on ne pourra faire non plus
sans tomber en contradiction avec d'autres vérités démontrées. Pour rendre
cela plus évident, soit I—1=w, et s'il n'est pas w =0, son double 2w ne
sera non plus =0, or 2w est le logarithme du quarré de —1, lequel étant
=41, le logarithme de --1 ne seroit plus =0, ce qui est une nouvelle

contradiction. De plus, —a est aussi bien ——1.-2 que =-"-, donc
l—z=Ilz+1-1=1lx—1-1; il seroit donc I—1=—7]—1, sans quil fat
{—1=0; or cest une contradiction de dire qu il soit + @ =—a sans qu'il
soit @ =0.

Soit donc qu'on dise l'une ou l'autre de ces deux choses, ou que le
sentiment de M. Berwourr: est vrai ou qu'il est faux, on se plonge égale-
ment dans le plus grand embarras, ayant & combattre avec des contradictions
ouvertes. Cependant, il faut absolument, ou que ce sentiment soit vrai ou
quil soit faux, et il ne paroit point d'autre parti a prendre. Quel moyen
donc de se tirer d’affaire et de sauver la vérité contre de si grandes contra-
dictions? Je passe & I'examen du sentiment de M. Lrisniz.

26%*
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SENTIMENT DE M. LEIBNIZ

M. LeiByiz soutint que les logarithmes de tous les nombres négatifs, et &
plus forte raison ceux des mombres imaginaires, étoient imaginaires; ou, puisque
l—a=1a-+1—1, il soutint que 1—1 étoit une quantité imaginaire.

J'ai déja remarqué que M. LeBNiz soutenoit que la raison de +1 &
—1 ou de —1 & -+ 1 étoit imaginaire, puisque le logarithme de cette raison
ou [—1 étoit imaginaire. On voit bien que toutes les objections faites contre
le systeme de M. BernouLLl servent & fortifier ce sentiment, et que les rai-
sons alléguées pour le sentiment de M. BerNourr: doivent étre contraires &
celui de M. Lemsyiz. Cependant, on peut apporter des raisons particulieres
pour confirmer le sentiment de M. LemNiz, qui seront le sujet de mon
examen qui suit.

1. RAISON

Ayant fait voir que le logarithme du nombre 1+ « est égal & la somme
de cette serie

1+ x)=2— —%—xz + %x*—— —i—w‘ - %—w*”—%x“ -+ ete.,

d’olt Y'on voit d’abord, que si z =0, il doit é&tre !1 =0, maintenant pour
avoir le logarithme de — 1, il faut mettre # — —2, d’ou I'on obtient

1 1 1 1 1
I-1=—2—4—-8— 16— 32— 64—etc.

Or, il n'y a aucun doute que la somme de cette serie divergente ne sauroit
étre = 0; done, il est certain que !—1 n'est pas — 0. Le logarithme de — 1
sera donc imaginaire, puisqu'il est d'ailleurs clair qu'il ne sauroit é&tre réel,
c. & d. ou positif ou négatif.

2. RAISON

Soit y — Iz, et posant e pour le nombre dont le logarithme — 1, dont
la valeur approchée est, comme on sait, e=— 2,718281828459, puisqu'il sera
yle=1lx, on en tirera z=¢". Ainsi le logarithme du nombre z étant
l'exposant d'une puissance de e¢ qui est égale au nombre x, il est clair
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qu'aucun exposant réel d'une puissance de ¢ me sauroit produire un nombre
négatif, et partant, pour que ¢’ devienne — — 1, ni y = 0, ni aucun nombre
réel mis pour y sauroit remplir cette condition. Et posant en général pour
« un nombre négatif — a, dont on suppose le logarithme =y, 1'équation
¢/ — — a sera toujours impossible, ou la valeur de y imaginaire.

3. RAISON

Puisqu'en général la valeur de ¢’ g'exprime par cette serie infinie

SSCTEE U UN TR o
¢ 1+1j+1-2+1-2-3+1-2-3-4+1.2.3-4,5’*‘8“"

qui est toujours convergente, quelque grand nombre qu'on mette pour y, de
sorte que les objections tirées de la nature de suites divergentes, comme
dans la premiere raison, ne trouvent pas lieu ici, ainsi le logarithme du
nombre z étant posé =y, on aura : ‘
Y ¥ Y Y et
e=1+7T+73T 123 +1-2-3-4+etc‘?
et partant, si y marque le logarithme de —1, ou qu'il soit = —1, on aura
cette égalité

1YY Y’ y*
1“1"‘1+1-2+1-2.3+1-2‘3-4+6tc”

» laquelle, comme il est d’'abord clair, ne sauroit satisfaire la valeur y =0,
vu quil en résulteroit —1 =41 Par conséquent, il est certain que le
logarithme de — 1 n'est pas = 0. » '

Je me contente d'avoir apporté ces trois raisons, puisque les autres
argumens par lesquels on peub confirmer le sentiment de M. LEmsniz, sont
déja contenus dans les objections faites contre le systeme de M. BERNOULLL
Cependant, ces trois raisons que je viens d'exposer, sont sujettes aux objec-
tions suivantes. ‘

1. OBJECTION

Contre la premiere raison, on dira d'abord que 'accroissement continuel
des termes qui sont tous négatifs, de cette suite

1 1, 1 1 1
et 8 16— B2 bh—ete
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n'est pas une marque sure que la somme de cette suite ne sauroit étre — 0.
Car si cette serie geometrique ‘

'1ix=1——x+¢2v—x3,—|—as4—x5+:v6—x7+x8—etc.
donne pour le cas x — ~—2 celle-cy
—1=1+2444 8+ 16 + 32 + 64 + etc.
et pour le cas x= —3 celie-cy | | |

_%=1+3-|-9-|-27—|—‘81+243"+étc.,f

pourquoi, dira-t-on, ne seroit il pas possible que la somme d'une serie dont
les termes croissent, ayant partout le méme signe, ne fut = 0. Pour en
donner un exemple, on n'a qu'd ajouter & la derniere serie termes pour
termes celle-cy: ‘

1

5=1—1+41—1+41—1+41—1+ ete.

et on aura effectivement
()=2+2—|—10+26—|—82+242+730+etc.

Done, si la somme de cette serie est =0, quelle absurdité seroit-il donc de
soutenir qu'il fat aussi o -

1 B 1 1 1 1 ,
O=—2—~3-4—§-8—Z-16—3~32—E-64-etc.,
et partant, la premiere raison n’est pas convaincante.

9. OBJECTION -

La seconde raison est telle qu'on pourroit aussi s'en servir pour
prouver le sentiment opposé. Car, puisqu'il y a z = ¢’ supposant y le loga-
rithme du nombre x, toutes les fois que y est une fraction ayant pour déno-
minateur un nombre pair, il faut avousr qu'alors la valeur de ¢ et partant
aussi de =, est aussi bien négative qu'affirmative. Ainsi, si 5’% est un loga-
rithme, le nombre z qui lui répond étant e":°" = Vem " sera tant affirmatif
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que négatif; de sorte que dans ce cas, tant £ que — z aura le méme loga-
rithme é% Done, puisque les logarithmes ne sont pas des nombres rationels,
et par conséquent équivalens & des fractions dont les numérateurs et déno-
minateurs sont infiniment grands, on pourra toujours regarder les dénomina-
teurs comme des nombres pairs; il s'ensuit que le méme logarithme qui

convient au nombre positif + x, conviendra aussi au nombre négatif — z.

3. OBJECTION

La troisieme raison est sans doute la plus forte, puisqu'elle semble ex-
clure absolument les nombres négatifs du nombre de ceux i qui répondent
des logarithmes réels. Car il est clair que, quelque nombre réel qu'on mette -
pour y, la valeur de cette serie

”“1+ +1 2+1 2. 3+1 2.3 4+etc

ne sauroit jamais devenir négative, de sorte qu"a_du,cun'u logarithme réel ne
sauroit répondre & un nombre négatif. Cependant, cette serie n'étant vraie
qu'entant qu'elle découle de la formule finie ¢*, ‘les objections précedentes
ont ici également lieu. Car, si ¢ peut donner un nombre négatif, il importe
fort peu, si la serie qui lui est égale en donne aussi un ou non? Pour
reconnoitre cela, on n'a qu k3 cons1derer une formule radicale, comme L,
qui est aussi bien ! et quoique la serie égale Vi

Vi —a) V(l

(1-——-00) ‘}-—1+ w+133+ ac+etc

ne donne que sa valeur afﬁrmative, quelque nombre qu-on mette pour z.

M. LemNz ne manquermt pas de repondre & ces objections; et comme
la premiere ne prouve pas le contraire de son sentiment, et qu'elle ne rend
 que douteuse la premiere raison, il ne perdroit rien de renoncer a cette
premiere raison, et de s’en tenir principalement aux autres. Car, au fond, la
seconde objection ne detrmt point son sentiment qui se redmt uniquement
a prouver que !—1 n'est pas =0; or la seconde objection ne porte aucune
atteinte a cela, vu que si e doit étre = —1, T'exposant y mne sauroit &tre

aucune fraction de la forme ﬂ pour que le signe radical pulsse fournir une

2n
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valeur négative. Car on conviendra aisément que, soit qu'on mette pour y
un nombre affirmatif plus grand que zéro, ou un nombre négatif quelconque
pour y, la valeur de la puissance ¢ ne devient jamais = —1. Donc, si y
n'est pas imaginaire, il faudroit qu’il fat ¢/ = —1 dans le cas y =0. Mais
dans ce cas s'évanouit toute ambiguité de signes, qui pourroit avoir lieu &
cause des signes radicaux, et il est indubitablement ¢ —= 1. Et si Ton
vouloit dire qu'on put regarder 0 comme %, et ¢ comme Ve'=1V1, dont

la valeur seroit aussi — —1, ce seroit une exception fort foible, puisque par
N . . 2 ’

la méme raison on prouveroit que — a — 4 a; car, posant a — a* = Va®, on

en tireroit aussi bien a =-—a que a = -+ a. Pour prévenir ces sortes de

conséquences fausses, on n'a qu'a remarquer qu'une telle expression @ n'a
deux valeurs, I'une affirmative et l'autre négative, que lorsque la fraction ;-
est réduite & ses plus petits termes, et que le dénominateur demeure encore
un nombre pair. Ainsi, comme la valeur de ces puissances, o', a?, a°, a*, etc.
n'est pas ambigué, aussi celle-cy a’ ne sauroit étre ambigué. Il est donc
toujours a’= -+1, ce qui suffit pour détruire la seconde objection; et la

troisieme n’a aucune force qu'entant que la seconde subsiste.

Il paroit donc que lé sentiment de M. LNz est mieux fondé, puis-
qu’il n’est pas contraire & la découverte de M. BerwouLLi, qu'il est

lV—1=%nV—1,

puisque M. Lrmsniz soutient que le logarithme de — 1, et & plus forte raison
celui de ¥—1, est imaginaire. Mais, en adoptant le sentiment de M. Luisniz,
on se jette dans les difficultés et contradictions susmentionnées. Car, si
1—1 étoit imaginaire, son double, c. & d. le logarithme de (—1)*= 41, le
seroit aussi, ce qui ne convient pas avec le premier principe de la doctrine
des logarithmes, en vertu duquel on suppose /+1=0.

De quelque coté donc qu'on se tourne, soit qu'on embrasse le sentiment
de M. BerNourLl ou celui de M. LeiBNiz, on rencontre toujours de si grands
obstacles & maintenir son parti, qu'on ne se sauroit mettre & 1'abri des contra-
dictions. Cependant, il semble que si I'un de ces deux sentimens est faux,
l'autre doit nécessairement étre vrai, et qu'il n'y a point de milieu & choisir.
Voila donc une question extrémement importante, qui est d'établir la doc-
trine des logarithmes de telle sorte qu'elle ne soit plus assujettie & aucune
contradiction. ‘ '
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Mais, aprés avoir bien pesé-les contradictions qui se trouvent de part et
d'autre, on sera porté & croire qu'une telle conciliation est une chose tout
a fait impossible; et les ennemis des Mathematiques ne mangueront pas den
tirer des conséquences fort facheuses contre la certitude de cette science.
Car, quand les Pyrrhoniens ont attaqué toutes les sciences, on' conviendra
" aisément qu'il s'en faut - beaucoup ' que les objections qu'ils ont apportées
contre aucune science, approchent seulement, & I'egard de leur solidité, des
objections. que je viens d'exposer contre la doctrine des logarithmes.

Cependant, je ferai voir si clairement, qu’i‘l n'y restera plus le moindre doute,
que cette doctrine est solidement établie, et que toutes les difficultés susmen-
tionnées ne tirent leur origine que d'une seule idée peu juste; de sorte que,
des qu'on rectifiera cette idée, toutes ces difficultés et contradictions, quelque
fortes qu'elles .ayent pu paroitre, s'evanouiront d’abord, et alors toute cette
doctrine des logarithmes se soutiendra si bien, qu'on sera en état de résoudre
aisément toutes les objections qui ont paru irrésolubles auparavant. Sans
ce dévelopement, qui a pourtant été inconnu jusqu'ici aux Mathematiciens, je
ne sai pas de quel oeil on devroit envisager la doctrine des logarithmes:
d'un coté, on devroit avousr qu'elle est vraie et ‘aussi solidement établie
qu'aucune autre partie de 'Analyse; or de l'autre coté, on ne sauroit discon-
venir que cette méme doctrine seroit assujettie & des contradictions auxquelles.
il seroit impossible de répondre. On seroit par conséquent obligé d'avouér
que la Mathematique, et méme I’Analyse, renferme des mystéres mcompre-‘
hensibles & nos esprits. Ensuite, si ces mystéres n'ont été tels qu'a cause
d'une seule idée qui n’étoit pas entierement exacte, on en tirera cette consé-
quenceé fort importante, qu'il est extrémement dangereux de juger des choses
dont on ne se peut former que des idées imparfaites: or il est bien certain
que hormis les Mathematiques, le nombre des idées distinctes et complettes
est fort petit.

DENOUEMENT DES DIFFICULTES PRECEDENTES

Il faut d’abord avouér que si l'idée que Mrs Lemeyiz et BErNouLLI ont
attachée au terme de logarithme, et que tous les Mathematiciens ont eue Jjus-
quici, étoit parfaitement juste, il seroit absolument impossible de délivrer la
doctrine des logarithmes des contradictions que je viens de proposer. O,
'idée des logarithmes étant tirée de leur origine, dont nous avons une par-

Leoxaarpr Eurert Opera omnia Ii17 Commentationes analyticae -7
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faite connoissance, comment seroit-il possible qu'elle fot défectueuse? Lors-
qu'on dit que le logarithme d’'un nombre proposé est l'exposant de la puis-
sance d'un certain nombre pris & volonté, laquelle devient égale au nombre
proposé, il semble qu'il ne manque rien & la justesse de cette idée. Cela
est aussi bien vrai; mais on accompagne communément cette idée d'une cir-
constance qui ne lui convient point: c'est qu'on suppose ordinairement,
presque sans qu'on s'en appergoive, qu'a chaque nombre il ne répond qu'un
seul logarithme, et pour peu qu'on y réfléchisse, on trouvera que toutes les
difficultés et contradictions dont la doctrine des logarithmes sembloit em-
barrassée, ne subsistent qu'entant qu'on suppose qu'a chaque nombre ne
répond qu'un seul logarithme. Je dis donc, pour faire disparoitre toutes ces
difficultés et contradictions, qu'en vertu méme de la définition donnée, il
répond b chaque nombre une infinité de logarithmes; ce que je démontrerai
dans le theoreme suivant.

THEOREME

Il y a to@'ours une infinité de logarithmes qui conviennent également o
chaque nombre proposé; ow, si y marque le logarithme du mombre x, je dis que y
renferme ume infinité de valeurs différentes.

DEMONSTRATION

, Je me bornerai ici aux logarithmes hyperboliques, puisqu'on sait que les
logarithmes de toutes les autres especes sont & ceux-cy dans un rapport
constant; ainsi, quand le logarithme hyperbolique du nombre « est nommé
=y, le logarithme tabulaire de ce méme nombre sera — 0,4342944819---y.

Or, le fondement des logarithmes hyperboliques est que, si w signifie un
nombre infiniment petit, le logarithme du nombre 14w sera = w, ou qile )
14 w)y=w. De la il s'ensuit que I(1+ w)'=2w, I(1+ w)’=3w et en
général ‘ _ ;

14 o) =no.

Mais, puisque » est un nombre infiniment petit, il est evident que le nombre
(1 + w)* ne sauroit devenir égal & quelque nombre proposé x, & moins que
l'exposant # ne soit un nombre infini. Soit donc # un nombre infiniment
grand et qu'on pose
: =14+ o)
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et le logarithme de «, qui a ét6 nommé =y, sera y —nw. Done, pour
1 1

exprimer y par #, la premiere formule donnant 14 w — 2" et w —2" — 1,
cette valeur étant substituée pour w dans I'autre formule produira.

1 .
Yy=ng"—n=Ix.

1 : :
D'oli il est clair que la valeur de la formule na" — # approchera d’autant plus

du logarithme de x, plus le nombre » sera pris grand, et si 'on met pour n

un nombre infini, cette formule donnera la vraie valeur du logarithme de z.
i 1

1
Or, comme il est certain que #® a deux valeurs différentes, z® trois, z*
1 .

quatre et ainsi de suite, il sera également certain que z” doit avoir une in-
finité de valeurs differentes, puisque # est un nombre infini. Par conséquent,
1

cette infinité de valeurs differentes de z" produira aussi une infinité de va-
leurs differentes pour lz, de sorte que le nombre x doit avoir une infinité
de logarithmes. C. Q. F. D.

De la, il s'ensuit que le logarithme de -+ 1 n'est pas seulement =0,
mais qu'il -y a encore une infinité d'autres quantités dont chdcuné est éga-
lement le logarithme de -+ 1. Cependant, on comprend aisément que tous
ces autres logarithmes, hormis le premier 0, seront des quantités imaginaires;
de sorte que dans le calcul, on est en droit de ne regarder que 0 comme le
logarithme de + 1, tout de méme que lorsqu'il s'agit de la racine cubique

. Y . . . —1 —3
de 1, on ne se sert que de 1, quoique ces quantités imaginaires ———';lé—

—1—y—8 _ . ( . . Ar
et 3L solent également des racines cubiques de 1. Mais quand on

veut comparer le logarithme de 1 avec les logarithmes de —1, ou de V-1,
qui sont tous, & ce que je ferai voir dans la suite, imaginaires, il faut con-
sidérer le logarithme de 1 dans toute son étendué; et alors toutes les diffi-
cultés et contradictions rapportées cy-dessus disparoitront d’elles mémes.
Car, soient «, @3, y, d, &, {, etc. les logarithmes imaginaires de l'unité, qui
lui répondent aussi bien que 0, et on comprendra aisément qu'il peut &tre
2l—1=1+1, quoique tous les logarithmes de — 1 soient imaginaires; car,
pour satisfaire & l'équation 2{—1=17+1, il suffit que le double de tous
les logarithmes de — 1 se trouvent parmi les logarithmes imaginaires de
+ 1. De méme, puisque 41}/ —1=1+1, chaque logarithme de ¥—'1 mul-
tiplié par 4 se doit rencontrer dans la serie «, @, y, 0, & C, etc. Ainsi, les
27*
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égalités 21—1 =141 et 41V—1=1+1 se peuvent maintenir, sans qu'on
soit ‘obligé de soutenir qu'il soit ou /—1=0 ou I¥/—1=0, comme
M. BernouLLr a prétendu. Mais tout cela sera mis dans tout son jour,
quand je déterminerai actuellement tous les logarithmes de chaque nombre
proposé, ce qui sera le sujet des problemes suivans.

PROBLEME 1

Déterminer tous les logarithmes qui répondent & wn nombre affirmatif pro-
pos€ -+ a quelconque. "

'SOLUTION

Puisque a est un nombre positif, il aura certainement un logarithme
réel qui se trouve par les régles assés connués. Soit donc A ce logarithme
‘réel du nombre @, et puisque ¢ =1-a, il sera la =171+ A4: ou bien, chaque
logarithme de l'unité étant ajouté & A, donnera un logarithme du nombre
proposé a; et pour trouver tous ses logarithmes, on n’a qu'a chercher tous
les logarithmes de l'unité 4 1. Prenant donc y pour marquer un logarithme
~quelconque de -1, les valeurs de y doivent étre tirées de 1'équation du
theoreme en y mettant # =1, et on aura cette équation

qui se change en

et la délivrant des exposans rompus, on aura
A
(1+2)=1,

ol # marque un nombre infini. Cette équation étant maintenant pour ainsi
dire rationelle, chacune de ses racines donnera une valeur convenable pour ¥,
c'est & dire un logarithme de - 1. " Or, pour trouver toutes les racines de
cette équation, on sait qu'il les faut tirer des facteurs de la formule
(1—{- %)"— 1, en supposant chaque facteur —O0. Mais, en général, il est
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démontré que d'une telle formule p”— ¢°, un facteur quelconque est
p—2pgeos 2% 1 g2

ol 2 marque un nombre entier quelconque et = 1'angle de 180°% ou la moitié
de la circonference d'un cercle dont le rayon =1; de sorte que donnant & 2
successivement toutes les valeurs possibles qui sont 0, +1, +2, 43, +4,
+ 5, etc., on obtienne enfin tous les facteurs de la formule p"—g".~ Et par-
tant, toutes les racines de 1’equat10n p" — ¢" =0 seront comprlses dans cette
expressmn générale
' p—q(cos—+ V—-—l sm“’”
qui se trouve en posant

P’ —2pq cos—%f,—” +49=0.

Donc, toutes les racines de notre équation trouvée (1 + %)"—1== 0, posant
p=1+4 % et g —1, seront contenués dans cette expression générale
| 22w 2x
1+—“—COS—'+V— SIDT
Or, puisque #» marque un nombre infini, I'arc %’ sera infiniment petit;
il sera donc
21
cos 2% —1 et sinztZ=2%%,
n v n

d’ou il s'ensuit

et partant a
y=+2inV—1

On n’a qu'a substituer maintenant pour 4 successivement toutes les valeurs

déterminées qu'elle renferme, savoir 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, etec. & l'infini; et -

tous les logarithmes de l'unité, ou toutes les valeurs possibles de 1 seront
0, +2aV—1, +4aV—1, +6aV—1, +8zV—1, etc.

Done, tous les logarithmes du nombre propose a, dont on salt deja le loga-
rithme réel 4, seront

4, AiQnV—, A+4nV—1, A+6aV—1, AiSnV—l, etc.
C. QF T
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De Ia, il est clair que chaque nombre positif n'a qu'un seul logarithme
réel, et que tous ses autres logarithmes infinis sont imaginaires. Cependant,
tous ces logarithmes imaginaires jouissent de la méme propriété que le réel,
et on s'en pourroit servir également dans le calcul en observant les mémes
régles. Car, soient 4, B, C, D, etc. les logarithmes réels des nombres posi-
tifs a, b, ¢, d, etc. de sorte qu'il soit en général

la=A+21nV—1, Ib=B+2unV—1, le=C+2vaV—1, ete.

Maintenant soit ¢ = ab, et on sait qu'il sera C= 4 4 B; or, prenant les lo-
garithmes en général, on verra aussi que la somme des logarithmés des fac-
teurs a, b est toujours égale au logarithme du produit ab=c. Car on aura

la+lb=A+Bi2§n»V———1

mettant pour { un nombre quelconque entier qui peut résulter en ajoutant
les termes +2AnV—1 et +2uaV—1. Or il est clair que mettant
A+ B =20C, cette expression de la -4 Ib convient parfaitement avec celle-cy
lce=C42vn V—1. Le méme accord se trouvera aussi dans la division,
I'élevation aux puissances et l'extraction des racines, ot I'on fait usage des
logarithmes. Mais pour ce qui regarde l'extraction des racines, comme le
nombre des racines est toujours égal i l'exposant du signe radical, cette
maniere d’exprimer les logarithmes généralement a cet avantage sur la ma-
niere ordinaire, qu'elle nous découvre toutes les racines; au lieu que par la
methode ordinaire on ne trouve dans chaque cas qu'une racine, savoir la
réelle et qui est en méme tems positive; ce qu'on reconnoitra plus évidem-
ment, lorsque j'aurai déterminé tous les logarithmes des nombres tant néga-
tifs qu'imaginaires. '

PROBLEME 2

Déterminer tous les logarithmes qui répondent & un nombre négatif quelcon-
que — a.

SOLUTION

Puisque — ¢ = —1-a, il sera l—a—1la+I—1 et, prenant pour la le
logarithme réel de @, on aura tous les logarithmes du nombre négatif —a, -
si I'on cherche tous les logarithmes de — 1. Mais ayant vu que, mettant y
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1 ,
pour le logarithme du nombre = en général, il est y —nz" —mn, d'olt T'on

1
tire 1 —l— 2. =g" et partant (1—I— )n-—x——O. Donc, y exprimera tous les
logarlthmes de —1, si 'on met 4 ——1, de sorte que tous les loganthmes
de — 1 seront les racines de cette équation

(142 +1=0

posant le nombre # infiniment grand.

~ Or on sait que de cette équatidn générale p"+ ¢"=0, toutes les racines
se trouvent de la résolution de cette formule

p— QPQCOSw-I- P

prenant pour A successivement tous les nombres entiers tant affirmatifs que
négatifs et partant, on aura '

p=q<cos ———(21 +V—1. gin &= 1)”>

Donc, les racines de cette équation proposée (1 + %)”4- 1=0 seront toutes
comprises dans cette formule générale - ‘

(2;. (2,1—1)95

Y __ anegEAT YT Y/ 1.gin ST
1+~”f —I—V 1.sin n
laquelle & cause de » — w2 se change en

| y— 4 @2—DnV—1.

Par conséquent, mettant pour 2 successivement toutes les valeurs qui lui
conviennent, tous les logarithmes de —1 seront

+aV—1, -+38aV—1, 4baV—1, +TaV—1, +92V—1, ete.

Done, *si nous posons !+a= A, ou que 4 marque le logarithme réel du
nombre positif + a, tous les logarithmes du nombre négatif — a seront:

A4nV—1, A+3aV—1, A45baV—1, A+TaV—1, etc
dont le nombre est infini. C. Q. F. T.
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“De Ia, il est clair que tous les logarithmes d’'un nombre négatif quel-
conque sont imaginaires, et qu'il n'y a aucun nombre négatif dont un de
ses logarithmes soit réel.” M. Lemniz a eu donc raison de soutenir que les
logarithmes des nombres négatifs étoient imaginaires. Cependant, puisque les
nombres affirmatifs ont aussi une infinité de logarithmes imaginaires, toutes
les objections de M. BErNouLLI contre ce sentiment perdent leur force. Car,
quoiquil soit I—1=4 (24 —1)aV/—1, le logarithme de son quarré sera
I(— 1P =42@2A4—1)nV—1, expression qui se trouve parmi les logarithmes
de +1, de sorte qu'il demeure vrai- que 21—1=1I+1, quoique - nul . des
~ logarithmes de — 1 se trouve parmi les logarithmes de 4 1. Soit 4 le lo-
garithme réel du nombre positif + a et que p marque en géneml tous - les
nombres pairs eb q tous les impairs entiers, et ayant en général -

I+1=4paV—1 et 1-1= ignV—l
et

l+a=A+paV—1 et l—a=inan—1,
dlot I'on voit que |
l—af =2l—a =24 4 2¢gnV—1.

Or, 2q étant —p et 24 le logarithme réel de a?, on voit que 24 +pnV—1
est la formule générale des logarithmes de a; ainsi il est l(—a)=1la® ou
bien 2l—a—=21+a, sans qu'il soit I—a —l—l—a ce qul seroit sans doute
contradictoire, si les nombres + a et —a n'avoient quun seul logarithme;
car alors on auroit raison de conclure qu'il fat T—a=I+a, sil étoit
2l—a=2l+a. Mais, dés qu'on tombe d’accord que tant.—a que - a. ont
une infinité de logarithmes, cette conséquence, toute nécessaire qu'elle fat
auparavant, n'est plus juste, puisque pour qu'il soit 2l—a — 27 +a, il
suffit que les doubles de tous les logarithmes de —a se rencontrent dans les
logarithmes de - aa. Ce qui peut arriver, comme nous voyons, sans qu’au-
cun des logarithmes de —a soit égal & aucun des logarithmes de +a.

11 faut cependant avousr que toutes les valeurs de 2l—a sont differen-
tes des valeurs de 2/+a, vu qu'il est

2l+a=24+2paV—1 et 20—a=24 + 2¢nV—1,

. ou 210 marque un nombre pairement pair, et 2¢ un nombre 1mpalrement

pair quelconque. Mais il faut remarquer que les logarithmes de - a’,
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comme d'un nombre affirmatif dont: le’logarithme réel est — 24, sont com-
pris dans cette formule géﬁérale la* =244 pnV/—1, ol p marque un
nombre pair quelconque sans en excepter .zero.  Cela remarqué, il est clair
que toutes les valeurs de 2!—a sont compnses .dans celles de la®, aussi
Dbien que celles de 2I+a. - - Ainsi, -quoiqu’on’ puisse dire que 2l—a = la?
et 2/+a=1Ia% prenant le signe de = pour marquer que les valeurs. de
2l—a ou de 2l+a se rencontrent parmi les valeurs de la’, on ne sauroit
dire, & la vérité, qu'il soit 2/—a =2/ +a. Néanmoins, comme dans les for-
mules l4+a—=A +prnV—1 et l—=a=A-+gnV/—1 les nombres p et ¢
sont indéterminés, rien n'oblige qu'en doublant ces loganthmes on prenne
pour p et ¢ les mémes nombres. Alns1 pour faire ces multiplications dans
" toute leur étendus, que p, p’, p”, p”, etc. marquent des nombres pairs quel-
conques égaux ou inégaux et ¢,'¢q, ¢’ ¢ etc. des nombres impairs égaux
~ou inégaux entr'eux, ces duplications se feront de la maniere suivante:

l4a= A+paV—1 l—d_= Ai—quV—l
l+a= A+pnV—1 l—-a= A+ gaV—1
21+a =24+ (p+p)nV—1,  2-a=24+(@q+¢)nV—1

Tei maintenant p + p marquant la somme de deux nombres pairs quelcon-
‘ques et ¢ -+ ¢ la somme de deux nombres impairs quelconques, tant p -+ p’
que ¢ - ¢ marquera un nombre pair quelconque; et partant, il sera
p+p=q+ ¢, donc 2l—a=2]+a. Par conséquent, dans ce sens, on
pourra soutenir qu'il est 27— a=2l+a sans quil soit {—a=1I1+a. De
méme maniere, il sera - ' '

3l+a=344(p +p’+,p”)n]/; 1=34 _+an~ 1=10+a°
3l—a=34+ (¢ + ¢+ Q")nV—F =84+ qnV—1=1-0d,
‘car p -4+ " produit tous les mombres pairs et convient par cohséquent
avec p; pareillement, ¢ - ¢’ + ¢” produit tous les nombres impairs et con-

vient avec ¢. Or, puisque ¢-+¢' 4 ¢"+¢” produit tous les nombres pairs,
“cette expression sera équivalente avec p; donc les quadruples seront

4l+a= 444 (p+9p + 9" +p”’)n1/——'1 =44 +paV—1=1+d",
4l—a=444+q+qd+ ¢ +q¢)aV—1—=44+4paV—1—=1—0a

' Leonmarpr Eurerr Opera omnia I17 Commentationes analyticae 28
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Ainsi, cette maniere de trouver les logarithmes des puissances tant de + «
que de — a s'accorde parfaitement bien avec les principes connus tant des
puissances que des logarithmes, et toutes les objections rapportées cy-dessus
n’ont plus aucune prise sur ces vérités démontrées. Le méme accord s'ob-
servera aussi dans les logarithmes des quantités imaginaires, que je m’en vai
déveloper dans le probleme suivant.

PROBLEME 3

Déterminer tous les logarithmes d'une quantité imaginaire quelconque.

SOLUTION

Il est démontré qﬁe toute quantité imaginaire, quelque compliquée
qu'elle soit, se réduit toujours h cette forme a +bV—1, out a et b sont des
quantités réelles. Je pose maintenant

V(aa +bb) =¢
a b
b Veaton " Vieaton |
qu'il sera aisé de trouver par les tables. Soit donc cet angle — ¢, qui
marque en méme tems la quantité de l'arc de cercle qui est sa mesure, le
sinus total étant posé =1. On aura -donc

seront le cosinus et le sinus d'un certain angle

a=ccosgp et b=csing,
et la formule imaginaire dont il faut chercher tous les logarithmes, sera
a+bV—1=c(cosp +V—1-sin ¢) |
ou, puisque ¢ est un nombre affirmatif, soit C son logarithme réel, et on aura
la+bV—1)=C+I(cosgp+V—1-sing).

Il s’agit donc de chercher tous les 'logarithmes de la Qua,ﬁtité imaginaire
cos ¢ + V—1.sin ¢, laquelle étant mise pour =, ses logarlthmes seront les,
valeurs de y tirées de cette équation

(142 om0,
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»n marquant un nombre infini. Mais pour pouvoir comparer cette equatlon
avec la forme générale p"— ¢"=0, je remarque que

s=cosgp+V—1.sing =(1+L;1)n,
dont la vérité est suffisamment prouvée ailleurs. Car on sait que
"

2 6
—_1_ 9 4 —_ P
cosp=1 1.2+1.2.3.4 1-2-3-4-5-6+etc'

et o
. (p3 q)5. t
sing—=¢— o5 tiss.45  °OF

Or, puisque n# est un nombre infini, il sera

L eV—1y_ pV—1 o' ¢Y—1 P°Y—1
'(H' n )“1"’ 1 1.2 1-2-3+1234+12s45

ete.,
d'ou il est clair que

<1+<p—1%_"1)n=008</>+1/—1-sin¢f
Nous aurons donc ‘ '
1 —1

pour l'équation & resoudre P—q"=0. ‘Mais, ayant vu déjar que chacune
des racines de cette équation est contenué dans cette formule générale
p=q(cos g-:;ﬁil/—- sm2—%’—'z ,

prenant pour A tous les nombres entiers, ou affirmatifs ou negatlfs, il sera
pour notre cas

y p)/—1 2ix 2Ax
144 — (14+257) (os 2Z £ V—1-5in 27)
et parce que, & cause du nombre » infini, il est

2A% .
cos — =1 et sin ——=-—"—,
S oon n

2 = () By ),

il sera

28*
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‘ce qui donne : ‘
y=¢@V—1+42inV—1,

d’ou tous les logarithmes de la formule cos ¢+ —1-sin¢ seront
oV—1, (p£2m)V—1, (ptdm)V—1, (p+6m)V—1, ete.

et les logarithmes de la formule imaginaire a - bV—— 1, posant.

¢=V(aa 4+ bb) et tangq)=—g,v ou cos¢=—z:l¥ et sinq>=%
et de plus
le=C,
seront

C+oV—1, C'+(¢i2n)v—1, C+(¢i4n)1/—1, C+(p+6m)V—1, etc.
C.Q.F T |

De la, il est clair que tous les logarithmes d'une quantité imaginaire
sont aussi imaginaires;. car, lorsque ou ¢ =0 ou ¢ = + 27, qui sont les
cas ol quelcun de ces logarlthmes pourroit. devenir réel, cela ne peut arriver
que lorsque tang¢ = - =0; il seroit donc b=0, et la quantité a - bV —1
cesseroit d'étre 1mag1na1re Donc, si I'on prend p pour signifier chaque nombre
pair, ou affirmatif ou négatif, tous les logarithmes de la quantité imaginaire
a+bV—1 seront renfermés dans cette formule générale

C+@+W@V—

ol C est le logarithme réel de la quantité afﬁrmatlve V(aa + bb) =¢, et l'arc
ou l’angle ¢ est pris tel qu'il est sin ¢ - =2 et cos g = i-- Or, puisquil y
a une infinité d’angles qui conviennent au méme sinus ? et cosinus %,' qui
sont tous compris dans la formule ¢ + pm, on pourroit omettre le terme px,
et dire que le logarithme de & 45V —1 est en général — C+ ¢ V—1; puis-
que cet angle ¢ renferme déja tous ces :angles. Cependant, si 1'on prend
pour ¢ le plus petit angle affirmatif vquvi répond au sinus —2— et au cosinus %,
la formule générale des logarithmes de ¢ + bV —1 sera = C+ (¢ + pn)V—1.
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Si l'angle ¢ est tel, qu'il tient une ‘raison commensurable avec 7 ou la
circonference du cercle, ce sera toujours une marque qu'une certaine puissance
de la quantité imaginaire a 4+ bV —1 devient réelle. Car soit ¢ — -z, et
puisqu'il est l(a iy 1)=C+ ( 7 +pn) V—1, il sera

a4V —1) = VC-—{-’({L + Vp)jtV— 1,

d'ot Yon voit que si u -4 vp est un nombre pair ou seulement u pair,
la puissance (¢ 4 bV— 1) sera un .nombre réel affirmatif, et méme
= ¥ = (V(aa +bb)); or si u+vp ou seulement p est un nombre impair,
la puissance (@ 4 bV — 1)’ sera un nombre négatif — — ¢". |

Jusqu'ici, on auroit pu croire qu'il .seroit indifferent de donner & 7 quel-
que valeur que ce soit, puisqu'il ne paroissoit rien, ni dans les logarithmes
des nombres affirmatifs !+a =4 -+ pn Y—1, ni dans ceux des nombres né-
gatifs |—a—= A4 4-gnV—1, dou nous _puissions comprendre pourquoi ' la
lettre 7 dat plutot marquer la demi-circonference d'un cercle décrit du rayon
—1 que tout autre nombre. Mais & présent, oh il s'agit des logarithmes
des nombres imaginaires, la raison en devient évidente; puisqu'il faut com-
parer l'angle ¢ & 7, de sorte que si l'on donnoit & n toute autre valeur que
celle de deux angles droits, les formules deviendroient fausses, et ne seroient
plus d’accord avec celles que nous avons trouvées pour les nombres affirma-
tifs et négatifs.

Pour faire voir cela plus clairement, supposons ¢c=1 et C=0, pour
avoir cette formule cosp 4 ¥ —1-sing, dont tous les logarithmes seront ren-
felmés dans cette formule générale

l(cos ¢ +V—1.sin ¢) = (¢ —}-pﬂ) V—1
p marquant un nombre entier palr quelconque, soit affirmatif, soit négatif,
ou méme zero.

" De la, nous tirerons premierement d'abord les formules supérieures pour
les logarithmes des nombres réels affirmatifs ou négatifs. Car, soit ¢ =0,
et b cause de cosg=1 et sing =0, il sera I4+1=paV—1 ou blen en
détaillant

I+1=0, +2aV—1, +4aV—1, +6aV—1, +8aV—1, etc.
or, mettant ¢ — = = 180°, & cause de cosp ——1 et sing =0, il sera

I-1=(14paV—1=gnV—1,
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prenant ¢ pour marquer un nombre impair quelconque. On aura donec
I=-1=H4naV—1, +3aV—1, +51V—1, +TaV—1, ete.

Dévelopons maintenant aussi les cas les plus simples des nombres ima-
ginaires, et soit

1. go=90°==%ﬂ, et & cause de cosp =0 et sing—+1, il sera
I+V—1= (—; +p)nV—1;
donc tous les logarithmes de + V— 1 s‘eront
—nV-—l —I——nV 1, +— nV— V 1, + TaV—1, etc.

—5nV—=1, —taV—1, —May_y, —12§n —1, —523n —1, ete.

Ajoutant ici deux valeurs quelconques ensemble pour avoir le loganthme de
Y+ V—1), cest & dire de I—1, on trouvera ou +na¥V—1, ou + 3nV—1,
ou + 57V —1, etc, qui sont tous des logarithmes de — 1.

2. Soit ¢ =270 = 271, et & cause de cos o =0 et singp— —1, il sera
I-V—1=(~ +p)aV—1;

donc tous les logarithmes de —)/—1 seront contenus dans les ‘expressions
suivantes : ‘

~nV—1+—nV1+ V1+ V1+ nV—1, ete.

| — V-1, —saV—1, — V-1, —%n —1, —TaV—1, e,
ou il est clair, comme auparavant, que deux valeurs quelconques étant ajou-
tées ensemble donnent gn)/— 1, posant ¢ pour un nombre impair quelconque,
ce qui est le logarithme de —1 ou de (—¥—1)" De plus, si l'on ajoute un
logarithme quelconque de —¥—1 & un logarithme quelconque de 4 V— 1,
pour avoir un logarithme du produit (+¥—1)-(—¥—1) qui est =+ 1, on
ne trouvera en effet que des logarithmes de +1. Et il est clair, de méme,
quil sera U(+V—1)—U—V—1)=1-1 ou I(—V—1)—I(+ V-— )=1-1

tout comme la nature de ces expressions exige.



169—170] SUR LES LOGARITHMES DES NOMBRES NEGATIFS ET IMAGINAIRES 223

3. Soit (p=60°=%—7t ou cos¢=% et sincp=]§; on trouvera

j1+V-3 (+p)n}/—

2
de sorte que tous les logarithmes de cette expression imaginaire :{-1_—|-21/_—_3
seront
1 . 13 25
—alV—1, AnVl-l— 1/1+ V1+—V1ec.
5 11 17 29 .,
—2ay—1, — 5 —1, — 57 —1, ——3—911/——-1, — 37 —1, ete.,

ol il est clair que trois quelconques de ces logarithmes étant ajoutés ensem ble
produisent gz} —1 ou quelcun des logarithmes de — 1, puisque

Y

1 . 3
— 5 et sing = L, et I'on trouvera -

4. Soit ¢ =120"= 37 ou cos ¢ — &

—1+Y—38 2 :
1= = (S p) V1

* Ainsi tous les logarithmes de la formule imaginaire lii'—z—w seront

—nV—1—|-——nV1+ 1/1+n1/1+ aV—1, ete.

10 ‘ 28
a1, =Wyt —Bay1, ~2ay—1, —Rav—1, ete,

et puisque |

(= +2V— 3)""= + 1,

on verra qu'on obtient effectivement les logarithmes de +1 en ajoutant
" ensemble trois quelconques de ces logarithmes.

5. Soit (p=240°=¥;~n ou €os ¢ = — % et sin ¢ =:21/~3, et l'on aura

EE S O
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de sorte .que tous les logarithmes de cette formule -1—_21/;3 seront .

+pnV—1, RV, 8y, 12y, By e
Y P 14 ., . 20 : |
—-‘3—7[1/—'1, '—'?TEV—I, —?ﬂ' '—'1, —‘-‘3*71 —— —_*71'1/ 1 etc.,

d’olt Ton tirera comme auparavant, en aJoutant trois quelconques de ces lo-
garithmes ensemble, quelcun des logarithmes de + 1, puisqu'il est

EY

De méme, deux de ces loganthmes que]:conques a,Joutés ensemble produlront
un logarithme de 1+VJ, car il est

(——1—1/— )_—1+V—

-~ Et puisqu'il est rémproquement

(- =,

on verra aussi que la somme de deux logarithmes quelconques de 1"'21/——?’

produit un logarithme de = I"V_

6. Soit ¢ = 300°=?n ou cos ¢ =% et sm(p ;/3, et l’on aura

2=V (8 p) et

Par conséquent, les logarithmes de cette formule +~'1——2V—_3 seront

+3aV—1, +2ay—1, 42, ~1, +—nV 1, +ZaV—1, et

1 19
—Env-—-l --——ﬂ'V— ?7'[ '—'—'1, v—‘3—7'l —’ ——ﬂ'V 1 etc.,
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ol il est évident que trois quelconques de ces logarithmes étant ajoutés en-

semble donnent un logarithme de — 1, conformément & ce qu'il est

(=t

Et en général, on verra toujours que toutes les opérations qu'on fera avec

ces logarithmes, sont parfaitement d'accord avec les opérations relatives faites
avec les nombres qui leur conviennent, de sorte qu'on ne rencontrera plus
le moindre inconvenient & 1'égard des opérations en logarithmes et de celles
qui leur répondent en nombres.

7. Soit ¢ =45"= n ou cos ¢ = 1—/; et sinqi——?i/%, et I'on aura
PELEV=1 (L4 )y
V2 4
Ainsi, “tous les logarithmes de cette expression imaginaire t1 ;2’/‘.‘3, seront

nV—l—l———nVl—i—nVl—l—nVél—l— aV—1, etc.

15 23 31 39
—'ZTEV———I, —.z-n ——1, —-4—7I —1, —Z—?T —1, —-—4—% —1, ete.

i
—, et T'on aura

. __qar0__ 38 ; _ =1 . _
8. Soit ¢ =135 =7 0u Cosg Ve et sin g +V2

o —14)—1 3
T V2 (4 +2 ) ?‘V— L
Et partant, tous les .logarithmes de cette formule ?—1—1’“1/;/—_—1

seront

+nV—1+nV1+nV1+ 1/1+ n¥V—1, ete.

_.—4—71V~—~1, —-12?:71 — —-"—711/ 1, "“2:37‘ "‘"1""'"?4171]/—1’ etc.
~ Chacun de ces logarithmes étant, ajouté a quelcun des. précedens de kel H;/Zﬁ—l—

Lzonmarnr Evrerr Opera omnia 117 Commentationes analyticae .29
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| prodult un logarithme de la forme gn¥V—1 ou de —1, tout comme il faut,
puisque
+14Y—-1 —14Y—1_

V2 143
9. Soit ¢ = 225° =1 L7 ou cos¢ ——;—; et sin ¢ -——_1721, et l'on aura
j—1=V—1_ (5
Done, tous les logarithmes de cette formule _—1—1721—/——1 seront

nV 1, 4- 3V —1, +- lv—1, 4~—n —1, ete.

3 11 19 .
— V=1, —FaV—1, —FaV—1, ~—mV 1, etc.,

qui sont les négatifs des précedens; ce qui est aussi parfaitement bien d'ac-
cord avec les opérations analytiques, puisqu’il est

—1—Y=-1_ . —1+V—1

., ve 0 Ve
et partant : '
—1— V_ B Tt el ek 1+ V_
ye V2
' Soit o1 —4 1 et sing—=—21, don I
10. Soit ¢ = 315 ;7 Ou Cosg + 72 et smgp % d’olt 'on
aura ‘ '
+1-Y—-1_
Par conséquent, tous les logarithmes de cette formule F1=V=1 seront

Ve
nV—l 4- SV — 1, +- SV —1, 4- V 1, etc.

_§nv_1, — 3 aV—1, —TaV—1, —2aV—1, ete.
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Tous ces logarithmes des quatre derniers articles ont cette propriété,
que chacun multiplié par 4 produit un logarithme de — 1, ce qui est con-
forme & la vérité, puisque les quarré-quarrés de ces quatre formules

+1+Y—1 —14)Y—1 —1-})—1 +1—V—‘1
ve T ye 12 Ve

produisent le nombre — 1.

Ces exemples suffisent pour faire voir que 1l'idée des logarithmes que je
viens d’établir, est la véritable, et qu'elle est parfaitement d’accord avec toutes
les opérations que la théorie des logarithmes renferme, de sorte qu'on n'y
rencontre plus aucune difficulté, et que toutes les contradictions auxquelles
cette doctrine paroissoit assujettie, disparoissent entierement. Par conséquent,
la grande controverse qui partagea autrefois Mrs. LrmsNiz et BErNoULLI, est
a present parfaitement décidée, ensorte que ni l'un ni l'autre ne trouvermt
plus 1e moindre sujet de refuser son consentement.

La belle découverte de M. BrrNouLLi, de ramener la quadrature du
cercle aux logarithmes imaginaires, se trouve aussi non seulement parfaite-
ment d'accord avec cette théorie, mais elle en est une suite nécessaire, et
est portée méme par Ia & une infiniment plus grande étendue, puisque nous
voyons que les logarithmes de tous les nombres, entant qu'ils sont imagi-
naires, dépendent tous de la quadrature du cercle. Ainsi, les logarithmes de

+1 étant + paV—1, il sera ;i— toujours une quantité réelle, mais qui

renferme une infinité de valeurs, & cause de 'infinité des logarithmes de - 1.
Conséquemment & cela, si 'on pose le rapport du diametre & la circonference
=1:7n, toutes les valeurs de cette expression X! seront les suivantes:

V—1
0, +2n, +4n, +6n, 48z, o107, ete

De méme, les logarithmes de — 1 étant divisés par V'— 1 fourniront les quan-
tités réelles suivantes qui renferment également la quadrature du cercle. Car
les valeurs de ~—% sont

Y—1

+n, +3n, 4+5xn, +Tn, -+ 97, etec

29*
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De la méme manjere, on verra que les valeurs des expressions suivantes
- seront:

- Les valeurs de seront celles-cy & l'infini
1 5 ‘ 9 13 17 .
l('l‘V_l) +-§-7I, +—2—Tt, +'§7l, +—2—7'l, +?ﬂ’ etc.
V—1 3 7 11 15 19
—5h —g%h —5% —5A —5u, et
3 7 11 15 19
l( V—l) +§n’ +§:Tt, +'2_7I7 +?ﬂ’ —|——2—7I, ete. ‘
V-1 1 5 9 13 17
‘-—-2—71, ) -——'2—'71, ——2—'7'[,' —--?7'[, '——'—2"ﬂ, ete.

et on tirera également des autres exemples dévelopés cy-dessus de semblables
expressions réelles qui renfermeront toutes la quadrature du cercle.

J'ai déja fait sentir le bel accord de ces logarithmes avec l'extraction
des racines, ayant fait voir que les doubles tant des logarithmes de —1 que
de + 1, sont contenus pa.rml les logarithmes de - 1, pulsqu il est

1= (+ 1) = (1)

de méme pulsque il est |
1= (= (FHEEY - (21510,

on verra que les triples des logarithmes de -+ 1, de —‘H;V_?’ et de _1“2‘/_3
se trouvent parmi les logarithmes de -+ 1. Mais je remarque ici de plus,
comme 1 n'a que ces deux racines quarrées + 1 et —1, ainsi si l'on range
les doubles de tous les logarithmes tant de 4+ 1 que de —1 ‘dans une suite,
on obtiendra la serie complette de tous les logarithmes de -+ 1; car

20+1 est 0, +4nV—1, +8aV—1, +12zV—1, etc
21—1 est + 22V —1, +6aV—1, +10aV—1, etc.

De la méme maniere, les trois racines cubiques de + 1 étant

b1, TIEV=S g misYs,



B 175—177] SUR LES LOGARITHMES DES NOMBRES NEGATIFS ET IMAGINAIRES 229

si I'on range les triples de tous les logarithmes de ces trois racines dans une
suite, il en résultera la suite complette des logarithmes de -1, car

3141 domne 0, +6xV—1, 412aV—1, +18xV—1, ete.

o= 1+V—3 {—I—?nV——l, + 8aV—1, +UaV—1, ete
2 —4aV—1, —10aV—1, —16xV—1, etec.
—1—V— [—{—4711/—1, +107V—1, +16nxV—1, etc.

Bl—=— v |
—2nV—1, — 8aV—1, —1l4nV—1, etc.

Dans ces trois series, chaque logarithme de -+ 1 se trouve, et aucun ne
s'y rencontre qu'une seule fois; ce qui est une marque, que I'unité n'a que
ces trois racines cubiques, et qu il faut les trois ensemble ‘pour épuiser la
nature de l'unité.

Il en est de méme de toutes les autres racmes de T'unité, et comme
les racines quarré-quarrées de -1 sont

+1, —1, +V—1 et —V—1,

on verra que les quadruples des logarithmes de chacune de ces ‘racines ne
donnent que la quatrieme partie des logarithmes de. 4 1. Or, tous ces qua-
druples de toutes les quatre racines ensemble produisent toute la suite des
logarithmes de + 1. Il est aussi remarquable que tous les logarithmes d'une
racine quelconque sont differens des logarithmes de toute autre racine du -
méme nombre. .Cependant, quoique ces deux logarithmes I+1 et I—1 soient
differens entr'eux, il -est néanmoins 2/+1=170+1 et 21—1=1+1, sans qu'il
soit 20+1=2/—1. De la méme maniere, ces trois logarithmes

141, ——_“;_——V_?’ ot l~———_1—'21/_3

sont differens entr'eux; cependant, nonobstant cette inégalité, il est

3141 —1+1, 81= 1+2V S _ 141, et 311-1:212i‘=l+1.

‘ Nous voyons done quil est essentiel i la mnature des logarithmes que
chaque nombre ait une infinité de logarithmes, et que tous ces logarithmes
soient differens non seulement entr'eux, mais aussi de tous les logarithmes
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de tout autre nombre. Il en est de méme des logarithmes que des angles
ou des arcs de cercle; car, comme & chaque sinus et cosinus répond une in-
finité d’arcs differens, ainsi & chaque nombre convient une infinité de loga-
rithmes differens. Mais il faut ici remarquer une grande difference qui est,
que tous les arcs qui répondent au méme sinus et cosinus, sont réels, au lieu
que tous les logarithmes du méme nombre sont imaginaires & la reserve d'un
seul, lorsque le nombre donné est positif; car tous les logarithmes des nombres,
tant négatifs qu'imaginaires, sont sans aucune exception imaginaires. Or,
comme & un arc donné ne convient qu'un seul sinus et cosinus, ainsi & un
logarithme proposé ne répond qu'un seul nombre; de sorte que cest un.
probleme qui n’admet qu'une seule solution, lorsqu’on demande le nombre
qui convient & un logarithme proposé. ’

PROBLEME 4

Un logarithme quelconque étant proposé, trouver le mombre qui lui répond.

SOLUTION

Posons premierement que le logarithme proposé soit une quantité réelle
=f, et on sait que posant le nombre —e, dont le logarithme réel =1, le
nombre qui répond au logarithme f sera — ¢’.

" En second lieu, soit le logarithme proposé — ¢¥— 1 ou simplement ima-
ginaire, et soit # le nombre qui lui répond. Puisque g est un nombre réel,
qu'on le compare avec 7, et qu'il soit g —mn, et il est clair, si m est un
nombre entier ou pair ou impair, que le nombre z sera ou +1 ou —1.
Mais, pour tout autre cas quelconque, le nombre x sera imaginaire et, pour
le trouver, on n'a qua prendre un arc de cercle =g, le rayon étant —1
et ayant cherché son sinus et cosinus, le nombre cherché sera

x—cosg+V—1-sing.

En troisieme lieu, soit le logarithme proposé une quantité imaginaire
quelconque = f 4 g¥—1, puisqu'on sait que toute quantité imaginaire se
peut réduire b cette forme f4-gV—1, en sorte que f et g soient des nom-
bres réels. Cela posé, il est clair que le nombre cherché z sera le produit
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de deux nombres dont l'un aura pour logarithme f et l'autre gV/—1. Par
conséquent, le nombre qui répond au logarithme f - gV—1 sera

— ¢/(cos g +V—1-sin g).

C.QF T : :

On voit donc que le nombre qui répond au logarithme proposé f - gV—1,
sera réel, lorsque sin g — 0, c'est & dire lorsque g = ms, le codfficient m étant
un nombre entier quelconque, ou affirmatif ou négatif. Dans ce cas, on voit
de plus que si m est un nombre pair, & cause de cosg=--1, le nombre
cherché sera affirmatif, mais si m est un nombre impair, qu cause de
cosg=—1, le nombre cherché sera négatif = —e/. Dans tous les autres
cas ou m, cest & dire %, sera un nombre rompu ou méme irrationel, le
nombre qui répond & ce logarithme f - gV—1 sera infailliblement imaginaire.

Par le moyen de cette régle, on pourra aussi se servir des logarithmes
dans le calcul des nombres imaginaires. Pour en donner un exemple, qu’on
cherche la valeur de cette expression

(G Lt

Pour cet effet, on n'a quh prendre un logarithme quelconque de chaque
facteur, et en faire les opérations conformément aux régles généralement
recues, en sorte:

1’i/—;__nv_, donc 41— 1T V- 1+V P SaV—1,
LIt Y=1 _nV_ LLogbrV=t 3y g
V2 : V2 4
—1—-Y—3 4 —1—VY-3 8
=gV, AN— " =gl —1,
et enﬁn 1

79
Donc, la somme ou (4 —=_saV—L
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Par conséquent, le produit cherché sera

79 .79
A—cosﬁn—i-V—-l-smﬁ-n
ou bien

| 7 .7
A—cosl—2n+1/——1-sm 57

Je remarque encore que le logarithme proposé étant —f -+ gV—1, le
nombre répondant selon la régle commune, se trouve — e/*/V~1 Or, cette
expression est tout & fait équivalente & celle que nous venons de trouver.
Car on sait d’ailleurs que e’Y—!'= cosg + V' —1.sing et partant

e tIV=1 _ of , g9V—-1 gf(cqsg—|- V—l -sing),

mais cette derniere expression est plus commode que la premiere, ou lés
imaginaires entrent dans l'exposant. '
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Commentatio 254 indicis ENESTROEMIANT
Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1756/7), 1761, p. 115—154
: Summarium ibidem p. 15—17

SUMMARIUM

Quemadmodum omnis generis integralia, quorum integrationem absolute perficere non
licet, per series infinitas evolvi solent, quae, si fuerint convergentes, ad usum aeque sunt
accommodatae, ac si integratio in potestate fuisset, atque adeo saepenumero multo maiorem
usum praestant, ita iam pridem Geometrae agnoverunt haud minoris utilitatis fore, si
eadem integralia per producta ex infinitis factoribus exprimi possent, usumque adeo prae-
stantiorem esse futurum, si logarithmis fuerit utendum. Verum talis conversio ad paucis-
‘simos casus est adstricta; neque enim in aliis formulis integralibus locum habet, nisi quae
in alterutra?) harum formularam

Jx"'dx(l—-x")" et ﬁ%

sint contentae, neque etiam in his formulis negotium in genere succédit, ita ut pro quovis
valore ipsius 2 valor integ‘ralis per eiusmodi productum exprimi queat, sed tantum ad eum
casum limitatur, quo in priori formula statuitur z=1, in posteriori vero z=ov. Hi
autem casus etiam calculo prae reliquis ita excellunt, ut eorum usus sit amplissimus et
pulcherrima subsidia pro tota Analysi inde deducantur. Hoc igitur argumentum tametsi
Cel. Auctor iam olim pertractaverit, hic denuo resumit atque ex principiis multo clarioribus
formationem illorum productorum in infinitum excurrentium docet. -

‘Primum quidem elegantem harum formularum transformationem exponit indeque
casus, quibus eae sunt algebraice vel absolute integrabiles, facili negotio expedit. Cete-
rum hic monendus est lector ob calculos maxime intricatos nonnullos errores typogra-

2) Secundum manuscriptum; editio princeps habet in altera. A G.

Leoxnarpr Evrert Opera omnia I17 Commentationes analyticae 30
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phicos?) irrepsisse, V. g. p- 124 et seqq. frequenter litteram ¢ cum unitate 1 itemque
litteram graecam # cum latina z esse permutatam; cum autem hanc dissertationem nemo
facile sit lecturus, nisi qui caleulum ipse evolvere comstituerit, isti errores eius sollertiam
non remorabuntur, pra.eéipue cum hinc inde istae litterae recte sint expressae. Ita p. 124
in Corollario 2 notetur tantum poni'%=x seu m=xn et reliqua fient satis perspicua.
Deinde Cel. Auctor hoc argumentum invertit ac proposito huiusmodi producto
acf @+DE+)(f+ @+ e+ +2) . ete.
beg G+DE+NG+D G+ E+20+2 ’

ubi singﬁla, membra ex una vel duabus vel tribus fractionibus constant, quarum singun-

larum tam numeratores quam denominatores in sequentibus membris continuo unitate
augentur, proposito scilicet huiusmodi producto in infinitum excurrente inquirit in for-
mulam integralem, cuius valor casu =1 ipsi huic producto sit aequalis; quod cum pluribus
modis fieri queat, hinc egregias comparationes huiusmodi formularum integralium adipisci-
tur. Observat autem in genere talis producti valorem finitum esse non posse, nisi sit
at+c+f=b+e+g. Deinde cum sinus et cosinus angulorum per eiusmodi producta ex-
primi queant, eos hinc per formulas integrales exponit, unde insignia theoremata per uni-
versam Analysin maximi momenti oriuntur.

~ In integralibus ad series infinitas revocandis Geometrae adhuc plurimum
fuere occupati cum ad naturam serierum accuratius perspiciendam tum ob
. summum usum, quem series praestant ad integralium valores proxime
cognoscendos. Jam vero ostendi in Tomo Comment. Petrop. XL?) ob easdem
rationes reductionem integralium ad producta ex infinitis factoribus constantia
non minus esse dignam, quae omni cura excolatur, ibique plurima iam huius
reductionis dedi specimina, quae in Analysi haud contemnendum usum afferre
videntur, etiamsi ipsa pertractatio nondum satis fuerit polita atque in ordinem
digesta. Quamobrem hoc argumentum denuo ita resumere est visum, ut
. primo fundamenta, quibus innititur, luculentius exponerem, tum vero plures
casus, qui inprimis memorabiles videntur, accuratius evolverem.

Ante omnia autem notari convenit hunc modum integralia per factores -
exprimendi non in genere ita tradi posse, ut ad omnes quantitatis variabilis

1) Qui errores in hac editione correcti sunt. A. G

2) Vide L. Eurert Commentationem 122 (indicis Exsstroemiant): De productis ex infinitis
factoribus ortis, Comment, acad. sc. Petrop. 11 (1739), 1750, p. 3; Lzoxmaror Evrerr Opera
ommia, series I, vol, 14. A G, ‘
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valores aeque pateat, ad quod institutum series infinitae potissimum sunt
accommodatae, sed factores tum solum commode in usum vocari possunt,
quando is integralis tantum valor investigatur, cum variabili valor quidem
determinatus tribuitur. Neque vero hunc valorem pro lubitu assumere licet,
- sed potius ita comparatum esse oportet, ut iam in formula differentiali singu-
- lari gaudeat proprietate, dum eam vel ad nihilum vel ad infinitum redigit.

Huiusmodi autem casus iam prae ceteris notatu inprimis digni atque in
‘applicatione ad praxin potissimum quaeri solent, ita ut plerumque quaestio

versari soleat in valore integralium pro huiusmodi quodam casu inveniendo.

Ita si de circuli quadratura agitur, vel huius formulae f %d—m-———

. . — %)
. d e
deratur casu, quo z—1, vel huius formulae fﬁ casu, quo &= ov; ibi

autem hoc casu differentiale ipsum evadit infinitum, hic vero evanescit.

valor desi-

Quo igitur rem generalius complectar, duplicis generis formulas inte-
“grales hic evolvam, quae sint
ok am=tda
fx’” 1dm(1—~x”)’“ et (T—lT")"’
quarum utramque ita integrari assumo, ut evanescat posito z—=0. Tum
vero prioris integralis f 2" 'dr(l — 2"y eum tantum valorem determinare in
animo est, quem accipit, si ponatur z = 1; posterioris vero integralis
am=1dz . . . .
JaTay illum valorem, quem casu z = oo sortitur, tantum investigabo.
Evidens autem est hos integralium casus prae reliquis tali eminenti praero-
gativa gaudere, ut inprimis evolvi mereantur.

Quanquam hic elegantiae consulens coefficientes omisi, tamen perspicuum
est has formulas aeque late patere, ac si tales coefﬁcientens essent adiecti.
Formula namque huiusmodi f yy"tdy (e — By*)* posito Eg« — «" manifesto
ad allatam f "~ 'dx(l — ") reducitur neque propterea latius patere est cen-
senda ac simili reductione haec formula % in altera f % conti-
netur, unde omnino superfluum esset loco formularum nostrarum simpliciori
specie expressarum has magis complicatas adhibere velle.

Verum etiam altera formularum sumtarum in altera continetur, ita ut

sufficiat alterutram tantummodo, quam sum -traditurus, tractasse.
y

Si enim ponatur x — ——, erit
A +y)" | |
1 ‘ y™ dzx dy :
l—gt =t g YV ey G2 Y
14y’ . oy +y)

1+ 97
(‘l‘?/) 30%
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quibus valoribus substitutis obtinebitur

fx;n-ldw(l f( y"- ld.’/

14y )n+1+—

his integralibus ita sumtis, ut evanescant posito =0 et y=0; quae conditio
- hic semper subintelligi debet. Cum igitur posito y = oo fiat © =1, habe-
bimus sequens theorema. ' : '

THEOREMA 1

1. Valor formulae integralis -

fx_’”“dx(l——m")*

casu z—1 aequalis est valori huius formulae integralis

(1 4y PHies
casu Y =
Cuius aequahtatls ratio est, quod illa forma actu transmutatur in hanc,
si ponatur & = —Y—.
(1+y")"

Sequens theorema, quod per similem reductionem oritur, non parum
quoque utilitatis habebit, quod ideo cum sua demonstratione apponam.

THEOREMA 2

- 2. Valor huius formulae integralis

f - ld m(1 wn)k
casu x = 1 aequalzs est valori huius formulae integralis

m-—-n

fynk+n—1dy (1 . yn)T

etiam casu y—=1..
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" DEMONSTRATIO

1

Ponatur & = (1 — y")", ut sit

n n m | g % dz -y ! dy
1—z =Y, ) =(1'——'y) et —5—__: 1—y" ’
quibus valoribus substitutis habebitur

:vm"lda}(l _ xn)k —_ ynk-l-n—ldy(l . yn)—n“
Sit ' o

Y’__ ynk+n—1dy(1 )——

1ntegra11 ita sumto, ut evanescat posito y =0; tum posito y =1 abeat ¥
~in 4. Jam cum illas formulas ita integrari oporteat, ut evanescant posito
=0, quo casu fit y =1, erit

fxm“dfo(l —a"f=4—7Y.

Ponatur nunc =1, quo casu fit y =0 ideoque et Y= 0, et formula nostra
integralis fiet — A4 seu integrale f " 'dx(l1 — 2"} casu z =1 aequale erit

m—n

integrali fy""‘f”"‘dy(l —y") ™ casu y=1. Q. E D.

COROLLARIUM 1

3. Cum igitur hae tres formulae

1dy m-n
L [fa"tdo(l — 2v), II —y-~——— oL fe**~tde(l—z") "
f (1 + y )k+1 +—— f
ita a se invicem pendea,nt ut prlma transeat in secundam posito # = —-
a +y") .

~at vero posito v =(1— z) ea abeat in tertiam negative sumtam, manifestum
est, quoties una harum fuerit absolute 1ntegra,b1hs toties et binas reliquas
fore absolute integrabiles.

COROLLARIUM 2

4. Prima autem absolute est integrabilis, uti per se est perspicuum, si
sit k¥ numerus integer affirmativus, quicunque numerus pro m statuatur. Ex-
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cipiuntur tamen casus, quibus m aequatur cuipiam numero huius progressionis
0, —n, —2n, —3n,... —kn;

his enim casibus pars integralis pendebit a logarithmis. Casus ergo hi ex-
cipiendi huc redeunt, ut integratio absoluta succedat existente % numero
integro affirmativo, nisi — % sit numerus integer affirmativus vel minor
quam % vel ipsi £ aequalis, vel nisi & + % sit numerus integer affirmativus
non maior quam k. '

COROLLARIUM 3

5. Simili modo forma secunda erit integrabilis, si —k —1 — % fuerit
numerus integer affirmativus, puta ¢; casus autem excipiuntur, quibus "%
pariter est numerus integer affirmativus non maior quam 4. Vel si denotet w
numerum quemcunque affirmativam integrum ex hac serie 0, 1, 2, ... 4,

o e . m
casus excipiuntur, quibus — - = w.

COROLLARIUM 4

6. Tertia autem formula absolute erit integrabilis, si *—" fuerit numerus

integer affirmativus, puta ¢; excipiuntur autem casus, quibus —F—1=w
denotante ® mnumerum quemcunque integrum affirmativum non maiorem
- ‘quam 1. '

COROLLARIUM 5

7. His ergo notatis formula f 2" 'dx(1 — 2"} absolute erit integrabilis
casibus sequentibus, in quibus ¢ numerum affirmativum integrum quemcunque
denotat, w autem quemlibet numerum integrum affirmativam ipso ¢ non
maiorem:

I Si k=< | neque tamen —

s

.

IL. Si -—-lp—l—%=z’ neque tamen — = (vel —fc—l=w).

oL 8i 22— neque tamen —k—1— .
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COROLLARIUM 6

8. Manifestum autem est hos eosdem integrabilitatis casus locum esse
habituros in formula hac latius patente f 2" *dz(a + ba"f, pro quo demon-
stratio pari modo adornatur. Atque ex his tribus conditionibus casus inte-
grabilitatis omnium huiusmodi formularum diiudicari solent.

Quanquam haec ad meum institubum non pertinent, tamen, quia tam
facile ex binis theorematibus praemissis fluunt, non incongruum est visum
ea his adiicere. Nunc igitur ad verum fundamentum dicendorum progredior,
quod reductione integralium ad alias formas nititur. Quam quo distinctius
exponam, hanc formam algebraicam contemplor

2 (1 — "y = P,
qua differentiata obtineo

aP— ax*tdx(l — 2*) — yuat " g (1 — a7,
quae adhuc aliis modis in duo membra dispesci potest, veluti
AP =ax* tda(l — o) " — (@ + ym)a " do(l — &

Tum vero si in membro posteriori pro 2" scribatur 1 — (1 — 2"), prior forma
dabit ’ '
AP = (a+ yn)a* ‘dos(l — ") —yna**de(l — 2"y,

posterior vero eodem redit. Unde integrando obtinemus
P=qa[a* do(l —a") — 7nfw“+‘”“dw(1 — ")y
P— afw""‘ldw(l — 2"t — (o + yn)fx“*"”dx(l — x")y‘?,
P=(a+ yn)fw““dw(l — x"’)y — 7nfw°“1dw(1 — gyl
Quae integralia cum evanescere debeant posito z =0, necésse est, ut eodem
casu P=2"(1 — 2"y evanescat, quod quidem semper fit, si « sit numerus posi-

tivus quicunque. JIam si y quoque fuerit numerus positivus, evidens est
posito x =1 et hoc casu fieri P=0; unde sequentia elicimus theoremata.
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'THEOREMA 3

9. S « ef y fuerint numeri positivi ac post integrationem ponatur x =1,
habebuntur sequentes formularum integralium aequalitates

I afx“" de(l — ") = Ynfw“+"‘1dx(1 —
IL fitdu(t — 27 (o ool —

I (e -+ 7n)fw“4‘da;(1 — " = g/nfx““dw(l — "y

DEMONSTRATIO

Cum enim post integrationem ponatur z =1, pro hoc casu in superioribus

formulis fit P—=0 indeque aperte sequuntur aequationes hic propositae.
Q. E. D.

COROLLARIUM 1

10. Harum trium aequationum quaelibet iam in duabus reliquis contl-
netur, unde eae in hac forma comprehendentur

S tda(l— oyt =T [ tdo(l — 2" = — o v (L =y,
seu éequentes tres formulae integrales inter se aequabuntur

1 0 +n— -1 __ . —_ a-— Ny — )
—Jetr a1 — oyt ——fw" tde(l — a7y +yf Yde(l — ")y,

si quidem o« et y fuerint numeri positivi.

COROLLARIUM 2

11. Cum sit per Theorema 2

m—n

fw”‘“‘dw(l — &) .=fx”7‘+”“dw(1 —a)

posito itidem & — 1, aequalitas habebitur inter sex sequentes formulas
integrales
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1 oz.'n-— n\y — 1 - n
Logferasli—ay™, ML D fatan(— oy,
: 1 ‘ o — RNy —- 1 ny— ”'g
IIL waw ‘ol —ay~t, V. = [wrtde (1 — "),
1 n n— na;n 1 RY — ‘ n a;"
V. fo}"l" 1dm(1-—-—x) e VI. C{+}'nfw71dx(l—w) *

dummodo exponentes « et y fuerint affirmativi.

- COROLLARIUM 3
12. Si o fuerit numefﬁs inﬁnitus, erit
fw“*”‘ldx(l _ v L %fﬁa‘ldx(l — ")t
atque ob eandem rationem erit
, fw"‘f““‘dw(l — gyt —-———fw"‘*”“‘daz(l — gyt =fx““da¢(i — x?)y“,
unde generatim colligitur fore

fx‘”*”“ldx(l —_ x*)7‘1=fw“‘1dx(1 — "yt '

dummodo w fuerit numerus finitus existente o infinito.

COROLLARIUM 4

13. Pari modo si y fuerit numerus infinitus, erit
St da(t — 27y = [wrtda (1 — oy
eodemque modo erit
fx"“ldw(l — g+t =fx‘,""1dx(1 _ z"y,
unde generatim colligitur fore |
fx“’fdw(l — gr)rEe =fx“*1dw(1 — 2",

siquidem g sit numerus finitus existente y infinito.

Lxoxuarpr Eurerr Opera omnis I17 Commentationes analyticae 81
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PROBLEMA 1

14. Si m et k sint numeri positivi atque i denotet numerum integrum
affirmativum quemcunque, definire rationem formulae

.fm 1dx(1 w)k -1
fw"“‘dm(l . xﬂ)k+1

ad formulam

casu x=1.

SOLUTIO
Cum sit [§ 9, III] ‘

fw"‘“dw(ll——w")”'l = a+?” fa;"‘”d:v(l — "y,
erit ponendo m et k pro a et y

fxm-ldx(l gt = m+k"fa;"‘ ldx(l @

si nunc manente o¢—m ponatur y — k-1, erit y multo magis numerus affir-
mativus, cum % sit talis, ideoque pari modo habebltur

jwm—1dm(1_wn)k___m£;gf;|');)”f B 1dw(l )it

ac pari modo progrediendo erit

fm’”“dw(l—w”)"“ mgﬂf{f;i)"fx “tdz(l — o)

Hinc ergo in genere concluditur fore denotante ¢ numerum integrum quem-
cunque ‘

'fw""-"ldw(l——a:")""l%m+7m.m+7m+n.m+7m+2n.m+lm+3nmm+lm+z"n.
.fx’”“d@(l—x")"“ - kn kn+mn kn+2n kn+3n kn+in

Q E. L

| 'COROLLARIUM 1
15. Cum sit [§ 11]

m-—n

fx"‘“dw,(l _ xn)k-‘1 ='/’xnk'—1dx(1 . xﬁ)T‘
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‘ideoque etiam

\ 3 fmmfldx(l . wn)lc+z‘ =kan+in+n—1dw(1 . f”")?,

erit quoque ,

kan—ld:v(l——xn)_—r‘ - m-{—]{}nm-l-kn—l-nm—{—kn_l_gn m+kn+in .
fx’m-l-in‘-l-w—ldx(]_xn)’i; kn ; kn+n kn+2n kn+in

COROLLARIUM 2

16. Si hic ponatur kn—p et 1:—=x seu m — xm, ita ut iam woet x
sint numeri affirmativi, habebitur haec reductio

fxﬂ“ldx(l——x“)”‘lb =y+xn‘y+un+n_y+'xn-{—2nmy-{—nn-l—z'n.
fxﬂ“"*‘”“dx(i——x")"-‘ o w wtn Cut2n utin

scriptis autem pro u et x litberis m et & erit

fx"‘“dx(l'—x”)"“l _ m—l—lm.m+lm +n;m+7m+2n _“m-}-kn—i—z'n
fx"”‘""“‘ldx(l—x”)"“ m m+n m -+ 2n m+in

COROLLARIUM 3

17. Si haec exbr'essio per expressionem in problemate inventam dividatur,

~ prodibit : : :
fx’"“‘dx(l —2)t kn kndn knd 20 kntin

fx""””"‘”“dx(l — gn)E-t T om m+n m +2n ’ m+in’

in quibus factoribus tam numeratores quam denominatores in arithmetica,
progressione progrediuntur, cuius differentia est — #.

PROBLEMA 2

18. Valorem formulae ‘
fwmq dx(l . wn)k—l’ '

quem accipit casw x =1, per factores infinitos exprimere, siquidem exponentes m
et k sint positivi. o
v 31*
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'SOLUTIO

Statuatur in forma praecedentis problematis pumerus ¢ infinitus et
habebitur

f:v"‘—lda;(l—x")’*‘l ____m-l-lm.m+kh+n.m+kn+2n.mv+kn+3n

: -ete. in infinitum.
Sam—1dz(1—am)t+s kn kn+n kn+2n kn+3n

Tam manente i eodem numero infinito loco %k alius sumatur numerus finitus x
quicunque et habebitur simili modo

fw"““dw(l—x")”"l__m—i—am'm+xn+n.m+,xn+2n.m+xn+3n ote
' fx'”fldx(l—x”)"“ 7 wn+n xn -+ 2n %0+ 3n ?

ubi numerus factorum aequalis est numero factorum praecedentis expressionis,
utrinque scilicet infinitus =4-41. At ob ¢ infinitum est, uti § 13 notavimus,

fwm—ldx(l — ")t =fw”‘"dw(1 — g,
quare priori forma per posteriorem divisa orietur

Sam-tdz(l —am)k-t _ x(m+kn).(x+1)(m+kn+n). (x+2)(m+Ekn+2n) .obe
fx'”-ldx(l——x")”‘1 E(m +xn) (k+1)(m+xntn) (B+2)(m+xn+2n) :

Statuatur iam »=1 eritque' f " rda(l— o)yt =
unde fiet

m—t oy 1 1(mtkn) 2(mtkntn) S(mtknt2n) 4(m+thnt3n)
St de(l—af T = kZZHg ‘(k+1)(m+2n)’(k+2)(m+3n)'(k+3)(m+4n)‘et°‘

posito =1,

Q E L
ALITER

Tractetur simili modo forma § 16 inventa statuendo ¢ numerum infi- =
nitum eritque ‘

fx"‘—ldx(l — gyt _ m-l—lm' m—l—Im—l-n.m—{—Im-l,—2n.m+kn+340.&t
[amtin-tig(1 —am)t-1 m m+n m+2n m+ 3n

C.

Iam posito pro m alio numero finito w erit pari modo

Sar=tdm(l — a1 =u+kn.y+lm+n.u+kn+2n.y+kn+3h.etc
Sar+in-1dg(1— )1 e wptn p+2n w+3n
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- Cum autem sit ob ¢ numerum .inﬁnitum
fxm+in—1dw(1'_wn>k—1 =fmy+in-1d?c(1_~wn)k—1 =fwindx(1__xn)k——l

evanescentibus quantitatibus finitis prae infinitis, et quia utrinque idem fac-
torum numerus habetur, formam priorem per posteriorem dividendo orietur

Jom=tap(i— o=t _ wntkn) (um)onthntn) (utam(midntom)
[ tde(i—ap—t  m(u+kn) (m+n)(athn-tn) (mt2n)(uintan) o

Statuatur iam u =n; fiet

_ Nk 1— 1_'nk
fmn ’dw(l——w)" 1__ (k” z")

integratione ita peracta, ut evanescat posito =0, DPosito nunc z=1 iste
valor abit in 751%’ unde obtinebitur

1 1(m+kn).2(m+kn+n). 3(m+kn+ 2n)
kn m@A+k) (m+n)2@+k) (m+20)(3+F)

fw’”“ldx(l — gt = - ete.

En ergo aliud productum ex infinitis factoribus constans priori non admo-
dum dissimile eique adeo aequale, quo valor quaesitus formulae integralis
propositae exprimitur. Q. E. L '

COROLLARIUM 1

19. Has autem duas formas in infinitum excurrentes inter se esse aequa-
les per se perspicuum est; posteriori enim per priorem divisa ob singulorum
membrorum numeratores aequales prodit

Emn) (b 1) (m+20) (k+2)(n +3n)
mE+1) (m+n)k+2) (m+2n)(k+3)

1= i:—’:; ete.

m-+n

At duo factores primi dant EEE

m-~-in  inm
dant WOy = inthn — L

tres %,v quatuor szi_f;—; et infiniti

COROLLARIUM 2

20. Huiusmodi formae factorum infinitorum innumerabiles formari possunt,
quarum valor =1. Cum enim sit
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p ptg pt2gp+3¢ P
p+a p+29 p+3q pt+4q p+ig i
r+s_r+2s_r+3$.r+4s'“_r+isn__,3'§

r r+s r+2s r+8 = r  r’

multiplicando has duas formas habebimus

qr p(r+8) (p+9)(r+2s) (p+29)(r+3s) . ote.
~ ps r(ptg) r+s)(p+29) (r+25)(p +39)

COROLLAB.IUM 3

- 21. 8i ergo valor formulae integralis inventus per hanc expressionem
=1 multiplicetur, prodibit expressio latius patens eidem aequalis, scilicet

'fm"'"dx(l — gt

_ qr .1(m+kn)p(r+s).2(m+kn+n)(p+q)(r+2s).3(m+kn+2n)(p+2q)(r+3s)'etc
Fngs m@EF Dr(p+) (mEMEF2)r+)p+20) (mt am) (bt 3)r+25) (p+39)

ubi pro p, ¢, 7, s numeros quoscuni]ue assumere licet. Pluribus modis ergo
ita accipi possunt, ut quilibet factor ad formam simpliciorem redigatur.

. COROLLARIUM 4
22. Sit p=m et g=n eritque
Jamtdo(l — o)t

_r .'1(m+kn)(r+s)‘2(m+kn+n)(r-+2s).r3(m+kn+2%)(r+‘3‘.s.~) ote.:
T mks (mE+n)Ek+1)r (mF2n)Ek+2)(r+s) (m+3n)k+3)(rF2s)

si porro ponatur r =% et s=1, erit

m—1 wp—1__ 1 1(m+kn) 2(m+kn+n) 3(m+7m+2n)
f”. do(l — o) = ) T em)(FF 1) (et m) (k£ 2) o0

quae est expressio primum inventa. Sin autem sit r=m-kn et s=mn, erit

et gy mvies mEEn 1on4+kn+n) 2(n+knt2n) S(mtknt3n)
Jonda(l — ot =T WG+ mLen@ELe) mtenirs) o
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COROLLARIUM 5
23. . 8i ponatur p="Fk 41 et ¢ =1, erit

.[‘ m—ldm(l xn)k—l

_ r R 1(m~+kn)(r+s) 2(m+lm+n)(r—|—2s) 3(m+kn+2n)(r+3s) . obo. -
Ek+Dns  mr(k+2) (m+n)(r+s)(k+3) (m+2n)(r+2s)(k+4) "

sit porro r=1 et s=1; erit

et Fo1__ 1 2(m+lm) 3(m+lm+n) 4(m+kn—|—2n)
S Aol — &) = 3 % i+ 2) () +3) (m+ 20)(b+4)

sin autem ponatur r =m + kn et s =n, erit

ete.;

fm 1d (1 Fmt m 4 kn 1(m+7m+n) 2(m+7m—|—2n) 3(m+kn+3n) ote.
@ _”) T kG+ Dan mE+2) (m+n)(k+3) mt2n)(h+4)

COROLLARIUM 6

24. Si manente exponente k reliquos exponentes m et » mutemus [in
p et v], habebimus

-1 a1 1 1(p+kv) 2(u+ kv +v) 3(H+7W-I-2v)
S e — @Y = T ) (5 ) (p 3 304 2)

- ete.,

dummodo u, » et k sint numeri affirmativi. Divisa ergo illa forma [§ 17]
per hanc obtinebimus

fx”‘“’dx(l — )t
Sae=tde(1—a)-t

_ & () (nthn) (p+20)(mthntn) (ut+3v)(mthnt2n) oo
m (m+n)(u+kv) (m+2n>(p+kv+v) (m+3n)(u+kv+2v)

COROLLARIUM 7

25. Sin autem etiam in altera forma % in » mutetur, habebitur
Jam=tdz(1—ar)E-1
fx” ldo(1—a”)y—*

_ x(y+v)(m+7m) (x+ 1) (n+20)(m+kntn) (x+2)(y+3v)(m+k%+2n) ote.
m k(m-{—n)(y—l—aw) (k+1)(m+2n)(y+xv+v) k¥ 2)(m +30)(ut+xv+20)

posito post integrationem x =1 et existentibus omnibus exponentibus m, x,
k ac u, v, x affirmativis,
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SCHOLION

26. His conversionibus formularum integralium in factores infinitos ex-
positis videamus vicissim, quomodo proposita huiusmodi expressio infinita
per factores procedens ad integrationes formularum casu, quo # =1, reduci
debeat. Hic autem ante omnia spectari debent membra, quae illud produc-
tum infinitum constituunt, ex quot illa factoribus sint composita; quae
membra primum ita comparata esse debent, ut infinitesima in unitatem ab-
eant. In hunc finem erunt fracta et ex certo tam numeratorum quam de- -
nominatorum numero constabunt et utrique per singula membra secundum
progressionem arithmeticam procedent, ita ut in illis eadem habeatur diffe-
rentia; etiamsi enim variae partes diversas obtineant differentias, eae tamen
facile ad eandem reducentur. Cum igitur nihil obstet, quominus haec diffe-
rentia unitati aequalis constituatur, pro diverso factorum cuiusque membri .
numero sequentes huiusmodi productorum infinitorum ordines habebimus

@ at1 a+2 a+3 at+4 a+ts
b b+1'b+2 5+3 b+4 545

- ete.,

ac (a+1)(c+1) (a+2)(c+2) (a+3)(c+3)
be 0F+1)(e+1) (+2)(e+2) (B+3)(et3)

acf (a+1)(e+D(F+1) (a+2)(c+2)(F+2)
beg G+ )+ D +1) G+2)E+De+D)

acfh @+ 1)+ 1)(F+1)(b+1) (a+2)(e+2)F+2)(h+2)
begk (b+1)(e+ 1)(g+ 1)(k+ 1) (b+2)(e+2)(g+2)(70+ 2)

- etc.,

etc.,

etc.

Quomodo ergo cuiusque horum productorum valor per formulas integrales
exprimendus sit, videamus.

PROBLEMA 3

21. Per formulas integrales definire wvalorem huius producti infiniti ex
membris. simplicibus constantis

P_i‘a+1.a+2.a+3'.a+4.a+5._et .
=% P+1 b+2 543 b+4 bys OO
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SOLUTIO

Denotante ¢ numerum infinitum vidimus [§ 16] esse

fx"“ldx(l—'x”)k‘i __m+kn m+kntn m+knt2n obe
[erds(l—arp-t  m m+n m-+2n "

quae forma ad propositam reducetur ponendo n=1, m+k=a et m=2»,

unde fit k=a—b. Cum ergo k debeat esse numerus affirmativus, si fuerit
a>Db, erit c
_ Jotds(l—ap—r—t [ tde (L—ap—
Jride(1 — g)e-v-1 Jre=r—1dz (1 — z)f ’

sin autem sit b > @, erit inverse

SHda(1 —gp-o-1 . Sar=e=tdy (1 — z) )

I fx“‘ldx(l —g)-e-t fxb—“*ld:c(l—x)“"l

Q E L
COROLLARIUM 2

28. Manifestum autem est, si sit @ > b, valorem P fore infinitum, sin
autem sit b >a, fore P=0. Casu autem a=>5 fit P=1; qui casus cum

T ldac x d:)c
ad utrumque expositorum aeque pertineat, evidens est esse =/{=

quae integralia casu x —1 utique fiunt ita infinita, ut ratlonem a,equalltatls
obtineant. Est autem in genere

fm““dx_ 2= ldx
1—z J 1—2z

PROBLEMA 4

29. Per formulas integrales definire valorem huius producti infiniti ex mem-
bris duplicatis constantis

poc (@a+1)(c+1) (a+2)(c+2) (a+3)(c+3)
be G+ D(e+1) @+m@+m “B+3)(e+d)

- ete.

SOLUTIO

Cum sit per § 24 denotantibus m, =, k, 2 v numeros positivos

(y,—l-v)(m—l—kn) (u +2v)(m+kn +n) Cote, — M fx”‘ Tdow(1—am)k—1
(m+ ) (u+Fv) (m+20)(w+kv+v) ) u fxf‘ tdp(1—ayt-t’

Leonnarpr Eviert Opera omnia I17 Commentationes analyticae 32
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ponatur =1, »=1, pu+1=a, m+k=c, m+1=b, u+k=ce; erit
p=a—1, m=>b—1 et k=c¢c—b+1l=e—a-1. Quare, quo haec forma
ad propositam possit revdcari, necesse est, ut sit ¢ —b—=e—a; nisi enim
haec conditio locum habeat, valor producti propositi P esset vel infinitus
vel evanescens. Quod incommodum ne locum habeat, sit ¢—b=¢—a seu
a+c¢c=b-+te atque dum sint a—1, b—1 et ¢—b vel e—a numeri
affirmativi, erit ' ‘

__b—1 Sr=3dz (1 —a)—? .

P =
a—1 [p-2dz(l—z)-*

Vel consideretur haec forma

y,(m+kn—n)'.(y,+v)(m+kn).etc ____m+lm—n',/'90"‘“?01:110(1—:z:")"'1
m(p+kv—v) (m+n)(utkv) —  wtkv—ov 'fwﬂ—bldw(l_xv)vk—l,

quae ex illa luculenter nascitur, ac ponatur =1, v =1, u=a, m= b,
c=m4+k—1ete=u-+k—1 eritque k—1=c—b=e— a; iterum ergo
esse debet a4 ¢—=>b-4e. Nunc ergo, dummodo sint a, b et ¢ —b+1 vel
¢ —a-+1 numeri positivi, erit . | l

p_c Jertdni—ay-
e [ze-1dg(1—z)-e

L]

Quoties ergo fuerit a 4-¢—=1>b e, valor quaesitus P est finitus ac per has
formulas integrales casu x =1 innotescit. Q. E. L

COROLLARIUM 1

30. Cum sit a+¢c=>b+e, si sit ¢ >b, erit quoque e>a et a et b in
primo membro g—z denotant factores minores numeratoris et denominatoris.
Requiritur autem tantum, ut ¢—b-+1 sit numerus positivas. Quare si
etiam ¢ — e -+ 1 sit numerus positivus, alio insuper modo valor quaesitus P

exprimi poterit, scilicet permutandis b et ¢ hoc modo

o Jo-tde(1—ay-r
b Jro-tdz(1—ap-c

_P=
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COROLLARIUM 2

31. Atque quaelibet harum formularum locum habebit

P; _c_.fxe”ldx(lfx)c“ :'i_fxb“ldx(l—x)c'b_'_a_-fx"—’idx(l—'x)“-‘“’

) Jue=tdz(l—zy- e [fze-‘dz(1—ax)F-* b [e-ldx(l—a)-

a fxb"ld,x(l-—x)“"’.
e [fr—tde(i—az)y-°

Quaﬂrﬁm prima locum habet, i ¢c—e-+1=b—a-+1 sit >0, secunda, si
t—b+1l=e—a-+4+1>0, tertia, 51 a——e+1~b—c+1>0 et quarta, si
6—b+1=e—c+1>0.

COROLLARIUM 3

32. Prima forma et quarta simul valebunt, si differentia inter a et b sit
unitate minor ideoque et .inter ¢ et e. Atque omnes quatuor simul locum
habebunt, si insuper differentia inter a et e fuerit unitate minor.

COROLLARIUM 4

33. 8i ergo ponatur a=p-+m;, b=p+n, c=p—m et e=p—n, ut
sit @ + ¢ =050+ ¢=2p fueritque m 4+ n <1, erit :

p_b—m fxi”"" de(l—ayr—™ _ptm Sar—m=tdp(1— )”+’"
p+n fx“’" de(1—z)"=™  p+n fwf’ m= 1dx(1——x)"+"‘

p_b=m fxl"‘”»‘ldx(l—\x)'""”‘ _ptm, fxpﬂ“”‘ldx(l—x)m‘".
p—n [fertm-ldg(l—az)-"m  p—n [zp-m-ldp(l—z)m—"

Atque hae quatuor formulae inter se erunt aequales.

" PROBLEMA 5

34, Per formulas mtegmles expmmere valorem hwius productz infiniti  ex
membris triplicatis constantis

_acf (a+1)(e+1)(f+1) (a+2)(c+2)(f+2)
T beg G+ D+ D+ G+2)(e+2)g+2)

etc

32%*
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SOLUTIO
Cum invenerimus § 25

x(p+ ) (m+ Fn) (x+1)(u+2v)(m+kn+n) Coto, = ™ Jam=tdz (1 —any-1
k(m+n)(w+%v) (k+1)(m+ 20)(u+ v +9) o frr1da(l — o)t

erit membrum anterius adhuc adiiciendo

(x—1)p(m+kn—n) x(y+v)(m+kn) ote, — E— D) (m+Ekn—n) Jam-1dx(1—an)e-1
(k—1)m(u +xv—w) k(m+n)(s»+aw) (k—1)(p+xv—v) [gn- 1dx(1—x’)"‘1’

quae forma quo ad proposﬂsam reducatur, statuatur

t—1=a, k—1=b pu=c¢, m=e, n=1, r=1
ac '
m—l—k—1=e+b=f, ,u—]-x—1=c—|—'a=

Cum ergo haec reductio non succedat nisi ista condxtlone, sit f=0-4¢ et
=@ -+ ¢, ut habeatur hoc productum infinitum

P ac(b+e) (a+1)(e+1)(d+e+1) (a+2)(c+2)(d+e+2)

be(a'+c) GrDEerD@tetrD) C+DE+DE+et?) - ete.
Quare cum hoc casu sit m=e, k=b-+1, u=c et x=a+1 existentibus

n=v=1, erit
_albte) Sfe-ldz(1—ap
ba+c) /x‘“dz(l-—w)“

dummodo sint ¢, ¢, b+ 1 et @ 4+ 1 numeri positivi. Q. E. L

, COROLLARIUM 1
35. Cum per §9 sit

. - +7 (e -

fx ‘dw(l——w)’ ‘=°—‘-“1fx dz(l —zy
_ btet+l o, .

S de(l — ap — 2220 [rrda(l — o

__Ge(dte)(b+e+1) fx‘dw(l—x)b'
be(a+e)(ate+1) [orda(1—g)*

erit

ideoque
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Et cum sit

2 tdr(l— )y,

fx““‘dw(l—x
_ o b -
fx l-dx(l—x)”-———mfme ‘do(l—ax)

erit

habebitur quoque

P=fa:e"?dx(1 )
Sa-1da(1 —z)*—?

COROLLARIUM 2

-36. Formula haec autem locum habet, dummodo a, b, ¢ et e sint nu-
meri affirmativi, et quia iam a et ¢, item b et e inter se permutari possunt,
erit quoque

So-tdp(1—z)y-t
- Jae ‘d:c(l——x)c”

P =

quae conversio autem ex Theoremate 2 per se est manifesta.

SCHOLION 1

37. Problema ergo propositum non in genere est solutum, sed tantuim
casu, quo f=>b+e¢ et g—a+c, sicque solutio nostra duplici limitatione
restringitur. Unica vero tantum restrictione est opus, ne valor ipsius P vel
fiat infinitus vel evanescens, qua requiritur, ut sit a4c+f=>b-+e+g.
Quo autem problema pro hac unica limitatione solvatur, necesse est plures
formulas integrales in computum ducere, quod hoc modo praestari poterit.
Posito igitur ¢ +¢c+f=b+4 e+ g cum sit

P 9of (@ DEHDIED (@4 D+ D¢+
beg G4 D+ Do +D) CFDE+D+2)

 statuatur P — QR sitque

- ete.,

_+9p—0) @+a+w—a+l) . _ pte [Jertde(i—apt
4= @Hr+D@-r+1) ptr formiide(l—apr

et ,.
_wp(pre) @ D@ D@+, S tda(—o)t
C Be(ety) BHDE+)(@+y+1) o Jeetda(i—ay?
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Fiat iam primum membrum producti QR aequale primo membro formae
propositae P, scilicet ’
ay(B+e)(p+a)(p—q) _ acf
Be(w+p)(@+r)(p—r)  beg’

quod pluribus modis ﬁen potest. Primum enim illud pluribus modis ad
tres factores potest reduci; ponatur scilicet 8+ s=p-+r et «+y—=p+gq,
ut habeatur g =a 4y —p et r =0+ ¢ — p, eritque

ay(2p—a—y) _ acf
Be(2p—p—s)  beg

Quodsi ergo statuatur
e=a, B=b, y=c¢, s=e¢ et 2p=a-ct+f=b+te+y,

erit g=a-+c—p et r=>b+te—p. Sicciue nulla alia restrictio hic involvitur,
nisi ut sit a+c+f=b+e+g=2p. Pro hoc ergo casu erit producti in-
finiti proposntl valor

_ate fxzf’ —b—e- ldx(l—-a:)““'“““’? Jab- 1cl.';r:(l—‘a:)e"
b+e fop a—c— ldx(l_x)a+b+c+e 2p fxa ldx(l_x)c 1’

ubi iam tam litteras @ et ¢ quam b et e pro lubitu inter se permutare hcet
Aho modo statuatur y=p+7r et e=p—gq, ut sit

e(B+e)(p+q) _ acf
BaHn)o—r) " ey

JTam sit

: a=a, B=b, sg=c—b, y=e—aq;

erit o
g=p—c+b et r=e—a—p

hincque ‘ ' :

f=2p—c+b et g=2p—e+ta.
Sin autem ponatur summa a4 ¢ 4 f =b+e-4g=s, erit

a+b+2p=s et 2p=s—a—b
sicque . : "
pteg=s—a—c=f, p—g=c—b, ptr=ec—a,

P—r=s—b—e=g et gtr—=bte—a—c.
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Atque hinc oritur :
p_s—a—¢ fx“” lggp(1 —g)te-o=c f@-ldg(l—a)y-0-t
e—a fxc b— Idx(l__w)b+e a—c fxa ldx(l__x)e—a 1 R
ubi iterum tam litteras @ et ¢ quam b et e inter se permutare licet. Vel

erit etiam ob plures valores ipsius ¢

c—b.fa;g‘ldx(l—— )°+“'“‘fxb—1dx(1—x)°—b_l

P= :
e—a fxf—ldx(l_x)c-i-e—s fxa—ldx(l_x)e—a_l

At formula prius inveﬁta ponendo s pro 2p abit in hanc

__a+te fxg“ldx(l xpte—7S fx” 1dz(1 —az)1
Cbte fwf ldg(1—zp+e=rt fx“ 1d:z;(1-—x)°-1

SCHOLION 2

38.. Quodsi iam omnes istae permutationes adhibeantur, quae pro for-

mula @ obtmentur, atque formula proposita fuerit

p_ 9o @+De+D(F+D) (@+2)(e+2)(+2).

beg Gt DD Graet)gre) T

: fueritQue at+c+f=b+e+yg, reperientur sequentes valores pro valore P,

scilicet

P - Jwma—1dg(1—g)tr-e fx” 1dw(1-—x)° -1
9 fxc—” 1dg (1 —z)e+r/= fw“ ldx(1—mz)y—a- -1’

P f . Jor-tde(1 —z) -9 fxb ldz(l —x)y—o-1
e—a fw° b=t (1—x) =7 fx“ ldw(l x)e—a- -1’
P c—=b Jar—a—tdp(l —ay—  [2tdx(l —xz) bt
g Jotda(l—ap~!  [fatda(1—g)p-a-t’

P=c——-b. Ja—tda(l —z)p-os 'fac” lde(l—x)y-o-1

e—a [z'—tde(1—z)y-*~ [ertda(l—z)y-e-! ’

P f 'fx”*‘e"‘dx(l—-—x)f—”‘”; f_x"‘idx(l'——w)e"l
g Jarrertdz(l— gy -0 fa:“—ldx(l——x)c"_l ’

f . Jo-ldz(1—ay-7 Ja-tdz (1 —z)-1
T bte Srote-tda(l—a) -0 fer-ldz(l —z)et ’
P=a+'c. Jore-tda(l—ay-r  [2—lda(l—az) -t ,

g Jo-tdz (1 — )7 ’ fxa—ldx(l_x)c—'—l
_ote Jar-tda(1 —ay+e-s ' Jw-1dz(1 — )1 .
b.+e ‘/‘xf—ldw(l__‘x)b+e—f fxa—ldx(l__x)c_x
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Porro autem hic tam ternas litteras a, ¢, f quam has b, ¢, g pro lubitu
inter se permutare licet, ex quo maxima copia formularum, quae omnes
eidem valori P sunt aequales, enascetur. .

SCHOLION 3
39. Hinc etiam pro producto simpliciori

P9 (a+1)(e+1) (@+2)(c+ 2)

be 0+1)(et+1) (b+2)(e+ 2)

si fuerit @ 4 c=>0- e, praeter valores supra inventos plures alii exhiberi

poterunt. Primum enim, quia a +c¢=0b + e, valor in Problemate 5 inventus
huc pertinet

- ete.,

_ Jerlde(1—azp-t )
 Jerlds(1—a)e-t

Deinde si in serie paragraphi praecedentis una litterarum a, ¢, £ uni ex
b, ¢, g aequalis statuatur, vel haec eadem expressio vel aliae obtinebuntur,
quae cum praecedentibus erunt

. fx“‘dx(l—x)"“’“ P___ fx""ldw(l—x)“"”'f‘

fx"-lda:(l —g)p-e-t’ Jee-tdz(1—zx pmc—1’
__ Jetda(1 =)yt p_ J#?=1dz(1 —z)e-o-1

fx?"dx(l—x)b'“‘—l ’ fx““dx(l—x)“‘““ ’
- Joda(l —a)t P Jo-tdz(1—z)e-o-1
o fx““‘dw(l—x}c‘l ’ - f:v““‘dx(l-—x)““““ ’

ubi est
e—a=c—b e c—e=0b—a.
In sequentibus est » numerus arbitrarius:
fxe—n—ldx(l_x)n+a—e—1 fxn 1dx(1 x)c n—1
fxc-n—ldx(l_x)n+b—c—1 fx""dw(l x)e—n 1’
fxn+b ‘dw(l-—x)“ —b—n—1 /xn—ldx(l_x)b—l
fw”*‘“*'ldw(l——x) —p-n-t’ Jar-tdz (1 — )1
_ Jr-ldz(1 —z)rtr—e—t 'fa:"-ldx(l—x)"‘l
Joe—1da(1l — gy +v=e-t far-1dg(1—g)s-1
S -lde(1—ay—! [w-tde(l—ay-t  [o-tdz(1—a) -1
fx‘ ldx(l —gz)s-1 fw“ tdez(1—z)*1 faf‘ldw(l—x)“‘l,
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quae postrema iam in praecedentibus continetur. Hic autem monendum est
superfluum esse hic rationem exponentium definire, uti supra factum est.
Cum enim valor P certo sit finitus, si ¢ +c=>b-e, si quaepiam formularum
integralium habeat exponentes negativos infra —1, tum eam ad exponentes
maiores reducere licet ac tum verus valor ipsius P obtinebitur. Formulae
autem simpliciores continentur in hoc theoremate.

THEOREMA 4
40. Si fuerit a +-c—b4e—s, tum erit

Jetde(1—a)=t  [ar-tdm(1—a)p—a-b-1
fxb—-ldx (1 —_ x)e—-l fxb"ldx'(l __x)s—a._‘b_.i’

st quidem post imtegrationem statuatur x =1.

DEMONSTRATIO

Est enim ex praecedentibus formulis

Jao=1dx(1—z)-1 _ fx“"ldx(l——x)"‘b‘l_
Jo-ldz (1 —zy-1  [p-tdz(l—az)-e-t

At ob a+c=b-te=sest c=s—a et e=s—>b, unde »erit
¢c—b=e¢—a=s—a—0",

unde forma proposita conficitur. Q. E. D. .

COROLLARIUM 1

41. Hic licet tam numeros a et ¢ quam b et e inter se permutare, unde
quatuor obtinentur formulae primae aequales, scilicet singulae harum for-
mularum . :

Jartdz(1=ay-o-0-1  [ge-tidy(1—g) oot
fo-tde (1 —zp-a=r=t"  [er-tdg(1—ay-eo-t

fwc—'-ldx(l__x)s—b—c—l fxc-—ldx(l_x)s—c-—e—l
‘ fxé—ldx(l_x>s—b—c—l’ fxe-—ldx-(l___x)s—c—e-—l

Leonaarpr Eurerr Opera omnia Ii7 Commentationes analyticae 33
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aequales sunt huic formae
fx“"ldx(l —z)~t
Jrr-lde(1 —z)-t

’ COROLLARIUM 2

42. Valor autem umuscumsque harum formularum a,equahs est hmc pro-
ducto ex factoribus infinitis constanti

be@+ﬁ@+n@+®@+® ote.
ac (a+1)(c+1) (@a+2)(c+2)

COROLLARIUM 3

43. Sisit e=1 ideoqué b=s—1, a=s5—c¢, erit posito

P_1@—U 2.8 3(s+1)
e(s—e) (e+ 1)(s—c+1) (c+2)(s—c+2)

fx” ‘da(l —a)~ ‘—fx’ ’dg;__
P—(s—1) fr="da(l — af~", |
P=(c—1)fw"'da(l — oy~ = (s —1) [o'~*~tda(l — 2)",
P—(s—c—1) [z do(l — 2y~

_fx‘—c—ldx(]_——x)c—t—fxc—ldx(l__x) B s »
B Jo=2dz (1 — gy~ o _faf“”dx(l :c)— _(8 l)fx‘ dw — )

etc
ob

SCHOLION

4, Quoniam vero hulusmodl formularum integralium comparatlones lam
plures exposui, hic imprimis nonnullos valores prae reliquis notablles perse-
quar et, quemadmodum ii per formulas integrales exprimi queant, ostendam.
~ Notatu autem potissimum digna sunt illa producta infinita, quibus sinus et
cosinus cuiusque anguli exprimitur. Denotante enim ¢ angulum rectum et P -
angulum quemcunque constat esse) |

'1) L. Evrers Introductio in analysin infinitorum, Lausannae 1748, t. I cap. IX, § 158; Lzox-
a4rpr Evierr Opera ommwia, series I, vol. 8. A G. ’
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WOLFGANG UND JOHANN
BOLYAI
"GEOMETRISCHE UNTERSUCHUNGEN

Mit Unterstiitzung der Ungarischen Akademie der Wissenschaften
herausgegeben von PAUL STACKEL.

I. Teil: Leben und Schriften der beiden Bolyai. Mit der Nachbildung
einer Aufzeichnung Johann BoLyals und 26 Figuren im Texte.
[XII u. 281 S.] gr. 8. 1913.

II. Teil: Stiicke aus den Schriften der beiden Bolyai. Mit 94 Figuren
im Texte und einer Figurentafel. [VII u. 274 S.] gr. 8. 1913.

Beide Teile zusammen, geheftet M. 28.—, in Leinw. gebunden M. 32—

Aus dem Vorwort zum ersten Teil

Von den beiden ersten Binden der Urkumden zur Geschichte der
nichteuklidischen Geometrie, die ENGEL und ich im Jahre 1897 ankiin-
digten, ist der erste, N. I. LOBATSCHEFSKIJ betreffende Band bereits 1898
von ENGEL herausgegeben worden. Daf der zweite Band, der sich auf
Wolfgang und Johann BOLYAI bezieht, erst 15 Jahre spiter erscheint,
hat seinen Grund hauptsichlich in den Schwierigkeiten, die sich bei der
Bearbeitung herausstellten. Fiir die beiden BoLvar wurde es némlich
notwendig, die wenigen gedruckt vorliegenden Urkunden durch Mit-
teilungen aus dem umfangreichen Nachlaf zu ergénzen und durch
eigene Nachforschungen in Siebenbiirgen eine umfassende Darstellung
des Lebens und der Schriften der beiden ungarischen Mathematiker zu
ermoglichen; dazu kam, daB die Ubersetzung der Stiicke aus dem
Tentamen von Wolfgang BOLYAI wegen der eigenarfigen Ausdrucks-
weise des Verfassers ungewdhnliche Miithe verursachte.

Bei den Vorarbeiten fiir dieses Buch und bei seiner Herausgabe bin
ich von der Ungarischen Akademie der Wissenschaften wirksam
unterstiitzt worden. Esliegtmir daran, dem gewesenen General-Sekretir der
Akademie, Herrn Koloman von SzILY, hierfiir meinen wirmsten Dank aus-
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zusprechen; nicht minder groB ist meine Dankesschuld gegen den Klassen-
sekretdr, Prof. Julius Kénie, der leider das Erscheinen des Werkes nicht
mehr erlebt hat. .

Infolge des freundlichen Entgegenkommens des ev.ref.Kollegium zu

Maros-Vdsdrhely, dem Wolfgang BoLyAI als Professor, Johann BOLYAI
als Schiiler angehort hat, konnte ich wihrend meines wiederholten Aufent-
halts in Siebenbiirgen (Mirz 1898, August 1901, September 1909) den .
in der Bibliothek des Kollegiums aufbewahrten handschriftlichen NachlaB
dieser beiden Minner einsehen und fiir mein Buch benutzen. Sehr
-wertvoll sind mir auch miindliche und schriftliche Mitteilungen von
Wolfgangs letztem Schiiler Josef KoNcz gewesen, der spiter als Pro-
fessor am Kollegium gelehrt hat; requiescat in pace.

Wenn ich auch Johann BoLvars Appendiz schon frither kennen
- und bewundern gelernt hatte, so bin ich doch erst durch den Baumeister
Franz ScaMipT, mit dem ich 1894 auf der Wiener Naturforscher-
Versammlung zusammentraf, zu einer eingehenderen Beschiiftigung mit
den Schriften der beiden BOLYAI angeregt worden. Dem unvergeflichen
Andenken des unermiidlichen Vorkimpfers fiir die Sache der BoLyal
habe ich dieses Werk gewidmet.

Die lebhafte Teilnahme und nie versagende Unterstiitzung von zwei
Landslenten der BoLvar hat mich wihrend der langen Jahren der
Vorbereitung begleitet und ist mir auch bei der langwierigen Druck-
legung treu geblieben; ich meine Herrn Prof. Josef K{RSCHAK in
Budapest und Herrn Prof. Ludwig SCHLESINGER in GieBen, der von 1897
bis 1911 an der Universitit Klausenburg gewirkt hat. Thnen an dieser Stelle
meinen herzlichsten Dank offentlich auszusprechen, ist mir eine -beson-
dere Freude.

Herr Prof. Ignaz Rapos in Budapest hat sich der von der Unga-
rischen Akademie der Wissenschaften veranstalteten ungarischen Ausgabe
mit groBer Sorgfalt angenommen; ich bin ihm nicht nur hierfiir, son-
dern anch fiir die freundliche Hilfe bei der Durchsicht der Probeabziige

zu Dank verbunden.
Paul Stickel.
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IOANNIS VERNERI
DE TRIANGULIS SPHAERICIS LIBRI QUATUOR
DE METEOROSCOPIIS LIBRI SEX

I. Teil: De Triangulis Sphaericis. Herausgeg. u. mit einem deutschen Kom-
mentar versehen v. Axel Anton Bs6rNBo. Mit Bildn. WERNERS, Fak-
simile des Titels, sowie def Einleitung z.d. Originalausg. Cracau 1557
und mit 211 Figuren im Text. [IVu.184 8.] gr.8. 1907. Geh.M.8.—

II. Teil: De Meteoroscopiis. Herausgegeben und mit einem deutschen
" Kommentar versehen von Joseph WirscamipT. Unter Be-
nutzung der Vorarbeiten von Dr. A. Bi6rNBo. Mit einem
Vorwort von Eilhard WIEDEMANN und 97 Figuren im Text.
[VI u. 260 8.] gr. 8. 1913. Geh. M. 12—

Aus den Herausgeberbemerkungen zum Gesamtwerk

Die vorliegende Textausgabe beruht auf einer einzigen Handschrift,
dem Codex Reginensis latinus 1259, d. h. Nr. 1259 der Regina Sveciae-
Sammlung der Vatikanischen Bibliothek zu Rom. In dem handschriftlichen
Katalog iber diese von Gustav Adolfs Tochter, Konigin Christina von
Schweden, der pipstlichen Bibliothek geschenkte Sammlung hat die Hand-
schrift folgende Bezeichnung: ,Nr. 1259. Joannis Verneri Norimber-
gensis de triangulis sphaericis libri IV. Cod. ex papyro 4%, anno 1495
Die Handschrift ist aus Papier von einer recht diinnen und durchsmhtlgen
Qualitit; sie ist in Klein-Quarto mit ca. 21><16 e¢m Blattfliche und
besteht aus 495 oben rechts numerierten und mehreren (leeren) un-
numerierten Blittern. Der ganze Text ist von einer Hand geschrieben,
- dem Anschein nach der eines professionellen Schonschreibers aus dem
Anfang des 16. Jahrhunderts. Die von dieser Hand angebrachten Kustoden
und Bogennummern (Buchstaben) zeigen, daB die Handschrift vollstindig
ist, und daB die leeren unnumerierten Blitter fiir spitere Eintragungen
bestimmt waren und also Textliicken bedeuten. Damit paBt es auch,
daB die Foliierung von neuerer Hand herstammt. Am breiten Rande
kommen aufler Textkorrekturen der ersten Hand kritische Randnoten
einer zweiten gleichzeitigen Hand vor, die offenbar keinem Schonschreiber
gehort. Randnoten und Textkorrekturen von ein paar jiingeren Hinden
findet man auch; sie sind aber sehr selten. Figuren fehlen ganz und
ebenso Datierungen, so daB die in dem alten handschriftlichen Katalog
angefiihrte Jahreszahl 1495 kemen Ankniipfungspunkt im Texte hat.

Der Inhalt ist:

I. Joannis Verneri Norimbergensis de triangulis spheericis (fol. 17 bis
184%) in vier Biichern ohne Sondertitel und ohne leere Blitter; am Ende
der drei ersten Biicher steht Finis...libri, und am Ende des vierten findet
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sich ein correlarium generale cuilibet propositions husus libri serviens. Es scheint
also eine vollstindige Abschrift eines vollstindigen Werkes vorzuliegen.

Dieser Text ist der oben S.1—133 gedruckte. Darauf folgt:

II. Joannis Verneri Norimbergensis de meteoroscopuis (fol. 185" bis

495") in sechs Biichern, alle mit Sondertiteln, wie folgt:

Buch 1 (fol. 185*—217Y): Designatio circulorum. saphoeae per demon-
strationes (10 Sitze). Anfang: ,Propositio prima. Qualem
sphaericae designationis inscriptionem saphaeae instrumen-
tum in supposito plano figuret ostendere...”

» 2 (fol. 218—228%): Primi meteoroscopii constructio (5 Sitze).

» 3 (fol. 229 —420): Primi meteoroscopii usus (91 Sitze).

» 4 (fol. 421 —428~): Secundi meteoroscopii constructio (6 Sitze).

» D (fol. 428" —443%): Tertii meteoroscopii constructio (11 Sitze).

» 0 (fol. 444*—4957): Quarti meleoroscopii constructio et usus
(30 Siitze). Ende: ,,...per theorema tertium regionis lati-
tudo HF'[?] prope grad[us] XLIX, quod erat manifestandum.

Das Werk ist eine allgemeine Beobachtungslehre oder praktische

Astronomie, und an den Stellen, wo die leeren unnumerierten Blitter -
vorkommen, sieht man, daB sie fiir Kintragungen von trigonometrischen
oder astronomischen Tafeln bestimmt waren.

Aus dem Vorwort zum zweiten Teil

An den Text des ersten Werkes ,De triangulis sphaericis®, schlieBt
“sich unmittelbar das zweite groBe Werk ,De Meteoroscopiis* an; von
ihm war auf Kosten der Koniglich Bayerischen Akademie der Wissen-
schaften in Miinchen eine weiB-schwarze Photographie hergestellt worden,
nach der A. A.Bjérnbo eine Abschrift gemacht hat; zugleich hat er
einige wenige der durchweg fehlenden Figuren erginzt. Ein unerbitt-
liches Schicksal -hat den hervorragenden Kenner der dlteren Mathematik
. vor der Vollendung dieser wie zahlreicher anderer Arbeiten der Wissen-
schaft entrissen. In trefflicher Weise hat J. L. Heiberg seine Verdienste
in der Bibliotheca mathematica gewiirdigt. ‘

Auf meine Anregung ist dann von der K. B. Akademie der Wissen-
schaften, die sich zuniichst an mich wandte, das von Bjérnbo hinter-
lassene Material Herrn Dr. Wiirschmidt {ibergeben und diesem dessen
Bearbeitung anvertraut worden. Um die Arbeit von Werner allgemein
zuginglich zu machen, schien es Herrn Dr. Wiirschmidt zweckmiBig,
nicht dem lateinischen Text eine wortliche Ubersetzung beizugeben,
‘sondern den Inhalt der einzelnen Sitze und Beweise, erliutert
durch Figuren, in moderner, mathematischer Sprache, aber in
engem AnschluB an Werners Behandlungsweise darzustellen.
AuBerdem hat Herr Dr. Wiirschmidt zum SchluB in einem Worter-
buche, welches das von Bjornbo fiir den ersten Teil gelieferte erginat,
die selteneren Worte zusammengestellt. E. Wiedemann.
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Geheftet und in Halbfranz gebunden.

1. Band. Von den &ltesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. s Auﬂa.ge Mit 114 Figuren
und 1 lithogr. Tafel. [VI u.941 8.1 1907. 4 24.—, geb. .4 2

II. — Vom Jahre 1300 bis zum Jahre 1668. Unverinderter Nachdruck der 2., verb. u. verm.
Auflage. In 2 Abteilungen. Mit 190 Figuren. [XII u. 948 8.] 1900. /¢ 26.—, geb. A/ 29.—

III. — Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1758. 2., verbesserte und vermehrte Auflage In 3 Ab-
teilungen. Mit 146 Figuren. [X u.923 8] 1901 St 25.—, geb. S 28.—

VL — Vom Jahre17