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ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES UBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN



VORWORT DES HERAUSGEBERS

Nach dem Einteilungsplane der Gesamtausgabe von LEONHARD EULERS Werken
werden die zahlentheoretischen Abhandlungen unter dem Titel Commentationes arithmeticae
vier Bénde fiillen, nimlich die Binde 2—5 der ersten Serie. Das Redaktionskomitee
war sich von Anfang an dariiber klar, daB innerhalb dieser Biéinde keine andere Anordnung
als die nach den Druckjahren gewihlt werden konne, entsprecherd der ersten Abteilung
von (. ENESTROMS Verzeichnis der Schriften Lrovmarp Evirrs. Die wenigsten zahlentheo-
retischen Abhandlungen EULERS sind ihrem Inhalte nach derart akgegrenzt, daf ihre Ein-
- reihung in einen nach Materien geordneten Plan auf unzweideutige Weise durchfiihrbar
“wire. In dieser Uberzeugung ist das Redaktionskomitee auch von einem der besten Kenner
der EULERSCHEN Zahlentheorie bestirkt worden, von DEDERIND. Hs' ist dem Komitee
ein Bediirfnis, dem hochverehrten Herausgeber von DIRICHLETS Vorlesungen iiber Zahlen-
theorie den ehrerbietigsfen Dank auszusprechen fiir das tatkriiftige Interesse, das er als
einer der Ersten der Hulerausgabe entgegengebracht hat.

Der vorliegende erste Band der Commentationes arithmeticae, der mit Abhandlung 26
des ENESTROMSCHEN Verzeichnisses beginnt und mit Abhandlung 279 schlieft, nmfaBt mit
26 Abhandlungen die Druckjahre 1738—1764. EULER war 1727 nach Petersburg ge-
kommen, ist 1741 nach Berlin iibergesiedelt und 1766 nach Petershurg zuriickgekehrt. Es
handelt sich also in unserem Bande um den ersten Petersburger und fast den ganzen Ber-
liner Aufenthalt. Von den 26 Abhandlungen sind aber alle bis auf drei, namlich die Ab-
handlungen 100, 152 und 175, in den Denkschriften der Petersburger Akademie erschienen,
und zwar 7 in den Binden 6—14 der Commentarii (1738—1751) und 16 in den Banden
1—9 der Novi Commentarii (1750—1764).*) Abgesehen von der einen Abhandlung 158
Observationes analyticae variae de combinationibus sind alle Abhanclungen des vorliegenden

1) Es ist nicht ohne Bedeutung, darauf zu achten, daB der letzte Band der alten Commen-
tarii ein Jahr nach dem ersten Bande der neuen herausgegeben wurde. In diesem ersten Bande
der neuen Serie befindet sich die Abhandlung 134, in jenem letzten der alten die Abhandlung 164.
Siehe hierzu die Anmerkung p. XX.
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Bandes auch in der bekannten, verdienstvollen Sammlung enthalten, die 1849 von den
Urenkeln EuLERS, den Briidern P. H. und N. Fuss, herausgegeben worden ist.!) Diese
Abhandlung 158 gehort aber ihrem Hauptinhalte nach zu dem, was bei EULER Partitio
numerorum heifit, und steht im engsten Zusammenhange mit den beiden Abhandlungen 191
De partitione numerorum und 394 De partitione numerorum in partes tam numero quam
specie datas. Da diese beiden in die Sammlung der Briider Fuss aufgenommen worden sind,

80 ist nicht recht zu verstehen, warum die Abhandlung 158 damals ausgeschlossen wurde.

Bekanntlich sollten die von P. H. und N. Fuss herausgegebenen Commentationes
arithmeticae nur den Anfang bilden zu einer Gesamtausgabe?) der Abhandlungen EuLErs
und so erschienen sie denn auch unter dem weiteren Titel Lrovmaror Evierr Opera minora
collecta. Ebenso ist bekannt, dal das Unternehmen nicht durchgefiihrt werden konnte
und schlieflich 1862 mit der Herausgabe der Opera postuma sein Ende fand. Trotz diesem
MiBerfolg aber muB dankbar anerkannt werden, daff die Sammlung der Briider Fuss eine
wichtige wissenschaftliche Mission erfiillt hat. Sie hat Jahrzehnte hindurch einen bequemen
Zugang zu den unverginglichen arithmetischen Schopfungen EULERS gewihrt und hat es
ermdglicht, daB die Schitze, die in den alten, nicht fiir Jeden erreichbaren Denkschriften
niedergelegt sind, Gemeingut der Mathematiker werden konnten. Es sei daher gestattet,
diese wichtige Veroffentlichung noch etwas genauer zu besprechen und sie in Beziehung
zu der neuen Ausgabe zu setzen.

Auch in den Comment. arithm.®) ist die chronologische Ordnung gewihlt, aber nicht
nach den Druckjahren, obwohl diese doch als die einzig sichere erscheint, sondern nach den
Exhibitionsdaten. Das Redaktionskomitee der Kulerausgabe hat aber nicht nur die Ord-
nung nach den Druckjahren fiir geboten erachtet, und zwar innerhalb einer jeden Abteilung
der ganzen Ausgabe, sondern es hat auch vorgesehen, daB jeder Abhandlung die ihr zu-
kommende Nummer des ENESTROMSCHEN Verzeichnisses als bleibende Signatur, nach der
auch zitiert werden soll, beigefiigt werde. Und um diese Bezeichnung noch stirker und
reinlicher hervortreten zu lassen und um allen Verwechselungen aus dem Wege zu gehen,

1) Lrovnarpr Evierr Commentationes arithmeticae collectae. Ed. P. H. et N. Fuss, 2 t,
Petropoli 1849.

2) Genaueres hieriiber findet man in dem Vorwort zur Gesamtausgabe der Werke von Lron-
HARD EuLer, LEongarpr Evrerr Opera ommia, series I, vol. 1, ferner in dem von P. H. Fuss ver-
faBten Prooemium der Commentationes arithmeticae, t.1, p. VII—XXVII, LXXXI—LXIII, und nament-
lich in dem Buche von P. Sticker und W. Amrens, Der Briefwechsel swischen C. G. J. Jacosr
wnd P. H. vow Fuss iber die Herausgabe der Werke Lronmarp Evrgrs, Leipzig 1908 (siche auch
Biblioth. Mathem. 8;, 1907/8, p. 233—306).

3) So moge in Zukunft die Sammlung der Briider Fuss kurz bezeichnet werden.
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hat es ginzlich davon abgesehen, innerhalb eines Bandes die ENESTROMSCHE Numerierung
noch durch eine zweite, wie immer sie auch gedacht werden konnte, zu durchkreuzen.

In den Comment. arithm. sind die als Summaria dissertationum bezeichneten Inhalts-
iibersichten nicht mitabgedruckt. Nun kann man ja freilich iiber den Wert dieser Summarien
verschiedener Meinung sein; in den meisten Fillen aber geben sis doch rasche und hin-
reichende Auskunft tiber den Inhalt der betreffenden Abhandlungen und erweisen sich da-
durch im allgemeinen als sehr niitzlich. Der Redaktionsplan fiir die Eulerausgabe') hat
denn auch ihre Aufnahme ausdriicklich gefordert. ~Ubrigens bieten diese Summarien ge-
legentlich ganz merkwiirdige Uberraschungen, wie z. B. das zu der Abhandlung 270, das
nicht wohl in einer Eulerausgabe fehlen diirfte.

In einem Briefe an C. G. J. JacoBr vom 8./20. Nov. 1847 macht P. H. Fuss?)
verschiedene Mitteilungen iiber die Einrichtung der unter der Presse befindlichen Comment.
arithm. und sagt dabei: ,Im Text haben wir uns mit Hinweisungen auf friihere Abhandlungen
begniigen miissen, die auch schon Miihe genug kosteten, weil BULER sich selbst immer nur
nach dem Gedichtnis, nie genau zitiert. Hierzu ist folgendes zu sagen. Den Abhandlungen,
die den vorliegenden Band fiillen, sind in den Comment. arithm. alles in allem 16 FuBnoten
beigefiigt, die nicht einmal simtlich als eigentliche Hinweisungen auf frithere Arbeiten
EuLERrs gelten konnen. DaB so spérliche Notizen aber ganz und gar nicht ausreichen, um
den Zusammenhang zwischen den einzelnen Abhandlungen erkennen zu lassen, zeigt schon
ein fliichtiger Vergleich mit den Anmerkungen des vorliegenden Bandes, deren Zahl
noch leicht hiitte vergrofert werden konnen. Im Hinblick auf die enorme Produktivitit
BuLers — weist doch das ENESTROMSCHE Verzeichnis nicht weriger als 866 Nummern
auf — hat es denn auch das Redaktionskomitee als eine wichtige und dankbare Aufgabe
bezeichnet, nicht nur den eigenen Hinweisungen EULERS auf frithere Arbeiten, selbst wenn
sie in ganz unbestimmter oder gar fehlerhafter Form gehalten sein sollten, priifend nach-
zugehen und die Zitate zu vervollstindigen oder in Ordnung zu bringen, sondern tiberhaupt
nach Moglichkeit dafiir zu sorgen, daB die Beziehungen zwischen den einzelnen Arbeiten aufge-
deckt und diese dadurch zu hoheren Einheiten vereinigt werden. Daszu gentigt oft eine kurze
Notiz, wobei man auch vor Hinweisungen auf spitere Arbeiten EULERS nicht zuriick-
schrecken darf. %)

Hinweisungen auf Arbeiten anderer Autoren enthalten die Anrerkungen der Comment.
arithm. gar keine. Aber auch solche sind in dem Redaktionsplan fiir die Eulerausgabe vorgesehen

1) Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Verein. 19, 1910, Zweite Abt., p. 94.

2) Siehe P. Sricxer und W. Aurexs, Der Briefwechsel etc., p- 40.

3) Durch geeignete Ergéinzungen habe ich tibrigens dieser und #hnlichen Aufgaben auch noch
im Vorwort Rechnung zu tragen gesucht.

Lronuarvr Eurert Opera omnia 12 Commentationes arithmeticae b
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und mit Recht. So gibt es, um nur ein Beispiel herauszugreifen, nur wenige arithmetische
Abhandlungen EULERS, in denen nicht der Name FERMAT oder DIOPHANT vorkéime, und man
kann ohne weiteres sagen, daB iiberhaupt die meisten seiner arithmetischen Untersuchungen in
den Arbeiten dieser beiden groBen Zahlentheoretiker wurzeln. Genauere Angaben aber iiber
die Stellen, auf die sich EULER gerade bezieht, findet man bei ihm nur selten, so wiinschens-
wert sie auch erscheinen. Diese Liicken auszufiillen habe ich mir im vorliegenden Bande
zur ganz besonderen Aufgabe gemacht und ich hoffe, daf es mir gelungen sei, alle die Fiden,
die EULER speziell mit FerMAT und DIOPHANT verbinden, entwickelt und klargelegt zu
haben. Die Arbeit gestaltete sich dadurch etwas umsténdlicher, daB neben den alten Aus-
gaben, die EuLEr zur Verfigung hatte, auch die modernen zu berticksichtigen waren, die
mit jenen nicht iiberall tibereinstimmen. Da aber die alten Ausgaben selten sind, so ist durch
diese doppelte Behandlung dem Leser doch vielleicht ein Dienst erwiesen worden. Unserem
Redaktionsplane entsprechend fithren wir ja auch Zitate, die sich auf EULERSCHE Schriften
beziehen, zugleich in die neue Ausgabe iber.

Wenn nun auch ihrer grofen Bedeutung wegen die Arbeiten von FERMAT und DIOPHANT
im Vordergrunde stehen und daher eine besonders eingehende Beriicksichtigung verlangten,
so werden doch in den Abhandlungen des vorliegenden Bandes auBierdem noch sehr viele
andere Mathematiker, teils mit Namen, teils auch nur andeutungsweise (siehe z. B. p. 307
und 431) erwihnt, wie BAcHET, DEScARTES, EURLID, FRENICLE, LAHIRE, NAUDE, RUDOLFF,
SAUVEUR, SCHOOTEN, STIFEL, VIETA, WALLIS, WOLF u. a,, deren Arbeiten mit EULERSCHEN
Untersuchungen zusammenhingen und daher ausfindig gemacht und genau zitiert werden
muBten — denn BULER hat nicht nur sich selbst, sondern auch fremde Autoren ,immer nur
nach dem Gedichtnis, nie genau zitiert’. Wie bei FERMAT und DIOPHANT so durfte auch
hier keine Mithe gescheut und keine Anmerkung unterlassen werden, die geeignet war,
die Stellung und die Bedeutung der EULERSCHEN Schopfungen in der Entwickelung der
Zahlentheorie hervortreten zu lassen.

7Zu diesen historischen Notizen gesellten sich sodann noch Hinweisungen auf EULERS
Briefwechsel, der in der dritten Serie unserer Ausgabe erscheinen soll. Im wesentlichen
handelte es sich dabei um Briefe, die in der Correspondance math. et phys. publice par
P. H Fuss, St-Pétersbourg 1843, verdffentlicht sind, dann aber auch um solche, die sich
in dem noch unverdffentlichten wertvollen Manuskriptenmaterial befinden, das die Kaiser-
liche Akademie der Wissenschaften in St. Petersburg dem Redaktionskomitee in so liberaler
wnd dankenswerter Weise zur Verfigung gestellt hat. Der Briefwechsel EULERS ist auch
noch dadurch von besonderer Wichtigkeit, daf er in vielen Fillen die Abfassungszeit der
betreffenden Arbeiten genauer zu bestimmen erlaubt und iiberdies gelegentlich Aufschluf
gibt iiber Erscheinungen, die sonst schwer verstindlich wéren (siehe z. B. die Anmerkungen
p- 520 und 530).



VORWORT DES HERAUSGEBERS X1

Abgesehen von jenen Briefen konnten auch noch weitere Manuskripte der Petersburger
Akademie fiir den vorliegenden Band verwendet werden. Diese Manuskripte, unter denen
sich auch zwei bisher unvertffentlichte Summarien (zu den Abhandlungen 26 und 29) be-
finden, haben an vielen Stellen Verbesserungen und Erginzungen der gedruckten Texte er-
moglicht. Da aber alle Anderungen dieser Art durch besondere Anmerkungen gekennzeichnet
worden sind, so kann ich darauf verzichten, sie hier einzeln namhaft zu machen.

Zu den Petersburger Handschriften gehdren auch die 13 Notizbiicher EuLErs?), die
sich iiber die Jahre 1726 bis 1783, also fast iiber seine ganze Lebenszeit, erstrecken und
von denen bisher nur die drei letzten (aus den Jahren 1767 bis 1783) unter dem Namen
Adversaria mathematico, bekannt waren. Ausziige (Fragmenta) darans sind in den Opera’
postuma verffentlicht. Es versteht sich von selbst, daf nicht nur diese Adversaria, son-
dern tiberhaupt alle Notizbiicher daraufhin untersucht werden miissen, was davon der Auf-
nahme in die Eulerausgabe wert erscheint. Speziell arithmetische Notizen werden im
Bande Is untergebracht werden.

Ganz ausnahmsweise und nur an ganz besonders wichtigen Stellen ist in den Anmer-
kungen des vorliegenden Bandes auch auf spitere Autoren Bezug genommen worden. Ab-
gesehen von Verfassern historischer Arbeiten handelt es sich dabei im wesentlichen um
LAGRANGE, dessen Untersuchungen mehrfach da einsetzen, wo EULER selbst erklirt, mit
den Beweisen nicht zustande gekommen zu sein, und um Jacosr. Es ist aber wohl anzu-
nehmen, daff auch die umfangreiche Anmerkung p. 191, die der Stelle gilt, wo bei EULER
zum ersten Male eine 9-Reihe auftritt, dem Leser nicht unwillkommen sein werde. Ubrigens
ist im Art. 16 des Redaktionsplanes ausdriicklich darauf hingewiesen, caB Stellen von solchem
Range nicht mit Stillschweigen {ibergangen werden sollen.

Wichtiger als Reichhaltigkeit an historischen Notizen ist Korrektheit einer Aus-
gabe. Damit kehre ich wieder zu den Comment. arithm. zuriick, aber leider auch zu einer
unerfreulichen Sache. In dem schon erwihnten Briefe von Fuss an JAcosI heiBt es: ,Mein
Bruder steht mir treulich bei, und die Ausgabe wird nicht nur sauber und wiirdig, sondern
auch korrekt.“ Die Korrektheit muf zugestanden werden, aber nur in dem Sinne, dah im
wesentlichen die Editio princeps wortgetreu, um nicht zu sagen mechanisch, abgedruckt ‘
wurde. Wer indessen bedenkt, wie viel, wie enorm viel EULER produziert hat und wie rasch
er daher produziert haben muf, wird es nur allzu begreiflich finden, daB sich bei der Re-
daktion dieser zahllosen Arbeiten Fliichtigkeitsfehler der verschiedensten Art fast mit Not-
wendigkeit haben einschleichen miissen. Der Grofie BULERS tut das keinen Eintrag, aber
ein Herausgeber ist deswegen nicht der Verpflichtung enthoben, die Fehler zu verbessern,

1) Siehe G. ExestroM, Bericht an die Eulerkommission der Schweizerischen naturforschenden
Gesellschaft iber die Evierscaen Manuskripte der Petersburger Akademie, Jahresber. d. Deut-

schen Mathem.-Verein. 22, 1913, Zweite Abt., p. 191.
. b‘
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und dies um 8o weniger, als man weiB, daB auch gewichtige Fehler vorkommen, die gar
nicht von EULER herriihren, sondern durch Nachlassigkeit bei der Besorgung der Druck-
legung entstanden sind.!) Leider ist in den Comment. arithm. nur ganz ausnahmsweise
dieser Forderung Geniige geleistet. In den weitaus meisten Fillen sind die Fehler des
Originals, theoretische Fehler, Rechenfehler, Druckfehler bis herab zur sinnlosesten Inter- .
punktion getreu abgedruckt worden. Bei aller Pietdt und bei aller dankbaren Anerkennung
der groBen Verdienste, die sich die Briider Fuss um die Herausgabe der Werke EULERS
erworben haben, darf dies nicht verschwiegen werden. Ich habe in den Anmerkungen des
vorliegenden Bandes eine Reihe von Belegen mitgeteilt, aber nur solche, die besonders er-
wihnenswert schienen. Die Zahl wiirde unverhiltnismifig viel gréfer ausfallen, wenn man
die vielen Stellen mitzihlen wollte, an denen ich entweder stillschweigend oder doch ohne
Erwihnung der Comment. arithm. korrigiert habe.

Ich hoffe, daB nicht nur der vorliegende Band, sondern iiberhaupt unsere Eulerausgabe,
als korrekt in einem hoheren Sinne befunden werde. Dafiir diirfte wenigstens die Einrich-
tung unseres Arbeitsplanes einige Garantie bieten. Denn nicht nur wird die vom Heraus-

- geber hergestellte Druckvorlage von zwei Redaktoren kontrolliert, es werden auch von jedem
Bogen mindestens drei, oft aber vier und noch mehr Korrekturen gelesen und jede dieser
Korrekturen wird nicht nur vom Herausgeber, sondern auch von jedem der drei Redaktoren
und auBerdem noch von einem klassischen Philologen fiir die lateinischen, von einem Ro-
manisten fiir die franzosischen Texte besorgt. Der Betrieb ist freilich nicht einfach, aber
die aufgewandte Miihe wird sich hoffentlich lohnen.

Wenden wir uns nun zu einer kurzen Ubersicht iiber den Inhalt der 26 Abhandlungen
des vorliegenden Bandes.

" Gleich die erste Abhandlung 26, die EvLER 1732, also 2bjihrig, der Petersburger
Akademie vorgelegt hat, it den Meister erkennen und erdffnet trotz ihrer Kiirze weitreichende
Perspektiven. Das Wichtigste darin ist die Widerlegung der Behauptung von FERMAT, alle
Zahlen der Form 22"+ 1 seien Primzahlen. Mit diesem Satze, der fiir m =0,1,2, 3, 4 richtig
ist, hatte sich EULER auf Anregung von CHR. GOLDBACH?) schon seit 1729, wenn auch lange
vergeblich, beschiftigt. Frst als er erkannt hatte, daB die Zahlen 2%+ 1, falls sie nicht

1) Siehe hiertiber den Auszug aus EurLers Brief an den damaligen Sekretir der Petersburger
Akademie G. F. Mtnter vom 27. Juli 1762, den G. ExesTrOM in seinem Verzeichnis (Lief. 2,
Leipzig 1913, p. 214) mitteilt. '

2) Siehe die Briefe 2—8 in Correspondance math. et phys. publiée par P. H. Fuss, St.-Péters-
bourg 1843, t. I, p. 8—34. .
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prim sind, nur Divisoren von der Form 2m+in +1 besitzen konnen, was allerdings erst
in der Abhandlung; 134 bewiesen wird, konnte er sich an die Priifung der Zahl
2% 41=4294967297 heranwagen und nun fand er mit verhiltnisméBig geringer Miihe,
daB sie durch 641 teilbar ist.Y) Der Rest der Abhandlung beschiftight sich mit Beispielen
der Teilbarkeit von Zahlen der Form 27 —1 und sodann, freilich ohne Beweis, mit dem
- FERMATSCHEN Satze von der Teilbarkeit der Zahlen a?~1 — 1, den EvLER auch in der Form
ausspricht, es sei stets a?~!—b»-1 durch p teilbar. *) Die Sitze, lie er, wiederum ohne
Beweis, hinzufiigt, zeigen, daB er schon damals im Besitze von wesentlichen Verallgemeine-
rungen dieses FERMATSCHEN Satzes war, Verallgemeinerungen, die ihren AbschluB freilich
erst viel spiiter in dem beriihmten Satze fanden, den wir jetst in der Form q#®—1 (mod. k)
schreiben und der in der Abhandlung 271 bewiesen ist.

In der folgenden Abhandlung 29 vom Jahre 1733 wendet sich EULER zu der Lésung
D1oPHANTISCHER Probleme, insbesondere zu der Auflosung der Gleichung

ar®+bx+c=1y>

in ganzen Zahlen. Er zeigt, daB, wenn man eine Losung kennt, hieraus mit Hiilfe der
Gleichung ap®+ 1 = ¢? unendlich viele Losungen gefunden werden konnen und daf diese
durch eine einfache Rekursionsformel miteinander verbunden sind. In einer Tabelle fiigt er
fiir alle nichtquadratischen Zahlen ¢ — 2,... 68 die kleinsten Losungen dieser FERMATSCHEN
Gleichung ap?®+1=g® hinzu, von der wir heute wissen, daB sie von RULER nur irrtiim-
licher Weise mit dem Namen PELL in Verbindung gebracht worden ist. Am Schlusse der
Abha.ndlung wird gezeigt, wie man mit Hiilfe dieser Untei'suchungen alle Trigonalzahlen
und andere Polygonalzahlen finden kann, die zugleich Quadrate sind. _
Mit der Abhandlung 29 ist aufs engste die Abhandlung 279 aus dem Jahre 1758
verbunden, die den Schluf den Bandes bildet. Auch hier handelt es sich um die Gleichung
az’+bz + ¢ =1y, aber EULER geht jetzt wesentlich iiber die friiheren Untersuchungen hinaus,
indem er zu den Rekursionsformeln, die fiir die Lisungen gelten, auf Grund der Theorie der
rekurrenten Reihen und der Partialbruchzerlegung, wie er sie in der Introductio (1748) ent-
wickelt hatte, auch die Darstellung in independenter Form hinzuftigt. Ausfiihrlicher werden

1) DaB EuLer tatsichlich auf diesem Wege den FrrmarscrEN Satz widerlegt hat, sagt er
selbst in § 32 der Abhandlung 134. Er war also spitestens 1732 im Besitze des Satzes von den
Divisoren der Zahlen 22”4 1. Ob er auch damals schon einen Beweis dafiir hatte, geht daraus
noch nicht hervor. Er fand den Beweis aber spéitestens 1743, wie. sich aus einem Briefe an Gorp-
BACH ergibt (siehe die Anmerkung 3 p. XVII).

2) Von den 11 Zahlen, die Eurur bei diesem AnlaB als vollkommene bezeichnet, sind nach
G. Exustrou (Encydl. d. sc. math., t. I, vol. 3, fase. 1, p. 55) die zwei letzten (n=41 und n=47)
zu streichen.
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sodann die Formeln «?-+p untersucht, weil sich auf diese die allgemeineren leicht zuriick-
fihren lassen. Bei der Untersuchung, welche Zahlen dabei fiir y zuldssig sind, wird EULER
auf das ,theorema elegantissimum® gefiithrt, da8, wenn sich p und ¢ in der Reihe der zulissigen
Zahlen befinden, auch ihr Produkt pq darin enthalten ist. Anwendungen und Beispiele bil-
den den Schluf der Abhandlung. EuLEr konnte natiirlich nicht wissen, daB das Theorem,
dem er mit Recht eine so groBe Bedeutung beigelegt hat, schon den alten Indern bekannt
gewesen war.

In der Abhandlung 36, deren Exhibitionsdatum unbekannt ist und die ENESTROM
daher in seinem Verseichnis (zweite Abt.) unter dem Druckjahre 1740 aufgefiihrt hat, —
sie ist aber wohl viel fritheren Datums — 16st EULER die Aufgabe, Zahlen zu finden, die
durch gegebene Zahlen dividiert gegebene Reste zuriicklassen. Er entwickelt zunéchst eine
einfache Regel fiir zwei Divisoren und zeigt sodann, wie gich der Fall von-beliebig vielen
Divisoren hierauf zuriickfihren 13Bt, vorausgesetzt, daf die Aufgabe iiberhaupt 1osbar ist.?)

Die folgende Abhandlung 54, die aus dem Jahre 1736 stammt, aber erst 1741 ver-
offentlicht wurde, bringt den ersten Beweis EULERS fiir den FERMATSCHEN Satz von der
Teilbarkeit der Zahlen a?—!—1 oder, wie EULER auch sagt, der Zahlen a? —a durch die
Primzahl p. Der Beweis stiitzt sich auf den binomischen Satz und die Eigenschaften der
Binomialkoeffizienten, ist also eigentlich nicht zahlentheoretischer Natur. Die Wichtigkeit
des FERMATSCHEN Satzes liBt es verstehen, daB EULER spiter, in den Abhandlungen 134
und 262, noch zwei weitere Beweise hinzugefiigt hat, bis es ihm dann gelang, in der Ab-
handlung 271 den schon erwéhnten verallgemeinerten FERMATSCHEN Satz a#®=1 (mod. k)
zu begriinden. DaB EULER von dem LEIBNIZSCHEN Beweise des FERMATSCHEN Satzes keine
Kenntnis haben konnte, bedarf kaum der Erwdhnung.

Tm Zeichen FERMATS steht auch die im Jahre 1738 verfafite Abhandlung 98, in der
yum ersten Male bei EULER ein spezieller Fall des sogenannten grofen FERMATSCHEN Satzes
auftritt, des Satzes von der Unmdglichkeit, die Gleichung " 4 y" =" fiir > 2 durch ganze
Zahlen zu befriedigen. Es handelt sich hier um n=4%) und fiir diesen Fall hatte bereits
1676 FrENICLE DE BESsY den Beweis gefiihrt, daB in ganzen Zahlen weder die Summe noch
die Differenz zweier Biquadrate ein Quadrat sein kann, woraus dann von selbst folgt, daB
solche Ausdriicke auch kein Biquadrat sein konnen. Die Abhandlung von FRENICLE ist nur
cine weitere Ausfihrung einer der berithmten Anmerkungen, die FERMAT an den Rand seines
Handexemplares von BACHETS A\isgabe der Arithmetik DIOPHANTS geschrieben hat und die

1) Siehe hierzu die Bemerkungen von G. ExesTrOM, Biblioth. Mathem. 9y, 1908/9,
p- 331 und 339.

2) Euer hat bekamnilich auch die Unmoglichkeit der Gleichung a® + y®=¢" bewiesen.
Siehe die Anmerkung p. XXXIIL
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von seinem Sohne S. FERMAT in der Toulouser Ausgabe DIOPHANTS vom Jahre 1670 abge-
druckt worden sind. Sie spielen bei EULER und daher auch in unserem Bande eine grofle
Rolle. Im vorliegenden Falle handelt es sich um die Randbemerkvng, die FERMAT an den
Kommentar von BACHET zur letzten Aufgabe des sechsten Buches angeschlossen hat und
wonach die Fliche eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Seiten ratiomale Zahlen sind, keine
Quadratzahl sein konne; hieraus ergeben sich dann leicht jene Sitze iiber die Summe und
die Differenz zweier Biquadrate. Der von FRENICLE gefiihrte Bew=is folgt genau den An-
deutungen, die FERMAT seiner Randbemerkung hinzugefiigt hat, und er stiitzt sich insbeson-
dere auf die schon im Mittelalter bekannte und benutzte Methode'), die FErMAT Methode
der unbegrenzten Abnahme — la descente infinie ou indéfinie — nennt. Dieser selben
Methode bedient sich nun auch EULER, um seinerseits die Unméglichkeit der Gleichung
a* £ b* = ¢* zu heweisen, aber ohne von der geometrischen Einkleiding des Satzes Gebrauch
zu machen. Im Prinzip ist daher der EULERsScHE Beweis nicht wesentlich verschieden von
dem, den FRENICLE gegeben hat. Dafiir fiigt aber EULER noch eine Reihe verwandter
Sitze hinzu, die sich bei FRENICLE nicht finden, indem er zuniichst von einer groBen Zahl
von Formeln, die sich aus Biquadraten zusammensetzen, wie z. B. ma*+ m3b%, 2ma* + 2m3b*
u. a., zeigt, daB sie nicht Quadrate sein konnen. Daran schlieBt sich der Beweis des von
FERMAT ebenfalls in einer Randbemerkung ausgesprochenen Satzes, daB keine Trigonalzahl
aufier 1 ein Biquadrat sei, sowie des Satzes, daB auBer 8 kein Kubus um die Einheit ver-
mehrt zu einem Quadrat gemacht werden konne.

Die Abhandlung 98 ist die erste, in der die Methode der unbegrenzten Abnahme bei
EvLEr auftritt. FERMAT selbst hatte auf diese Art der Beweisfilhrung groBe Hoffnungen
gesetzt und wunderbare Fortschritte in der Arithmetik (miros in Arithmeticis progressus)
von ihr erwartet. Diese Hoffnungen sind auch nicht getiuscht worden, denn gerade EULER
hat sich der FERMATSCHEN Methode bei einer Reihe von Beweisfiiarungen mit bestem Er-
folge bedient, wie auch die Abhandlungen 228 (§ 22), 256 (§ 42), 272 (§ 29) dieses Bandes
zeigen. Wir kommen darauf zurtick.

Mit der kleinen Abhandlung 100, die 1747 in den Nova acta eruditorum erschien,
betritt BULER ein ganz anderes Gebiet der Zahlentheorie, niimlich d:e Theorie der Divisoren-
summen, zu der in diesem Bande auch noch die Abhandlungen 152, 175, 243, 244 gehoren.
Speziell die Abhandlungen 100 und 152 gelten der Theorie der bafreundeten Zahlen. Die
erste, nur drei Seiten umfassende Abhandlung 100 besteht, abgesehen von einigen historischen
Bemerkungen iiber DESCARTES und SCHOOTEN, im wesentlichen aus einer Tabelle von 30
Paaren befreundeter Zahlen, von demen sich freilich eines als unrichtig erwiesen hat. Vor

1) Siehe hierzu die Bemerkungen von G. Enestrom, Biblioth. Mathem. 14,, 1913/4,
p. 347.
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EuLER waren nur drei dieser Paare bekannt gewesen. Die Abhandlung 152%), die 1750 in
den Opuscula varii argumenti versffentlicht, aber vermutlich vor 1747 verfat wurde?), ist mit
17 Seiten die umfangreichste des ganzen vorliegenden Bandes. Nach den ersten grundlegen-
den Sitzen iiber die Divisorensummen stellt EULER eine grofle Tabelle auf, in der er fiir
alle Primzahlen n < 1000 die Divisorensummen f , f »® und [»® angibt, und zwar in
Primfaktoren ausgedriickt; fiir die kleineren Primzahlen bis zu 23 geht er noch wesentlich
hoher. Bei der Herstellung dieser Tabelle hat. BULER eine allerdings lange nicht so weit
reichende Vorarbeit von WALLIS®) benutzt. Fiir die Auffindung .befreundeter Zahlen setzt
er nun einen gemeinsamen Divisor a voraus und entwickelt in fiinf Problemen verschiedene
Methoden, befreundete Zahlen am und an zu gewinnen, wobei sich das fiinfte, bei dem fiir
gegebene Formen von 7 und # nach einem passenden Teiler a gefragt wird, als besonders
ergiebig erweist. Zum Schlusse gibt EULER eine Tabelle von 61 Paaren. befreundeter
Zahlen, von denen 41 in der Abhandlung selbst gewonnen worden sind, wihrend die
anderen 20 ohne weitere Begriindung mitgeteilt werden. Von diesen 61 Paaren sind aber
zwei verbesserungsbediirftig und eines ist als verfehlt zu streichen. In der Tabelle sind
auch die Paare der Abbandlung 100, mit Ausnahme von zweien, enthalten und so ergibt
sich, dafl BULER alles in allem genau 62 Paare befreundeter Zahlen mltgetellt also zu den
dreien, die vor ihm bekannt waren, 59 neue hinzugefiigt hat.

Da die Besprechung der bereits genannten Abhandlungen 175, 243, 244 besser spiter
erfolgt, gelangen wir zu der Abhandlung 134 aus dem Jahre 1747, die um so bemerkens-
werter ist, als EULER hier zum ersten Male die Theorie der Reste, insbesondere der qua-
dratischen, beriihrt, in der er so GroBes geleistet hat. Die Abhandlung beginnt mit einem
zweiten Beweise des FERMATSCHEN Satzes. Wie der frithere (Abhandlung 54) beruht auch
dieser Beweis auf dem binomischen Satze; nur hat er im Gegensatze zu jenem einen mehr
deduktiven Charakter, indem er von der Teilbarkeit des allgemeinen Ausdrucks (a-+b)?— a?— b?
durch die Primzahl p ausgeht. Aus dem FERMATSCHEN Satze beweist dann EULER, daB
a* 4+ b0* (sofern o und b teilerfremd sind) durch keine Primzahl der Form 47 —1 teilbar ist,
also iiberhaupt keine Divisoren dieser Form besitzen kann. DaB a2+ b? selbst niemals
von der Form 4n—1 sein kann, war freilich lingst bekannt und ist leicht einzusehen.
Auch daB a®+ b? nicht einmal Teiler dieser Art zuldfit, war, wie EULER selbst hervorhebt,

1) Ich habe iiber diese Abhandlung an anderem Orte ausfiihrlicher berichtet. Siehe Biblioth.
Mathem. 14;, 1913/4, p. 351.
2) Siehe hieriiber die Bemerkungen von G.ExEstrdM, Biblioth. Mathem. 124, 1912/3, p. 172,
und 14,, 1913/4, p. 851.
8) Siehe J.WarLis, 4 Treatise of Algebra, London (in der Anmerkung p.104 steht irrtimlich
Oxford) 1685, Additional Treatise IV, p. 140—144.
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nicht neu'), aber ein Beweis fiir diesen wichtigen Satz war doch bisher nicht bekannt gewesen?),
wenn auch FERMAT in seinem beriihmten Briefe an ROBERVAL (siehe die Anmerkung p. 70)
behauptet hatte, einen solchen gefunden zu haben,

Nachdem Euler gezeigt hatte, daB alle ungeraden Teiler von a®-- b2 von der Form 4n +1
sind, zeigte er, da die ungeraden Teiler von a*+ b* in 8% - 1, die von a®+8%in 16n+1
und allgemein alle ungeraden Teiler von a®™ -+ 5®™ in der Form £"+1x 41 enthalten sein
mitssen.’) Als wichtige Anwendung ergab sich ihm dann die Folgerung, da8 23241 nur
Teiler der Form 64#n+1 besitzen kann, und so gelang es ihm, wie wir gesehen haben,
die FERMATSCHE Behauptung, alle Zahlen 22" -1 seien Primzahlen, zu widerlegen.

Von besonderer Wichtigkeit sind nun die folgenden Theorerne 10 —16, weil sie fiir
die Theorie der quadratischen und der hoheren Reste bereits eine grundlegende Bedeutung be-
sitzen. Unter Benutzung der von EULER selbst in seiner Abhandlung 242 eingefiihrten Ter-
minologiei17 _}lleiBt z.B. das Theorem 11: Ist @ (quadratischer) Rest dor Priggahl p=2m+1,
so ist @ ¥ — 1 durch’ p teilbar,' oder moderner ausgedriickt, so ist a ¥ =41 (mod. p).
Das Theorem 12 gibt den entsprechenden Satz fiir die l;l}})ischen Keste und allgemein sagt
das Theorem 18: Ist a=/" (mod. p=mn-+1), so ist a7 =41 (mod. p). Die Umkehrung
dieses Satzes zu beweisen, war EULER, wie er mit der ihm eigeren Offenheit eingesteht,
damals noch nicht in der Lage. Er hat den Beweis aber spiter in der Abhandlung 262 ge-
geben und damit zugleich das vollstindige Kriterium entwickelt, das den quadratischen
Charakter einer Zahl bestimmt. Wir werden davon noch zu sprechen haben. Die Theoreme
14—16 endlich verallgemeinern das Theorem 13, indem sie von der durch p=mn-+1 teil-

1) Es scheint sogar, daB schon Diopmant diesen Satz gekannt hebe (siehe die Anmerkung
‘p. 70). Wenigstens war das die Ansicht Fermats, der die betreffende stark verstiimmelte Stelle
bei Droprant (V, 12) in diesem Sinne restauriert hat. :

Ich méchte noch darauf aufmerksam machen, da die Bezeichnung V, 12 der Numerierung
von BAcHET entspricht, die auch WerrmrmM beibehalten hat. TANNERY hat anders numeriert und
so ist bei ihm (I, p. 832) die Aufg. 12 des fiinften Buches als Aufg. 9 bezeichnet. Um MiBver-
sténdnisse zu vermeiden, habe ich in den folgenden Anmerkungen allemal beide Numerierungen
mitgeteilt (siche die Anmerkung p. 404). ‘

2) Die Abhandlung 134 stammt aus dem Jahre 1747 und wurde 1748 der Petersburger
Akademie vorgelegt; EuLEr hatte aber seinen Beweis schon am 6. Mirz 1742 Govupsacu brieflich
mitgeteilt, Correspondance math. et phys. I, p. 114,

3) Diesen Satz hatte EvLer am 15. Oktober 1748 Gonpsacw mitgeteilt, Correspondance math.
et phys. I, p. 258. Danach ist eine Bemerkung von G. Exestroy, Biblioth, Mathem. 7,, 1906/7,
p- 308, zu vervollstindigen (siehe auch die Anmerkung p. XIII).

Lronuarot EvLerr Opera omnia T2 Commentationes arithmeticae c
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baren Differenz f*—a zuniichst zu f*—ag" und sodann zu der Differenz af*—bg" iber-
gehen, aus deren Teilbarkeit die Teilbarkeit von a™ —b™ gefolgert wird.")

Wiederum einem anderen Zweige der Zahlentheorie gehért die Abhandlung 158 vom
Jahre 1741 an. Wir haben schon von ihr gesprochen als der einzigen dieses Bandes, die
nicht in die Comment. arithm. aufgenommen worden ist — vermutlich wegen ihres Titels,
der die Abhandlung der Kombinatorik zuweist. Zu dieser miifiten dann aber {iberhaupt alle
Abhandlungen gerechnet werden, die sich auf die Partitio numerorum beziehen. Die ersten
16 Paragraphen der Abhandlung 158 sind freilich rein kombinatorischer Natur. . Aus ge-
gebenen GroBen a, b, ¢, d ete. bildet EULER zundichst die Summe, sodann die Summe der Pro-
dukte zu je zweien, die zu je dreien etc. und erhilt dadurch, je nachdem Gleichheit der Faktoren
gefordert, ausgeschlossen oder zugelassen wird, drei Serien von Kombinationen, zwischen
denen nun Beziehungen aufgesucht werden. Insbesondere werden analytische Funktionen
einer Variabeln 2z in Form von unendlichen Reihen und Produkten eingefiihrt, aus deren
Entwickelung jene Kombinationen als Koeffizienten hervorgehen. Aber diese Untersuchungen
sind nur Vorbereitungen zur Losung der zahlentheoretischen Aufgaben, denen der grdfiere
Teil der Abhandlung gewidmet ist. Indem némlich EUuLER fiir a, b, ¢, d ete. speziell die
Potenzen m, n?, n® n* etc. wahlt, erhilt er fir jene Kombinationen Entwickelungen nach
Potenzen von #, in denen die Koeffizienten, die aus einfachen Rekursionsformeln hervorgehen,
_angeben, auf wieviel verschiedene Arten die zugehdrigen Exponenten in eine vorgeschriebene
Anzahl von Teilen zerlegt werden konnen, wobei das eine Mal die Gleichheit der Teile
ausgeschlossen, das andere Mal aber zugelassen wird. Diese beiden Probleme waren EuLER
im Jahre 1740 von dem Berliner Akademiker PmiLipp NAUDE (1684—1745%), dem Jiin-
geren, vorgelegt worden. EULER zeigt nun noch, daf die beiden Aufgaben wegen der
erwihnten Bezichungen zwischen jenen Kombinationen in engem Zusammenhange stehen,
sodab die Losung der zweiten leicht auf die der ersten zuriickgefithrt werden kann.

Der Schluf der Abhandlung 158 bietet noch eine besondere Uberraschung: das erste
Auftreten einer 9-Reihe bei EULER. Die aus der Entwickelung®) des unendlichen Produktes
(L —m)(1 —1)(L = n¥)(1 —nf) -

entspringende Reihe
l—n—n24+n+n"—n2—ntS4 ...

1) Dieser Satz findet sich schon in einem Briefe EuLers an Goupeaci vom 16, Februar 1745,
Correspondance math. et phys. 1, p. 311.

2) In der Anmerkung p. 178 steht irrtiimlich 1747,

3) Der in der Anmerkung p. 191 zitierte Brief, den Danier BernourLi am 28. Jan. 1741
an EuLEr gerichtet hat und in dem bereits diese Entwickelung erwithnt wird, ist nach den Proto-
kollen der Petersburger Akademie die Antwort auf einen Brief Euners vom 30. Nov. 1740, der
leider verloren gegangen ist.
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~die auch noch in spiteren Abhandlungen EULERS eine wichtige Rolle spielt, hingt mit der
Partitio numerorum insofern zusammen, als die zu ihr reziproke Reihe die Frage beantwortet,
auf wieviel verschiedene Arten iiberhaupt eine Zahl in Teile zerlegt werden konne.

Die Abhandlung 158 ist in zweierlei Hinsicht besonders beacatenswert. Erstens wird
durch sie, von vereinzelten Vorarbeiten abgesehen (siche die Anmerkungen p. 257 und 258),
die Lehre von der Partitio numerorum eigentlich erst begriindet. Z-weitens aber enthilt sie,
wenigstens bei EULER, das erste Beispiel fiir die Benutzung von Hiilfsmitteln der hoheren
Analysis zu zahlentheoretischen Untersuchungen. Welch reiche Friichte spiterhin der mathe-
matischen Wissenschaft aus der Verbindung dieser beiden Disziplinen erwachsen sind, braucht
hier nicht weiter ausgefiihrt zu werden.

EuLer hatte die Abhandlung 158 schon am 6. April 1741 der Petersburger Akademie
vorgelegt, gedruckt aber wurde sie erst 1751. Inzwischen war 1748 seine Introductio er:
schienen, deren 16. Kapitel ebenfalls der Partitio numerorum gewidmet ist. Am 26. Januar
1750") legte nun EULER der Petersburger Akademie die groBe Abkandlung 191 De parti-
tione numerorum vor, die 1753 veroffentlicht wurde. Mit dieser haben wir uns jetzt zu be-
fassen. Abnlich wie in der Abhandlung 158, aber direkter, 15st BULER zunichst die beiden
Probleme, die ihm von Naupt gestellt worden waren, indem er sich wieder der fritheren
Produktentwickelungen bedient. Dann aber vollzieht er eine wichtige Reduktion, die auch
schon in der Tntroductio auftritt, indem er die beiden Probleme auf ein drittes zﬁriickfiihrt,
namlich auf die Aufgabe, anzugeben, auf wieviel verschiedene Arten irgend eine Zahl % aus
den Zahlen 1, 2, 3,... m durch Addition gebildet werden konne. Bezeichnet man diese An-
zahl mit #(™), so gibt zugleich die Zahl (n — L—m};_—l—))(m) an, auf Wieviel Arten die Zahl n
in m verschiedene Teile zerlegt werden kann, wihrend (n— m)e sagt, wie oft sich # tiber-
haupt in m Teile, seien es gleiche oder ungleiche, teilen lift. Fiir die Herstellung dieser
Zahlen 7™ werden einfache und sehr iibersichtliche Rechnungsvors:hriften entwickelt, die
lediglich aunf fortgesetster Addition beruhen und gegentiber der Tutroductio einen micht un-
wesentlichen Fortschritt bedeuten.

Nunmehr wendet sich EULER zu einem vierten Problem, indem er m beliebig groB werden
laBt. Mit %) bezeichnet er demgemiB, wie oft sich » tiberhaupt oane Einschrinkung aus
ganzen Zahlen zusammensetzen 1iBt. Diese Aufgabe hatte EULER am Schlusse der Abhand-

1) Siehe indessen auch die Anmerkung p. 289, in der die Entstehung der Abhandlung 191
in das Jahr 1745 verlegt worden ist. Die Wahl dieser Zahl 1745 als Beispiel diirfte wohl kaum
auf einem Zufall beruhen. Auch bei EvLers Sohne Jomany ArsrecHT stoBt man bei Zahlenbeispielen
auf das Jahr der Abfassung. Siehe das Exempel in § 5 der Abhandlung Ay (des ENESTROMSCHEN
Verzeichnisses): Azzrrcar Evizrs Beantwortung einiger Arithmetischen Fragen, Abhandl. der
Churfirstl.-baier. Akad. der Wiss. 2, 1764, 1L, p.8; Lrovuarnr Evresr Opera ommia, series 1,
vol. 3.

c‘
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lung 158 gerade noch gestreift. Sie hatte ihn, wie wir gesehen haben, zur Entwickelung des
Produktes (1 — ) (1 — 2%)(1 —2%)--- veranlaBt, die zu jemer &-Reihe gefiihrt hatte. Die
Entwickelung des reziproken Produktes enthdlt in ihren Koeffizienten die Losung der ge-
stellten Aufgabe. Mehr bietet auch die Introductio nicht zu dieser Frage. In der vorliegen-

den Abhandlung aber entwickelt EULER eine Reihe Wichtiger Formeln fiir 7), unter denen
die Gleichung

) = (10— 1)) + (1 — 2)S — (n— B)™ — (0 — 1) 4 (0 — 12)) + (n— 15)& — - - -

wegen ihrer Verwandtschaft mit der @-Reihe besonders zu erwihnen ist. AuBerdem zeigt er,
wie man mit Benutzung der schon berechneten Zahlen n®), z. B. mit Benutzung von 09, zu
einer stark abgekiirzten Berechnung der Zahlen n~) gelangen kann.

‘Wie in der Introductio schlieBt sich daran die weitere Aufgabe, anzugeben, wie oft sich
eine Zahl in ungleiche Teile zerlegen lasse, und es wird gezeigt, daB dies ebenso oft mdglich
ist, als sich dieselbe Zahl aus nur ungeraden Zahlen, seien es gleiche oder ungleiche, zusam-
mensetzen liBt. Diese Aufgabe leitet daher zu solchen iiber, bei denen von den Summanden
gewisse Qualititen verlangt werden, z. B. der geometrischen Reihe 1,2, 4, 8, 16, 32 etc. an-
zugehoren, wobei wiederum Gleichheit der Summanden ausgeschlossen oder auch zugelassen
werden kann,

Den SchluB der Abhandlung bildet endlich eine groBe Tabelle fiir die Zahlen (™,
die fir n=1, ... 59 und fir m=1,... 20 und m =00 zusammengestellt ist und die zu-
gleich auch ihre Entstehungsweise erkennen liBt. Die entsprechende Tabelle der Introductio,
die nur die fertigen Zahlen bietet, reicht zwar bis n =69, aber dafiir auch nur bis m =11,
ohne die Reihe m =00 zu enthalten.

Mit der Abhandlung 164, die aus dem Jahre 1747 stammt, aber erst 1751 verdffent-
licht wurde und zwar im letzten Bande der alten Commentarii, kehren wir wieder zu
einem fritheren Thema zuriick, das mit der Theorie der quadratischen Reste zusammen-
hingt. Ihrem Hauptinhalte nach besteht diese Abhandlung aus 59 Sitzen, die ohne Beweis
mitgeteilt werden und die sich auf die Divisoren der Zahlen von der Form pa®+ qb® be-
ziehen.') Wie EULER spiter selbst in der Abhandlung 598 sagt, hatte er diese Sitze groBten-

1) Es ist schon frither (siche die Anmerkung p. VII) darauf aufmerksam gemacht worden,
daB die aus demselben Jahre 1747 stammende Abhandlung 134 im ersten Bande der neuen
Commentarii erschienen ist. Dieser Umstand und die Ahnlichkeit der Titel beider Abhandlungen
hat gelegentlich zu MiBverstindnissen gefiihrt (siehe die Bemerkungen von G. ENESTROM, Biblioth.
Mathem. 12,, 1911/2, p. 266). Zwischen den beiden Abhandlungen 134 und 164 bestehen aber
nur wenige Beziehungen, denn von simtlichen in 164 auftretenden Formen wird in 134 nur die
erste, niimlich a? 4 % behandelt. Von den andern Formen hat Eurer selbst iiberhaupt nur noch
die Form a®+ 30? erledigt, aber erst in der Abhandlung 272, wibrend er mit der Form o+ 2b%
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teils nur durch Induktion gefunden. Um so wichtiger sind daher die hinzugefiigten Anmer-
kungen, die freilich auch nicht iiberall als beweiskriiftig gelten sollen. Dazu gehort nament-
lich, daB alle Divisoren von a®+ qb% abgesehen von 2 und g, in der Form 4q9m + « ent-
halten seien und daB sich diese Form fir g=—4n—1 auf 2qm + o reduziere; ferner daB
pa’ + qb* keinen Divisor habe, der nicht zugleich Divisor von a® +pqb? ist, ete. Gegenstand
besonderer Untersuchung ist dann die Frage, welche Werte fiir zulissig seien, damit
4Nm + o Teiler von a®+ Nb? sei: @ muB quadratischer Rest von 4N sein; sind & und y
Werte von e, so gilt dies auch fiir #y und allgemein fiir z*y” ete., alles Siatze, die EULER
erst viel spiter (in der Abhandlung 242) systematisch behandelt und bewiesen hat.

Die trotz mangelnder Beweise so inhaltsreiche Abhandlung ist ein merkwiirdiges Bei-
spiel fiir die auierordentliche Divinationsgabe EULERs.!) Ganz besorders aber zeigt sich das
gegen den Schluf der Abhandlung. Denn bei den entsprechenden Untersuchungen der Divi-
soren von a® — N¥? insbesonders bei der Beantwortung der Frage, welche Werte jetzt fiir «
geeignet seien, damit 4 Nm &£ « Divisor sei, stellt sich — dem Autor freilich noch unbe-
wullt — das Reziprozititsgesetz der quadratischen Reste ein, das EULER mit aller Bestimmt-
heit erst in der Abhandlung 552 ausgesprochen hat. KRONECKER war der erste, der dies
bemerkt hatte. Ich habe seine Erklirungen im Wortlaut (siehe die Anmerkung p. 217) mit-
geteilt und glaube, nichts weiter hinzufiigen zu sollen.

Noch sei hingewiesen auf die vielen interessanten Folgerungen, die EULER an seine
Mitteilungen ankniipft und die sich auf Ausdriicke beziehen, die niemals Quadrate sein
konnen. Als Beispiel mag die Formel 4mn — m — n gelten, mit der sich EULER schon friih
beschiftigt hat (siehe die Anmerkung p. 860).

Die Abhandlung 167, die 1748 zugleich mit der Abhandlung 134 der Petersburger
Akademie vorgelegt wurde, gehort zu denen, die zahlentheoretische Untersuchungen in geo-
metrischem Gewande enthalten. Einkleidungen dieser Art waren schon bei DIOPHANT sehr
beliebt. Das ganze sechste Buch seiner Arithmetik ist mit zahlentheoretischen Aufgaben ge-
fiillt, die sich auf das rechtwinklige Dreieck beziehen, und so s pielen derartige Unter-
suchungen denn auch in den FERMATSCHEN Randbemerkungen eine groBe Rolle. Ein Bei-
spiel dafiir hat uns schon die Abhandlung von FRENICLE geboten und auch die vorliegende
Abhandlung EULERS verdankt ihre Entstehung einer solchen Randbemerkung. Es sei gleich

wie er in der Abhandlung 256 offen zugibt, nicht ganz hat fertig werden kbnnen. Den noch aus-
stehenden Beweis fiir diese Form und die folgenden hat erst Lacranas gegeben. Siche die An-
merkung p. 194.

1) Hierfiir ist der Brief EuLERS an GoLDBACH vom 28. August 1742, Corresp. math. et phys.
I, p. 144, von ganz besonderem Interesse. In diesem Briefe gibt EvLer bereits den Hauptinhalt
der Abhandlung 164 und zwar mit prophetischen Worten.
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hier bemerkt, da8 EuLer auBer dieser Abhandlung 167 noch sechs andere verfait hat, in
denen DIOPHANTISCHE Probleme in geometrischem Gewande auftreten. Es sind die Abhand-
lungen 451, 713, 732, 748, 754, 799. Von ihnen hatte einst JacoBr') an Fuss geschrieben:
,Aber ich beschwore Sie, wenn es nicht schon geschehen ist, die Abh. 321—27, welche sich
ungliicklicher Weise unter Geometrie verirrt haben, mit aufzunehmen, welche durchaus zu
den DIOPHANTISCHEN Problemen gehéren. Denn diese zusammen zu haben, ist eine wesent-
liche Annehmlichkeit®.

In der Abhandlung 167 handelt es sich darum, ein rechtwinkliges Dreieck in ratio-
nalen Zahlen ausgedriickt zu finden, so daf jede der beiden Katheten um den Flichen-
inhalt vermindert eine Quadratzahl liefere.?) FERMAT hatte diese Aufgabe gestellt im An-
schluB an eine shnliche bei DIOPHANT und sie als sehr schwierig bezeichnet. EuLEr gibt
zuniichst drei Sonderlosungen, die er durch Zahlenbeispiele illustriert, um dann zur Solutio
generalis iiberzugehen. Diese beruht wesentlich auf den Kigenschaften der Zahlen, die in
der Form 2¢2— u® oder ##— 2u? enthalten sind. Zu diesen Zahlen gehdren zunichst alle
Quadratzahlen, ferner nach Abhandlung 164 die Primzahlen 2 und 8m + 1 und schlieflich
die Produkte, die sich aus allen genannten bilden lassen. Denn so wie die Divisoren der
Zahlen 22— u? wieder von derselben Form sind, so ist auch das Produkt zweier Zahlen
dieser Art wieder von derselben Art. Auf Grund dieser Sitze stellt EULER fiir die in seiner
Solutio generalis auftretenden Zahlen eine Tabelle auf, die sich beliebig weit fortsetzen
158t und die ihm beliebig viele Dreiecke liefert, wie sie das Problem verlangt.

Wir kommen jetzt zu den Abhandlungen 175, 243 und 244, von denen schon frither
die Rede war, indem sie wie die Abhandlungen 100 und 152 der Theorie der Divisoren-
summen gewidmet sind. Die franzosisch geschriebene Abhandlung 175, die aus dem Jahre
1747 stammt, ist 1751 in der wenig bekannten Biblioth&éque impartiale erschienen. Dieser
Umstand erklart, daB sie sowohl Jacosr als auch Fuss unbekannt geblieben ist. Denn
das Manuskript, von dem JACOBI in seinem grofen Briefe an Fuss vom Marz/April 1848°%)
spricht, stimmt zwar im wesentlichen mit der Abhandlung 175 iiberein, zeigt aber doch so
viele Abweichungen, daB es unmoglich als Druckvorlage zu dieser gedient haben kann. s

1) Siehe P. Sricken und W. Aurexs, Der Briefwechsel etc., p. 24. Die sechs Abhandlungen
321—27 (324 ist nimlich mit 321 identisch) der Fussscmen Liste der Schriften Eurers vom
Jahre 1843 sind die Abhandlungen 451, 713, 167, 732, 748, 754 des ExesTrOMscHEN Verzeich-
nisses. Sie sind, ebenso wie die Abhandlung 799 (= Da 6 bei Fuss), alle in die Comment. arithm.
aufgenommen und auch in unserer Ausgabe den arithmetischen Abhandlungen zugeteilt worden.

2) Zu den Abhandlungen EuLers, die sich auf DropmanriscHE Probleme beziehen, ist mit
Vorteil das p. 404 erwihnte Werk von T. L. Heatn, Diorranrus of Alezandria, zu benutzen, ins-
besonders Section VI des Supplements: Some solutions by EuLEr.

3) Siehe P. Sricker und W. Aurexs, Der Bricfwechsel etc., p. 59.
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ist denn auch 1849 in den Comment. arithm. und 1862 in den Opera postuma als in-
editum® abgedruckt?!) worden, ohne daB die Herausgeber von der friheren Publikation in der
Bibliothéque impartiale Kenntnis gehabt hitten.

Die Abhandlung 175 wird erdffnet mit einigen grundlegenden Sitzen iiber die Divi-
sorensumimen f n, Sitzen, die sich im wesentlichen schon bei SCHOOTEN und WaLLIS finden.
Daran schlieBt sich eine Tabelle fiir die Divisorensummen der Zahlen » =1, ... 100, die
namentlich illustrieren soll, wie diese Summen eine scheinbar gamz gesetzlos verlaufende
Zahlenreihe darstellen. Und dann kommt als Uberraschung die beriihmte Rekursionsformel

Jr=foo—D+[(n—2)—[(n—5)—[(n—T)+[(n—12) + [ (n — 15)
— [ (n —22) — [(n — 26) + ete.

Zu dieser Formel, die durch eine grofie Anzahl von Beispielen verifiziert wird, war EuLER
gefiihrt worden, als er bei seinen Untersuchungen iiber die Partitio numerorum in den Ab-
handlungen 158 und 191 das Produkt _
A—2)@—-2)Q -2 A —2H (1 —25%-

in die Reihe

‘ 1z — ot g — gt glo g2y g6
entwickelt hatte. Die Gleichheit der beiden unendlichen Ausdriicke, des Produktes und der
Reihe, hatte freilich EULER, wie er selbst sagt, nicht durch einen B2weis, sondern nur durch
Induktion, wenn auch durch eine weit ausgedehnte, festgestellt. Unter der Voraussetzung
“aber, daf diese Gleichheit bewiesen sei, leitet er aus den beiden Ausdriicken durch logarith-
mische und gewhnliche Differentiation zwei neue Formeln her, aus ceren Vergleichung sofort
die Rekursionsformel hervorgeht. Abermals also sind es hier wie in den Abhandlungen 158
und 191 die Hiilfsmitte]l der hoheren Analysis, die zu wichtigen zahlentheoretischen Ergeb-
nissen gefiihrt haben.

Die nach ENESTROM wahrscheinlich 1751 verfafite Abhandlung 243 Observatio de
summis divisorum, der ein sehr ausfithrliches Summarium vorausgeht, ist nur eine neue
Redaktion der Abhandlung 175. Sie wurde von EULER am 6. April 1752 der Petersburger
- Akademie vorgelegt, wihrend jene schon am 22. Juni 1747 in der Berliner Akademie gelesen
worden war.?) Beide Redaktionen stimmen bis auf einige Kleinigkeiten vollstindig mit-

einander iiberein, indessen ist die lateinische doch keine Ubersetzurg der franzgsischen.®)

1) Wenn in dem ENESTROMSCHEN Verzeichnis (p. 43) diese Abdrucke mit 1752 und 175b be-
zeichnet werden, so ist dagegen nicht viel zu sagen. Aber der Ausdruck ,.Wieder abgedruckt® sollte
nicht auf die Abhandlung 175 bezogen werden.

2) IThren Hauptmha,lt hatte EuLEr am 1. April 1747 GorpsacH mitgeteilt, Corresp. math. et
phys. L, p. 407.

8) Sie ist auch keine Ubersetzung der Redaktionen 1752 und 175b. Siehe Anmerkung 1.
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Die folgende kurze, aber inhaltsschwere Abhandlung 244, deren Exhibitionsdatum un-
bekannt ist und die ENESTROM daher in seinem Verzeichnis (zweite Abt.) unter dem Druck-
jahre 1760 aufgefiihrt hat, — sie ist aber jedenfalls viel fritheren Datums, da EULER ihren
Hauptinhalt schon 1750 GoLpBACH mitgeteilt hatte (siehe die Anmerkung p. 390), —
bringt die Untersuchungen von 175 und 243 zum AbschluB, indem jetzt EULER den noch
ausstehenden Beweis fiir die Entwickelung des Produktes (1 —z)(1 —2%) (1 —2%). .. liefert.
»Bin Meisterstiick sagt JacoBl bei der Erwidhnung!) dieser Abhandlung. Um ihr einen
selbstindigen Charakter zu verleihen, wiederholt EULER zum Schlusse auch noch den
fritheren Beweis fiir seine Rekursionsformel, der nun nicht mehr auf Induktion, sondern
auf gesicherter Basis ruht.

Schon bei verschiedenen Gelegenheiten, so namentlich in den Abhandlungen 134
und 164, hatte sich EULER mit den Eigenschaften der Zahlen von der Form a® + b? zu
beschiftigen gehabt. Einer systematischen Untersuchung dieser Aggregate ist die Abhand-
lung 228 gewidmet, die 1758 veriffentlicht wurde. Nach ENESTROMS Verzeichnis stammt sie
wahrscheinlich aus dem Jahre 1749 und wurde nach einer Notiz auf der ersten Seite des Manu-
skriptes am 29. Médrz 1751 der Petersburger Akademie vorgelegt; das Wesentlichste daraus
hatte EULER aber schon am 6. Mai 1747 GOLDBACH brieflich mitgeteilt.¥) Nach einigen Vor-
bereitungen beweist BEULER zunichst, daB das Produkt zweier Zahlen von der Form a®+ b?
wieder als Summe von zwei Quadraten darstellbar ist, und zwar auf doppelte Art.%) Er beeilt
sich aber hinzuzufiigen, daB daraus noch nicht ohne weiteres geschlossen werden diirfe, es
miisse nun auch umgekehrt, wenn ein Produkt pg und der eine Faktor p von der Form a®+ b?
seien, der andere Faktor ¢ gleichfalls diese Form haben. Die drastische Art, wie EULER diesen
Schlufi zuriickweist, entbehrt nicht eines gewissen Humors und das anmutige Beispiel mit den
geraden Zahlen kehrt denn auch des Ofteren wieder.®) Zunidchst aber beweist EuLER, daB
diese Umkehrung des Produktensatzes richtig ist, falls p eine Primzahl bedeutet. Ist aber pg
die Summe zweier Quadrate, wihrend ¢ nicht von dieser Form ist, so ist auch p, falls Prim-
zahl, nicht von dieser Form, oder hat, falls zusammengesetzt, wenigstens einen Primfaktor,

1) Siehe P. SricreL und W. Anrexs, Der Briefwechsel ete., p. 63.
2) Siehe die Anmerkung p. 295.

3) Dieser Satz wird gewdhnlich LeoNnarpo Pisano zugeschrieben und er findet sich auch in
der Tat in seinem Liber quadratorum (Scritti di Lronarpo Prsano pubbl. da B. Boncompaani, vol. II,
Roma 1862, p.257). Es kann aber keinem Zweifel unterliegen, daB der Satz schon DiopuaxT be-
kannt war (siehe die Anmerkung p. 301). Der Einwand, daB er bei diesem nur in einem Zahlen-
beispiel auftrete und nicht allgemein ausgesprochen werde, ist nicht stichhaltig, da Dropmanr die
Gewohnheit hatte, seine Untersuchungen an bestimmte Zahlenbeispiele anzukniipfen, und man ihm
dann tiberhaupt die Kenntnis allgemeiner Sitze absprechen miifite.

4) Siehe z. B. § 19 der Abhandlung 272 (p. 566).
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der nicht von dieser Form ist. Ist ferner die Summe zweier Quadrate, die unter sich prim
sind, durch eine Zahl p teilbar, so laBt sich stets eine andere Summs ¢* 4 d@* < 1 p* angeben,
-die auch durch p teilbar ist. Mit Hiilfe dieser Sitze gelangt EULER zu dem wichtigen
Resultate, daB die Summe zweier Quadratzahlen, die unter sich prim sind, keinen Divisor
zuldfit, der nicht selbst Summe zweier Quadrate ist. Die Beweisfiinrung griindet sich auf
die Methode der unbegrenzten Abnahme, von der schon p. XV die Rede war.

Obwohl nun EULER in der Abhandlung 134 bewiesen hatﬁe, daBl die Summe zweier
Quadrate, die unter sich prim sind, aufier der Zabl 2 nur Primfakforen der Form 4 +1
zuliBt, so war damit doch moch nicht bewiesen, daB auch umgekehrt jede Primzahl der
Form 4n 4 1 Teiler einer solcher Quadratsumme sein miisse. Freilich — sollte es mdoglich
sein, das zu beweisen, so war nach dem zuletzt gewonnenen wicht:gen Resultate auch der
beriihmte, von FERMAT ohne Beweis ausgesprochene Satz gesichert, daB jede Primzahl 4n+41
selber Summe zweier Quadrate sei. Diese Liicke auszuftillen wollte aber BULER damals trotz
einem energischen Anlaufe noch nicht gelingen. Immerhin kam er bei seinem Tentamen
demonstrationis dem Ziele sehr nahe. Denn da nach FERMAT fir je zwei Zahlen a und b,
die nicht selbst durch p = 4% + 1 teilbar sind, a*®— pé» — (a®* — &%) (a** + b*") durch p
teilbar sein muB, so geniigt es, zwei solche Zahlen zu ermitteln, fiir die a®* — b?» durch p
nicht teilbar ist. Fiir diese muB dann a®"-- 52 durch p teilbar sein und dann folgt, daB p als
Teiler einer Quadratsumme selber eine Quadratsumme ist, EULER war zwar tiberzeugt, daf
es fir jede Primzahl 44 + 1 solche Zahlen @ und b geben miisse, er erklirt aber offen,
einen strengen Beweis dafiir nicht leisten zu kinnen. ,

So wendet er sich denn am Schlusse der Abhandlung 228 zu Fragen mehr praktischer
Art und beweist die beiden Sitze: Wenn sich eine Zahl 4 + 1 nar auf eine einzige Art
als Summe von zwei Quadraten, die unter sich prim sind, darstellen 1iBt, dann ist sie sicher
eine Primzahl; wenn sich aber eine Zahl auf zwei verschiedene Arten in zwei Quadrate auf-
16sen liBt, dann ist sie sicher zusammengesetzt. Hieran schliefen sich einige durch ihre zweck-
mifige Anordnung ausgezeichnete und durch Beispiele illustrierte Rechnungsvorschriften zur
Priifung, ob eine Zahl von der Form 4n 4 1 prim sei oder micht. Mit Recht hebt EuLer
hervor, welch groBe Erleichterung sein Verfahren gegeniiber dem auf ERATOSTHENES zu-
riickgehenden Divisionsverfahren darbietet. In der Tat erfordert seine Methode nach einer
einzigen Subtraktion nur Additionen einfachster Art.

Als die Abhandlung 228 im Jahre 1758 im Druck erschien, war EULER schon seit
neun Jahren im Besitze des noch fehlenden Beweises.”) Die Abhandlung 241, die ihn enthilt,

1) Siehe die Anmerkung 1 p. 328. Hieraus und aus der Anmerkung p. 295 diirfte hervorgehen,
dafB die Abhandlung 228 schon vor 1749 und ebenso die Abhandlung 241 vor 1750 verfaBt worden ist.

Lroxnarpr Eurerr Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae d
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wurde aber erst 1760 veroffentlicht. Der Beweis ist sehr einfach. Um zu zeigen, daB nicht
alle Zahlen a®®— b2* durch 4n +1 teilbar seien, geht EULER von der Reihe

1, 2% 3% 477, ... (4n)En
aus und bildet die Differenzen
9an_qan gin _ g gon__3in (4n)*" — (4n—1)".

Waren nun alle diese durch 4n-+1 teilbar, so miiften auch ihre Differenzen, d. h. die
uweiten Differenzen der gegebenen Reihe, durch 4 +1 teilbar sein, dann aber auch die
dritten, vierten etc. Die Differenzen der Ordnung 2n aber sind alle gleich 1-2-3.--2n
und also durch die Primzahl 4% -1 nicht teilbar. :

Der Beweis, durch den es EULER endlich gelungen war, den beriihmten FERMATSCHEN
Satz zu sichern, daB sich jede Primzahl 4% 41 als Summe zweier Quadrate darstellen lasse
oder daf, wie man auch sagen kann, die Zahl —1 quadratischer Rest aller Primzahlen
4n+1 sei, ist moch in anderer Hinsicht bemerkenswert. Denn mit diesem Beweise hat
EuLER der Zahlentheorie ein neues allgemeines Beweismittel zugefiihrt, ndmlich die Methode
der Differenzen, ein Beweismittel, das sich in der Hand des Meisters als ein ebenso niitz-
liches Instrument erweisen sollte wie FERMATS Methode der unbegrenzten Abnahme. Weitere
Belege dafiir bieten die Abhandlungen 262 (§ 72) und 272 (§ 38) dieses Bandes.

An den Beweis, daB sich jede Primzahl 4% +1 als Summe zweier Quadrate darstellen
1aBt, schlieBt sich nun auf Seite 13 desselben Bandes der Novi Commentarii eine neue
Abhandlung an, aber ohne besonderen Titel. Ware nicht eine neue Paragrapheneinteilung
da, so miiBte man, ohne das Summarium gelesen zu haben, zunichst glauben, daf es sich
nur um eine Fortsetzung handle. Der Titel dieser neuen Abhandlung 242 ist von JacoBI
vorgeschlagen worden und zwar auf Grund des Titels einer Abhandlung, die EULER am
17. Juni 1751 in der Berliner Akademie gelesen hatte. Da dieser Titel auch in das ENE-
STROMSCHE Verzeichnis iibergegangen ist, so soll er jetzf bleiben. Besser aber wire wohl die
Uberschrift Fundamenta theoriae residuorum quadraticorum gewesen, denn der weitaus groBite
und wichtigste Teil der Abhandlung ist diesen Grundlagen gewidmet und die Darstellbarkeit
der Zahlen durch vier Quadrate erscheint nur zum Schluf als Anwendung. Damit ist denn
auch schon der Hauptinhalt der Abhandlung charakterisiert. Mit ihr erst beginnt die eigent-
liche Theorie der quadratischen Reste, wenn auch in den Abhandlungen 134 und 164 schon
wichtige Resultate vorausgenommen worden waren. Durch sie werden die Ausdriicke Rest
und Nichérest als bleibende termini technici in die Zahlentheorie eingefiihrt. Fiir jede Zahl p
ist die Anzahl der Nichtreste wenigstens 2 ; ! oder 2 '2_ 2 , je nachdem p ungerade oder gerade
ist. Ist » ein Rest, so sind auch alle Potenzen von r Reste. Daher muB es einen Exponenten
l<!21 geben, sodaB #* durch p dividiert den Rest 1 zuriicklaBt. Das Produkt aus zwei
Resten ist ein Rest. Dabei arbeitet EULER bestindig mit dem Begriffe der Kongruenz in
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bezug auf den Modul p, ohne freilich dafiir eine besondere Terminologie einzufithren. Unter
Beschrinkung auf ungerade Primzahlen p=2¢ +1 wird dann weiter bewiesen, daB es genau
q Reste und g Nichtreste gibt, ferner daB das Produkt aus einem: Rest und einem Nicht-
rest ein Nichtrest, das Produkt aus zwei Nichtresten aber ein Rest ist. Die folgenden
Untersuchungen stiitzen sich auf den Begriff des Komplementes eines Restes r, worunter
EuLER die Zahl p—7 oder —7r versteht. Kommt unter den Resten das Komplement auch
nur eines einzigen Restes vor, so kommen die Komplemente aller vor. Die Anzahl ¢ der
Reste muBl dann gerade sein, also p die Form 45+ 1 haben. Ist dagegen p von der Form 4n—1,
so kann sich unter den Resten auch nicht das Komplement eines einzigen befinden. Daraus.
ergibt sich z. B. leicht, dal 4mn — m —»n niemals ein Quadrat sein kann, ein Satz der bei
BULER oft wiederkehrt (siche p. XXI).

An den Unterschied zwischen den Primzahlen 4% -+1 und 4n—1 schlieBt EuLer
sodann weitere Anwendungen auf die Summen von zwei und drei Quadraten an, um sich
dann endlich zum Beweise des Satzes zn wenden, daB sich jede Zahl als Summe von vier
oder weniger Quadraten darstellen lasse.!) Dieser Satz, der fiir die ganze Abhandlung den
Titel abgegeben hat, war vor FERMAT schon von BACHET ausgesprochen worden (siehe die
Anmerkung 4 p. 358). Ganz ans Ziel kommt EULER freilich nicht, wie er auch selbst zugibt,
aber bei seinem Versuche, den Satz zu beweisen, gelangt er zu der berithmten Identitit,
nach der das Produkt zweier Summen von vier Quadraten wieder eine Summe von vier
Quadraten ist. SchlieBlich beweist er, daB der Satz von BACHET richtig ist, wenn Briiche
nicht ausgeschlossen werden. DaB der Satz auch in ganzen Zahlen gilt, hat zuerst
LAGRANGE bewiesen, was dann EULER veranlaBt hat, sofort auch seinerseits einen Beweis
zu geben, der die frithere Bedingung nicht mehr enthalt, 2)

Die Abhandlung 253 vom Jahre 1753, zu der wir nun gelangen, gehért wieder voll-
stindig dem Ideenkreise DIOPHANTS an. Sie handelt von Aufgaken, die scheinbar mehr
als bestimmt sind, insofern als die Zahl der Bedingungen die Zahl der verfugbaren Groflen
iibersteigt, und die doch noch unendlich viele Losungen zulassen. Freilich miissen diese
Bedingungen mit einer gewissen Kunst gestellt werden. Welche Rolle bei derartigen Auf-
gaben die Porismen DIOPHANTS, ,in quibus tota solutionis vis continetur, gespielt haben
und von welcher Art diese Porismen itberhaupt gewesen sind, ist aus den spirlichen Uber-
lieferungen (in D1oPHANTS Arithmetik kommen nur drei darauf beziigliche Zitate vor) schwer
zu entscheiden. EULER selbst bezeichnet als das Wesen der Sache, »daBl, wenn gewissen

Bedingungen auf eine gewisse Weise Geniige geleistet werde, dana zugleich a.uch andere

1) Um diesen Satz hatte sich Evrer schon seit 1730 bemitht. Den freilich noch nicht ganz,
vollsténdigen Beweis teilte er am 12. April 1749 GoLDBACH mit. Slehe Corresp. math. et phys. 1,
p- 21, 28, 35, 40 etc., 493, 505.

2) Siehe die Anmerkung 2 p. 370.
d*
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Bedingungen gewissermaBen von selbst erfiillt wiirden, sodaf es nicht ndtig sei, die Rech-
nung noch besonders auf diese zu erstrecken.“ Sind also beispielsweise P, @, R etc. und
W Funktionen von z, 9, # etc., so werden alle Ausdriicke P*+ « W, @*4 W, R*+ y W ete.
von selbst Quadrate sein, sobald nur fiir , y, # etc. Werte gewihlt werden, fiir die W =0
ist. Mit Hiilfe dieses Kunstgriffes 16st EULER eine grofe Anzahl von Aufgaben, die ohne
diesen Schliissel uniiberwindliche Schwierigkeiten bieten wiirden.

Zn DiopHANT gehort auch die folgende Abhandlung 255 aus dem Jahre 1754, die
sich mit der Losung der Gleichung

z3 + ys + 2% = 3

beschiftigt. EULER gibt zunichst einige spezielle Losungen, von denen sich eine schon bei
Viera findet, um dann das Problem ganz allgemein zu losen. Die Losung beruht wesentlich
auf dem Satze, daB Zahlen der Form p®-+ 3¢® nur durch Zahlen derselben Form geteilt
werden kénnen, ein Satz, der erst in der Abhandlung 272 dieses Bandes bewiesen wird.
Aus der allgemeinen Losung leitet dann EULER wieder eine groBe Anzahl besonderer Fille
ab, wobei er sich einer vorbereiteten Tabelle der Zahlen m* + 3n® bedient, die von m =0 bis
m = 32 und von % =0 bis n = 18 reicht.

Der vorliegende Band enthilt noch eine Abhandlung, die sich mit DIOPHANTISCHEN
Aufgaben beschiftigt, nimlich die kurze Abhandlung 270 vom Jahre 1755, iiber die daher
gleich hier berichtet werden mdge. Sie stellt sich die Aufgabe, drei Zahlen z, y, # zu finden,
fiir die die elementaren symmetrischen Funktionen

z+y+e, wy+yz+zx, ryz

Quadrate sind. EULER entwickelt hierfiir zungchst allgemeine Formeln, ‘aus denen er dann
besondere Fille ableitet. Die kleinsten Losungen, zu denen er fiir , y, # kommt, sind
12- und 13-stellige Zahlen. Es ist daher im hochsten Grade iiberraschend, daB das der
Abhandlung vorausgehende Summarium, das allerdings seine eigenen Wege wandelt, als
Losungen drei dreistellige Zahlen darbietet! Da das Summarium von EULER selbst her-
riihrt, geht mit groBer Wahrscheinlichkeit aus dem p. 520 erwihnten Briefe EULERS an
den damaligen Sekretir der Petersburger Akademie G. F. MULLER hervor (wer hitte auch
EULER so iibertrumpfen konnen!), aber der klaffende Unterschied bleibt trotz der Tatsache,
daB Abhandlung und Summarium durch einen Zeitraum von mehr als sechs Jahren getrennt
sind, immer noch sehr merkwiirdig. Es hat iibrigens den Anschein, als ob das Summarium,
das im vorliegenden Falle viel mehr bietet als die Abhandlung selbst, bisher ganz unbe-
kannt oder wenigstens der Unterschied zwischen Summarium und Abhandlung, auf den zwar
im Summarium selbst hingewiesen wird, ganz unbeachtet geblieben sei. )

1) F. Casori z B, dem wir die Referate iiber Zahlentheorie im vierten Bande von Caxrors
Vorlesungen verdanken, hat seinen Berichten, wie ich von ihm selber weiB, nicht die Editio princeps,
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Die Abhandlung 256 vom Jahre 1753, von der jetzt zu sprechen sein wird, schlieBt
sich an die Abhandlungen 228 und 241 an, zumal vom Standpunkte der Abhandlung 164
aus. Wie jene die Aggregate a®+b% so behandelt 256 die Aggregate 2a® 4 b%. Entsprechend
dem Titel Specimen de usw observationum in Mathesi pura berechnet EULER alle Zahlen dieser
Form bis 500 unter der Voraussetzung, daB a und b teilerfremd seien, und zwar so, daB
er jede der Zahlenreihen 2-8% 8+4b% 1848% ... 450 4% einzeln bis H0OO entwi'ckelt,
um daraus die wichtigsten Eigenschaften dieser Zahlen zunichst durch Induktion zu ge-
winnen. Erst dann folgen die Beweise. Grundlegend ist, wie bei den Zahlen a?- b2, daB
sich auch das Produkt zweier Zahlen 2a®+b® wieder in derselben Weise darstellen lift,
und zwar auf doppelte Art. Umgekehrt ergibt sich, daB eine Zahl, die auf doppelte Art
in der Form 2a®+0? darstellbar ist, nicht prim sein kann. Ist ferner 2424 b% durch eine
Primzahl derselben Form teilbar, so ist auch der Quotient von derselben Form. Unter Be-
nutzung vereinfachter symbolischer Bezeichnungen beweist sodann EvLER, daB, wenn 2a? + b?
durch eine Zahl teilbar ist, die nicht diese Form hat, der Quotient weder eine Primzahl
dieser Form noch das Produkt aus lauter solchen Primzahlen sein kann — alles genaun wie
bei den Zahlen a® 40" Ist ferner 2a®+b* durch eine Zahl P teilbar, ohne daB o und b
einzeln dadurch teilbar sind, so laBt sich stets eine Zahl 2¢?+ d®<C 3 P? angeben, die auch
durch P teilbar ist. Daraus folgt weiter, daf, wenn eine Primzahl, die in der Form 2a? + b?
nicht enthalten ist, Teiler ist von einer Zahl dieser Form, aber ohne daf @ und b einzeln
dadurch teilbar sind, stets eine kleinere Primzahl von denselben Eigenschaften gefunden
werden kann. Hieraus aber ergibt sich wieder durch die Methode der unbegrenzten Abnahme
(siehe p. XV) das Resultat, daB eine Zahl von der Form 202+ wo @ und b teilerfremd

sondern die Comment. arithm. zu Grunde gelegt und so sind jhm die Summarien iiberhaupt un-
bekannt geblieben. In dem Berichte, den A. Ausry unter dem Titel L’oeuvre arithmétique &’ EvLER,
L’Enseignement mathém. 11, 1909, p. 329, verdffentlicht hat, ist die Abhandlung 270 gar
nicht erwihnt und noch weniger das Summarium. T. L. Hears hat in seinem mehrfach zitierten
Werke Droruanrus of Alexandria, Cambridge 1910, iiber die Abhandiung 270 sehr ausfiihrlich
berichtet (p. 851—354), aber das Summarium ist seiner Aufmerksamkeit entgangen. Ganz um-
gekehrt verhilt sich ein Referat aus alter Zeit. Wie aus dem Verzeichnis von ENESTROM zu ersehen
ist, haben die Acta eruditorum regelm#fig iiber die EvrerscuEN Arbaiten kurz nach ihrem Er-
scheinen referiert. Ich habe aber in diesen Berichten nichts bemerkenswertes gefunden mit Aus-
nahme eben der Abhandlung 270. Denn iiber diese berichtet der Referent sehr ausfithrlich — indem
er das Summarium, aber auch nur dieses, ohne weitere Bemerkungen vollstindig und wortlich ab-
druckt (siehe Nova acta erud. 1763, p. 247). Ob er auch die Abhandlung selbst angesehen hat,
geht aus dem Referate nicht hervor, ‘ v

Mit der Abhandlung 270 hiingen aufs engste zusammen die Abhardlungen 427 und 523 des
nichsten Bandes. Obwohl aber EvLer in beiden die Abhandlung 270 zisiert, spricht er mit keiner
Silbe von dem dazugehdrigen Summarium und der darin enthaltenen einfachen Losung. Es ist das
fast noch merkwiirdiger als die Existenz dieses Summariums selbst.
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sind, keinen Divisor zuldBt, der nicht selbst von dieser Form ist. Als Anwendung folgt
hieraus der Satz, daB, wenn eine Zahl nur auf eine einzige Weise in der Form 2a®+b?
darstellbar ist und @ und b teilerfremd sind, diese Zahl sicher prim ist.

Da die Zahlen 2a®+ b® keine anderen ungeraden Zahlen als solche von der Form
8n -+ 1 oder 8n 4 3 darstellen kénnen, so konnen sie auBler der Zahl 2 auch keine anderen
Primfaktoren als solche von der Form 8» -1 oder 8% -+ 3 besitzen. Ob nun aber auch
umgekehrt jede Primzahl der Form 8% 41 oder 8n -+ 3 Teiler sei von einer Zahl 2a% + b2
und daher selbst eine solche Zahl, ist eine andere Frage. EULER gesteht offen, daf es ihm
nicht gelungen sei, einen Beweis fiir diese Darstellbarkeit der Zahlen 8741 und 8n+3
zu finden. Den Beweis hat erst LAGRANGE?) gegeben.

Unter der Voraussetzung aber, der Beweis sei erbracht, wendet sich EULER, @hnlich
wie in der Abhandlung 228, zu einfachen und praktisch angelegten Rechnungsvorschriften
fiir die Priifung, ob eine Zahl von der Form 8n + 1 oder 8n + 3 prim sei oder nicht. EULER
war jedenfalis schon lange im Besitze dieser Methode, denn er hatte mit ihrer Hiilfe schon
in der Abhandlung 152, die aus dem Jahre 1747 stammt, festgestellt, dafl die Zahl 198 899
eine Primzahl ist. Zum Schlusse gibt EULER noch einige Umformungen der entwickelten
Kriterien durch Einfithrung von Trigonalzahlen.

Wie die Abhandlung 242 die Grundlagen fiir die Theorie der guadratischen Reste ge-
schaffen hat, so bildet die Abhandlung 2622) die Grundlage fiir die Theorie der Potenzreste.
Thre Bedeutung beruht nicht zum wenigsten auf der Einfachheit ihrer Voraussetzungen. Es
sei p eine Primzahl und ¢ prim zu p. Dann sollen die Reste untersucht werden, die bei

1) In der mehrfach erwihnten Abhandlung Recherches d’arithmétique (siehe die Anmerkung
p. 194). '

2) Aus den Griinden, die ich in der Anmerkung 1 p. 347 auseinandergesetzt habe, halte ich
dafiir, daB EuLrr die Abhandlung 262, oder doch wenigstens ihren ersten Teil, vor der Abhand-
lung 242 verfaBt habe. Wenn EuLEr unter dem Satze, den er ,in dissertatione superiori bewiesen
habe, den Satz von FermaT gemeint hitte, woran man ja zuniichst denken konnte, wiirde er sich
sicherlich anders ausgedriickt haben. Der fertige Frrmarscue Satz, der bis dahin noch in dem
binomischen Satze gewurzelt hatte, paBt aber auch nicht in den vorliegenden Gedankengang, denn
p. 347 handelt es sich speziell um die Reihe der Potenzen 7, #% #% ... und von dieser will EvrLer
,in dissertatione superiori* bewiesen haben, daB es eine Potenz 7*(A < p) giibe, so daB »* den Rest 1
zurticklasse. Diese dissertatio superior kann dann aber keine andere als die Abhandlung 262 sein,
deren § 15 auch genau dem entspricht, worum es sich hier handelt. DaB bei der Fiille von Ab-
handlungen, die EvrLer jahraus jahrein produzierte, eine friiher verfaBte spiter verdffentlicht wurde,
hat nichts auffilliges. Gerade hierauf bezieht sich eine Anekdote, die Lagranee einst Poissox
erzihlt hat und die von G. ExesTroM in der Biblioth, Mathem. 12,, 1911/2, p. 172, mitgeteilt
worden ist.
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der Division der aufeinander folgenden Potenzen

_ 1, a, a® a® a* a° a® ete,
durch die Primzahl p zuriickbleiben. Das ist das Thema. Und andere Hiilfsmittel, als die
Formulierung dieses Themas erfordert, werden auch bei der Untersuchung nicht benutzt. Sehr
rasch ergibt sich das Resultat, daB eine Potenz a* existieren muf, die den Rest 1 liefert,
und daB A<p ist. Ist (abgesehen von a®=1) o die kleinste Patenz, die das leistet, so
gebeni auch alle Zahlen der Reihe '

222 3L 41 52
‘ 1, a4 a®% a®* a'%) o ete.
* den Rest 1 und sie sind die einzigen dieser Art. Die Zahlen
2 3 i-1
L, e dd...a

aber lefern jetzt lauter verschiedene Reste. Hieraus und aus dem Umstande, daB 12 p—1
ist, folgt dann leicht, daf fiir den Fall 1 << p — 1 sofort }.<~—~l seir. muB und fir 1 <2 :——1—
sofort 1§!L;J_ etec. Daraus aber ergibt sich, daf 1 ein D1v1s0r von p—1 sein muf, und
hieraus, daB auch a?-* durch p dividiert den Rest 1 zuriicklaft. Damit hatte EULER nicht
nur einen neuen Beweis fiir den FERMATSCHEN Satz gewonnen, sondern zugleich den ersten,
der auf rein zahlentheoretischen Betrachtungen und zwar auf den denkbar einfachsten
beruht. Es scheint iibrigens, als ob auch der Beweis, den FErRMAT selbst in seinem be-
rithmten Briefe an FRENICLE (siehe die Anmerkung 2 p. 34) andeut2t, von #hnlicher Natur
gewesen sei., ' : :

Der zweite Teil der Abhandlung 262 ist nach Inhalt und Methode von etwas anderer
Art als der erste. Ahnlich wie in der Abhandlung 134 und wieder mis Hiilfe des binomischen
Satzes beweist EULER in den Theoremen 16—18 von neuem die Sitze 10—14 jener fritheren
Abhandlung. Nun aber geht er einen wesentlichen Schritt weiter, :ndem er auch die Um-
kehrung dieser Sitze hinzufiigt, die er damals noch nicht hatte geben konnen (siehe p. XVII).
Im Theorem 19 beweist er n#mlich: Ist @™ —1 durch die Primzahl p—=mn 41 teilbar, so
gibt es immer Zahlen # und y von der Art, daB aa" —y" durch dieselbe Primzahl p teilbar
ist. Den Beweis dieses wichtigen Satzes filhrt EULER mit Hiilfe der Methode der Differenzen,
derselben, die es ihm in der Abhandlung 241 ermdglicht hatte, zu beweisen, daB sich jede
Primzahl 4% 41 als Summe zweier Quadrate darstellen 1i8t (siehe r. XXVI). Bei dem Be-
weise kann iiberdies » willkiirlich gewihlt, also z. B. auch gleich 1 genommen werden.

Das Theorem 11 der Abhandlung 134 lautete: Ist a =72+ (2m + 1) und 2m + 1 eine
Primzahl, dann ist g™ —1 durch 2m+1 teilbar. Dafur kann man anch sagen: Ist D qua-
dratischer Rest der Primzahl p=2m + 1, so ist D T =+ 1 (mod. p). Das Theorem 19 der
Abhandlung 262 enthalt fir 5 —2 (und z=1) die Umkehrung davon und lautet: Ist a™—1
durch die Primzahl p=2m +1 teilbar, so gibt es stets eine Zahl y der Art, daB a —y°
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P-1
durch p teilbar ist. Dafiir kann man auch sagen: Ist D ** =+ 1 (mod. p), so ist D qua-
dratischer Rest von p. Es ist daher die Kongruenz
p-1
D ? =+1 (mod. p)
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB D quadratischer Rest sei von p;
sie bestimmt also, wie man sagt, den quadratischen Charakter') von D. Ebenso bestimmt
die Kongruenz -1

Dp" =41 (mod. p=mn +1)
den Charakter der Zahl D in der Theorie der hoheren Reste.

Die aus dem Jahre 1758 stammende Abhandlung 271 bringt wiederum eine wesentliche
Bereicherung der Zahlentheorie, indem sie dieser die Funktion zufiihrt, die seit GAUSS (Dis-
quisitiones arithmeticae, Art. 38) allgemein mit @(m) bezeichnet wird und die ausdriickt,
wie viele von den Zahlen 1, 2, 3, 4,...m prim zu m sind. Auf diese Funktion wird EULER
gefiihrt, indem er die Reste betrachtet, die bei Division der Glieder einer arithmetischen Pro-
gression durch eine gegebene Zahl entstehen. Aus einer solchen Progression, deren Differenz
prim zu der gegebenen Zahl n ist, gehen als Reste alle Zahlen hervor, die kleiner sind als #.
Beschrinkt man die Progression auf n Glieder, so werden von diesen ebensoviel prim zu »
sein, als es Zahlen gibt, die kleiner als # und prim zu % sind. Fiir die Anzahl dieser
Zahlen — BULER nennt sie zur Abkiirzung partes primae — entwickelt nun EULER die
bekannten Formeln, zundchst fiir das Produkt zweier Primzahlen, dann fiir das Produkt
zweier teilerfremder Zahlen und schlieflich allgemein fiir die Zahl

N =p2qﬂlr"s§ ceey
bei der die Anzahl % der partes primae — ein besonderes Zeichen wie unser g(N) hat er

dafiir noch nicht — gleich

P p—1) g — 1)1 — 1)1 — 1)
gefunden wird.

EULER verbindet nun diese Resultate mit der Theorie der Potenzreste, die er in der Ab-
handlung 262 begriindet hatte. Nur wird jetzt als Divisor nicht mehr eine Primzahl, sondern
eine beliebige Zahl N gedacht. Ist # zu N prim, so ergibt sich, wie frilher, daB in der

1) In den Vorlesungen diber Zahlentheorie von P. G. LEIEUNE-DIRICHLET, herausgegeben von
R. DeperiNp, findet sich noch in der dritten Auflage zu diesem Satze (p. 77) die Anmerkung:
,Dies Kriterium riihrt wesentlich von EuLer her; man vgl. z. B. die Abhandlung Theoremata circa
residua ex divisione potestatum relicta, Nov.Comm. Petrop. VII, p. 49; aber es ist mir nicht gegliickt,
in seinen zahlreichen Arbeiten iiber diesen Gegenstand eine Stelle aufzufinden, wo dasselbe in voller
Schirfe ausgesprochen wire. Mir scheint, daf das Kriterium durch diese beiden Stellen zusammen
doch scharf genug ausgesprochen sei, und vielleicht ist mit Riicksicht gerade auf diese Stellen die
Anmerkung in der vierten Auflage weggelassen worden
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Reihe 1, 2, 2% 23 etec. eine Potenz auftreten muB, die den Rest 1 zuriicklaBt. Und ist 2
die kleinste Potenz, die das leistet, so muB » entweder gleich der A-zahl n der partes primae
von N sein oder gleich einem aliquoten Teile dieser Anzahl. So gelangt denn EULER zu
der beriihmten Verallgemeinerung des FERMATSCHEN Satzes, die aussagt, daB 2% —1 stets
durch N teilbar ist, wenn # prim zu N und # die Anzahl der Dbartes primae von N ist.

Wie in den Abhandlungen 228 und 241 die Aggregate a2+ 3? und in der Abhand-
lung 256 die Formen 2a®4 b® untersucht worden sind, so ist die Abhandlung 272 vom
Jahre 1759 den Zahlen der Form a2+ 352 gewidmet. Eine Haupteigenschaft dieser Zahlen
war schon in der Abhandlung 255, die sich mit der Gleichung 2° 4 y®+ 28 = ® beschiftigt
hatte, verwertet worden. Dies mag EULER zu der Verwechselung gefithrt haben, er habe
jene Eigenschaften zum Beweise der Unmoglichkeit der Gleichung 2® + y®=2® benutat, wih-
rend er tatsichlich einen solchen Beweis damals noch micht verdffentlicht hatte. *)

 Zunichst kommt EULER nochmals auf die Gleichung #®+4y°+2%=0® zuriick, um
der fritheren Losung eine neue Form zu geben. Dann wendet er sich zu den Zahlen der
Form a*+ 3% Der Gang der Untersuchung ist shnlich dem, der bei den Zahlen a?-- b?
und 2a” +b* eingeschlagen worden war, sodaB wir uns hier kiirzer fassen konnen. Ahnlich
wie frither und wieder mit Benutzung der Methode der unbegrenzten Abnahme (siehe p. XV)
ergibt sich auch hier aus verschiedenen vorbereitenden Sitzen, daf die Zahlen a?+ 382 wo
@ und b teilerfremd sind, auBer der Zahl 2 keine Primfaktoren besitzen, die nicht selbst
von dieser Form sind. Da nun alle Zahlen «?-+3b% auBer der Zahl 3 die Form 6n+1
haben, so entsteht die Frage, ob auch umgekehrt alle Primzahlen 6n+1 in der Form
a®+3b* enthalten seien. Den Beweis hierfiir leistet EULER untar Benutzung der Aqui-
valenz der Formen a®4 367 und m? 4 mn + n? wieder mit Hiilfe der Methode der Differenzen
(siehe p. XXVI), ‘

Damit war nun auch fiir die Zahl — 3 und infolgedessen auch fiir die Zahl + 8 der
Charakter als quadratischer Rest festgestellt, so wie er frither in cer Abhandlung 241 fiir
die Zahl — 1 gewonnen worden war.

Bei der Herstellung dieses Bandes bin ich von meinen beiden Mitredaktoren in wirk-
samster Weise unterstiitzt worden. Ihrer stillen, selbstlosen Mitarbeit verdanke ich weit mehr,
als ich hier zum Ausdruck bringen kann. Moge unserer gemeincamen Arbeit der Erfolg

1) Er hatte zwar schon 1753 an Gorpsach geschrieben, daB er einen Beweis fiir die Un-
miglichkeit der Gleichung 2%+ y=;® gefunden habe, aber der Bewe:s war nicht einwandfrei,
wie er selbst am Anfang und am Ende der Abhandlung 272 hervorhebt. Den wirklichen Beweis
hat EvLer erst 1770 in seiner Algebra geleistet. Siehe die Anmerkung 1 p. 558.

Lronmaror Burerr Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae e
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beschieden sein, den wir von ihr erhoffen: EULERS nie veraltende Werke weitesten Kreisen
zuginglich zu machen.

Zu aufrichtigem Danke bin ich auch Herrn ENesTROM verpflichtet, auf dessen Rat
und Hiilfe ich jeder Zeit zihlen durfte. Und schlieBlich gebiihren Dank und Anerkennung
der Verlagsfirma B. G. TEUBNER, die allen Wiinschen des Herausgebers stets grobite Bereit-
willigkeit entgegengebracht hat und fiir deren Leistungsfihigkeit der vorliegende Band, der
anter besonders schwierigen Verhiltnissen entstanden ist, beredte Worte spricht.

Ziirich, den 2. August 1915.

FERDINAND RUDIO.
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| OBSERVATIONES |
DE THEOREMATE QUODAM FERMATIANO
ALIISQUE AD NUMEROS PRIMOS SPECTANTIBUS

Commentatio 26 indicis ENesTROEMIANI
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1732/8), 1738, p. 108—107

SUMMARIUM

Ex manuscriptis academiae scientiarum Petropolitanae nune primum editum

Percelebris erat superioris saeculi Geometra Gallus FERMATIUS in investigandis
numerorum proprietatibus. Inter quaestiones vero, quae de numerorum proprietatibus for-
mari poséunt, praecipua fere est ea, qua agitur de criteriis, quibus cognosci potest, utrum
numerus propositus sit primus necne, i. e., an divisibilis sit per quendam numerum an
secus; nec multo minoris facienda est quaestio de inveniendo numero primo quovis dato
maiori. Affirmabat autem FERMATIUS omnes omnino numeros hac formula generali 27"+ 1
contentos esse primos, cuius theorematis ope altera dictarum quaestionum solvi posset. De
hoc FERMATI asserto dubitari fere non poterat, quod inter numercs ab unitate usque ad
100000 progredientes nullus datur eius formae, qui non sit numerus primus. Etenim si
pro m ponatur successive 1, 2, 3 et 4, prodeunt numeri 5, 7, 257 et 65537, qui revera
omnes sunt numeri primi. Notavit vero celeb. EULERUS formulam FERMATIANAM fallere
nonnunquam, id quod revera evenit, cum pro s ponitur 5; tunc enim prodit numerus
4294967297, qui divisibilis est per 641. Hac autem occasione auctor 6 alia proponit
theoremata ad hanc rem pertinentia, quorum quidem demonstrationes non dantur, quamvis
eorum veritas tentando comprobari possit.

Notum est hanc quantitatem " 4 1 semper habere divisores, quoties »
sit numerus impar vel per imparem praeter unitatem divisibilis. Namque
@*"** +1 dividi potest per a + 1 et a?®"+9 {1 per a? + 1, quicunque etiam

Leonaarpr Evierr Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 1
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numerus loco @ substituatur. Contra vero si # fuerit eiusmodi numerus, qui
per nullum numerum imparem nisi unitatem dividi possit, id quod evenit,
quando # est dignitas binarii, nullus numeri a* 4+ 1 potest assignari divisor.
Quamobrem si qui sunt numeri primi huiug formae a" -+ 1, ii omnes compre-
hendantur necesse est in hac forma ¢*" -4 1. Neque tamen ex hoc potest
concludi a®” -+ 1 semper exhibere numerum primum, quicquid sit a; primo
enim perspicuum est, si a sit numerus impar, istam formam divisorem habi-
turam 2. Deinde quoque, etiamsi a denotet numerum parem, innumeri tamen
dantur casus, quibus numerus compositus prodit. Ita haec saltem formula
a*+ 1 potest dividi per 5, quoties est a =>5b+3, et 30° + 1 potest dividi
per 17 et 50° 4+ 1 per 41. Simili modo 10* 41 habet divisorem 73, 6° -1
habet divisorem 17 et 6241 est divisibilis per 257. At huius formae
282" 4 1, quantum ex tabulis numerorum primorum, quae quidem non ultra
100000 extenduntur, nullus detegitur casus, quo divisor aliquis locum habeat.

Hac forte aliisque rationibus FErMaTIUS adductus enunciare non dubitavit
22™ 1 1 semper esse numerum primum hocque ut eximium theorema WALLISIO
aliisque Mathematicis Anglis demonstrandum proposuit. Ipse quidem fatetur
se eius demonstrationem non habere, nihilo tamen minus asserit esse verissimum.

Utilitatem eius autem hanc potissimum praedicat, quod eius ope facile sit
numerum primum quovis dato majorem exhibere, id quod sine huiusmodi
universali theoremate foret difficillimum. Leguntur haec in Warrmsit Com-

mercio Epistolico tomo eius Operum secundo inserto, epistola penultima.®)
Extant etiam in ipsius FERMATI operibus p. 115 sequentia’): ,Cum autem
numeros a binario quadratice in se ductos et unitate auctos esse semper
numeros primos apud me constet et iam dudum Analystis illius theorematis
veritas fuerit significata, nempe esse primos 3, 5, 17, 257, 655317 etc. in infinit.,
nullo negotio ete.” ’

Veritas istius theorematis elucet, ut iam dixi, si pro m ponatur 1, 2, 3 et 4;
prodeunt enim hi numeri 5, 17, 257 et 65537, qui omnes inter numeros primos
in tabula reperiuntur. Sed nescio, quo fato eveniat, ut statim sequens, nempe '
9 1 1, cesset esse numerus primus; observavi enim his diebus longe alia

1) L Warwis (1616—1703), Opera, t. II, Oxoniae 1693, p. 857 (Epistola XLVI D. Fermar
ad D. KeneLmum Diesy, 1658); P. pE Fermar (1601—1 665), Oeuvres, publiées par les soins de
MM. P. Tasnery et Cu. Henry, t. II, Paris 1894, p. 402. F. R.

2) P. e FermaT, Varia opera mathematica, Tolosae 1679, p. 115; Ocuvres de FEryar, t. 1,
Paris 1891, p. 131, t. II, Paris 1894, p. 206. F. R
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agens posse hunc numerum dividi per 641, ut cuique tentanti statim patebit.))
Est enim 2%+ 1—=2% 41— 4294967297. Ex quo intelligi potest theorema
hoc etiam in aliis, qui sequuntur, casibus fallere et hanc ob rem problema
de inveniendo numero primo quovis dato maiore etiam nunc non esse
solutum.

Considerabo nunc etiam formulam 2"—1, quae, quoties # non est
numerus primus, habet divisores, neque tantum 2" — 1, sed etiam a* — 1. Sed
si » sit numerus primus, videri posset etiam 2" —1 semper talem exhibere;
hoc tamen asseverare nemo est ausus, quantum scio, cum tam facile potuisset
refelli. Namque 2" —1, i. e. 2047, divisores habet 23 et 89, et 2% —1 dividi
potest per 47. Video autem Cel. WoLrium non solum hoc in Elem. Matheseos*)
editione altera non advertisse, ubi numeros perfectos investigat atque 2047
inter primos numerat, sed etiam 511 seu 2°—1 pro tali habet, cum tamen
sit divisibilis per 2°—1, i. e. 7. Dat autem 2"~*(2"—1) numerum perfectum,
quoties 2"—1 est primus; debet ergo etiam n esse numerus primus. Operae
igitur pretium fore existimavi eos notare casus, quibus 2"— 1 non est numerus
primus, quamvis # sit talis. Inveni autem hoc semper fieri, si sit % — 4m — 1
atque 8m —1 fuerit numerus primus; tum enim 2" —1 semper poterit dividi

per 8m — 1. Hinc excludendi sunt casus sequentes: 11, 23, 83, 131, 179, 191,
239 etc., qui numeri pro # substituti reddunt 2" —1 numerum compositum.
Neque tamen reliqui numeri primi omnes loco # positi satisfaciunt, sed plures
insuper excipiuntur; sic observavi 2 —1 dividi posse per 223, 2% —1 per
431, 2 —1 per 1103, 2° —1 per 439; omnes tamen excludere non est in
potestate. Attamen asserere audeo praeter hos casus notstos omnes numeros
primos minores quam 50 et forte quam 100 efficere 212" —1) esse
numerum perfectum sequentibus numeris pro » positis 1, 2, 3, 5, 7, 13, 17,
19, 31, 41, 47, unde 11 proveniunt numeri perfecti. Deduxi has observationes
ex theoremate quodam non ineleganti, cuius quidem demcnstrationem quoque
non habeo, verum tamen de eius veritate sum certissimus. Theorema hoc
est: a"—b" semper potest dividi per mw + 1, si n -+ 1 fuerit rumerus primus atque
a et b mon possint per ewm dividi;®) eo autem difficiliorern puto eius demon-
strationem esse, quia non est verum, nisi % 4 1 sit numerus primus. Ex

1) Vide L. Evtert Commentationem 134 (indicis Exmstrommiaxt), p. 74 (§ 82) huius volu-
minis. F. R.
2) Cer. Worr, Elementa matheseos universae, editio nova, Halae Magdeburgicae, t. I, 1730,
p. 384; numerus autem 2047 etiam in editione novissima (1742) inter primos numeratur. F. R.
8) Vide Commentationem 134 huius voluminis, theorema 4, I R
1%
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hoc statim sequitur 2" —1 semper dividi posse per » + 1, si fuerit = + 1
numerus primus, seu, cum omnis primus sit impar praeter 2 hicque ob con-
ditiones theorematis, quia est a =2, non possit adhiberi, poterit PR |
semper dividi per 2m + 1, si 2m 41 sit numerus primus. Quare etiam vel
"1 1 vel 2— 1 dividi poterit per 2m + 1. Deprehendi autem 2" 1 posse
dividi, si fuerit m —4p + 1 vel 4p + 2; at 2" —1 habebit divisorem 2m + 1,
si m =4p vel 4p —1. Haec persecutus in multa alia incidi theoremata non
minus elegantia, quae eo magis aestimanda esse puto, quod vel demonstrari
prorsus nequeant vel ex eiusmodi propositionibus sequantur, quae demon-
strari non possunt; primaria igitur hic adiungere visum est.

THEOREMA 1

Si fuerit n numerus primus, omnis potentia exponentis n — 1 per n divisa vel
nihil vel 1 relinquit.”) ‘

THEOREMA 2

Manente n numero primo ommis potentia, cuius exponens est n"~'(n— 1),
divisa per n™ vel 0 vel 1 relinquit.”)

THEOREMA 3

Sint m, n, p, q etc. numers primi inaequales sitque A minimus communis
dividuus eorum unitate minutorum, puta ipsorum m —1, n —1, p—1, ¢ —1 etc.;
his positis dico ommem potentiam exponentis A ut a* divisam per mnpq elc. vel 0
vel 1 relinquere, nisi a dividi possit per aliguem horum numerorum m, n, p, q elc.

THEOREMA 4

Denotante 2n + 1 numerum primum poterit 3"+ 1 dividi per 2n + 1, si sit
vel n—6p+2 vel n—"06p+3; at 3"—1 dividi poterit per 2n +1, si sit vel
n=6p vel n="06p—1

1) Quod est celebre theorema FermaTianum. Vide Commentationes 54, 134, 262 huius
voluminis. F. R. .

2) Hoc theorema generalius, quod in se complectitur theorema FERMATIANUM, primum ab
Eurero demonstratum est in Commentatione 271 huius voluminis. F. R.
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THEOREMA 5

3" 42" potest dividi per 2n 1, si sit = vel 12p+ 3 vel 12p + 5 wvel
12p 4+ 6 wvel 12p + 8. Atque 3" — 2" potest dividi per 2%+ 1, si sit n— vel
12p vel 12p 42 vel 12p 4+ 9 wvel 12p - 11.

THEOREMA 6

Sub  iisdem conditionibus, quibus 3* + 27, poterit etiam 6" -1 dividi per
2n +1; atque 6" — 1 sub iisdem, quibus 3" — 2".")

1) Confer haec theoremata 4—6 nec non, quod occurrit in ipsa dissertatione, theorema de
divisibilitate formularum 2™ 41 et 2™ — 1 cum theorematis 42, 43, 50 Commentationis 164 huius
voluminis, Vide etiam theorema 11 Commentationis 134 et theorema irversum, quod in Commen-
tatione 262 (§ 72) huius voluminis continetur. = F. R. '



DE SOLUTIONE PROBLEMATUM DIOPHANTEORUMY
PER NUMEROS INTEGROS

Commentatio 29 indicis ENESTROEMIANI
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1782/3), 1738, p. 175—188

SUMMARIUM

Ex manuscriptis academiae scientiarum Petropolitanae nunc primum editum

Ut Arithmetica numerorum primum universae Matheseos est fundamentum, sic cognitio
proprietatum numerorum, quae altioris sunt indaginis, praeclarum quandoque in difficilioribus
caleulis auxilium praestat. Hane ob causam problemata DIOPHANTEA dicta, quibus abscon-
ditae numerorum proprietates eruuntur, magni facienda sunt; non solum propter metho-
dorum, quibus solvuntur, elegantiam et ingeniosa earum artificia, sed etiam propter earum
rerum usum pef universam Mathesin.

Celeb. igitur EULERUS magno studio huic rei promovendae incumbit. Id autem in
problematibus DIOPHANTEIS praecipue agitur, ut quaestionibus propositis satisfiat in numeris
integris. Ea vero talium problematum ratio est, ut aequatio finalis contineat litteram unam
indeterminatam cum determinatis coniunctam, cuius loco oportet numerum integrum (si id
quidem possibile est) substituere talem, ut quaestioni satisfiat. Iste vero numerus satis-
faciens divinatione quodammodo inveniri oportet, ex quo deinceps infiniti alii reperiri queunt,
per quos problema infinitis modis solvi potest. Id ergo Auctor agit, ut regulas tradat,
quarum ope cognito uno numerorum satisfacientium innumerabiles alii inde elici possint.

Ponit ergo formulam ax®-4 bz -+ ¢, quae debeat esse numerus quadratus, in qua @, b
et ¢ sunt. numeri integri; pro # vero quoque numerus integer substituendus est. Quodsi
ergo iam cognitus sit numerus #, qui pro z substitutus integram formulam reddat qua-
dratum, ex eo invenire docet Auctor innumeros alios numeros integros aeque satisfacientes.
In fine dissertationis ostendit, quomodo harum regularum ope inveniantur numeri trigonales
aliique polygonales, qui sint simul quadrati.

1) Editio princeps: DroPHANTAEORUM; Summarii manuscriptum autem habet DiopranTEA efe. F.R.
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1. Quoties in problematis DrorEANTEIS solvendis pervenitur ad formulam,
in qua plus una indeterminata non inest, maxime requiruntur numeri integri,
qui loco indeterminatae positi quaesito satisfaciant. Hoc vero quando fieri
non potest, numeris fractis acquiescere oportet. Observetum autem est, si
in illa formula indeterminatae maxima dimensio fuerit quadratum et ipsa
formula debeat esse numerus quadratus, plerumque infinitos numeros inte-
gros problema solvere, qui inter se certa lege cohaereant et seriem quandam
constituant. Sed si formula vel debeat esse cubus aliave altior potentia,
vel si indeterminata plures duabus habeat dimensiones, plus effici non potest,
quam ut saltem numeri fracti eruantur.

2. Ita autem huiusmodi problematum omnium ratio est comparata, ut
unum numerum satisfacientem divinatione inveniri oporteat, ex "quo deinceps
infiniti alii reperiri queant. Neque enim ad primum detegendum regula pot-
est tradi, cum casus possint occurrere, qui omnino nullam solutionem ad-
mittunt, cuiusmodi est 34® + 2, quae formula nunquam fieri potest quadra-
tum. Quamobrem in sequentibus semper ponemus unicum tantum casum
esse cognitum, quo conditioni problematis satisfiat, atque regulam dabimus,
qua ex illo innumerabiles alii elici possint.

3. Proposita igitur sit haec formula

ax’ + bz -+ ¢,

quae debeat esse numerus quadratus. Sintque a, b et ¢ numeri integri et
requirantur quoque numeri integri loco x substituendi. Datus autem sit
numerus #, qui loco x positus reddat formulam a2’ bz + ¢ quadratum.
Erit ergo an®+ bn + ¢ numerus quadratus, cuius radix sit m. Iam ad alium
numerum satisfacientem ex hoc dato # inveniendum ponc eum esse

an 4+ 3+ 7V(an2—|— bn + ¢)

huncque valorem loco x substitutum reddere as®-- bz + ¢ quadratum, cuius
radix sit

In+ &4+ CV(an+ bn + ¢).

Perspicuum enim est illum numerum loco z substituendum fore rationalem
ob an’+ bn + ¢ quadratum; numeros autem integros hoc modo reperiri, si
modo sit » numerus integer, mox apparebit. ‘
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4. Substituatur igitur an + 3+ yV(cm2 +bn+¢) loco ¢ in ax’+ bz +c¢
hocque facto prodibit

(ac’ 4 o’y )n* 4 2a0f + aby’ + ba)n + aB* + acy* + b3 + ¢
+ Qaayn + 2aBy + by)V(an®*+ bn + c).

Sed quia huius radicem quadratam ponimus d# -+ &+ CV(an® 4 bn + c), erit
hinc etiam ax®+ bz + ¢ aequalis sequenti quantitati

(0?4 at)n® 4 (208 + bE)n + &8+ L+ (205n 4 268) V(an' +-bn + o).
His duabus formis inter se aequatis habebuntur sequentes aequationes

ad’ + a’y® = 0"+ al’, 2aaf 4 aby®+ ba =20 + bL?,
a+ acy’+ b8 4+ c=&+ L’ 2aay =207, 2aBy + by =2¢L.

Ex quibus elicitur & =27 et ¢ = E‘i’%‘ﬂ et valor ipsius J in prima
aequatione substitutus dat «*$* + ay’C* = ac’y® + £, quae in duas resolvitur
=0 et ’=uay’. Harum autem posterior, nisi sit a quadratum, locum
habere nequit. Habebimus ergo {—e et secunda aequatio factis substitu-
tionibus hisce similiter in has resolvetur ay’=4¢® et B = b(";zl) , quarum
iterum posterior tantum locum habet. His inventis tertia tandem aequatio
dabit «=7V(ay®+ 1); inveniri igitur debet valor pro y, quo ay®+1 fiat
quadratum. ' |

5. Sit p iste numerus, qui loco y substitutus reddat ay’+1 quadratum,
et huius radix ponatur ¢, ita ut sit

g ="V(ap® + 1);

b(g—1 b
a=gq, y=p, ﬂ=—(g2a—), S=ap, e=-2 et [=—gq.

erit

Ex his colligitur sequens
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THEOREMA

Si ax®+bx+c est gmdmtum casu, quo x=mn, erit quoque quadratum
casu, quo

x=qn—|—--~—}—pl/(an + bn -+ ¢),

eiusque quadrati radix erit
“apn + 922’ + gV(an* + bu+c).

Si ergo modo bp per 2 dividi potest, radix quadrati erit numerus integer et
propterea quoque valor ipsius « erit integer seu bg—?b dividi poterit per 2a.

6 Quemadmodum autem ex # valore ipsius # dato inventus est alius
gn + 4 Vian*+ bn + ¢), ita hac quantitate tanquam
7 tractata quo casu loco m sumi debebit apn - ”2_ 2 1 gm, eruetur denuo
alius valor, qui loco # substitutus quaesito satisfacit, scilicet hic

2ap*n + bp* + 2pqm;
+n '

quadrati vero hinc orti radix erit
2apgn + bpq + 2ap*m
-+ m.

Consideretur iam illa quantitas ut » et haec ut m; hakebitur quartus valor
ipsius « satisfaciens hic

dap’qn + 2bp*q + 4ap*m
+gn+ 22D gy,
Et radix quadrati respondentis erit
&’p*n + 2abp® 4 dap’qm
+ 3apn 4 3—2’3 + gm.

7. Valores ipsius z satisfacientes una cum radicibus quadratorum respon-
dentium ergo ita se habebunt, ut sequitur:

Lioxusrpt Evrker Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae ' 2
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[179—180

Valores ipsius x
I n

I  gqn+ pﬁ + bg—1)

- 2a
L 2¢'n + 2pgm + ’L(q%:l)
—n
IV. 4¢°n + 4pg*m + 7
—3¢gn— pm ’
V. 8¢*n 4 8pg*m + 4_@2%92:9
—8¢’n—4pgm
+n

etc.

Huius progressionis haec est lex:
Terminus quicunque 4
hunc sequens B
29B — 4 + ﬂ!—aﬁ

Valores V(aa® + bz + c)

m
apn+ qm+ 2

2apgn + 2¢'m + bpq
—_ m

dapg’n + 4¢°*m + 2bp4’

—apn—3qgm— 9213

8apqg*n + 8¢*m + 4bpq®

—dapgn — 8¢*m — 2bpq
-+ m

ete.

Huius progressionis haec est lex:
E
F

2qF — E

Hae igitur progressiones, quousque libuerit, exiguo labore continuantur.

8. Perspicitur ex his formis alternos ad minimum terminos efficere
a2’ + bx 4+ ¢ numerum quadratum integrum atque omnia omnino quadrata
fieri numeros integros, si fuerit bp numerus par. Omnes autem ipsius z va-
lores erunt numeri integri, si b(¢ —1) dividi poterit per 2a; sin vero hoc
non fuerit, saltem alterni ipsius z valores erunt numeri integri, nam
gq—1, i. e. ap’, semper dividi poterit per a, siquidem, ut ponimus, p et ¢
sint numeri integri. Praeterea notandum est in terminis istis etiam m nega-
tive accipi posse, qua ratione numerus solutionum quandoque duplicatur.

9. Intelligitur etiam, si @ sit numerus quadratus, solutionem in numeris
integris exhiberi non posse, nisi forte as® 4 bz - c vel ipsum est quadratum
vel numero quadrato fieri potest aequale. Hanc ob rem exclusimus supra
eos casus, quibus @ erat quadratum, quia hic tantum de numeris integris
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problema solventibus praecepta tradere instituimus. Nam si a est quadra-
tum, nullus numerus integer potest exhiberi, qui loco » positus efficiat
ap’ 41 quadratum, praeter 0. Hoc vero casu omnes valores ipsius # ma-
nent » nullusque ergo alius nisi is, qui divinatione est inventus, eruitur.

10. Quoties autem @ non est numerus quadratus, semper numerus inte-
ger potest assignari, qui loco p positus efficiat ap® -+ 1 quadratum'). Quam-
obrem his casibus, si unicum casum elicuerimus, quo ar®+bx -+ ¢ fit qua-
dratum, simul quoque casus infinitos exhibere poterimus, qui a2®4-bx 4 ¢ in
quadratum transmutent. Proposita igitur formula as® - bx 4+ ¢ hoc erit
agendum: Primo coniectura detegi debebit valor ipsius # in integris, qui
reddat a2’ bz + ¢ quadratum. Deinde etiam quaeri debet valor ipsius p,
quo ap’+1 etiam flat quadratum. Hisque inventis ope progressionum in-
ventarum casus infiniti innotescent.

11. Si ¢ est quadratum, nempe —dd, statim apparet casus, quo
ax’+bx 4 d* est quadratum; is enim est, si # —0. Ponamus ergo n =20
~eritque m = d et valores ipsius x satisfacientes constituent hanc seriem

" b(g—1 b(g*—1 L b(g—1
0, ap+29-D 2apg 4 MEZD) Ly B, 2gp 44 =D,

a

Quadratorum autem, quae hinc generantur, radices erunt
a4, dg+"2, d@¢—1)+bpqg, ... B, F, 207 — L.

Harum serierum lex ut et priorum (§ 7) perspicua est; sunt enim omnes
recurrentes seu quivis terminus ex duobus praecedentibus est compositus.

12. Bit =0 et d =1, ut habeatur haec forma «a*-- 1, ad quam, ut
ex praecedentibus apparet, generalis aa*+ bz -+ ¢ maximar partem reducitur.
Huius ergo valores ipsius x respondentes in hac serie progrediuntur

O’ b, qu, 4}792—“}7, L] A’ Ba QQB""-A;

1) Hanc aequationem ap®+ 1 =g% quae recte Fermatiana, non Peruiana appellari debet,
FerMATIUS a. 1657 mathematicis resolvendam proposuerat. Vide P. pe Fermar, Varia opera mathe-
matica, Tolosae 1679, p. 190; Oewvres de Frruar, t. 11, p- 333, 334, 433. F. R.

2*
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radices vero quadratorum productorum erunt sequentes
1, q, 2¢8—1, 4¢"—38¢q, ... E, F, 2¢F — E.

Si ergo unicus casus p, quo ap’+1 sit quadratum, constat, huiusmodi nu-
meri infiniti habebuntur, qui in tractatione generalis formulae a&®+-bx + ¢
loco p et ¢ collocari possunt.

13. Quo autem haec methodus ad quosvis casus possit accommodari,
videamus primo, quos numeros pro quolibet ipsius a valore litteris p et ¢
tribui oporteat. Debet autem p talis esse numerus, qui ap’+1 reddat qua-
dratum, huiusque radix erit ¢q. Perspicuum quidem est, si unicus pro p
habeatur valor idoneus, simul quoque infinitos haberi; attamen hi¢c unicum
duntaxat eumque minimum praeter O adhiberi convenit. Nam reliqui sequen-
tes, qui sunt 2pg, 4pg"—p etc., solutionum numerum non multiplicant, cum
valores tantum sequentes ipsius « in § 7 praebeant. Minimus autem ipsius
p valor dabit omnes numeros ipsius  satisfacientes, quod maiores non faciunt.

14. Intelligatur igitur, quodsi fuerit @ = ¢'—1, minimum ipsius p valo-
rem fore 1 ipsiusque ¢ —e, deinde si fuerit @ —¢* 41, tum esse p = 2e¢ et
q=26"+1. Atque si sit a—€"4-2, erit p—=e et ¢= ¢’ 4+ 1. Huiusmodi
casus infiniti alii possunt definiri, quorum ingens numerus hoc continetur
theoremate: Si sit a = o’e* 4 2ae'™, erit p—=e et g=ad*'+ 1, ubi pro «
etiam numeri fracti accipi possunt, dummodo illi per €~ multiplicati in integros
transmutentur. Simili modo etiam, si sit a = (ae + Be') + 2" 4- 28",
erit p=e et g—aet'+Be**'4+ 1. Atque etiam si sit a=%a’kge""‘:|—_ a,
erit p =Fke et g— %ak*e"“—_t 1.

15. Quoties igitur @ est numerus, qui in istis formulis contineatur, sta-
tim apparet valor ipsius p et ¢. At si ¢ huiusmodi fuerit numerus, qui
nullo modo ad illas formulas potest reduci, peculiaris ad invenienda p et g
adhibenda est methodus, qua olim iam usi sunt PeLuius') et FERMATIUS.

1) Vide tamen, id quod ad PeLLium attinet, G. ENesTROEN, Uber den Ursprung der Benen-
nung ,, PELLSCHE Gleichung®, Biblioth. Mathem. 8y, 1902, p. 204. F. R.
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Haecque methodus est universalis et aeque succedit, quemcunque numerum
denotet a. Praeterea etiam ideo hic potissimum est commendanda, quod
minimum ipsius p valorem, qui hoc loco requiritur, exhioeat.

16. Methodus haec extat descripta in Operibus Warrisn') et hanc ob
rem eam hic fusius non expono. Operandi tamen modum in unico exemplo
~ostendisse iuvabit, cuius inspectio ad quaeque alia solvenda perducet. Opor-
teat nimirum determinari minimum ipsius p valorem, quo 31p*41 fit qua-
dratum. Ad hoc efficiendum sequens instituitur calculus:

V(Slp“‘ +1)=g¢, ergo ¢>5p; ponatur itaque ¢=>5p 4 a;

6 +1=10ap+a, p—20tVEIL=0 4y

5a2=2ab+6b2-_|-1, a == b+V(§1b2+5), a= b-+tc;

30* — 8bc 4 5e* — 1, ptetVB1E—3) sy

J

3
26 — 10¢d + 3 + 1, é=5d+‘/(§’1d2+2), ¢—5d+e;
3d — 10de 4 2¢ —1, d="’e+V(§“2"3>, d—3¢ +f;
bet—8ef L 341,  o— HVELIES) —2f +g;

f*=12fg—58+1, [f=6g9+V({@Blg+ 1)

Tamdiu scilicet hae operationes continuantur, quoad in media columna per-
veniatur ad V(3194 1) eiusdem formae, quam habuit proposita V(31p® 4+ 1).
Perspicaum iam est, si ponatur g=0, fore f=1. Hincque retrogrediendo
habebitur e=2, d =17, ¢ =387, b =118, a =155, p = 273 atque ¢ — 1520.

17. Quo autem non tanto opus sit labore ad valores ipsarum p et ¢
inveniendos pro dato numero @, sequentem tabulam annexere visum est, in

qua pro singulis valoribus ipsius @ exhibentur minimi numeri, qui loco p
substituti reddant ap®+-1 quadratum.

1) I. Warwus, Opera, t. 11, Oxoniae 1693, cap. 98—99, p. 418—429. Cf. quoque cap. 56—61,
p. 232—250, F. R.
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a p q a y2 q
2 2 3 37 12 73
3 1 2 38 6 37
5 4 9 39 4 25
6 2 5 40 3 19
7 3 8 41 320 2049
8 1 3 42 2 13
10 6 19 43 531 3482
11 3 10 44 30 199
12 2 7 45 24 161
13 180 649 46 3588 24385
14 4 15 47 7 48
15 1 4 48 1 7
17 8 33 50 14 99
18 4 17 51 7 50
19 39 170 52 90 649
20 2 9 53 9100 66249 1)
21 12 55 54 66 485
22 42 197 55 12 89
23 5 24 56 2 15
24 1 5 57 20 151
26 10 51 58 2574 1) 19603
27 5 26 59 69 530
28 24 127 60 4 31
29 1820 9801 61 226153980 1766319049
30 2 11 62 8 63
31 273 1520 63 1 8
32 3 17 65 16 129
33 4 23 66 8 65
34 6 35 67 5967 48842
35 1 6 | 68 4 33

1) Hac ex tabula apparet numeros falsos g = 66251 (a = 53) et p = 2564 (a = 58), qui
inveniuntur in L. Evrert Vollstdndige Anleitung zur Algebra, St. Petersburg 1770, I, p. 328—329
(Lronmaror Eurerr Opera omnia, series I, vol. 1; vide ibidem editoris notam p. 386), typo-
graphico tantum errore ortos esse.

F- R‘
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18. Hic statim occurrit modus perfacilis extrahendi quam proxime radi-
cem quadratam ex numero quocunque non quadrato «. Quia enim est
ap* +1=¢% erit Va= Z@T_Q et, si ¢ sit numerus valde magnus, erit
Va— % quam proxime. Sed loco p possunt poni singuli termini seriei
0, », 2pq, 4pg’—p, ... 4, B, 2qB— A et loco ¢ singuli termini respon-
dentes seriei huius 1, ¢, 2¢°—1, 4¢°—3¢q, ... E, F, 2¢F — E (§ 12). Sit
huius seriei terminus indicis ¢ = @ et illius terminus, cuius index etiam’
i est, = P; erit Va= %. Quia vero, quo magis continuantur hae series,
maiores quoque fiunt termini @, eo propior reperietur }’a sumendis terminis
serierum a primo longius distantibus. Sit exempli gratia ¢ —6; erit p =2
et ¢=>5 seriesque sibi invicem subscribantur, ut sequitur, posteriore loco
superiore posita '

1, 5, 49, 485, 4801, 47525, 470449, 4656965 etc.
0, 2, 20, 198, 1960, 19402, 192060, 1901198 etc.

. . .. 4656965 . . .
Sumtis igitur ultimis terminis erit 1s0119s 1@ propinquum radici quadratae

ex 6, ut plus eam non excedat quam hac fractione — ——— . Simili -

2(1901198)*)/6 oo o oag
modo patet radicem quadratam ex 61 fore proxime aequalem 226153980

Quae quidem radix vera aliquantulum maior est, sed excessus est minor

1
uam ——
1 2(226153980)%)/61

19. Quaerantur omnes numeri triangulares, qui sint simul quadrati;
debebit f%t"f esse quadratum. Quadratum igitur quoque erit 2° 4 2z, ex
quo fit collatione cum formula aa® -+ bz + d* (§ 11) instituta a =2, b =2,
d=0. BSed quia est a =2, erit ex tabula superiore p =2 et g=3. Unde
loco z substitui debebunt sequentes valores 0, 1, 8, 49, 288, 1681, 9800 etc.,
quo ‘%"lﬁ fiat quadratum. Quadratorum autem hinc ortorum radices tene-
bunt hanc seriem 0, 1, 6, 35, 204, 1189, 6930 etc. Vel quadrata, quorum
radices continentur in hac serie, erunt numeri triangulares. Seriei quidem
huius posterioris termini fiunt duplo maiores, si formentur ex serie generali
d, dq—i-pr, d(2¢° — 1)+ bpg etc.; sed quia hi termini sunt radices ex
24® + 22, debebunt dividi per 2, quo habeantur radices ex 1.

20. Numeri polygonales ! laterum exprimuntur hac formula generali

(1_2)‘”2_2"“'_4)‘” , in qua & denotat radicem numeri polvgonalis. Quo ergo
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huiusmodi numerus polygonalis sit quadratum, oportet 2(l —2)a® — 2(l — 4)x
esse quadratum. ‘Statim autem unus casus apparet, quo quaesito satisfit,
scilicet si #=0; fit enim ipsa formula = 0. Quamobrem habebimus #n =0
et m =0 et formula cum generali az’+4 bz~ ¢ comparata prodit a =2(1—2)
et b=—2(1—4) atque ¢=0. Fiat igitur 2(0 —2)p* + 1 =¢*; erunt ipsius
« valores, quibus 2(l — 2)a®— 2(l—4)x seu huius pars quarta (=22 2_(1"'4)”
‘1. e. ipse numerus polygonalis, fit quadratum, sequentes ‘

0, 2((; ))(q n, “ENe—), ... 4, B, 2B—A— "5 (g—1).

Qui quidem numeri omnes, si ! > 4, sunt negativi; attamen affirmativi ha-
bebuntur valores ipsius # sumto ¢ negativo; tum enim alterni termini erunt
affirmativi. Deinde etiam si inventus sit numerus negativus pro z, qui sit
— k, poterit numerus affirmativus dari, qui eundem numerum polygonalem
producat; erit nempe x =k -+ —-A:, sed nisi sit i'—_i: numerus integer, hi nu-
meri affirmativi fiunt fracti, quos hic excludimus. Hanc ob rem alternis
terminis superioris seriei posito — ¢ loco ¢ contenti esse debemus. Radices
vero quadratorum 2(I —2)2*—2(! —4)x his casibus resultantium tenebunt

hanc progressionem, 0, (! —4)p, 2(l —4)pq, ... E, F, 2qF — E.

21. Quo autem non alii numeri nisi affirmativi et integri reperiantur,
alium casum, quo 2(l—2)2*—2(l—4)x fit quadratum, erui oportet, qui erit,
si £ =1; prodibit enim 4. Hanc ob rem ponatur n=1 et m =2, quo
facto habebuntur pro x valores sequentes

1—14 l—4
1, Q-I-QP——‘—_’Q‘)‘(Q‘—U, 29’—1-1-4109—“:5(42—1);

4, B, 2¢B— A4 — (q—l)

Radices autem quadratae ex (1—2”’; =4z progredientur in hac serie

1, 5219+g, Ipg+2¢—1, ... E, F, 2¢F —E.

Quo autem omnes ipsius z valores sint numeri integri, non quidem loco ¢
minimum valorem, sed eum, qui reddat 3 (l % (q 1) numerum integrum,
seligi convenit, id quod semper fieri poterit.
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Ut si quaerantur numeri pentagonales quadrati, erit [—D5 et a—6
atque ¢ erit numerus ex hac serie 1, 5, 49 etc. ot ipsits p valores respon-
dentes erunt 0, 2, 20 etc. Quo igitur %}% (@g—1) = %(g —1) sit numerus
integer, sumi debet ¢—49 et »p —20. Radices ergo numerorum pentago-
nalium, qui sunt quadrati, erunt

1, 81, 7921, ... 4, B, 98B — A —16,

qui numeri etiam in superiore serie (§ 20) continentur, si accipiatur g=——5;
~erunt enim . termini alterni affirmativi. Horum autem pumerorum pentago-
nalium radices quadratae erunt

1, 99, 9701, ... E, F, 8F— K.

22. Quia est 2(l — 2)p® + 1 = ¢°, manifestum est ex praecedentibus, si
fuerit. 2/ — 4 quadratum, nullum numerum integrum loco p substitui posse.
Hanc ob rem vel omnes numeri polygonales erunt quadrati, vel tantum non-
nulli. Prius evenit, si !=4; nam omnes numeri tetragonales sunt simul
quadrati. Posterius vero, si sit 2] — 4=16 seu 36 seu 64 etc; his enim ca-
sibus alii non erunt quadrati nisi 0 et 1. Si 2l—4=16, erit 1=10 ideo-
que numeri polygonales erunt decagonales, quorum forma est 4a® — 3z,
Nullusque numerus decagonalis est quadratus praeter 0 et 1 in integris.

Leonmaror Euvierr Opera omnis Iz Commentationes arithmeticae 3



SOLUTIO PROBLEMATIS ARITHMETICI
DE INVENIENDO NUMERO
QUI PER DATOS NUMEROS DIVISUS
RELINQUAT DATA RESIDUA

Commentatio 36 indicis ENESTROEMIANI ,
" Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 7 (1734/5), 1740, p. 46—66

1. Reperiuntur in vulgaribus arithmeticorum libris passim huiusmodi
problemata, ad quae perfecte resolvenda plus studii et sollertiae requiritur,
quam quidem videatur. Quamvis enim plerumque regula sit adiecta, cuius
ope solutio obtineri queat, tamen ea vel est insufficiens solique casui pro-
posito convenit, ita ut circumstantiis quaestionis parum immutatis ea nullius
amplius sit usus, vel subinde etiam solet esse falsa. Ita quadratorum magi-
corum constructio iam pridem ab arithmeticis est tradita; quae autem cum
esset insufficiens, maiora ingenia Lamrm') et Ssuwermn®) ad perficiendum re-
quisivit. Simili quoque modo ubique fere occurrit istud problema, ut in-
veniatur numerus, qui per 2, 3, 4, 5 et 6 divisus relinquat unitatem, per 7
vero dividi queat sine residuo. Methodus vero idonea ad huiusmodi proble-
mata solvenda nusquam exhibetur; solutio enim ibi adiecta in hunc tantum
casum competit atque tentando potius absolvitur.

2. Si quidem numeri, per quos quaesitus numerus dividi debet, sunt
parvi, prout in hoc exemplo, tentando non difficulter quaesitus numerus in-

1) Pu. pe Lamre (1640—1718), Nouvelles constructions et considérations sur les quarrés
magiques avec les démonstrations, Mém. de Yacad. d. se. de Paris 1705, p. 127. F. R.

2) J. Sauveur (1653—1716), Construction générale des quarrés magiques, Mém. de Pacad.
d. sc. de Paris 1710, p. 92. F. R.
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venitur; difficillima autem foret istiusmodi solutio, si divisores propositi essent
valde magni. Cum itaque ad huius generis problemata solvenda methodus
‘etiamnum habeatur nulla genuina, quae ad magnos divisores aeque pateat
ac ad parvos, non inutiliter operam meam collocatam esse confido, dum in
huiusmodi methodum inquisivi, qua sine tentatione pro maximis etiam d1v1-
soribus talia problemata resolvi queant.

3. Quo igitur, quae hac de re sum meditatus, distincte exponam, a casu
incipio simplicissimo, quo unicus tantum datur divisor numerusque quaeritur,
qui per illum divisus datum relinquat residuum. Requirasur scilicet numerus
% qui per numerum a divisus relinquat p pro residuo. Huius quidem quae-
stionis solutio est facillima; erit enim 2= ma 4 p denotante m numerum
quemcunque integrum; interim tamen observari conven:t hanc solutionem
esse universalem omnesque numeros satisfacientes complecti. Praeterea ex
ea quoque intelligitur, si unus habeatur numerus satisfaciens, ex eo innumera-
biles alios satisfacientes quoque posse inveniri, dum ille numerus quocunque
multiplo ipsius a vel augeatur vel, si fieri potest, minuatur. Erit autem p
seu Oa + p minimus numerus satisfaciens, hunc excipit a + p, quem porro
sequuntur 2a +p, 3a -+ p, 4a -+ p etc., qui numeri omnss constituunt pro-
gressionem arithmeticam differentiam constantem habentern a.

4. Hoc exposito sequitur casus, quo duo divisores cum suis residuis pro-
ponuntur, qui est praecipuus et sequentes ommes in se complectitur. Nam
quotcunque propositi fuerint divisores, quaestio semper ad hunc casum, quo
duo tantum proponuntur, reduci poterit, quemadmodum in sequentibus mon-
strabo. Quaeri igitur oporteat numerum s qui per « divisus relinquat p, per
b vero divisus relinquat ¢, sitque numerus @ maior numero b. Cum ergo
numerus quaesitus z ita debeat esse comparatus, ut per a divisus relinquat
», necessario in hac forma ma + p continebitur eritque idcirco z=— ma + p.
Deinde ex altera conditione, qua 2 per b divisus relinquere debeat ¢, erit
2=nb-+4¢q. Quamobrem, cum sit ma 4+ p = nb -+ ¢, determinari debebunt
numeri integri loco m et » substituendi, ut sit ma 4 p = nb -+ ¢; quibus
inventis erit ma 4 p seu nb -4 ¢ numerus quaesitus z.

5. Quia ergo est ma + p — nb + g, erit n = "L =2 goy posito p — g = ¢
g | g ; P
m“b""ﬁ- Hanc ob rem definiri oportet numerum #e, ut ma + v dividi

3#

erit n =
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possit sine residuo per b. Quia est a>b, ponatur a=ab+c; erit

me+v

b ’

autem « et ¢ numeri cogniti, qui reperiuntur ex divisione ipsius a per b;
. Ab —

mc;‘"=A; erit m = ==

quare numerum A inveniri oportet, ut 4b—v dividi queat per c. Si eve-

n=mae -+ oportet ergo, ut mc 4 v divisionem per b admittat; sunt

erit enim « quotus et ¢ residuum. Ponatur porro

niat, ut v per ¢ dividi possit, operatio iam poterit finiri; sumto enim 4 =0
erit m = — 7 et 2= — "+ p, quae expressio, etiamsi evadat negativa, tamen

ad infinitos numeros affirmativos pro z inveniendos est idonea.

Ab—

6. Sin autem v per ¢ non potest dividi, quo —, ? fiat numerus integer,

pono b= pBc+ d seu divido b per ¢ dicoque quotum — 3 et residuum = d.

. Ab-— Ad— . — .
Quo facto erit 4 s L AB + - Y=m debebitque %—” esse numerus in-

teger; sit is — B; fiet 4= B"';'i’- Si nunc v per d dividi poterit, facio B =0

eritque A=%, et m=‘id’3-

Sin autem » per d non est divisibile, pono porro ¢ —yd 4 e eritque

A—By+2%F%  Atque pono Betv_ ¢, ut sit B= 94=%  Si nunc v
per e dividi poterit, pono C=0 eritque B—=— " et 4=—"" atque
— m —_ 2.
(4 (4

Sin -~ nondum fuerit integer numerus, pono d = de+ [ eritque

- B= 084 =2 atque facio “C=" =D, ut sit =25t ubi videndum est,
utrum v per f dividi possit an secus, atque in utroque casu ut supra operatio

debet institui.

7. Quia autem a > b atque b>c et ¢ > d etc.,, hac serie a, b, ¢, d, ¢, f etc.
continuanda perpetuo ad minores numeros devenitur, ita ut tandem ad tam
parvum perveniri oporteat, qui sit pars'aliquota, seu divisor ipsius v. Sunt
autem ¢, d, e, f etc. continua residua ordinariae operationis, qua maximus
communis divisor ipsorum a et b investigari solet, qudm operationem hic
appono: |
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—maEr plafa | a—ab+o
m:Ab;” cb|p ;  b=fctd
A=Bcd+v | dicly | c=yd-+e
-B=0de_v e dd‘. d=Jde+f
0=D°’f+” _f_:!s e=sf+g
p-H=e g|rle f=tg+h
g0ty hlg|n g—mhti
FGhv ' z’h‘é) h—0it &
G____Hi+v T

k

8. Haec ergo operatio, qua ad maximum communern divisorem nume-
rorum « et b uti solemus, eousque est continuanda, donec ad residuum per-
veniatur, quod dividat ». Quo invento sequenti modo investigabimus nume-
rum m. Si v iam per b dividi poterit, fiet m =0. Si v per ¢ divisionem
admittat, fiet 4 =0 et m —==". Si v per d dividatur, fiet B=0 et 4 =%’

bv v v

atque m = o — =" ob b=p@c+d. Quo autem valores ipsius m facilius

reperiantur, primo valor ipsius 4 per B, tum valor ipsius B per C et ita
porro exprimi debet, unde nata est ista tabula:

1. m=Ab—v,
c
2. m=Bb:Zl_ﬂv,
3 m=0b-——v(el+ﬁy):
4 szb+”(5;|c‘l375+ﬁ)’

5 m =Eb——v(6s+ﬂy08+ﬁe+ﬂ?+1)’

9
6. g LO+0(0el+Bydel+ el +prE+ L+ 0+ By p)
e — h .

ete.
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De his valoribus est notandum signa ipsius » alternari hoc modo
— -+ — + — + etc. Deinde coefficientes ipsius » hanc tenent legem

B 7 0 & ’ ¢
1, B8, By+1, Byd+d+4+8, Pyde+de+Bs+By+1 etc,

cuius progressionis quisque terminus est aggregatum ex termino praecedente
in indicem supra se scriptum multiplicato et termino hunc praecedente.

9. Si igitur v per b dividi poterit, erit m =0; si v per ¢ dividi potest,
erit m — =" propter 4—0; si v per d dividi poterit, fiat B =0 eritque

m == 3. Unde sequens oritur lex:

Si est numerus erit
integer
% m=20
v v
—_ m = — —
c c
L
2 m=—2(8y+1)
% m=+% By +9+p)
g m=—§(ﬂ7d‘e+3e+ﬂe+ﬂ7+l)
- m—+ = (BydsL + I + Bl + Byl + By + L+ 4+ B)

etc.

Si nunc hi ipsius m valores in aequatione 2z = ma - p substituantur, reperietur,
ut sequitur:
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Si est integér erit |
+ tmg+ P 1=gto
v n bv
) F=q—
5 s=q+ 2 @B+ 1)
. s=q—2(afy +c+7)
= s=q+ 2 @Pyd + o +ad +y0 + 1)
% z=q—%’(a,@76‘é+aﬁy—{-aﬂe—l—ad‘a‘—{—yd‘s—{—a-{—'y-}—s)'

ete.

10. Ad inveniendum ergo numerum 2z, qui per @ divisus relinquat p et
per b divisus relinquat ¢, posito p — ¢ = v sequentem habebimus regulam:

Instituatur operatio ad maximum communem divisorem inter ¢ et b in-
veniendum eaque eousque producatur, donec ad residuum perveniatur, quod
sit divisor ipsius v, teneaturque quotus ex divisione ipsius » per illud resi-
duum resultans, qui sit @, ubi operatio abrumpatur. Deinde in serie scri-
bantur quoti e, @8, y etc. in hac divisione orti ex iisque construatur nova
series

1, o, e¢f+1, aﬂy—ly—a—l—y»etc.:

quae ex illa quotorum serie formatur atque eousque continuari debet, quo-
usque per illam seriem fieri potest. Sub hac nova serie scribantur signa
alternantia 4+ — -+ — etc. ultimusque terminus cum suo signo multiplicetur
per @ atque etiam per minorem divisorem propositum b: ad factum addatur
residuum ¢ diviseri b respondens. Quo facto erit aggregatum numerus
quaesitus.

11. Invento hoc modo uno numero satisfaciente 2z ex eo statim innume-
rabiles alii numeri satisfacientes reperiuntur. Nam si #z per a divisum p re-
linquit et per b divisum ¢, eandem proprietatem habejunt quoque numeri
ab+ 2z, 2ab 4+ z et mab + 2. Multiplum quidem facti ab continuo adiici vel
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auferri potest, si a et b fuerint inter se numeri primi; at si @ et b fuerint
numeri compositi, tum etiam sufficit eorum minimum communem dividuum
sumsisse, cuius- multiplum quodque adiectum vel ablatum a z dabit numeros
satisfacientes; ut si minimus communis dividuus fuerit M, comprehendet
mM -+ z omnes omnino numeros quaestioni satisfacientes. Quare etiamsi hoc
modo saepe numeri negativi pro 2z inveniantur, tamen adiiciendo ad eos M
vel eius multiplum obtinebuntur numeri affirmativi Hac ergo operatione
semper minimus numerus satisfaciens invenietur, siquidem minimus communis
dividuus M toties subtrahatur, quoties fieri potest.

12. Quia exemplis haec operatio maxime illustrabitur, quaeramus numerum,
qui per 103 divisus relinquat 87 et per 57 divisus relinquat 25. Erit ergo
a=103, b=>57, p=287 et ¢=25 atque v =62; quare operationem ita
instituo:

57/103 | 1
57 ,
A 62
46‘57 1 B_381=9¢
146]
11464
144
1 1 4
1, 1, 2, 9
-+ — + —

Nunc est —9.31=—279 atque numerus quaesitus =25 — 57.279; qui
cum fiat negativus, addo ad eum 3.57.103 seu 57-309, unde invenitur
25+ 57-30 = 1735, qui est minimus numerus quaesitus; omnes vero satis-
facientes continentur in hac forma m-103.57 4+ 1735.

13. Quaeramus porro numerum, qui per 41 divisus relinquat 10 et per
29 divisus relinquat 28. In hoc exemplo compendium adhibebo, quod in aliis
similibus computationibus magnam habebit utilitatem; nam cum in divisione
per 29 residuum sit 28, restare quoque poterit in eadem divisione — 1, si
quotus unitate maior accipiatur. Sumo ergo —1 pro residuo divisoris 29
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eritque a =41, b=29, p=10 et ¢——1, unde erit v — 11. Operationem
ergo ut ante instituo ita:

29411
|29
12]29 2 To11—9¢
124]
5(12]2
J10]
2 i 5 ' 2
4]
1
1 2 2 2
1? 19 3y 7, 17
+ — + — +
Erit ergo + 17.11 =187 atque numerus quaesitus = —1 -4 29.187. Sub-
trahatur 29-4-41; erit is = — 14 29.23 —666. Satisfacient ergo quaestioni

omnes numeri in hac forma m-41-.29 4 666 contenti.

14. Compendium hinc se prodit ad supra datam regulam adiiciendum,
quod in hoc constat, ut, postquam numerus @ per ultimum seriei formatae
terminum est multiplicatus, factum per majorem divisorem ¢ dividatur atque
residunm loco ipsius facti adhibeatur. Scilicet hoc resiluum per minorem
divisorem b multiplicatum atque residuo ¢ auctum dabit numerum quaesitum.
Atque iste numerus hoc pacto inventus erit minimus, qui satisfacit. Prae-
terea hac divisione effici potest, ut residuum prodeat affirmativam, etiamsi
dividendus fuerit negativus. Ita in primo -exemplo § 12 habebatur — 279,
qui numerus per 103 divisus sumto quoto — 3 relinquit + 30. Ex quo
numerus quaesitus minimus est — 25 4 57-.30 — 1735.

15. Fieri deinde etiam potest, ut huiusmodi exempla proponantur, quae
solutionem omnino non admittant, uti si quaeratur numerus, qui per 24
divisus relinquat 13, per 15 vero divisus relinquat 9; talis enim numerus per
alteram conditionem deberet esse per 3 divisibilis, per alteram secus. Idem

Lroxuarpr Euiert Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 4
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vero etiam ipsa regula ostendit; nunquam enim ad tale residuum excepto 0
devenietur, quod dividat v seu 4, uti ex ipsa operatione videre est:
152411
"
9151
"

|

©o
-

o

w
[~ I -]

l
<

Huiusmodi vero exempla exhiberi non possunt, nisi divisores a et b sint
numeri compositi inter se; nam si fuerint inter se primi, semper numeri
quaesiti exhiberi possunt. Sin autem divisores a et b fuerint numeri com-
positi atque v non dividi potuerit per maximum ipsorum a et b divisorem,
tum semper problema ad absurdum deducit. Hocque est criterium, ex quo,
num problema solutionem admittat, diiudicari potest, antequam operatio
instituatur. |

16. Exposita hac methodo universali, qua omnis generis huius proble-
mata facile resolvi possunt, ex ea alia regula potest formari, quae quidem
ad usum non est tam facilis, at simplicitatis plus in se habet. Oritur ea
autem, si in valoribus supra inventis ipsius 2 (§ 9) loco «, 8, y etc. eorum
valores ex aequationibus a =ab+t¢, b= B¢ - d etc. substituantur. Nam si
instituatur operatio ad maximum communem divisorem inter @ et b invenien-
dum ex eaque innotescant continua residua ¢, d, e etc., dico fore numerum

1 1 1 1 1
z=q+ab’0(a—b—"b—6+ﬁ—a—e+gf—etc.)

eousque hac serie continuanda, donec v per factorem aliquem denominatoris
dividi queat. ,

Uti si quaeratur numerus, qui per 16 divisus relinquat 1 et per 9
divisus relinquat 7, erit ¢ =16, b=9, p=1, ¢ =T et v=—6. Quare
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9 16’1
7‘ 1

- ¢

o]
o =

[ )

Hinc ergo erit

1 1 1 6-16 3-9-16
z=7—6-9-16(m-ﬁ+r§)=7—6+ 2B 36— —at.
Satisfaciunt ergo omnes numeri m-144 — 47 seu m-144 - 97 eorumque mini-
mus est 97.

Superior formula generalis 1ps1us z etiam in hunc modum potest
exprimi

1 1 1 1 N
Z=p——ab7j<—b—c-——m+d—é-—é—’;+etc.),

quae series fractionum eousque continuari debet, donec valor ipsius z fiat
numerus integer.

17. Considerabo nunc quosdam casus particulares, in quibus ¢ ad b datam
habeat relationem; et primo quidem sit b—a—1 seu a=>5-+1, residua
vero ex divisione numeri quaesiti per a et b orta sint ut ante p et ¢. FErit
ergo ¢ =1 ideoque per regulam postremam

Z=p—av=p—ap -+ aq.

Quae expressio, si ag+p>ap, dat minimum numerum quaesito satiéfacientem;
ab si ag+ p <ap, tum minimus numerus satisfaciens erit a®*—a-p—ap+aq.
Omnes vero numeri satisfacientes in hac formula generali ma’—ma-+ p—ap-tagq
comprehenduntur, seu etiam in ista md’+ mb —bp + bg -+ ¢. Quicquid nunc
sit m, si haec quantitas dividatur per »* 4 b, residuum erit minimus numerus
quaesito satisfaciens.

18. Quemadmodum hac ratione ope residuorum catorum, quae post
divisionem numeri incogniti per divisores b et b 4 1 remanent, ipse numerus
4*
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incognitus sit inveniendus, docuit StirELIUs?) in Commentario ad Ruporfr
artem Cossicam. Regula eius ita se habet: Si fuerit residuum numeri incog-
niti per b+ 1 divisi p et residuum eiusdem per b divisi ¢, iubet ¢ multipli-
care per b+ 1 et p per b* horumque factorum aggregatum per b* b divi-
dere; quod restat post divisionem, id pronunciat esse numerum quaesitum.
Fluit autem haec regula ex nostra generali formula, si ponatur m = p; tum
enim habetur »p + (b + 1)g, quod per ¥ +b divisum relinquit minimum
numerum quaesitum.

19. Interim tamen minori opera minimus numerus satisfaciens reperietur
sequenti modo: Residuum ¢, quod ex divisione quaesiti numeri per b oritur,
multiplicetur per b 4 1 factumque addatur ad numerum pronicum ipsius b, puta
ad b*4 b, hinc subtrahatur factum ex residuo p, quod ex divisione numeri
quaesiti per b4 1 remanet, ducto in b; si id, quod restat, fuerit < &*+3d,
erit id ipse numerus quaesitus, sin vero fuerit >b® b, subtrahatur -+
eritque residuum numerus quaesitus. Ut si quaeratur numerus, qui per 100
divisus relinquat 75 et per 101 divisus 37; tum addatur 10100 ad factum ex
75 in 101 seu 7575, ut habeatur 17675, hinc subtrahatur factum ex 37 in 100
seu 3700; remanebit 13975; a quo si 10100 auferantur, prodibit 3875, qui est
minimus numerus quaesitus.

20. Si quaeratur numerus, qui per b divisus relinquat ¢ et per »nb-+1
divisus p, erit iterum ¢ =1 atque numerus quaesitus ’

z2=p—av=p—ap -+ aq=(nb-+1)g —nbp

ob a=mnb+41. Atque omnes numeri satisfacientes continebuntur in hac
expressione mnb® + mb -+ (nb 4 1)¢ — nbp, ex qua sumto pro m numero quo-
cunque invenietur minimus numerus satisfaciens, si ea expressio dividatur per
nb® 4 b; residuum, enim erit minimus numerus satisfaciens.

21. Casus porro notari meretur, quo residua p et g, quae oriuntur ex
divisione quaesiti numeri per datos divisores a et b, sunt inter se aequalia
seu p=g¢. Hoc enim casu fit v =0 ideoque invenitur numerus quaesitus

1) M. Stiren (1487—1567), Die Coss Crrisrorrs Ruporrrs, Konigsperg 1553, fol. 167
Vide etiam M. StireL, Arithmetica integra, Norimbergae 1544, fol. 38" F. R.
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z=p. Si igitur sit M minimus communis dividuus numerorum a et b, omnes
numeri satisfacientes continebuntur in hac formula mM 4 p. Eadem plane
formula quoque satisfacit, si quotcunque fuerint divisores a, b, ¢, d etc., per
quos singulos numerus quaesitus divisus relinquat p, si quidem M denotet
omnium divisorum minimum communem dividuum. Omnes ergo numeri
huiusmodi quaestionibus satisfacientes ita sunt comparati, ut per M divisi
relinquant p.

22. Hinc satis tritum problema, quo quaeritur numerus, qui per 2, 8,
4, 5, 6 divisus relinquat 1, per 7 vero nihil relinquat, solvi potest. Omnes
enim numeri, qui per 2, 3, 4, 5, 6 divisi relinquunt 1, hanc habent proprie-
tatem, ut per 60, qui numerus est minimus communis dividuus numerorum
2, 3,4, 5 et 6, divisi relinquant 1. Problema ergo huc redit, ut inveniatur
numerus, qui per 60 divisus relinquat 1, per 7 vero sit divisibilis; erit ergo
a=160,b="T p=1, ¢g=0 et v=1. Facta ergo operatione

7|60l8
156 T=1=¢
41711 .
A
_5‘4 1 8 1 1
‘3[ 1, 8, 9, 17
1 + -+ —

erit 2 =0— 119 + 420m, et si m =1, erit # = 301.

23. Maiorem difficultatem habere videtur hoc problema, quo quaeritur
numerus, qui per numeros 2, 3, 4, 5, 6 divisus respective relinquat numeros
1, 2, 3, 4, 5, at per 7 dividi queat, propter residua proposita inaequalia. Sed
haec quaestio congruit cum hac: Invenire numerum, qui per 2, 3, 4, 5, 6 divisus-
relinquat —1 et per 7 nihil. Illi iam conditioni satisfacit forma 60m — 1;
quare numerus quaeritur, qui per 60 divisus — 1, at per 7 nihil relinquat;
fit itaque ¢ =60, b=7, p=—1, ¢=0 et v =—1 atque operatione ut ante
instituta est @ = —1, quod in — 17 ductum dat -+ 17; hocque per b mul-
tiplicatum dat 119, nomerum quaesitum.

24. Ex his duobus exemplis apparet, quomodo huiusmodi quaestiones,
in quibus quotcunque divisores proponuntur, quibus autem duo tantum residua
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respondent, per supra datas regulas solvi queant; statim enim quaestio ad
quaestionem duorum divisorum reducitur; uti si omnia residua sunt aequalia,
quaestio perinde solvitur, ac si unicus divisor fuisset propositus. At si resi-
dua sunt inaequalia, tum nihilominus repetendis his operationibus, quibus
pro duobus divisoribus usi sumus, solutio poterit obtineri. Primo enim
duobus divisoribus satisfieri debet, tum tertius assumitur, deinde quartus, donec
omnibus erit satisfactum. Hoc vero commodissime exemplis explicabitur.

25. Quaeramus igitur numerum, qui per 7 divisus relinquat 6, per 9
relinquat 7, per 11 relinquat 8 et per 17- relinquat 1. Ex his iam quatuor V
conditionibus sumamus duas quasque, ut duas priores, et investigemus omnes
numeros iis satisfacientes. FErit ergo a=9, b=17, p=17, ¢=6 et v=1,
quare operatio instituetur, uti sequitur:

709 1 Q=1

2

2(7|3 13
I
1 + =+

fietque z=6-41-4.7=34.

Omnes ergo numeri his duabus conditionibus satisfacientes continentur in hac
forma 63m - 34 seu ita erunt comparati, ut per 63 divisi relinquant 34.

26. Problema ergo huc est reductum, ut inveniatur numerus, qui divisus
per 63 relinquat 34, per 11 relinquat 8 et per 17 relinquat 1. Harum trium
conditionum sumantur duae priores eritque ¢ =163, b=11, p =34, ¢=28 et

= 26, unde fluit sequens operatio:

wws
55 : — 2 __
8111 ¢=5=0B
N
3182 5 1 2
IG‘ 1, 5, 6, 17
2

+ -+ —
ergo z=m-63-114+8 —13-17-11,
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Quo minimus numerus satisfaciens reperiatur, ponatur m — 4; erit
2=8-431-11 = 349.

Omnes ergo numeri satisfacientes in hac continentur forma 693m - 349 seu
hanc habebunt proprietatem, ut per 693 divisi relinquant 349.

27. Problema ergo tandem huc est reductum, ut definiatur numerus, qui
per 693 divisus relinquat 349 et per 17 divisus relinquat 1. Facio ergo
- 0=0693, b=17, p=2349, ¢=1 et v=348 sequentemque iuxta data prae-
cepta instituo operationem:

348
17]693 |41 Q=_—4=—80
697
Y | 41
1, 41
+ —

2=0693-17T-m 414 41-87.17,
Quo minimus numerus satisfaciens prodeat, pono m — — 5 eritque
Z2=1-4102-17 = 1735,

qui est minimus numerus quatuor praescriptis conditionibus satisfaciens. Omnes
autem, qui satisfaciunt, hac continentur formula 11781 4 1735. Ex hoc
exemplo crgo abunde intelligitur, quomodo omnes huiusmodi quaestiones sint
resolvendae. '

28. Pertinet huc solutio problematis chronologici satis cogniti, quam,
prout ex his regulis inveni, apponam, in quo annus a Ch-isto nato quaeritur
ex datis cyclis solis et lunae una cum indictione Romana illius anni. Cum
enim cyclus solis sit residuum, quod oritur divisione numeri anni novenario
aucti per 28, cyclus vero lunae sit residuum, quod oritur divisione numeri
anni unitate aucti per 19, indictio vero Romana sit residuum, quod oritur,
sl numerus anni ternario auctus per 15 dividatur, sequens prodiit solutio.
Sit p cyclus solis, g cyclus lunae et r indictio Romana; multiplicetur p per
4845, ¢q per 4200 et » per 6916, haec tria producta cum numero 3267 in
unam summam coniiciantur eaque dividatur per 7980; quod remanebit resi-
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duum, erit numerus anni quaesiti. Si annus periodi Iulianae requiratur, tum
operatio eodem modo instituatur, nisi quod numerus 3267 negligi debet; quae
est regula iam passim tradita. ’

29. Multam quidem operam requirit solutio pro pluribus divisoribus,
si quidem problema continuo ad casum, quo divisorum numerus unitate mi-
nuitur, ut in praecedente exemplo fecimus, reducitur; at ex ea ipsa operatione
facilior multoque brevior via sese prodit, qua statim proposita quaestio,
quotcunque etiam fuerint divisores, ad casum duorum divisorum reduci potest;
quae regula ita se habet:

Inveniendus sit numerus, qui per divisores a, b, ¢, d, e, quos numeros
inter se primos esse pono, divisus relinquat respective haec residua p, g,
7, s, t. Huic quaestioni satisfacit iste numerus

Ap + Bq + Cr + Ds + Et 4 mabcede,

in qua expressione A4 est numerus, qui per factum bcde divisus nihil relin-
quat, per a vero divisus relinquat unitatem; B est numerus, qui per acde -
- divisus relinquat nihil, per b vero unitatem; C est numerus, qui per abde
divisus nihil relinquat, per ¢ vero unitatem; D est numerus, qui per abce
divisus nihil relinquat, per d vero unitatem; atque E est numerus, qui per
abcd divisus nihil relinquat, per e vero unitatem; qui ergo numeri per regu-
lam pro duobus divisoribus datam inveniri possunt.



THEOREMATUM QUORUNDAM
AD NUMEROS PRIMOS SPECTANTIUM
DEMONSTRATIO?

Commentatio 54 indicis ENESTROEMIANT
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 8 (1786), 1741, p. 141—146

1. Plurima quondam a FermaTiO theoremata arithmetica, sed sine demon-
strationibus in medium sunt prolata, in quibus, si vera essent, non solum
eximiae numerorum proprietates continerentur, verum etiam ipsa numerorum
scientia, quae plerumque Analyseos limites excedere videtur, vehementer esset
promota. Quamvis autem iste insignis Geometra de pluribus, quae proposuit,
theorematis asseruerit se ea vel demonstrare posse vel saltem de eorum veri-
tate esse certum, tamen nusquam, quantum mihi constat, demonstrationes
exposuit. Quin potius FErMATIUS videtur maximam tkeorematum suorum
numericorum partem per inductionem esse assecutus, quippe quae via fere
unica ad huiusmodi proprietates eruendas patere videatur. At vero quam
parum inductionibus in hoc negotio tribui possit, pluribus exemplis possem
declarare; ex quibus autem unicum ab ipso FermaTio desumtum attulisse
sufficiat. Loquor nimirum de illo theoremate, cuius falsitatem iam aliquot
ab hinc annis ostendi, quo FERMATIUS asserit omnes numeros hac forma
2" + 1 comprehensos esse numeros primos.’) Ad veritatem autem huius
propositionis evincendam inductio omnino sufficere videtur. Nam praeter-
quam quod omnes isti numeri minores quam 100000 sint revera primi, demon-
strari etiam facile potest nullum numerum primum 600 non excedentem hanc
formulam 2 41, quantumvis magnus etiam numerus pro » substituatur,

1) Vide etiam Commentationes 134 et 262 huius voluminis. F. R.
2) Vide Commentationem 26 huius voluminis. F. R.

Leonmaror Eurerr Opera omnia I2 Commentationes arithmeticae ' 5
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metiri. Cum tamen nihilominus constet hanc propositionem veritati non esse
consentaneam, facile intelligitur, quantum inductio in huiusmodi speculationi-
bus valeat. '

2. Hanc ob rationem ommes huiusmodi numerorum proprietates, quae
sola inductione nituntur, tam diu pro incertis habendas esse arbitror, donec
illae vel apodicticis demonstrationibus muniantur vel omnino refellantur. Non
plus etiam illis theorematis, quae ego ipse illi schediasmati, in quo de memo-
rato theoremate FErRMATIANO numerisque perfectis tractavi, subieci, fidendum
esse censerem, si tantum inductionibus, qua via quidem sola tum temporis ad
eorum cognitionem perveni, niterentur. Nunc vero, postquam peculiari methodo
demonstrationes horum theorematum firmissimas sum adeptus, de veritate eorum
non amplius est dubitandum. Quocirca tam ad veritatem illorum theorematum
ostendendam quam ad methodum ipsam, qua demonstrationes has inveni, ex-
ponendam,’) quae forte etiam in aliis numerorum investigationibus- utilitatem
- afferre poterit, in hac dissertatione meas demonstrationes explicare constitui.

3. Propositio autem, quam hic demonstrandam suscepi, est sequens:

Significante p numerum primum formula a?~'—1 semper per p dividi
poterit, wisi a per p dividi queat.”)

Ex hac enim propositione demonstrata sponte reliquorum theorematum veritas
fluit. Casum quidem formulae propositae, quo est a =2, iam ab aliquo tem-
pore demonstratum dedi®); attamen tum demonstrationem ad generalem for-
mulam extendere non licuit. Quamobrem primo huius casus probationem
afferre conveniet, quo transitus ad generaliora eo facilior reddatur. Demon-
stranda igitur erit sequens propositio:

Significante p numerum primum imparem quemcunque formula 22~ —1
semper per p dividi poterit.

1) In editione principe manuscripti verba qua demonstrationes has inveni, exponendam, omissa
sunt. F. R. _

2) Hoc celebre theorema, quod ab inventore theorema FERMATIANUM nominari solet, FEr-
MaTIUS epistola d. d. 18, Octobris a. 1640 cum FrExicuio sine demonstratione communicavit. Vide
P. oe FerMaT, Varia opera mathematica, Tolosae 1679, p. 162; Oeuvres g Frryuar, .11, p. 206.

De demonstratione theorematis FermaTiant ante Evnerum a Lumnizio data vide G. Vacoa,
Intorno alla prima dimostrazione di un teorema di Frryar, Biblioth. Mathem. 8,, 1894, p. 46, et
D. Mannke, Lemniz auf der Suche nach einer allgemeinen Primzahlgleichung, Biblioth. Mathem.
18,5, 1912/3, p. 29. F. R. 3) Vide p. 3—4. F. R.
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DEMONSTRATIO
Loco 2 ponatur 1+ 1 eritque

(1+1)r-1=1 +p —1, (p=1)(p—2) +(p—1)(10 -2)(p=8) , (—1) (p—2)(p—3)(p—4)

1:2 1.2.8 1.2-3-4 + ete,

cuius seriei terminorum numerus est =p et proinde impar. Praeterea qui-
libet terminus, quamvis habeat fractionis speciem, dabit numerum integrum;
. quisque enim numerator, uti satis constat, per suum denominatorem dividi
potest. Demto igitur seriei termino primo 1 erit

L41)pt—1=20"1—1

—1+(pv 11)(5 2)_*_(1%1)(1102 2;)(10 3)+(p—1)(p1 22)(‘9 43)(10 D 4 ete,,

quorum numerus est = p — 1 et propterea par. Colligantur igitur bini quique
termini in unam summam, quo terminorum numerus fiat duplo minor; erit

9r-1__ 1 p(p 1)_!_10(10—1)(210322(20 3)
(p—1)( 2)( )p—H(p—>
+ 5 p12?1:45€3 )+etc.,

cuius seriei ultimus terminus ob p numerum imparem erit

p(p—1)(p—2) - _
1-2:3 ... (p—1) =D.

Apparet autem singulos terminos per p esse divisibiles; nam cum p sit
numerus primus et maior quam ullus denominatorum factor, nusquam divi-
sione tolli poterit. Quamobrem si fuerit p numerus primus impar, per illum
semper 2?~'— 1 dividi poterit. Q. E. D.

ALITER

Sl 2771 —1 per numerum primum p dividi potest, dividi quoque poterit
eius duplum 2? — 2 et vicissim. At est

2p=(1+1>p_1+ +10(p 1)_}_@(10-{12)(1;—2)_{_ "‘*‘%"’1‘

b*
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Quae series terminis primo et ultimo truncata dat

p pp—1) , p(p—1)(@—2) p(p 1)
_1_+ e + a8 + -+ +p=27—-2.
Perspicuum autem est istius seriei quemvis terminum per p esse divisibilem,
siquidem p fuerit numerus primus. Quamobrem etiam semper 27 —2 per p
et propterea quoque 2°~'—1 per p dividi poterit, nisi sit p=2. Q. E. D.

4. Cum igitur 2°~' —1 per numerum primum imparem p dividi queat,
facile intelligitur per p quoque dividi posse hanc formulam 27*#-9 —1 deno-
tante m numerum quemcunque integrum. Quare sequentes formulae quoque
omnes 4#~'—1, 8~'—1, 16°~'—1 etc. per numerum primum p dividi
poterunt. Demonstrata igitur est veritas theorematis generalis pro omnibus
casibus, quibus a est quaevis binarii potestas et p quicunque numerus primus
praeter binarium.

5. Demonstrato nunc hoc theoremate eius ope sequens quoque demon-
strabimus

THEOREMA

Denotante p nuwmerwm primum quemcunque praeter 3 per illum semper haec
formula 3?~'— 1 dividi poterit.

DEMONSTRATIO

Si 3#~'—1 per numerum primum p excepto 3 dividi potest, tum 37— 3
per p dividi poterit, quoties p fuerit numerus primus quicunque, et vicissim.
Est vero

3P=(1+2)p 1+p 2+p(p 1) 4_]_1’(1’11;(1; 2) 8+ +.p Qr— 1+2p

cuius seriei singuli termini praeter primum et ultimum per p dividi poterunt,
si quidem p fuerit numerus primus. Per p igitur dividi potest ista formula
37 — 2?2 —1, quae aequalis est huic

3 —3 —27 4 2.

At 27 — 2 semper per p numerum primum dividi potest; ergo etiam 3? — 3.
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Quare 3°~'—1 semper per p dividi potest, quoties p fuerit numerus primus
excepto 3. Q. E. D.

6. Eodem modo ulterius progredi liceret ab hoc ipsius @ valore ad sequen-
tem unitate maiorem. Sed quo demonstrationem generalis theorematis magis
concinnam magisque genuinam efficiam, sequens praemitto

THEOREMA

Denotante p numerum primum si a® — a per p dividi potest, tum per idem p
quoque formula (a + 1) —a — 1 dividi poterit.

DEMONSTRATIO

Resolvatur (1 4 @)? consueto more in seriem; erit

—1 —-1)(p—2
(At ap=142a+ 20D 2O=DO=D ey L Py g,
cuius seriei singuli termini per p dividi possunt praeter primum et ultimum,
si quidem p fuerit numerus primus. Quamobrem (1 4 a)” —a? — 1 divisionem
per p admittet; haec autem formula congruit cum hac (14a)*—a—1—a?+a.
At o”—a per hypothesin per p dividi potest, ergo et (1+a)*—a—1. Q. E.D.

7. Cum igitur, posito quod a” — a per p numerum p-imum dividi queat,
per p quoque haec formula (¢ + 1) —a—1 divisionem admittat, sequitur
etiam (@ 4 2)* —a —2, item (a + 8)* —a —3 et generaliter (a + b)* —a —b
per p dividi posse. Posito autem a =2, quia 2* —2, uti iam demon-
stravimus, per p dividi potest, perspicuum est formulam (b - 2 —b—2
divisionem per p admittere debere, quicunque integer numerus loco b substi-
tuatur. ~

Metietur ergo p formulam a’—a et consequenter etiam hanc!) a?~'—1,
nisi fuerit @ —p vel multiplo ipsius p. Atque haec est demonstratio gene-
ralis theorematis, quam tradere suscepi.

1) In editione principe manuscripti verba a?—a et consequenter etiam hamc omissa sunt. F.R.
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DEMONSTRATIONES

Commentatio 98 indicis ENESTROEMIANL
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 10 (1738), 1747, p. 125—146

Theoremata arithmetica, cuiusmodi FermATIUS aliique plurima detexerunt,
e0 maiore attentione sunt digna, quo magis eorum veritas est abscondita et
demonstratu difficilis. FerMaTIvs quidem satis magnam talium theorematum
copiam reliquit, nusquam autem demonstrationes exposuit, etiamsi firmiter
asserat sibi de eorum veritate certissime constare. Maxime igitur dolendum
est eius scripta adeo periisse, ut etiamnum omnes demonstrationes ignorentur.
Similis quoque est ratio propositionum in vulgus notarum, quibus neque
summam neque differentiam duorum biquadratorum quadratum constituere
posse asseritur; quamvis enim de earum veritate nemo dubitet, tamen nus- ’
quam extat demonstratio, quantum mihi quidem constat, rigida, praeter
libellum quemdam a FrenicLio olim editum, cuius titulus est Traité des
triangles rectangles en mombres.’) Demonstrat autem hic Autor inter alia in
nullo triangulo rectangulo, cuius latera rationalibus exprimuntur numeris,
aream posse esse quadratum?), unde facile veritas memoratarum propositionum
de summa et differentia duorum biquadratorum deducitur. Sed ista demon-
stratio tantopere proprietatibus triangulorum est involuta, ut, nisi summa

1) B. FrénicLe pe Bessy (1605—1675), Traité des triangles rectangles en nombres, Paris
1676; Mém. de 'acad. d. sc. de Paris (1666—99), t. V, 1729, p. 127 (vide imprimis
p. 174—178).  F. R.

2) Hoc theorema FerMaTiUs iam a. 1659 cum Carcavio communicaverat; vide Ocuvres de
Frruar, +. 1, p. 340, t. 11, p. 431. Vide etiam G. Werrurm, Ein von Frruar herrihrender Beweis,
‘Zeitschr. f. Mathem. 44, 1899, Hist. Abt., p. 4, et G. Exesrrorm, Biblioth, Mathem. 4;, 1903,
p- 88. F. R. ‘
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attentio adhibeatur, vix perspicue intelligi possit. Hanc ob rem operae pre-
tium fore arbitror, si harum propositionum demonstrationes a triangulis
rectangulis abstraxero easque analytice et clare proposuero. Eo maiorem
autem hoc meum institutum afferet utilitatem, quo plura alia theoremata
multo difficiliora ex iis elici possunt. Huc scilicet pertinet theorema illud -
celebre FerMATH, quo statuit nullum numerum trigonalem esse posse biqua-
dratum praeter unitatem, cuius demonstrationem ex illis fcrmare mihi contigit.”)
Eo difficilior autem ista demonstratio videtur, cum propositio exceptioni ‘sit
obnoxia atque tantum ad numeros integros pertineat; numeris enim fractis
infinitis modis effici potest, ut x+ Y fat biquadratum. Ad hoc igitur ahaque
nonnulla theoremata demonstranda necesse erit lemmata quaedam praemittere,
quibus sequentes demonstrationes innituntur; ante autem monuisse oportet
perpetuo omnes litteras mihi numeros integros designare.

LEMMA 1

Foctum ex duobus pluribusve numeris inter se primis nec quadratum nec
cubus mec wlla alia potestas esse potest, nisi singuli factores sint quadrata vel cubi
vel etusmodi aliae potestates.

Demonstratio huius lemmatis facilis est atque ab Eucrbr?) iam est
tradita, ita ut superfluum foret eam hic exponere.

LEMMA 2

S @’ b fuerit quadratum atque a et b sint numevi inter se primi, erit
a=pp—qq et b=2pq existentibus p et q numeris inter se primis altero pari,
altero impari.

DEMONSTRATIO

Quia est a’+ b” quadratum, ponatur eius radix —a -+ —pi’, ubi fractionem _z%
in minimis terminis pono expressam, ita ut p et ¢ sint numeri inter se primi.
1) Vide p. 51. F.R.

2) Eucumis Elementa (ed. I. L. Hemsere), vol. II, lib. VII prop. 30 (= 32 aliarum
editionum). F. R,
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Facta autem aequatione erit a® - b*=a®+ 2—;1’—4 + 9%1%2 . Unde fit

a:b=pp—qq:2pq.

Numeri autem pp — qq et 2pq inter se vel primi sunt vel communem habent
divisorem 2. Illo igitur casu, quo pp —gg et 2pg sunt numeri inter se
primi, quod accidit, si numerorum p et g alter fuerit par, alter impar, ne-
cesse est, ut sit

a=pp—qq et b=2pg,

quia @ et b numeri ponuntur inter se primi. Casu autem, quo numeri
pp —qq et 2pq communem divisorem habent 2, quod erit, si numerorum p
et q uterque fuerit impar (uterque enim par esse nequit, quia inter se
ponuntur primi), erit a =29 et b—pg. Ponatur autem p - g=—2r et
p—gq=2s; erunt r et s numeri inter se primi eorumque alter par, alter
impar, unde fit

a=2rs et b=rr—ss;

quae expressio, quia cum priore congruit, indicat, si aa - bb fuerit quadratum
et numeri a et b sint inter se primi, alterum eorum esse differentiam
duorum quadratorum inter se primorum, quorum alter par est, alter impar,
alterum vero numerum aequari duplici facto ex radicibus istorum quadra-
torum. Hoc est esse :

a=pp—qq et b=2pq

existentibus p et ¢ numeris inter se primis altero pari, altero impari. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

Si ergo summa duorum quadratorum inter se primorum fuerit quadratum,
alterum quadratum par sit necesse est, alterum vero impar; ex quo sequitur
summam duorum quadratorum imparium non posse esse quadratum.

COROLLARIUM 2

Si ergo aa -+ bb est quadratum, numerorum a et b alter, puta a, erit
impar, alter b vero par. Impar vero a erit — pp —qq et par b= 2pq.
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COROLLARIUM 3

Quia porro numerorum p et ¢ alter est par, alter impar, erit b numerus
pariter par seu per 4 divisibilis. Deinde si nec p nec ¢ fuerit per 3 divisi-
bilis, necesse est, ut vel p —gq vel p + ¢ divisionem per 3 admittat. Unde
sequitur alterum numerorum a et b, quorum quadratorum summa facit qua-
dratum, esse per 3 divisibilem.

COROLLARIUM 4

Cum sit a =pp — qq et b= 2pq, si aa + bb constituat quadratum, facile
intelligitur numeros p et ¢ minores esse.quam @ et b. Quoniam enim est
a={p+q(p—q) erit a>p+gq, nisi p—gq sit =1; atque ob b= 2pgq erit
b maior quam p vel g. Potiore ergo ratione numeri a et b maiores erunt
quam numeri p et g. Fieret quidem a =0, si foret p—g, sed hic casus
locum non habet, quia p» et ¢ ponuntur numeri inter se primi eorumque
alter par, alter impar.

SCHOLION

In demonstratione huius lemmatis ex analogia a:b = PP —qq:2pq ideo
sequitur esse a =pp —qq et b—=2bg, quia a et b sumt numeri inter se
primi pariterque numeri pp —qgq et 2pq. Si enim fuerit a:b—c:d atque
tam numeri @ et b quam numeri ¢ et d sint primi inter se, necesse est, ut
sit a=c¢ et b=d, prout facile ex natura proportionum constat.

LEMMA 3

Si fuerit aa —bb quadratum existentibus a et b numeris inter se primis,

erit @ =pp - qq et vel b=pp— qq vel b= 2pq, ubi numeri p et q sunt inter
se primi eorumque alter par, alter impar.

DEMONSTRATIO

Quia @@ —bb est quadratum, ponatur o —b*=¢* eritque o — b - ¢
atque b et ¢ numeri inter se primi. Cum igitur per Corollarium 1 lemmatis
praecedentis numerorum b et ¢ alter par sit, alter impar, necesse est, ut a
sit numerus impar; b vero vel par erit vel impar.

Lzosmarpr Evirar Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae 6
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Sit primo b impar et ¢ par; erit per lemma praecedens b — pp — g9 et
¢ = 2pq existentibus p et ¢ numeris inter se primis altero pari, altero im-
pari. Hinc autem fit a —pp -+ gq. At si b fuerit par et ¢ impar, erit
b=2pq et ¢—pp — qq, unde denuo fit a = pp + gg. Quocirca si aa —bb
fuerit quadratum, erit '

a=pp-+qq atque vel b=pp —qq vel b=2py.
Q. E. D. ,
’ COROLLARIUM 1

Si ergo differentia duorum quadratorum est numerus quadratus, maius
quadratum debet esse numerus impar, si quidem illa quadrata inter se
fuerint numeri primi. '

COROLLARIUM 2

Simili porro modo intelligitur numeros p et ¢ minores esse quam nu-
meros @ et b, cum sit @ = pp + qq atque b vel = pp —qq vel = 2pq.

COROLLARIUM 3

Si fuerit @@ —bb=cc, unus numerorum a, b, ¢ semper per 5 divisibilis
existit. Nam cum sit a =pp+qq, b=pp — qq et c=2pgq, vel alter nume-
rorum p et g per 5 divisibilis est vel neuter; illo autem casu fit ¢ divisibile
per 5. Hoc vero casu erunt pp et gg numeri eiusmodi formae 5n 41,
ergo vel pp — qq vel pp + qq per 5 divisibile erit.

THEOREMA 1

Summa duorum biquadratorum wt a*-+b* non potest esse quadratum, nisi al-
terum biquadratum evanescat.

DEMONSTRATIO

In theoremate hoc demonstrando ita versabor, ut ostendam, si uno casu
fuerit a* 4+ b* quadratum, quantumvis etiam magni fuerint numeri a et b,
tum continuo minores numeros loco @ et b assignari posse atque tandem ad
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minimos numeros integros perveniri oportere. Cum autem in minimis nume-
ris tales non dentur, quorum biquadratorum summa quadratum constitueret,
concludendum erit nec inter maximos numeros tales extare.

Ponamus ergo a'4-1' esse quadratum atque a et b inter se esse nu-
meros primos; nisi enim primi forent, per divisionem ad primos reduci

possent. Sit ¢ numerus impar, & vero par, quia necessario alter par, alter
impar esse debet. Erit ergo o

aa=pp-—qq et bb=2pq

numerique p et ¢ inter se erunt primi eorumque alter par, alter impar.
Cum autem sit aa = pp — gg, necesse est, ut p sit numerus impar, quia
alias pp — ¢q quadratum esse non posset. Erit ergo p numerus impar et ¢
numerus par. Quia porro 2pgq quadratum esse debet, necesse est, ut tam p
‘quam 29 sit quadratum, quia p et 2¢ sunt numeri inter se primi. Ut vero
pp — qq sit quadratum, necesse est, ut sit

p=mm-tnn et q--Zmn

existentibus 1terum m et n numeris inter se primis eorumque altero pari,
altero impari. Sed quoniam 2¢ quadratum est, erit dmn seu mn quadra-
tum; unde tam m quam » quadrata erunt. Posito erge

m=zxx et n=yy
erit

=+’ =gz 4y,

quod quadratum pariter esse deberet. Hinc ergo sequitur, si a* 4 b* foreb
quadratum, tum quoque z* 4 ¢* fore quadratum; manifestum autem est nu-
meros & et y longe minores fore quam a et b. Pari igitur via ex biqua-
dratis #*4-y* denuo minora orientur, quorum summa esset quadratum, atque
pergendo ad minima tandem biquadrata in integris pervenietur. Cum ergo
non dentur minima biquadrata, quorum summa -efficerst quadratum, palam
est nec in maximis numeris talia dari. Si autem in uno biquadratorum

pari alterum sit —0, in omnibus reliquis paribus alterum evanescet, ita ut
hinc nulli novi casus oriantur. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

Cum igitur -summa duorum biquadratorum non pesset esse quadratum,
multo minus duo biquadrata coniuncta biquadratum efficere poterunt.

6#
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COROLLARIUM 2

Quamquam demonstratio haec tantum ad numeros integros pertinet,
tamen etiam per eam conficitur, ne in fractis quidem duo biquadrata exhi-
. . al b4
beri posse, quorum summa esset quadratum. Nam si -+ .; foret quadra-
tum, tum quoque in integris esset a*n*+ b¢m' quadratum, quod fieri nequit

per ipsam demonstrationem.

COROLLARIUM 3

Ex eadem demonstratione colligere licet non dari eiusmodi numeros p
et ¢, ut p, 2¢ et pp — gq sint quadrata; si enim tales existerent, tum habe-
rentur valores pro a¢ et b, qui redderent a*-?* quadratum; foret namque
a="V(pp—qq) et b=1V2pq.

COROLLARIUM 4

Positis ergo p =2z et 29 =4yy erit pp —qq =o' —4y". Fieri ergo
omnino nequit, ut z*— 4y* sit quadratum. Neque igitur 42*— y* quadratum
esse poterit; foret enim quadratum 162*—4y* qui casus ob 162* biguadratum
ad priorem recidit. |

COROLLARIUM 5

Sequitur hinc etiam ab(a’-+b*) quadratum nunquam esse posse. Ob fac-
tores enim a, b, a4 b® inter se primos singulos quadrata esse oporteret,
quod fieri nequit.

COROLLARIUM 6

Similiter tales etiam numeri inter se primi a et 4 non dabuntur, qui
prdducerent 2ab(aa —bb) quadratum. Sequitur hoc ex Corollario 3, ubi mon-
stratum est non dari numeros p et ¢, ut essent p, 2¢9, pp — gq quadrata.
Haec omnia autem quoque valent pro numeris inter se non primis atque
adeo fractis per Corollarium 2.

THEOREMA 2

Differentia duorum biquadratorum ut a* — b* non potest esse quadratum, nisi
sit vel b=0 vel b= a. ‘
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DEMONSTRATIO

Theorema hoc pari modo demonstrabo quo praecedens. Sint igitur bi-
quadrata iam ad minimos terminos reducta atque ponarius a* —b* esse qua-
dratum; erit ¢ numerus impar, b vero vel par erit vel impar.

CASUS 1

Sit primo b numerus par; erit

a’=pp+qq et b =2pq

existentibus p et g inter se primis eorumque altero p pari, altero ¢ impari.
Ob b*=2pg debebunt ergo 2p et g esse quadrata. Quia porro pp + qq ipsi
@* aequatur, erit ‘

gq=mm—nn et p=2mn

existentibus m et » numeris inter se primis. Cum autem 2p sit quadratum,
erit 4mn, hoc est mn quadratum; adeoque m et » singillatim quadrata.

Factis ergo

2

m=ux' et n=1y’

fiet
g=a"—y

ubi cum numerorum m et » alter sit par, alter impar, erit quoque numero-
rum z et y alter par, alter impar. At ob ¢ quadratum quadratum erit
#*—y*, ubi & erit numerus impar, y vero par. Quocirca si fuerit a*— b
quadratum, quadratum quoque erit #* — y* existentibus = et y longe minori-
bus quam ¢ et . Cum ergo in minimis numeris non dsntur duo biquadrata
differentiam quadratum habentia, nec in maximis dabuntur, saltem casu, quo
‘minus biquadratom est numerus par. Q. E. Unum.

CASUS 2
Sit nunc b numerus impar eritque
@' =pp+qq et ¥—=pp—qq

existentibus p et ¢ numeris inter se primis eorumque altero pari, altero im-
pari. Quia vero pp — gq est quadratum, erit » numerus impar et propterea
g par. Ductis autem o et ¥ in se invicem prodibit ¢%®=p* —g¢%, quae
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expressio per casum primum quadratum esse ideoque ipsi a’b® aequari non
potest. Differentia ergo duorum biquadratorum nullo modo esse potest qua-
dratum, nisi vel ambo sint aequalia vel minus =0. Q. E. Alterum D.

COROLLARIUM 1

Cum sit a* =pp + qq et b* =2pg itemque ¢q=mm —nn et p=2mn
atque porro m=2a et n =1y, erit @’ = (2* + ¢*)’ et V' =42y (a* —y*). Ex
quo habebitur @ = z* + ¢* et b= 2zyV(2* — ¢*).

COROLLARIUM 2

Si ergo in numeris exiguis # et y darentur tales, quorum biquadrato-
ram differentia constitueret quadratum, tum ex iis statim multo maiores
numeri eadem proprietate gaudentes a et b inveniri possent.

COROLLARIUM 3

Hinc clarius perspicitur casum, quo biquadrata vel sunt aequalia vel
alterum = 0, novos casus non praebere; facto enim vel z =y vel y =0 fit
simul b =0, unde vis demonstrationis eo magis percipitur. ‘ ’

COROLLARIUM 4

Ex demonstratione porro sequitur non dari numeros p et ¢ eius indolis,

ut essent 2p, g et pp 4+ gq quadrata. Posito ergo 2p =4xx et ¢ = yy non
poterit esse quadratum ista forma 4z' -+ y*

COROLLARIUM 5

Ex his formulis quoque sequitur nec ab(aa —bb) nec 2ab(aa - bb) un-
quam fieri posse quadrata, id quod non solum valet, si @ et b sint numeri
inter se primi, sed etiam si compositi atque adeo fracti. Fractiones enim

eiusmodi facile ad integros atque integri ad numeros inter se primos redu-
cuntur. '

COROLLARIUM 6

In his igitur duabus propositionibus evictum est sequentes novem ex-
pressiones nunquam fieri posse quadrata:
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L o +0 VI a*—0b*
1I. a* — 40 VI 4a* 4 0*
I 4a*—0b* VIIL. ab(aa — 6b)
IV. ab(aa - bb) IX. 2ab(aa + bd)
V. 2ab(aa — bb) X. 2a* + 20

Decimam expressionem ideo adieci, quia eius veritas mox demonstrabitur.

THEOREMA 3

Summa duorum biquadratorum bis sumta wt 2a* -+ 2b* quadratum esse nequit,
nist it @ =b. ’

DEMONSTRATIO

Pono primo a et b numeros esse inter se primos; nam nisi tales essent,
- formula per divisionem eo reduci posset. Facile autem perspicitur utrumque
numerum a et b esse debere imparem; si enim alter par esset, tum fieret
2a* 4 20" numerus impariter par, qui quadratum esse nequit. Porro haec
forma congruit cum ista (aa + bb)° + (aa — bbY, quam ideo demonstrari
oportet quadratum esse non posse, nisi sit a=>b. At ob a et b numeros
impares erunt o’ +b® et @’ —»* numeri pares, ille quidem impariter, hic
vero pariter par. Perventum ergo est ad hanc formam (?E:g—bbY—I— (““é_@)zy
in qua ““;"bb et “a;bb sint numeri inter se primi, ille impar, iste vero
par; quamobrem si forma proposita esset quadratum, foret

aa+bb
: —=pp—4qq et

a—Dbb
’a 2 =2pq,

unde reperitur of = pp + 2pg — qq et V¥ =pp — 2pg — qq, quarum expressio-
num differentia est

4pq = aa — bb;,
ideoque erit a+b——=?—%’f~’ et a —b=— ?‘;:’rq, unde
R L R S

n m
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Facta autem hac substitutione erit

pp __ nn(mm+nn)  nn(nt—mt)

qq  mm(nn—mm)  mm(nn—mm)?

mm nn
ww PP+ 99 —=pp —qq  atque

Oporteret ergo esse quadratum x*— m*, quod per praecedens theorema fieri
nequit. Q. E. D. ‘

COROLLARIUM 1

Si ergo a et b fuerint numeri impares, etiam 2ab(aa + bb) nequit esse
quadratum; deberent enim a, b et 2aa + 2bb esse quadrata, quod per hoc
theorema fieri nequit.

COROLLARIUM 2

Demonstratio ergo etiam formari potuisset ex formula nona 2ab(aa + bb);
sed ibi numerorum @ et b alter positus erat par, alter impar; quod etiam si
nihil impediret, tamen praestabat peculiarem dare demonstrationem.

COROLLARIUM 3

Hac igitur demonstratione ipsa formulae nonae veritas magis confirma-
tur, cum hinc iam constet 2ab(aa - bb) quadratum esse non posse, etiam si
numeri ¢ et b ambo sint impares.

COROLLARIUM 4

Brevius vero etiam veritas huius theorematis ostendi potest ex forma
(@® + b +(a* — b7, quae ideo quadratum esse nequit, quia (a’+ 0% — (a’ — %)
est quadratum. Fieri autem nequit, ut summa duorum quadratorum sit
quadratum, si eorundem quadratorum differentia fuerit quadratum.- Si enim

tam pp -+ qq quam pp —gqq foret quadratum, quadratum esset p*— g*
quod fieri nequit.

COROLLARIUM 5
Simili modo a* — 6aabb 4 b* quadratum esse nequit. Est enim
a* — 6aabb + b* = (aa — bb)* — 4aabd,

quae est differentia eiusmodi quadratorum, quorum summa facit quadratum.
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COROLLARIUM 6

Atque pari modo a'4 6a%* 4 b* quadratum esse nequit, quia est
= (@’ + b*) + 4aabb, quorum quadratorum summa quadratum esse nequit,
quia eorundem differentia (a* 4 52 — 4aabb est quadratum.

THEOREMA 4

Duplum differentiae duorum biquadratorum wt 2at— 2b* quadratum esse nequit,
wist sit a =b. '

DEMONSTRATIO

Ponamus a et b numeros inter se primos et 2a* — 2b* esse quadratum;

erunt ¢ et b numeri impares. Foret ergo 2(a—b)(a+ b (aa 4 bl) quadratum

ideoque etiam eius pars decima sexta seu (“ - )(“"’ b) (““;"bb) ; qui factores

2
cum sint inter se primi, singuli esse deberent quadrata. Sit ergo

b b
“So=pp et T2 gy;
erit
a=pp+qq et b=qq—pp,
unde fit .
bb
R —p g

Cum igitur p* 4 ¢* quadratum esse nequeat, etiam “a;"'llf ideoque 2a* — 2b*
quadratum esse nequit. Q. E. D. ‘

THEOREMA 5

Neque ma* — m*b* neque 2ma* — 2m*b* potest esse quadratum.

DEMONSTRATIO

Ponamus a et b esse numeros inter se primos atque 7 numerum esse
nec quadratum nec per quadratum divisibilem; si enim. % esset divisibilis per

Lroxnarp: Evieri Opers omnia I2 Commentationes arithmeticae 7
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quadratum, tum factor quadratus per divisionem tolli posset. Ponatur porro
m esse numerum tam ad ¢ quam b primum; erunt ob

ma* — m*b* = m(aa — mbb)(aa 4 mbb)

toti factores inter se primi ideoque singuli esse deberent quadrata. Facto
ergo m—pp deberet (aa — ppbb)aa -+ ppbb) esse quadratum, quod fieri
nequit.

Simili modo ob 2ma* — 2m*b* — 2m(aa — mbb)(aa 4 mbb) atque factores
inter se vel primos vel binarium pro communi mensura habentes erit vel
2m vel m quadratum; priori vero casu facto 2m — 4pp oporteret esse
a* — 4p*b* quadratum, quod pariter fieri nequit. Sin autem m = pp, tum
foret 2a* — 2p*b* quadratum, quod per theorema praecedens fieri nequit.

At si m non fuerit primus respectu ipsius @, ponamus m =7rs atque
4 — rc, ubi notandum est r et s numeros esse inter se primos, quia m
nullum factorem quadratum habere ponitur. Quadrata ergo esse deberent
istae formae risct—r's*b* et 20°sc'—20°s°b* seu r’sc' —rs'bt et 27%sc* —2rs°bh
Ob factores autem harum formularum inter se primos vel rs vel 2rs debe-
rent esse quadrata adeoque 7 et s vel 2s singulatim, unde formulae oriren-
tur, quas quadrata esse non posse iam est ostensum. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

Huiusmodi igitur formae mn(m’a* —n'b*) et 2mm(m’a’* — ") quadrata
esse non possunt, quicunque etiam numeri loco m, n, a et b accipiantur. '

COROLLARIUM 2

Si igitur maa + nbb fuerit quadratum, nec m*naa — mn*bb nec
Iminaa — 2mnibb quadrata esse poterunt. Atque si maa — nbb fuerit qua-
dratum, nec m*maa + mn'bb nec 2m*naa -+ 2mn’bb quadrata esse poterunt.

COROLLARIUM 3

cc—nbb,
i

Ponamus maa -+ nbb = cc; erit m — quadratum ergo esse neque
n(cc - nbb)(cc — 2nbb) neque 2n(cc — nbb)(cc — 2nbb) poterit. Atque si fuerit
m = Ej;—;—@ tum neutra istarum formularum n(cc + nbb)(cc + 2nbb) et

’

2n(cc -+ nbb)(cc + 2nbb) poterit esse quadratum.
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COROLLARIUM 4

Si ponatur ¢ =+ pp + ngq et b=2pgq, sequentes obtmebuntur formulae

n(p* + 6nppgq + nq") et 2n(p*+ 6nppqq + #%¢*)"), quae nullo modo quadrata
effici poterunt.

THEOREMA 6

Neque ma* + m*b* neque 2ma* - 2m*b* potest esse quadratum.

DEMONSTRATIO

Dico primo, si fuerit mp®—mq® quadratum, tum nec mp® + mq*® nec
2mp® 4 2mq’ quadratum ullo modo esse posse; fieret emim vel m*(p* — ¢*)
vel 2m’(p*—¢*) quadratum contra iam demonstrata. Faciamus autem

. . - . 2, o9
mp® —mg* quadratum ponendo radicem eius — L—2%; erit mp 4 mg— 22 =,

b
unde reperitur ¢ — %%Q' Sit igitur p = a® + mb?; erit q— a* — mb?
adeoque p* + ¢" = 2a* - 2m’b". Quadratum ergo esse non poterit primo
mp* + mg* = 2ma*+ 2m*v*, deinde 2mp®-+ 2mg* — dma* + 4m®*b*. Ex his colli-
gitur neque ma* + m*b* neque 2mat 2m’b* quadratum esse posse. Q. E. D.

COROLLARIUM

. v

In his igitur duobus theorematis evictum est nullos numeros in istis
formis ma* 4 m*b* et 2ma* 4 2m*b* posse esse quadratos. In his autem for-
mulis praecedentes omnes continentur.

THEOREMA 7

FERMATIANUM?)
Nullus numerus trigonalis in integris potest esse biquadratum praeter unitatem.

1) Editio princeps nec non Commentationes arithmeticae (ed. P. H. et N. Fuss):
n(p®+6nppgg+niet) et 2n(p®+ 6nppgq + n? 7). Correxit F. R,
2) Hoc theorema FermaTIUs sine demonstratione posuerat in observationibus suis marginali-
bus ad Drorzanruy BacHET primum editis a filio S. FErMATIO in libro, qui inseribitur Diopranzr
Alexa/ndmm Arithmeticorum Ubri sex, et de numeris multangulis liber unus, Cum Commentariis
C. G. Bacrerr V. C. e observationibus D. P. pr Frruar Senatoris Tolosuni. Accessit Doctrinae
Analyticae inventum novum, collectum ex variis eiusdem D. pr Frruar Eipistolis. Tolosae 1670.
Theorema hic tractandum intvenitur in observatione ad problema XX commentarii in ultimam
quaestionem Arithmeticorum DiopHantI, p. 338; Ocuvres de Feryar, t. 1, p. 840. F. R.
7%
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DEMONSTRATIO

Omnis numerus trigonalis hac forma “'i(x—;"—l) continetur. Demonstrandum
ergo hanc formulam f(x.;i) nunquam esse posse biquadratum, siquidem loco
o numeri integri substituantur excepto casu = 1. Notandum autem est vel
# esse numerum parem vel imparem; priori igitur casu %(w + 1), posteriori
vero xx—_—;—l esse debere biquadratum; in quorum factorum utroque bini fac-
tores sunt inter se primi ideoque uterque esse deberet biquadratum. Sit
igitur priori casu % — m* seu x— 2m* debebitque x +1=2m*-4 1 esse bi-
quadratum. Posteriori vero casu sit ”—012'—1 = m, ut sit £ =2m* — 1, quod iti-
dem oportet sit biquadratum. Hanc ob rem biquadratum esse deberet
2m* + 1. Ponatur 2m* -+ 1=n'; erit 4m'=— 2n* F 2; deberet ergo 2n* 2
esse 4mt, hoc est quadratum. Supra autem demonstratum est 2a* 4 20*
adeoque etiam 2n* 4 2 nunquam quadratum esse posse praeter casum 7 = 1.
Posito autem n =1 fit m vel =0 vel =1 atque z vel =0 vel =1. Nullus
igitur numerus integer datur, qui loco » substitutus redderet ?K%":i) biquadra-
tum, praeter casus x= 0 et z=1. Quamobrem in integris nullus extat
numerus trigonalis, qui esset biquadratus, praeter unitatem et cyphram. Q.E.D.

COROLLARIUM 1

Si ponatur' w—w:——x= yt, erit 4zx + 40+ 1=38y' 4+ 1= 2z + 1% Ex quo
sequitur numeris integris loco y substituendis hanc formam 8y* + 1 nunquam
esse posse quadratum praeter casus y =0 et y—1.

COROLLARIUM 2

Si ponatur 8y* + 1 =2, fiet 16y' =2s"—2. Quocirca 22* — 2 nunquam
esse potest biquadratum, quicunque numerus integer loco z substituatur,
praeter casus z=1 et 2=3.

THEOREMA 8

Summa trium biquadratorum, _quo'rum' duo sunt aequalia inter se, sew istius-
modi forma a* 4+ 2b* quadratum esse mequit, misi sit b= 0.
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DEMONSTRATIO

Ponamus- a¢* + 2b* esse quadratum eiusque radicem o’ - ’—Zb?, ubi tam a
et b quam m et » numeri erunt inter se primi. Facta autem aequatione
q _ ‘ q

erit 22’0 = 2mna® + m*b* atque

b? 2mn

@
quae fractio vel simplicissimam iam habet formam vel divisione per 2 ad
simplicissimam erit reducibilis.

Ponamus primo 2mn et 2#° —m® numeros esse inter se primos, quod
evenit, si m sit numerus impar, eritque

B’ =2mn et a®=2n® — mi.

Hic duo evolvendi sunt casus, quorum alter est, si » est numerus impar,
alter, si » est par; illo casu, quo » est impar, manifestum est ob m etiam
imparem 2mn fieri non posse quadratum, hoc vero casu, quo % est numerus
par, fieri nequit @® = 2»n* — m® seu o’ 4 m* = 2%’ ob a et m numeros impares
et 2#° numerum pariter parem.

Habeant igitur 2mn et 2#° — m’ communem divisorem 2, quod accidit,
ii2 m sit numerus p%r, puta m = 2k, eritque » numerus impar; habebitur ergo

4kn 2kn

= ;= — +, ubi 2kn et #* — 2k* numeri erunt inter se primi.
a® 2n% — 4k nt—2k ;

Hinc igitur ob * et &’ pariter inter se primos erit

B'=2kn et a®=n®—2".

At hic 2kn fieri nequit quadratum, nisi sit # numerws par. Sit ergo k
numerus par atque tam » quam 2k debebunt esse quadrasa; fiat igitur » = cc
et 2k = 4dd, ubi erit ¢ numerus impar, hocque facto habebitur

a® = ¢* — 8d*.

Quo igitur investigemus, an ¢*'— 8d* possit esse quadratum, ponamus eius
. 2 .
radicem esse ¢® — Epd” eritque 2¢°d® — pgc® — pP’d® seu

ad _  pg
cc  pp+2qq°

ubi iterum tam ¢ et d quam p et ¢ sunt numeri inter se primi. Hic denuo
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duo casus sunt notandi, sive p sit numerus impar sive par. Sit ergo primo
p numerus impar; habebitur ob pg et pp 4+ 2¢g¢ numeros inter se primos

dd=pqg et cc=pp-+ 2qq.

Necesse ergo est, ut tam p quam g sit quadratum; quamobrem pono p — 2
et ¢ =y° prodibitque :
cc=z*+ 2y*;

quare si a* -+ 2b* esset quadratum, tum quoque foret ' 2y* quadratum
numerique x et y vehementer erunt minores quam a et b; ex iisque denuo
minores inveniri possent, quod in integris fieri nequit. Pro secundo casu,
quo p est numerus par, ponamus p—2r eritque 22— . 2% 7 et

Y 2rr -+ 2qq = 2rr4-qq
ob ¢ imparem erunt gr et 2rr 4 ¢¢ numeri inter se primi. Erit ergo

dd=qr et cc=2rr +‘ qq,

quare numerorum ¢ et r uterque debet esse quadratus; positis itaque ¢ = 2*
et r =y’ fiet |
cc=2y* + 2

unde patet, si a* -4 2b* esset quadratum, tum quoque in numeris longe mi-

noribus fore similem formam z* - 2y* quadratum. Quocirca a* + 2b* quadra-
tum esse nequit, nisi sit b=0. Q. E. D. '

'COROLLARIUM 1

. o bt 2 . ‘ .
Quoniam invemimus ;= ;" — posito a'4 2b* quadrato, sequitur

2mn(2n* — m?) quadratum esse non posse, quicunque etiam numeri loco m et
n substituantur.

COROLLARIUM 2

Factis ergo m — «* et » — y* quadratum non erit haec forma 4y*— 24*
Simili modo posito 2m =42’ et n =y* quadratum non erit haec forma
2y* —4x*. Atque facto m = 2* et 2n = 44® haec formula 8y* — z* quadratum
esse nequit.

COROLLARIUM 3

Si generaliter fiat m = a2® et n =By, prodibit haec formula 2¢8 (26 y*—a’a*)
seu 4ef’y* — 2¢’Gs*, quae nullo modo quadratum esse poterit.
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THEOREMA 9

Si haec forma a* 4+ kb* quadratum esse mom potest, tum etiam haec forma
2ka Pyt — 26 B2 nullo pacto quadratum effici poterit. |

DEMONSTRATIO

| Ponamus formam propositam a* - kb* esse quadratum eiusque radicem
=a® 4 = b? erit kn'b® = 2mmna® + m*H? atque knf"mm, Quia ergo a* -+ kb*
quadratum esse nequit, tum etiam 7%@;,? sen 2mn(lm m?) quadratum esse

non poterit. TFiat m —=ax® et »n—=By*; prodibit 2aB(kBy* — o’a*)
- 2ke*y* — 2¢*B2', quae formula propterea quadratum esse non potest, quicun-
que numeri sive affirmativi sive negativi loco « et @ substituantur. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

Fiat sive « sive @ negativum, ut prodea,t haec forma 2a*Bz* — 2ke 3y,

atque ponatur 2¢’°@ = p’; erit ﬂ = unde illa forma transit in hanc

2 9,82
piat :ﬁ s¥* Quadratum ergo esse néquit haec formula w*— 4ky* posito 4y*
pro myﬂ Ex hac ergo formula ulterius sequitur hanc expressionem

2e° B2 8ka(3'y* quadratum fieri non posse.

COROLLARIUM 2

Ponatur in formula inventa 2kef’y* — 2¢°Ba* 2k = pp, ut sit e = & ﬁ';
transibit illa in hanc p’y* — 47?1 7 #', ex qua sequitur a* — 4kb* quadratum esse

non posse; unde ut ante 20°Bx* 4 8kaB3*y* quadratum esse non poterit.

COROLLARIUM 3
Si ergo a*+ kb* quadratum esse nequit, tum nec haec formula
2kaBy* — 2Bt
o’ Bzt + ka Byt

quadratum esse poterit, quae posterior ex corollariis praecedentlbus sequitur
scribendo 2e loco «.

nec haec
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COROLLARIUM 4

Cum igitur a* - b* non possit esse qua,dratum;_ sequentes binae formulae
Bzt 4+ aBtyt et 2¢3%y* — 2a°B2* quadrata esse omnino non poterunt.

COROLLARIUM 5

Atque quia a' —?* quadratum esse non potest, orientur hae duae novae

formulae o*fBz* — aBy* et 2¢°B2* + 2¢ 3%y, quae nullo modo quadrata reddi
possunt.

COROLLARIUM 6

Quoniam denique a*+ 2b* quadratum esse nequit, istae quoque formulae
o’Bxt + 2Byt et 4aBy* — 20¢°B2* non poterunt effici quadrata.

SCHOLION

Ex iis igitur, quae hactenus demonstravi, prodierunt sex sequentes for-
mulae generaliores, quae nullo modo in quadrata transmutari possunt:

L &*B2* + oy IV. 20°Ba* — 2 8%y*

II. «*B2* — af*y* V. 20°Bz* + 2 3%y*

IIL. «*B2* 4 28y VI 2¢°82* — 4y~
Atque in his sex formulis omnes continentur, quas in praecedentibus
formulis tractavimus. Ex his autem formulis possent, ut iam ante feci, for-
mulae trinomiales elici, quas aeque certum esset quadrata neutiquam reddi

posse; sed iis exhibendis supersedeo ad alia nonnulla theoremata progressurus,
quae circa cubos versantur atque ex istis formulis expediri nequeunt.

THEOREMA 10

Nullus cubus, ne quidem mumeris fractis exceptis, unitate auctus quadratum
efficere potest praeter umicum casum, quo cubus est 8.

DEMONSTRATIO

Propositio ergo huc redit, ut -Z—: + 1 nunquam esse possit quadratum
praeter casum, quo % =2, Quocirca demonstrandum erit hanc formulam
a’b + b* nunquam fieri posse quadratum, nisi sit a = 2b.
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Haec auntem expressio resolvitur in istos tres factores bia+-b)(aa—ab - bb),
qui primo quadratum constituere possunt, si esse posset b(a -+ b) = aa — ab +bb,
unde prodit @ = 2b, qui erit casus, quem excepimus. Pon> autem, ut ulterius
pergam, a 4 b= c¢ seu a=c—b, qua facta substitutione habebitur

be(cc — 3be -+ 3bb),

quam demonstrandum est quadratum esse non posse, nisi sit ¢ = 3b; sunt
autem b et ¢ numeri inter se primi. Hic autem duo o:currunt casus con-
siderandi, prout ¢ vel multiplum est ternarii vel secus; illo enim casu fac-
tores ¢ et cc — 8bc -+ 3bb communem divisorem habebunt 3, hoc vero omnes
tres inter se erunt primi.

Sit primo ¢ non divisibile per 3; necesse erit, ut singuli illi tres fac-
tores sint quadrata, scilicet b et ¢ et cc— 3bc+ 3bb seorsim. Fiat ergo
cc—3be + 8bh = (= b—c), erit

. b __3nn—2mn b 2mn—3nn

vel =R onR
c  Snn—mm ¢ mm — 3nn

cuius fractionis termini erunt primi inter se, nisi # sit multiplum ternarii.
Sit ergo m per 3 non divisibile; erit vel ¢ = 8nn — mm vel ¢ = mm — 3nn
et vel b=3nn —2mn vel b—2mn —3nn. At cum 3nn-—mm quadratum
esse nequeat, ponatur ¢=mm — 3nn, quod qua,dratum fiat radicis m—-—gn

m __3499+pp
hincque oritur — = “epg atque
b _2m_ g 399—3pgtpp
nn n o pq

Quadratum ergo esset haec formula pg(899—3pg-+pp), quae omnino similis est,
propositae bc(3bb — 8bc + cc) et ex multo minoribus numeris constat. At sit m

multiplum ternarii, puta m — 3%; erit % == 2’;:, unde erit vel ¢ = nn — 3kk
vel ¢=238kk— nn; quia autem 3kk —nn quadratum esse nequit, ponatur

— — P — 3aa+ep LAY 1.
¢ = nn — 3kk eiusque radix » k unde fiet - opg SN =3 057
atque

nn n 399 +pp

b 1_%=M+3qq—4ﬂ.

Quadratum ergo esse deberet (pp + 3¢9)(p — g)(p — 3¢). Ponatur p —g =1
et p—8g—wu; erit ¢g=— t—g—” et p— i’;—“ illaque formula abit in hanc
tu(3tt — 3tu 4 uw), quae iterum similis est priori be(36b — 3bc + ce).

Leoxuaror Eurerr Opera omnia I2 Commentationes arithmeticae 8
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Restat ergo posterior casus, quo est ¢ multiplum ternarii, puta ¢ = 3d,
atque quadratum esse debet bd(bdb — 3bd + 3dd); quae cum iterum similis sit
priori, manifestam est utroque casu evenire non posse, ut formula proposita
sit quadratum. Quamobrem praeter cubum & alius ne in fractis quidem
datur, qui cum unitate faciat quadratum. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

Simili modo demonstrari potest nullum cubum unitate minutum esse
posse quadratum; hocque ne quidem in fractis.

COROLLARIUM 2

Hinc sequitur nec 2° 4 y® nec z° — y* esse posse quadrata atque nullum
numerum trigonalem esse cubum praeter unitatem.



DE NUMERIS AMICABILIBUSY

Commentatio 100 indicis ENESTROEMIANI
Nova acta eruditorum 1747, p. 267—269

Problemata, quae circa indolem ac proprietates numerorum versantur, hoc
tempore, quo Analysis mathematica ad multo profundiores speculationes aditum
aperuit, fere penitus a Geometris derelicta videntur ac plerique arbitrantur
contemplationem numerorum nihil prorsus ad augmentum Analyseos conferre.
Verum tamen certe investigatio proprietatum numerorum saepenumero multo
maiorem sagacitatem requirit quam subtilissimae quaestiones geometricae
atque ob hanc ipsam causam quaestiones arithmeticae immerito istis post-
poni videntur. Ac summa quidem ingenia, quibus maxima Analyseos incre-
menta accepta sunt referenda, numerorum affectiones non indignas censuerunt,
in quibus evolvendis plurimum operae et studii collocarent. CarTEsIUM scilicet
constat, etiamsi amplissimis cum universae Philosophiae tum Matheseos medi-
tationibus esset occupatus, tamen non parum in eruendis rumeris amicabilibus
desudasse; quod negotium deinceps ScHoTENIUS maiori studio est persecutus.
Vocantur autem numeri amicabiles duo eiusmodi numeri, quorum alter, si
eius partes aliquotae omnes in unam summam colligantur, alterum producat;
cuiusmodi numeri sunt 220 et 284; prioris enim 220 partes aliquotae seu
divisores ipso minores

1+2+4+5+10—|—11+20+22—|—44‘-|—55+110
summam praebent 284 atque huius numeri 284 partes aliquotae
142444714142

vicissim producunt 220. Nullum autem est dubium, quin praeter hos duos
numeros plures alii atque adeo infiniti dentur, qui eadsm proprietate sint

1) Vide etiam Commentationes 152 et 798 in hoc vol. 2 et in vol. 5 contentas. F. R.
8*



60 DE NUMERIS AMICABILIBUS [267—268

praediti; neque tamen CARTESIUS et post eum ScroTENIUS!) plura quam tria
talium numerorum paria elicuerunt, etiamsi non parum studii ad plura
eruenda impendisse videantur. Ac methodus quidem, qua uterque est usus,
ita est comparata, ut eius ope vix plures numeri amicabiles inveniri queant;
assumserunt enim huiusmodi numeros in his formulis 2"zy et 2"z contineri,
ubi #, y et z numeros primos denotent, quos ita comparatos esse oportet, ut
sit primo z—=axy + 1+ y, tum vero ut sit '@ +y+2)=2y42v+y+1.
Exponenti ergo n successive varios tribuerunt valores ac pro singulis eius-
modi indagaverunt numeros primos z et y, ut posteriori aequationi satisfieret;
qui si simul tales fuerint, ut zy+ x4y praeberet numerum primum, formulae
assumtae 2"zy et 2"z exhibebant numeros amicabiles. Facile autem intelli-
gitur hoc modo ad maiores exponentes » procedendo mox ad tantos numeros
%y + « 4+ y perveniri, qui utrum primi sint necne, discerni amplius nequeat,
cum tabula numerorum primorum ultra 100000 nondum habeatur extensa.?)

Perspicuum autem est hanc quaestionem praeter necessitatem non leviter
restringi, dum numeri amicabiles in his tantum formulis assumtis includi
assumantur. Quod cum perpendissem, vocatis in subsidium nonnullis artificiis
ex natura divisorum petitis plura alia numerorum amicabilium paria sum
adeptus, quorum cum tribus iam notis triginta hic communicabo; eos autem,
quo eorum origo et natura clarius perspiciatur, per factores expressos exhi-
bebo. Sunt igitur numeri amicabiles:

2.5.11 27.191 -

L ° 1L 91383
2. 71 27. 73121
+.93. 47 | :.93.5.13

g [2eee v, [2-28-5-137
2¢. 1151 21.23 . 821

1) R. Descartes (1596—1650), Oeuvres, publiées par Cn. Apau et P. Tannery, t. II, Paris
1898, p. 93—94 (Lettre CXIX de DescarTes b MErsenNe 31 mars 1638); Fr. v. ScHooTeN
(1615—1660), Exercitationum mathematicarum libri quingue, Lugd. Batav. 1657, lib. V sectio IX,
p. 419—426. — Cawrrusius et ScHOOTENIUS haec tria paria numerorum amicabilium exposuerunt
290 — 23.5.11 et 284 — 22.71, 17296 —2*.23.47 ot 18416 =2%.1151, 9363584 —27-191-383
ot 9437056 = 27. 78727. Quorum parium primum iam PyTHAGOREIS cognitum erat (Lamsrrchr in
Nicouacrr arithmeticam introductionem liber ed. H. PisTerLi, Lipsiae 1894, p. 35), secundum FEr-
MATIUS a. 1636 cum amico MERSENNE aliisque mathematicis communicaverat (P. e FErMAT, Varia .
opera mathematica, Tolosae 1679, p. 136; Oeuvres de Frruar, .11, p. 20, 21, 71, £.1V. p. 65,66,67),
tertium a CARTESIO a. 1638 epistola supra laudata amico MErsENNE traditum erat. F. R.

2) Vide notam 3 p. 104. F. R.
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VL {

VIL

VIIL

IX.

XL

XIIL

XTIT.

XIV.

XV.

XVI.

XVIL

32,
32,
.7.18.5-117
3.
3¢,
3.
92,
92,
.5.951
92,
9.
98
9.
2.
9.
9.
o,
9ot
2.
94,
95
9.
9.
25.
9.
9.

22

5.13-11-19
5-13-239

7.13-107

7.13.5-41
.13 251

5.131
17.43

18 - 107
17-79
23.59
23 . 1367
53 - 607
1710303
1671103
19 - 8563
83 - 2039")
17 5119
239 - 383

59 - 1103
79 . 827

37-12671 -
227 . 2111

53 - 10559
19 . 7127

XVIIL {
XIX.
XX.
XXI.
XXIL
XXIIL
XXIV.
XXV.
XXVL
XXVIL
XXVIIL
XXIX.

XXX.

[

Ct v Ov v Ov

- 17
-13

-13

.13 .

.13 .
.18.
.13
-5.31
-5.7-11-29
2.5.7-6)659
2.5.23-29.673

- 31 - 11807
-11-163-191
-7.13-23.79-1103
-7-13-23-11-19 - 367
-47.2609
-11-59.173
-5.23-79.1103
-5.23-11-19 . 367
-5*.11.59 - 179
-5%.17-.19- 359

.79 - 11087
- 383 - 2309

-11.17- 263
-11 - 43107

-H.7.71
-31

-929.
-199

-19.
29 .-

19 -
19 .

-89

11

9

47
31

371583
227 - 263

1) Hos numeros 2%-19-8563 et 2*- 832039 amicabiles non esse annotavit K. Hunrarn,

Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, p. 80.

F. R
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Commentatio 134 indicis ENESTROEMIANI
Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 1 (1747/8), 1750, p. 20—48
' Summarium ibidem p. 35—387

SUMMARIUM

Doctissima haec dissertatio ita comparata est, ut ab harum rerum intelligentibus legi
oporteat, quibus proin ieiuna quaedam recensio parum, ceteris autem lectoribus nihil com-
modi allaturam esse persuasi sumus. Introitus autem viri Celeberrimi in hanc dissertationem
meretur, ut hic in conspectum producatur. Seilicet summos semper Geometras agnovisse
asserit plurimas in natura numerorum praeclarissimas absconditas esse proprietates, quarum
cognitio fines Matheseos non mediocriter esset amplificatura, tametsi iis, qui eas ad Arithmetices
elementa referant, aliter visum nec creditum sit iis aliquid inesse, quod ullam sagacitatem
aut vim Analyseos requirat. Hic FERMATIUM, insignem Geometram, testem adducit, qui dili-
gentius in hoc genere versatus plurima huiusmodi theoremata produxit, quorum veritas
evicta videtur, quamvis eius lateat demonstratio.

Sicque utique attentionem meretur, quae porro proponit in Mathesi pura, in Arith-
metica scilicet, quae tamen prae reliquis Matheseos partibus maxime pertractata et perspecta
haberi soleat, dari tales veritates, quas cognoscere, non autem demonstrare valeamus, cum
nulla in Geometria occurrat propositio, cuius veritas sive falsitas firmissimis rationibus
evinci nequeat. ’

Porro demonstrat in Arithmetica, ubi numerorum natura perpenditur, omnium ab-

strusissimas contineri veritates, quoniam veritas eo magis abstrusa censenda, quo minus ad
eius demonstrationem aditus pateat.

Nec eum moratur summorum Mathematicorum auctoritas veritates huiusmodi prorsus
esse steriles et haud dignas, in quarum investigatione opera collocetur, quandoque pro-

nuntiantium. Quoniam, praeter quod omnis cognitio veritatis per se excellens sit, etiamsi
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ab usu populari abhorrere videatur, etiam veritates omnes, quas nobis cognoscere licet, ita
inter se esse conmexas, ut nulla sine temeritate tanquam prorsus imutilis repudiari possit.
Accedit, si vel maxime propositio quaedam demonstrata nihil ad utilitatem praesentem con-
ferre videatur, quod tamen methodus, qua eius vel veritas vel falsizas eruitur, plerumque
viam ad alias veritates utiliores cognoscendas patefacere soleat.

Haud ergo inutiliter operam ac studium in indagatione demonstrationum quarundam
propositionum se impendisse confidit Cel. Auctor, quibus insignes circa divisores numerorum
proprietates continentur.

Neque enim hanc de divisoribus doctrinam omni carere usu, sed nonnunquam in
Analysi non contemnendam praestare utilitatem affirmat. Non dubitat porro Vir Cel
methodum ratiocinandi, qua usus est, in gravioribus aliis investigationibus aliquando non
parum subsidii afferre posse. ' v

Propositiones, quas hic demonstratas exhibet, divisores numerorum respiciunt in hac
formula a*+4b" contentorum, quarum nonnullae iam ab ante memoraso FERMATIO, sed sine
demonstratione, sunt publicatae.

De cetero ommnes alphabeti litteras hic eonstanter numeros integros indicare monet.

Ex reliquis elegantibus meditationibus breviter notamus demonstrationem theorematis
quinti sibi peculiarem esse, prouti § 20 ipse asserit Cel. Auctor.

Porro, quod § 24, 28, 31, 32 et 38 compendia quaedam insignia adducat quodque
citatum § 32 problema difficillimum FERMATH, quo numerus primus dato maior quaerebatur,
adhuc manere insolutum affirmet et tandem, quod veritates nonnullas, quas nosse, non autem
* demonstrare licet, § 59 et 69 et alias nondum ex omni parte demonstratas § 63 et 66
adducat.

‘Quovis tempore summi Geometrae agnoverunt in natura numerorum
plurimas praeclarissimas proprietates esse absconditas, quarum cognitio fines
Matheseos non mediocriter esset amplificatura. Primo quidem intuitu doctrina
numerorum ad Arithmeticae elementa referenda videtur atque vix quicquam
in ea inesse putatur, quod ullam sagacitatem aut vim Analyseos requirat.
Qui autem diligentius in hoc genere sunt versati, non solum veritates demon-
stratu difficillimas detexerunt, sed etiam eiusmodi, quarum certitudo percipiatur,
etiamsi demonstrari nequeat. Plurima huiusmodi theoremata sunt prolata
ab insigni Geometra FERMATIO, quorum veritas, quamvis demonstratio lateat,
non minus evicta videtur. Atque hoc imprimis omnem attentionem meretur
in Mathesi adeo pura eiusmodi dari veritates, quas nobis cognoscere liceat,
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cum tamen eas demonstrare non valeamus; atque hoc adeo in Arithmetica
usu venit, quae tamen prae reliquis Matheseos partibus maxime pertractata
ac perspecta haberi solet; neque facile affirmare ausim, an similes veritates
in reliquis partibus reperiantur. In Geometria certe nulla occurit propositio,
cuius vel veritas vel falsitas firmissimis rationibus evinci nequeat. Cum igitur
quaevis veritas eo magis abstrusa censeatur, quo minus ad eius demonstra-
tionem aditus pateat, in Arithmetica certe, ubi natura numerorum perpen-
ditur, omnium abstrusissimas contineri negare non poterimus. Non desunt
quidem inter summos Mathematicos Viri, qui huiusmodi veritates prorsus
steriles ideoque non dignas iudicant, in quarum investigatione ulla opera
collocetur; at praeterquam quod cognitio omnis veritatis per se sit excellens,
etiamsi ab usu populari abhorrere videatur, ommnes veritates, quas nopis
cognoscere licet, tantopere inter se connexae deprehenduntur, ut nulla sine
temeritate tanquam prorsus inutilis repudiari possit. Deinde etsi quaepiam
propositio ita comparata videatur, ut, sive vera sit sive falsa, nihil inde ad
nostram utilitatem redundet, tamen ipsa methodus, qua eius veritas vel fal-
sitas evincitur, plerumque nobis viam ad alias utiliores veritates cognoscendas
patefacere solet.

Hanc ob rem non inutiliter me operam ac studium in indagatione
demonstrationum quarundam propositionum impendisse confido, quibus in-
signes circa divisores numerorum proprietates continentur. Neque vero haec
de divisoribus doctrina omni caret usu, sed nonnunquam in Analysi non
contemnendam praestat utilitatem. Imprimis vero non dubito, quin methodus
ratiocinandi, qua sum usus, in aliis gravioribus investigationibus aliquando
non parum subsidii afferre possit.

Propositiones autem, quas hic demonstratas exhibeo, respiciunt divisores
numerorum in hac formula a” 4 3" contentorum, quarum nonnullae iam ab
ante memorato FErMATIO, sed sine demonstratione, sunt publicatae.’) Quoniam
igitur hic perpetuo de numeris integris sermo instituetur, omnes alphabeti
litterae hic constanter numeros integros indicabunt.

1) Vide Commentationem 54 huius voluminis. F. R.
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THEOREMA 1

1. Si p fuerit numerus priMus, omnis numerus in hac forma (a -+ b)? — a? —b?
contentus divisibilis erit per p.

DEMONSTRATIO

Si binomium (& + 5)* modo consueto evolvatur, erit

(@ +0)7 =0t + Lar1p 4 O goose | 2@ D@) oy

+ p(p—1)(p—2)

. ;1
o3 a!’»bp—s__i_ p(,f2 )asz—2_|_ %abp—l_}_bp;

qua expressione substituta binisque terminis, qui easdem habent uncias,
coniunctis erit

(@+b)f —a? —b* = %ab(a"""’ + 0278 + p—(f'__Tl)a”b*(a,”“ +‘b"“)

+ P(P:.lggz:;—?)asba(ap—s_l_ b7 + P(Z’f:;).(5.'?".21(17—3_)“454@17—8_{_bp—a)_I_etc.
Hic primo notandum est omnes uncias, quamquam sub forma fractionum
apparent, nihilominus esse numeros integros, cum exhibeant, uti constat,
numeros figuratos. Quaelibet ergo uncia, cum factorem habeat p, divisibilis
erit per p, nisi is alicubi per factorem denominatoris vel prorsus tollatur
vel dividatur. At ubique omnes factores denominatcrum minores sunt
quam p, quia adeo non ultra % »p crescunt, ideoque factor numeratorum p
nusquam per divisionem tollitur. Deinde cum p4 sit per hypothesin numerus
primus, is nusquam per divisionem minuetur. Quocirca singulae unciae
22 (ffgl), 2 '1'_12).(1;'"1) etc. hincque tota expressio (a + b)? —a® —b? per-
petuo per numerum p, siquidem fuerit numerus primus, erit divisibilis.
Q. E. D.

COROLLARIUM 1

2. Si ergo ponatur a =1 et b=1, erit 2? — 2 semper divisibilis per p,
si quidem fuerit p numerus primus. Cum igitur sit 2 — 2 — 22771 —1),

Lroxmarpr Evierr Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae 9
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alterum horum factorum per p divisibilem esse oportet. At nisi sit p =2,
prior factor 2 per p non est divisibilis; unde sequitur formam 277" —1 per-
petuo per p esse divisibilem, si p fuerit numerus primus praeter binarium.

COROLLARIUM 2

3. Ponendis ergo pro p successive numeris primis erit 2 —1 divisibile
per 3, 2t —1 per 5, 2°—1 per 7, 2'°—1 per 11 etc., quod in minoribus
numeris per se fit perspicuum, in maximis autem aeque erit certum. Sic
cum 641 sit numerus primus, iste numerus 2*° —1 necessario per 641 erit
divisibilis, seu si potestas 2™ per 641 dividatur, post divisionem supererit
residuum = 1.

THEOREMA 2

4. Si utraque harum formularum a® —a et b® —b fuerit divisibilis per
numerum primum p, tum quoque ista formula (a—}—b)”— a — b divisibilis erit per
eundem numerum primum p.

DEMONSTRATIO

Cum per §1 (a - b)? —a* —b? sit divisibilis per numerum p, si fuerit
primus, atque hic formulae a? —a et b* —b per p divisibiles assumantur,
erit quoque summa istarum trium formularum, nempe (a4 b)® —a —b,
per p, si fuerit numerus primus, divisibilis, Q. E. D.

COROLLARIUM 1

5. Si ponatur b=1, cum 17 —1=0 sit divisibile per p, sequitur, si
formula a? —a fuerit divisibilis per p, tum quoque formulam (a-+1)’—a—1
fore per p divisibilem.

COROLLARIUM 2

6. Cum igitur assumta formula a? —a per p divisibili sit quoque for-
mula (& + 1)’ —a —1 per p divisibilis, simili modo in eadem hypothesi erit
haec quoque formula (¢ 2)?—a—2 hincque porro haec (a4 3)*—a—3 ete.
atque generaliter haec ¢? — ¢ divisibilis per p.
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THEOREMA 3

. S p fuerit numerus primus, ommis numerus huius formae c® —c per p
erit divisibilis. :
DEMONSTRATIO

Si in § 6 ponatur a =1, cum sit a? —a—0 per p divisibilis, sequitur
has quoque formulas 2? —2, 87 —3 47 _4 ete. et generatim hanc ¢ —¢
fore per numerum primum p divisibilem. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

8. Quicunque ergo numerus integer pro ¢ assumatur, dsnotante » numerum
primum omnes numeri in hac forma ¢® — ¢ contenti erunt divisibiles per p.

COROLLARIUM 2

9. Cum autem sit ¢? — ¢ =¢(c*~*—1), vel ipse numerus ¢ vel ¢?~'—1
divisibilis erit per p. Utrumque autem simul per p divisibilem esse non posse
manifestum est. Quare si numerus ¢ non fuerit divisibilis per p, haec forma
c?~'—1 certe per p erit divisibilis.

COROLLARIUM 3

10. Si ergo p fuerit numerus primus, omnes numeri in hac forma con-
tenti a?~'—1 erunt divisibiles per p exceptis iis casibus, quibus ipse numerus
@ per p est divisibilis.)

THEOREMA 4

11. 8 neuter numerorum a et b divisibilis fuerit ber numerum primum p,
tum ommnis numerus hwius formae a®~'— b*~' erit divisibilis per p.

DEMONSTRATIO

Cum neque ¢ neque b sit divisibilis per p atque p denotet numerum
primum, tam haec forma a?~! —1 quam haec b*~'—1 erit divisibilis per p.
Hinc ergo quoque differentia istarum formularum a?—* — b*=! erit divisibilis
per p. Q. E. D. ‘

o :
1) Aliae huius theorematis Fermariant demonstrationes inveniuntur in Commentationibus 54

et 262 (§ 49) huius voluminis. Vide etiam notam 2 p. 34. F. R.
9*
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COROLLARIUM 1

12. Cum omnis numerus primus praeter binarium, cuius ratio dividendi
per se est manifesta, sit impar, ponatur 2m 41 pro p atque perspicuum
erit omnes numeros in hac forma a*™ —3'™ contentos esse divisibiles per
p=2m -+ 1, siquidem neque a neque b seorsim fuerit per 2m -+ 1 divisibilis.

COROLLARIUM 2

13. Quia b non est divisibilis per 2m -+ 1, etiam '™ et 2™ non divi-
sibile erit per 2m + 1. Quare si 2b°" addatur ad formulam @™ —b'", quae
est divisibilis per 2m 41, prodibit formula &*" + b*", quae per 2m -1 non
erit divisibilis, nisi uterque numerus a et b seorsim per 2m - 1 sit divisibilis.

COROLLARIUM 3

14. Quoniam ob 2m numerum parem formula a?™ — b*™ factores habet
(a™ —b™)(a™ 4 b"), necesse est, ut horum factorum alter sit divisibilis per
9m -+ 1; ambo autem simul per numerum 2m -+ 1 divisibiles esse nequeunt.
Quare si 2m -+ 1 fuerit numerus primus et neque & neque b divisibile sit per
2m + 1, tum vel " —b™ vel a™ + b erit divisibile per 2m -+ 1.

.COROLLARIUM 4
15. Si m sit numeruslpar, puta = 2x, atque a™—b™ seu a'*—b*" divi-

sibilis per 2m + 1 =4n + 1, tum ob eandem rationem vel a"—b" vel a4 b"
divisibile erit per numerum primum 47 + 1.

THEOREMA 5

16. Summa duorum quadratorum aa -+ bb per nullum nwmerum primum
huius formae 4n — 1 unquam dividi potest, nisi ubriusque radiz seorsim a et b sit
divisibilis per 4n — 1. ' ' ’

DEMONSTRATIO

Si 4n — 1 fuerit numerus primus neque & et b per illum sint divisibiles,
tum @*"~? —b*"~% erit divisibile per 4n —1 (§11) hincque ista formula
@*"=% 4 b**~? pon erit divisibilis per 4n — 1 [§ 13] neque propterea ullus eius
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factor. At cum 4n—2-=2(2n—1) sit numerus impariter par, formula
a*"~? 4 b*"~* factorem habet aa - bb; quare fieri nequit, ut iste factor
aa + bb, hoc est ulla duorum quadratorum summa, sit divisibilis per 4n — 1.
Q. E. D.9

COROLLARIUM 1

17. Cum omnes numeri primi vel ad hanc formam 4# + 1 vel ad hanc
4n — 1 revocentur, si 4% —1 non fuerit numerus primus, divisorem habebit
formae 4% —1; namque ex meris numeris formae 4n 4 1 nunquam numerus
formae 4n —1 resultare potest. Quare ¢um summa duorum quadratorum
per nullum numerum primum formae 4% —1 dividi possit, per nullum quoque
numerum ejusdem formae 4n — 1, etiamsi non sit primus, dividi poterit.

COROLLARIUM 2

18. Summa ergo duorum quadratorum aa 4 bb per nullum numerum

huius seriei
3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35 etc.

est divisibilis. Omnes ergo numeri primi praeter binarium, qui unquam
divisores esse possunt summae duorum quadratorum, continentur in hac

forma 4n+ 1, siquidem numeri a et b inter se communem divisorem non
habent.

COROLLARIUM 3

19. Cum omnis numerus sit vel primus vel prcductum ex primis,
summa duorum quadratorum nullum numerum primum pro divisore habebit,
nisi qui contineatur in hac forma 4 4 1. Divisores ergo primi summae
duorum quadratorum continebuntur in hac serie

2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97 etc.

SCHOLION

20. Quod numerus huius formae 47 — 1 nunquam possit esse summa
duorum quadratorum, facile intelligitur. Numeri enim quadrati vel sunt
pares vel impares; illi in hac forma 4a, hi vero in hac 4b 4+ 1 continentur.

1) Alia huius theorematis demonstratio invenitur in Commentations 242 (§ 70) huius volu-
minis. F. R,
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Quare ut summa duorum quadratorum sit numerus impar, alterum par,
alterum impar esse oportet; hinc oritur forma 4a 4- 45 4 1 seu 4% + 1 ideoque
nullus numerus huius formae 4#» —1 summa duorum quadratorum esse potest.
Quod vero summa duorum quadratorum ne divisorem quidem formae 4n —1
admittat, ab omnibus scriptoribus methodi DIOPHANTEAE semper est affirmatum;
nemo autem unquam, quantum mihi constat, id demonstravit excepto Fer-
MaTIO!), qui autem suam demonstrationem nunquam publicavit, ita ut mihi
quidem videar primus hanc veritatem publice demonstrasse: Nullum numerum
vel huius formae 4n —1 vel per numerum eiusdem formae divisibilem wnquam
esse posse summam duorum quadratorwm. Hinc ergo sequitur omnem summam
duorum quadratorum inter se primorum vel esse numerum primum vel binario
excepto alios divisores non habere, nisi qui in forma 47 + 1 contineantur.

THEOREMA 6

21. Ommes divisores summae duorum biquadratorum inter se primorum sunt
vel 2 vel numeri huwius formae 8n -+ 1.

DEMONSTRATIO

Sint a* et b* duo biquadrata inter se prima; erit vel utrumque impar
vel alterum par et alterum impar; priori casu summae a* - b* divisor erit 2, .
utroque vero casu divisores impares, si qui fuerint, in hac forma 4n 4+ 1
continebuntur. Cum enim biquadrata simul sint quadrata, nullus divisor
formae 4% — 1 locum invenit (§ 16). At numeri 4n 41 vel ad hanc formam
8%+ 1 vel ad hanc 8 — 3 revocantur. Dico autem nullum numerum formae

1) P. pe Fermar, Varia opera mathematica, Tolosae 1679, p. 161 (Lettre de FermaT &
RoBERvAL [aotit 1640]); Ocuvres de Frruar, t. 11, p. 202. Verisimile est iam Diopnantum theo-
rema hic tractatum cognosse. Vide quaestionem XII libri V Diopmantr Arithmeticorum (Opera
ommia ed. P. TaxNERY, vol. I, Lipsiae 1893, p. 332; Die Arithmetik und die Schrift iiber Polygonal-
zahlen des Diopmantus von Alevandria. Ubersetzt und mit Anmerkungen begleitet von G. WerT-
mEm, Leipzig 1890, p. 206) nec non Fermarm observationes ad commentarium BacmET! in hane
quaestionem, p. 214 et 225 editionis supra (nota 2 p. 51 huius voluminis) commemoratae; Oeuvres
de Feruar, t. 1, p. 312 et 818. Vide etiam F. Casorr, On Micurr Rorie’s book ,Methode pour
résoudre les egalitez” and the history of ,Rorrr’s theorem Biblioth. Mathem. 11, 1910/11,
p- 300, imprimis p. 311—313. F. R
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8n -—— 3 esse posse divisorem summae duorum biquadratorim. Ad hoc demon-
strandum sit primo 8% — 3 numerus primus atque per eum divisibilis erit
haec forma a®*~*—3**~* unde haec forma a*"~* 4 b**~* per numerum 8n — 3
prorsus non erit divisibilis [§13], nisi uterque numerus a et » seorsim divisionem
admittat, qui casus autem assumtione, quod ambo numeri a et b sint inter
se primi, excluditur. Cum igitur forma a®"~*-4 %"= @*@*~9  p*G»=Y dividi
nequeat per 8n — 3, nullus quoque eius factor per 8» — 3 dividi poterit. At
ob 2» —1 numerum imparem illius formae factor erit a* 4 0%, qui ergo per
nullum numerum primum formae 8% — 3 dividi potest. Hinc omnes numeri
primi praeter binarium, qui unquam formam a*-+ b* divident, erunt huius-
modi 8% 4+ 1. Ex multiplicatione autem duorum pluriumve talium divi-
sorum nunquam numerus formae 8w —38 oritur; ex quo sequitur nullum
prorsus numerum huius formae 8n —3, sive sit primus sive compositus,
summam duorum biquadratorum inter se primorum dividere. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

22. Cum omnes numeri impares in una harum quatuor formarum con-
tineantur 8»-4-1 et 8w+ 3, praeter numeros in forma prima 8» -1 contentos
nullus alius poterit esse divisor summae duorum biquadratorum.

COROLLARIUM 2

23. Omnes ergo divisores primi summae duorum biquadratorum inter
se primorum erunt vel 2 vel in hac serie contenti

17, 41, 73, 89, 97, 113, 137, 193 ete.,

quae complectitur omnes numeros primos formae 8x 4 1.

COROLLARIUM 3

24. Si quis ergo numerus, puta N, fuerit summa duorum biquadratorum,
tum is vel erit primus vel alios non habebit divisores, nisi qui in forma
8n + 1 contineantur; unde investigatio divisorum mirum in modum contra-
kitur,
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COROLLARIUM 4

25. Nullus igitur numerus, qui divisorem habet non in forma 8» 41
contentum, erit summa duorum biquadratorum, nisi forte habeat quatuor
divisores aequales, qui autem in consideratione biquadratorum reiici solent.

THEOREMA 7

26. Ommes divisores huiusmodi mumerorum a° 4-b° si quidem a et b sunt
numers inter se primi, sunt vel 2 vel in hac forma 16n 4 1 continentur.

DEMONSTRATIO

Quia @® et * simul sunt biquadrata, eorum summa a® -3 alios non
admittet divisores, nisi qui in forma 8» 41 contineantur. At numeri in hac
forma 8»n 4 1 contenti sunt vel 16% 41 vel 16# — 7. Sit 16%# — 7 numerus

primus ac per eum dividi non poterit forma a¢'"~®4 %"~% (§ 13) seu
@@~V | p¥@-Y peque propterea ullus eius factor. Verum ob 2#—1 numerum
imparem haec forma divisorem habet @’ °, quae ergo per nullum numerum
primum 167 — 7 erit divisibilis ac propterea alios divisores primos habere
nequit, nisi qui in forma 16% -1 contineantur. Ex multiplicatione autem
duorum plurinmve huiusmodi numerorum 16# 4 1 perpetuo productum
eiusdem formae nascitur neque unquam numerus formae 16% — 7 resultare
potest. Unde cum nullus numerus formae 16n —7 divisor ipsius a® -+ b°
existere possit, necesse est, ut omnes huius formae o’ + b* divisores, si quos

habet, sive sint primi sive compositi, perpetuo in hac formula 16n + 1 con-
tineantur. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

27. Nullus igitur numerus, qui in hac forma 16% + 1 non includitur,
unquam esse potest divisor summae duarum potestatum octavi gradus inter
se primarum.

COROLLARIUM 2

28. Si quis ergo voluerit numeri cuiuspiam huius formae a®-4-b* divi-
sores investigare, is divisionem per nullos alios numeros primos nisi in hac
forma 167 -4 1 contentos tentet, cum demonstratum sit omnes reliquos
numeros primos huius formae divisores esse non posse.
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THEOREMA 8

29. Summa duarum hwiusmodi potestatum ¥ 4 b*", quarum exponens est
dignitas binarii, alios divisores non admittit, wisi qui contineantur in hac forma
2"ty - 1.

DEMONSTRATIO

 Quemadmodum demonstravimus omnes divisores formae a®--3? in hac
forma 4n -+ 1 contineri hincque ulterius divisores omnes formae a* 4+ b* in
8n+1 et formae a®+b® in 16% -1 contineri evicimus, ita simili modo
ostendi potest formam a'® - 5'® nullos alios divisores admirtere nisi in formula
32n + 1 contentos. Dehinc porro intelligemus formas a4 b%, a™ -1 b% ete.
alios divisores habere non posse, nisi qui in formulis 64% -+ 1, 128% - 1 etc.
includantur. Sicque in genere patebit formae a®” --b*" alios non dari divi-
sores, nisi qui in formula 2"*'xn 1 contineantur. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

30. Nullus ergo numerus primus, qui in hac forma 2"*'% -+ 1 non in-
cluditur, unquam esse potest divisor ullius numeri in hac forma o 4 ™"
contenti.

COROLLARIUM 2

81. Divisores ergo huiusmodi numeri @ 4 b* inguisiturus inutiliter
- opéeram suam consumeret, si aliis numeris primis praeter eos, quos forma
2"*1n 4-1 suppeditat, divisionem tentare vellet.

SCHOLION 1

32. Fermarivs affirmaverat, etiamsi id se demonstrare non posse ingenue
esset confessus, omnes numeros ex hac forma 2™+ 1 crtos esse primos?);
hincque problema alias difficillimum, quo quaerebatur numerus primus dato
numero maior, resolvere est conatus. Ex ultimo theoremate autem perspi-
cuum est, nisi numerus 2 -+ 1 sit primus, eum alios divisores habere non

1) Vide Commentationem 26 huius voluminis, F. R.

Leoxmarpr Eviemt Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae 10
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posse praeter tales, qui in forma 2"*'n 41 contineantur. Cum igitur veri-
tatem huius effati FERMATIANI pro casu 2%- 1 examinare voluissem, ingens
hinc compendium sum nactus, dum divisionem aliis numeris primis praeter
eos, quos formula 64n + 1 suppeditat, tentare non opus habebam. Huc igitur
inquisitione reducta mox deprehendi ponendo # =10 numerum primum 641
esse divisorem numeri 2+ 1, unde problema memoratum, quo numerus
primus dato numero maior requiritur, etiamnum manet insolutum.

SCHOLION 2

83. Summa duarum potestatum eiusdem gradus, uti a” + b™, semper habet
divisores algebraice assignabiles, nisi m sit dignitas binarii. Nam si m sit
numerus impar, tum ™+ 4" semper divisorem habet a + b, atque si p fuerit
divisor ipsius m, tum quoque a? + b? formam @™ - " dividet. Sin autem m
sit numerus par, in hac formula 2'p continebitur, ita ut p sit numerus im-
par, hocque casu ¢ 4 b* divisor erit formae " 3" existente m — 2"p.
Atque si p habeat divisorem ¢, tum etiam a¥'1 4 b*¢ erit divisor formae
a™ +b". Quocirca a" -+ b numerus primus esse nequit, nisi m sit dignitas
binarii. Hoc igitur casu, si a™ -+ o™ non fuerit numerus primus, alios divi-
sores habere nequit, nisi qui formula 2m» 4 1 contineantur.

Contra autem si differentia duarum potestatum eiusdem gradus pro-
ponatur a” —b", ea semper divisorem habet @ —b; praeterea vero si expo-
nens m divisorem habeat p, erit quoque a”— b? divisor formae a™—?b". Hinc
si m sit numerus primus, forma @"—?b" praeter a —b alium divisorem
algebraice assignabilem non habebit; quare si a"—b™ fuerit numerus primus,
necesse est, ut m sit numerus primus et @ —b=1. Interim tamen ne his
quidem casibus forma @™ —b" semper est numerus primus, sed quoties
2m 4 1 est numerus primus, per eum erit divisibilis. Praeterea vero etiam
alios divisores habere potest, quos hic sum investigaturus.

THEOREMA 9

34. Si differentia potestatum a™ — b™ fuerit divisibilis per numerum primum
9n + 1 atque p sit mawimus communis divisor numerorum m et 2n, tum quoque
a? —b? erit divisibilis per 2n + 1.
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DEMONSTRATIO

Quia 2% 41 est numerus primus, erit @*" — b*" divisibilis per 2n 4 1,
et cum per hypothesin a” —b™ sit quoque divisibilis per 2% 41, sit
2n =am -+ g seu ¢ sit residuum in divisione ipsius 2% per m remanens; et
cum a"" — b*™ sit quoque per 2# + 1 divisibilis, multiplicetur haec forma
per a’; erit a*"*? —a?b*™ per 2n - 1 divisibilis; at posito am + ¢ pro 2n est
quoque @*"*?—p*"*+? per 2n -1 divisibilis; a qua formula si prior subtra-
hatur, residuum a?d*"— b6*"*?=p*"(a? —b?) quoque per 2# - 1 erit divisibile.
Hinc cum b per hypothesin divisorem 2# -4 1 non habeat, necesse est, ut
a'—b* per 2n -1 sit divisibile. Ponatur porro m = 8¢ + r, et cum utraque
haec formula of?*"— 2" et af?— b’ sit per 2% -+ 1 divisibilis, multiplicetur
posterior per a” et a priori subtrahatur atque residuum ¥?(a” — ) seu
a" — b pariter per 2n -+ 1 erit divisibile. Simili modo patebit, si fuerit
g =y7r s, tum formulam @' —b' per 2% 41 fore divisibilem; atque si per
huiusmodi continuam divisionem valores litterarum ¢, 7, ¢ ¢ ete. investigen-
tur, tandem pervenietur ad maximum communem divisorem numerorum m
et 2n; qui ergo si ponatur = p, erit a? —b? divisibile per 2» 4 1. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

35. Si igitur m fuerit numerus ad 2% primus, maximnus eorum communis
divisor erit unitas, ac propterea si @™ —b™ fuerit divisibile per numerum
primum 2% + 1, tum quoque @ —b per 2% + 1 erit divisibile.

COROLLARIUM 2

36. Si ergo differentia numerorum @ —? non fuerit divisibilis per
2n+1, tum quoque nulla huiusmodi forma a™—b", ubi m est ad 2w
numerus primus, per 2n -4 1 divisibilis esse potest.

COROLLARIUM 3

37. Quodsi ergo m fuerit numerus primus, forma ¢™ — ™ per numerum
primum 2# 41 dividi non potest, nisi m sit divisor ipsius 2%, posito quod
¢ —b non sit divisibile per 2# 4 1.

10%
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COROLLARIUM 4

38. Existente ergo m numero primo haec forma a” —b™ praeter divisorem
a — b alios divisores habere nequit, nisi qui includantur in hac formula m#n 4-1.
Unde divisores numeri cuiuspiam in hac forma a™ — b™ contenti investigaturus
divisionem tantum per numeros primos in forma mn 4 1 contentos tentabit.

COROLLARIUM 5

39. Nisi ergo numerus 2" —1 sit primus existente m numero primo,
alios divisores habere non poterit, nisi qui includantur in hac forma mn 4 1.

COROLLARIUM 6

40. Si ergo m sit numerus primus, divisores formulae " — ™ praeter
a—b, si quidem a et b fuerint numeri inter se primi, continebuntur in hac

serie :
2m+1, 4m+1, 6m+41, 8m+1, 10m+1 etc.,

si hinc numeri non primi expungantur.

THEOREMA 10
41. S formula a” + b divisorem habeat p, tum quoque haec expressio

(@ & ep)” + (b + Bp)" per p erit divisibilis.

DEMONSTRATIO

Si potestates (¢ -+ ep)” et (b4 Bp)* methodo consueta evolvantur, in
utraque serie omnes termini praeter primum divisibiles erunt per p. Scilicet
formula (@ + ap)” + (b 4+ Bp)" abibit in hanc formam

+ o+ ma"tap + -m(m—l) "=2a?p? + ete.
O 4 mbt B+ 2O N gres gt ete).

Unde perépicuum est! si a™ 4 b fuerit divisibile, tum quoque haec forma
(@ 4 ap)” + (b + Bp)" per p erit divisibilis. Q. E. D,
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COROLLARIUM 1

42. Si igitur @™ + 1 fuerit divisibile per p, tum quoque haec formula
(e + ep)”+ 1 per p erit divisibilis. :

COROLLARIUM 2

43. Si a™ 4 b fuerit divisibile per p, tum quoque haec formula
(@ 4 ap)™ 4- b™ vel haec a™ 4 (b + Bp)" per p erit divisibilis.

SCHOLION

-44. Eodem quoque modo generaliter demonstrari potest, si fuerit
Aa™ 4 Bb™ divisibile per p, tum quoque hanc formam A4(a-+-ep)"+ B+ Bp)™
fore per p divisibilem. Haecque veritas aeque locum invenit, sive p sit
numerus primus sive secus. Quin etiam non opus est, ut utriusque potestatis
idem sit exponens m, sed etiamsi essent inaequales, conclusio perinde valebit.
Tum vero quoque, si m fuerit numerus par, ex divisibilitate formulae a™--0™
per numerum p divisibilitas etiam huius formulae (ap 4+ a)" + (8p 4+ b)"
sequitur. Verum haec aliaque similia ex algebrae elementis sponte patent.

THEOREMA 11

45. Si fuerit a=ff+ @2m -+ L)a et 2m -+ 1 numerus primus, tum ista
expressio a™ — 1 erit divisibilis per 2m + 1.

DEMONSTRATIO

Cum sit 2m 4 1 numerus primus, per eum dividi poterit haec formula
f*" —1 seu haec (ff)"—1. Hinc per theorema praecedens quoque ista for-
mula  (ff 4+ 2m 4+ L))" — 1 erit divisibilis per 2m -+ 1. Quare si fuerit
a=ff+(2m-+1)e, formula ¢"—1 per numerum primum 2m -+ 1 dividi
poterit. Q. E. D.

» COROLLARIUM 1 ,
46. Si ergo fuerit vel a=(2m+ L)e +1 vel a— @m+ 1)e+4 vel

a= @m4+1e+9 vel a=2m-+1)a+ 16 vel etc., tum formula a"—1
semper erit divisibilis per 2m 41, si quidem 2m 4+ 1 fuerit numerus primus.
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COROLLARIUM 2

46[a]"). Cum casus, quibus ipse numerus a est divisibilis per 2m + 1 ex-
cludantur, manifestum est in formula ff -+ (2m + 1)« numerum f per 2m + 1
divisibilem esse non posse. Hinc pro / omnes numeri assumi possunt, qui
per 2m + 1 non sint divisibiles.

COROLLARIUM 3

47. Numeri ergo pro f assumendi sunt
Cu+1)k41, @m41)k4-2, @m+1)k+3, ... 2m+ 1)k + m;

in his enim formulis omnes numeri per 2m + 1 non divisibiles continentur.
Hinc sumendis quadratis formae ipsius a, si quidem partes per 2m —|— 1 divi-
sibiles in unam colligantur, erunt sequentes

@m+4+1p+1, Cm+1p+4, Cm+Dp+9, ... 2w+ 1)p+ mm,

quarum numerus est m.

COROLLARIUM 4

48. Ad valores igitur ipsius a inveniendos, ut a™—1 per numerum
2m + 1 fiat divisibile, investigari oportet residua, quae in divisione cuiusque
numeri quadrati per 2m 41 remanent. Si enim r fuerit huiusmodi resi-
duum, erit (2m -+ 1)p + r idoneus valor pro a.

COROLLARIUM 5

49. Omnia haec residua 7 erunt autem minora quam 2m 41, neque
tamen omnes numeri minores quam 2m + 1 erunt valores ipsius », quia
numerus valorum ipsius r maior esse nequit quam m. Dabuntur ergo
semper m numeri, qui pro r adhiberi non poterunt.

COROLLARIUM 6

50. Valores vero ipsius » erunt primo omnes numeri quadrati ipso
2m + 1 minores, tum vero residua, quae in divisione maiorum quadratorum

1) In editione principe falso numerus 46 iteratur. F. R.
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per 2m 41 remanent; neque tamen unquam numerus omnium diversorum
valorum ipsius r maior esse poterit numero m.

SCHOLION

51. Ut usus huius theorematis clarius appareat atque per exempla
numerica illustrari possit, sequentia problemata adiicere visum est, ex quibus
non solum veritas theorematis luculentius perspicietur, sed etiam vicissim
patebit, quoties @ non habuerit valorem hic assignatum, toties formulam
a®—1 non esse divisibilem per 2m -+ 1. Cum igitur haec formula @*™—1
semper sit divisibilis per 2m -+ 1, quoties ¢" —1 divissonem per 2m -+ 1
non admittit, toties a™ 4 1 per 2m + 1 divisibile esse oportebit.

EXEMPLUM 1
52. Invenire valores ipsius a, ut o® —1 fiat divisibile per 5.

Residua, quae ex divisione quadratorum per 5 remanent, sunt 1 et 4;
hinc necesse est, ut sit vel a=5p+1 vel a=5p+ 4 sive a =5p—1.
Priori casu fit aa—1 seu (a—1)(a+1)=5p(Bp+ 2), posteriori autem
= (5p — 2)5p; utroque ergo divisibilitas per 5 perspicitur. Sin autem fuerit
vel a=>5p 4 2 vel a =5p 4 3, neutro casu formula ae — 1 per 5 erit divi-
sibilis.

EXEMPLUM 2
53. Invenire valores ipsius a, ut haec forma a® —1 fiat per 7 divisibilis.

Tria residua, quae in divisione omnium quadratorurn per 7 remanent,
sunt 1, 2, 4. Hinc valores ipsius ¢ sunt Tp+1, Tp+2 et Tp+4; sin
autem fuerit vel a =7p + 3 vel Tp +5 vel Tp - 6, tum -10n formula propo-
sita a® — 1, sed haec a® 1 per 7 fiet divisibilis.

EXEMPLUM 3
54. Invenire valores ipsius a, ut haec forma a®—1 fiat per 11 divisibilis.

Numeri quadrati per 11 divisi dabunt 5 diversa residua, ‘quae sunt
1,3,4,5 9. Hinc formula ¢°—1 per 11 erit divisibilis, si fuerit a =11p 4 r
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denotante » unumquemque ex numeris 1, 3, 4, 5, 9. Sin autem pro a su-
matur quidam ex his numeris 2, 6, 7, 8, 10 multiplo quocunque ipsius 11
auctus, tum a® -1 per 11 erit divisibile.

THEOREMA 12
55. Si fuerit a=[*+ (3m + 1) existente 3m + 1 numero primo, tum haec
forma a™ —1 semper erit per 3m - 1 divisibilis. '

DEMONSTRATIO

Ob 3m + 1 numerum primum erit f*"—1 divisibile per 3m 4 1. At
est f* —1=(f"—1, unde quoque haec formula (f*+ (3m -+ 1)e)" —1 erit
divisibilis per 3m -4 1. Quare si sumatur o= f*+ (83m 4 1)e, tum haec
formula a™ — 1 erit per 3m + 1 divisibilis. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

56. Ad valores ergo ipsius a inveniendos omnia residua, quae oriuntur,
si cubi per 3m -1 dividantur, notari debent. Unumquodque enim horum

residuorum multiplo ipsius 3m + 1 quocunque auctum dabit valorem idoneum
pro a.

COROLLARIUM 2

57. Cum 8m +1 esse debeat numerus primus, necesse est, ut m sit
numerus par, sicque numerus primus 3m -4 1 unitate superabit multiplum
" genarii. Hinc erunt numeri pro m et 3m + 1 adhibendi sequentes:

m=2, 4, 6, 10, 12, 14, 20, 22, 24, 26, 32 etc.,

3m+1="1, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97 etc.

COROLLARIUM 3

58. Si ergo numeri cubici per hos numeros primos 3m -1 dividantur,
sequentia residua remanebunt: '
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Divisores Residua
7 1, 6
13 1, 5, 8 12
19 1,7, 8 11, 12, 18
31 1,2, 4, 8 15, 16, 23, 27, 29, 30
37 1, 6, 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31, 36

ete.

In his residuis primo occurrunt omnes cubi divisoribus minores, deinde si
quodpiam residuum fuerit + pro divisore 3m -1, tum quoque aliud dabitur
residunm =3m 4+ 1 —7; si enim cubus f* dederit residuum r, cubus
(8m 41— ()" dabit residuum — 7 seu 3m + 1 — 7.

SCHOLION

59. Notatu hic dignum est numerum residuorum perpetuo esse = m, si
divisor fuerit — 3m 4 1. Semper ergo dantur tres cubi, quorum radices sint
<3m -1, ex quibus idem residuum resultat. Scilicet hi tres cubi 18, 28, 48
per 7 divisi idem dant residuum —1 et hi tres cubi 2° 5° et 6° per 13
divisi idem dant residuum 8. Praeterea hic notari convenit, si pro a alii
valores praeter hos assignatos capiantur, tum ¢™ —1 ncn esse per 3m +1
divisibile; quod etsi verum esse facile deprehenditur, tamen eius demonstratio
ex praecedentibus non sequitur pertinetque haec veritas ad id genus, quod
nobis nosse, non autem demonstrare licet. His ergo casibus, quibus a™— 1
per 3m -1 non est divisibile, haec formula a*"+ o™+ 1 divisionem admittet.

THEOREMA 13

60. Si fuerit a =f"+ (mn + 1) existente mn-+1 nwmero primo, tum haec
forma a™—1 erit divisibilis per mn + 1.

DEMONSTRATIO

Ob mn + 1 numerum primum erit f™*— 1 divisibile per mn + 1. At est
f"*—1=(f*"—1, unde quoque haec forma (f"+ (mn + 1)e)"—1 erit divisi-
bilis per mn + 1. Quare si ponatur a = f"4 (mn + 1)ee, haec formula a™— 1
per mn 41 dividi poterit. Q. E. D.

" Leoxuarpr Euvierr Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 11
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COROLLARIUM 1

61. Si ergo potestates exponentis # per numerum primum mn -1 divi-
dantur, singula residua vel ipsa vel multiplo ipsius mn -1 quocunque aucta
idoneos praebebunt valores pro a, ut a”—1 fiat per mn 41 divisibile.

COROLLARIUM 2

62. Hinc si ¢”— 1 non fuerit per mn + 1 divisibile, tum valor ipsius «
in hac expressione f*+ (mn+1)a non continebitur seu nulla dabitur potestas
exponentis %, quae per mn 4 1 divisa relinquat a.

SCHOLION

63. Propositionis huius conversa, si omni modo examinetur, quoque vera
deprehenditur; ita ut, quoties a™—1 sit divisibile per mn + 1, toties quoque
valor ipsius @ in formula f" 4 (mn 4 1l)e contineatur; seu toties dabitur po-
testas f”, quae per mn + 1 divisa relinquat @ pro residuo. Ita, cum obser-
~ vassem formulam 2%—1 esse per 641 divisibilem, ob m =64 fiet n = 10,
dabitur quoque potestas dignitatis decimae, quae per 641 divisa relinquat 2.
Atque revera huiusmodi potestatem deprehendi esse 96'. Praeterea vero cum
2% __ 1 non sit divisibile per 641, hoc casu fit m = 32 et »—=20; nulla igitur
datur potestas dignitatis vicesimae, quae per 641 divisa relinquat 2. Veritas
huius posterioris asserti rigorose est evicta, sed adhuc desideratur demonstratio
harum propositionum conversarum: scilicet si a”—1 fuerit divisibile per
numerum primum mn -1, tum quoque semper ¢ esse numerum in hac formula
f*+ (mn + 1)a comprehensum, atque si & non contineatur in formula
f* 4 (mn + 1)e, tum quoque " —1 per mn + 1 divisionem non admittere.”)
Quarum propositionum si altera demonstrari posset, simul veritas alterius
esset evicta. Ceterum theorema hic demonstratum huc redit, ut, quoties
f*—a fuerit divisibile per mn -+ 1, toties gquoque formula &"—1 sit per
mn + 1 divisibilis. - In hoc genere latius patet theorema sequens.

1) Demonstrationem harum propositionum conversarum postea EuLERUS ipse dedit in Com-
mentatione 262 (§ 72) huius voluminis. F. R.
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THEOREMA 14

64. Si fuerit ["— ag" divisibile per numerum primum mn -1, tum quogue
a™—1 erit divisibile per mn + 1.

DEMONSTRATIO

Cum ponatur formula f"— ag" divisibilis per mn 4 1, erit quoque haec
formula f™"—a™g"", quippe quae per illam dividi potest, divisibilis per
mn+1. At cum mn 41 sit numerus primus, per eum divisibilis erit haec
forma f™"— g™, unde quoque differentia g""(@"—1) seu ipsa formula a”—1
per mn+1 erit divisibilis, propterea quod g per mn 1 divisionem admittere
nequeat, nisi simul /" per eundem esset divisibile, qui casus in nostro ratio-
cinio perpetuo excluditur. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

65. Si ergo a”"—1 per mn 1 non fuerit divisibile, tum quoque nulli
dantur numeri f et g, ut haec formula f*»— ag” per mx + 1 fiat divisibilis.

COROLLARIUM 2

66. Si superioris propositionis conversa demonstrari posset, tum quoque
evictum foret, quoties /" —a per mn -1 dividi nequeat, tum ne hanc quidem
formulam f"— ag" divisionem per mu + 1 admittere posse; simul vero etiam
pateret, si f"—ag" sit divisibile per mun + 1, tum quogue darl hulusmodl
formulam f*— a, quae sit per mn + 1 lelSlbth

THEOREMA 15

67. Si huiusmodi formula af"—bg* fuerit divisibilis per numerum primum
mn + 1, tum quoque haec formula a™—b™ erit per mn + 1 divisibilis.

DEMONSTRATIO

Si fuerit af"—bg" divisibile per mn -+ 1, tum quoque haec formula
a"f™"—b g™ erit per mn -1 divisibilis. At ob m% + 1 numerum primum
11*
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erit quoque haec formula f™*—g™" ideoque et haec a™f""—a"g"" per mn 41
divisibilis; subtrahatur haec ab illa a"f™" — b"g"™" atque residuum g (™ — b7
seu a™— b™ per mn + 1 erit divisibile. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

68. Si itaque a™ —b™ non fuerit per mn -1 divisibile, tum nulli dabun-
tur numeri pro f et g substituendi, ut huiusmodi formula af*— bg" sit per
mn 4+ 1 divisibilis.

COROLLARIUM 2

69. Huius propositionis conversa, quod, si fuerit formula @”—&" divisi-
bilis per mn+1, simul dentur numeri f et g, ut af*—bg" fiat divisibilis per
mn + 1, utcunque examinetur, vera deprehenditur. Interim tamen eius de-
monstratio etiamnum desideratur.

SCHOLION

70. Casus huius propositionis inversae demonstrari potest, quo numeri
m et n sunt inter se primi; hoc enim casu semper eiusmodi numeri u et »
exhiberi possunt, ut sit wn +1=»m. Namque si inter numeros m et n ea
operatio instituatur, quae pro maximo communi divisore institui solet, atque
- quoti notentur ex iisque fractiones ad % appropinquantes quaerantur, ultima
erit 3:{, et si penultima fuerit %, erit un +1=wvm. Hoc ergo lemmate
praemisso demonstratio propositionis conversae, qua m et n sunt numeri
inter se primi, ita se habebit.

THEOREMA 16

1. Si m et n fuerint numeri primi inter se atque ista formula o™ — "
divisibilis sit per nwmerum mmn -+ 1, tum dabitur formula af®—bg" divisibilis per
mn + 1. '

DEMONSTRATIO

Ponatur f—a* et g—1b* atque formula af"—bg" abibit in hanc
a#"+1 B+l quare si w ita capiatur, ut sit wn - 1=wm, habebitur a’"—b";
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quae cum sit divisibilis per ¢” —b™, quoque per mn 41 divisibilis erit sicque
dabitur casus, quo af"— bg" divisibile erit per mn 4 1.

Sin autem fuerit pun —1=wm, tum sumatur f=8" et g—a* fietque
af" —bg" = ab*"— ba*" = ab(b*"~' — a**~*) = — ab(a’™ — b'") ideoque erit per
mn + 1 divisibilis. Q. E. D.

COROLLARIUM 1

72. Si ergo m et n fuerint numeri inter se primi atque mn -+ 1 numerus
primus, tum istae propositiones sunt demonstratae:

L S af"—bg" fuerit divisibile per mn + 1, tum queque a™ —b™ erit per
mn + 1 divisibile, et si dlla formula nullo modo sit divisibilis per mn -+ 1, tum
etiam haec non erit divisibilis.

I. & a™—b™ fuerit divisibile per mn + 1, -tum dabitur numerus hwius
formae af™—bg" per mn + 1 divisibilis, atque si a™—b™ per mn -1 divisionem
non admittal, tum nullus dabitur numerus formae af™—bg" per mn-+1 divisibilis.

COROLLARIUM 2

73. Si m sit numerus par, tum b aeque negative atque affirmative accipi
potest; hoc ergo casu si @™ —b™ fuerit divisibile per m#n —1, tum etiam eius-
modi formula af"+bg" per mn-+1 divisibilis assignari poterit; id quod etiam
inde patet, quod » sit numerus impar ideoque potestas g” negativa fieri queat.

COROLLARIUM 3

74. Simili modo demonstrabitur, si fuerint ut ante m et % numeri inter
se primi atque haec formula a™— b" sit divisibilis per mp 4 1, tum quoque
exhiberi posse formulam huinsmodi df "—bg" divisibilem per mp + 1.



DE NUMERIS AMICABILIBUS?

Comﬁentatio 152 indicis ENESTROEMIANI
Opuscula varii argumenti 2, 1750, p. 23—107

DEFINITIO

1. Bini numeri vocantur amicabiles, si ita sint comparati, ut summa partium
aliquotarum wnius aequalis sit alteri mumero et vicissim summa partium aliguotarum
alterius priori numero aequetur.

Sic isti numeri 220 et 284 sunt amicabiles; prioris enim 220 partes ali-
quotae iunctim sumtae

14+244+45-+10 411 + 20 + 22 4 44 4 55 4 110
faciunt 284 et huius numeri 284 partes aliquotae '
142444714 142

producunt priorem numerum 220.

SCHOLION

2. StreLvs®), qui primus®) huiusmodi numerorum mentionem fecit, casu
hos duos numeros 220 et 284 contemplatus ad hanc speculationem deductus
videtur; Analysin enim ineptam existimat, cuius ope plura istiusmodi nume-
rorum paria inveniantur. CarrEstus®) vero Analysin ad hoc negotium accom-
modare est conatus regulamque tradidit, qua tria talium numerorum paria

1) COf. Commentationes 100 ot 798 in hoc vol/ 2 et in vol. 5 contentas. Vide etiam
G. W. Krarrr, De numeris amicabilibus atque aliis ad hanc doctrinam spectantibus, Novi com-
ment. acad. sc. Petrop. 2 (1749), 1751, p. 100, nec non epistolas, quas a. 1746 Krarrr ad
EuLerum scripsit, Lrovaaror EvLerr Opera omnia, series IIL F. R.

2) M. StivEL, Arithmetica integra, Norimbergae, 1544, fol. 107. F. R.

3) Sed vide notam 1 p. 60. F. R.
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elicuit, neque praeter ea ScmoTENIUS'), qui multum in hac investigatione
desudasse videtur, plura eruere valuit. Post haec tempora nemo fere Geo-
metrarum ad hanc quaestionem magis evolvendam operam impendisse repe-
ritar. Cum autem nullum sit dubium, quin Analysis quoque ex hac parte
incrementa non contemnenda sit consecutura, si methodus aperiatur, qua
multo plura huiusmodi numerorum paria investigare liceat, haud abs re fore
arbitror, si methodos quasdam huc spectantes, in quas forte incidi, communi-
cavero. In hunc finem autem sequentia praemittere necesse est.

HYPOTHESIS

3. Si n denotet numerum quemcunque integrum positivim, cuiusmodi numers
hic semper sumt intelligendi, ommium eius divisorum swummam hoc signo f n indi-
cabo, ita ut character f numero cuipiam praefizus summam omnium  etusdem
numers divisorum denotet; sic erit f 6=14+2434+6=12.

COROLLARIUM 1

4. Quoniam inter divisores cuiusvis numeri hic ipse numerus refertur,
partes aliquotae autem censentur divisores ipso numero excepto, manifestum
est summam partium aliquotarum numeri » exprimi per f n—n.

COROLLARIUM 2

5. Quoniam numerus primus nullos alios divisores admittit praeter uni-
tatem et se ipsum, si » sit numerus primus, erit f n=1+4n Cum autem
casu n =1 sit f 1=1, patet unitatem non recte numeris primis annumerari.

LEMMA 1

6. Si m et n fuerint numeri inter se primi, ut praeter wnitatem nullum
habeant divisorem communem, tum erit f mn = f m - f n sew summa divisorum
producti mw aequalis est producto ex summis divisorum utriusque numer:i m et n.

1) Vide notam 1 p. 60. F.R
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Productum enim mn primo habet singulos divisores utriusque factoris
m et n, tum vero insuper divisibile est per producta ex singulis divisoribus
numeri m in singulos divisores numeri #. Hi vero omnes ipsius mn divi-
sores iunctim prodeunt, si f m per f n multiplicetur.

COROLLARIUM 1

7. Si numerorum m et # uterque sit primus ideoque f m=1-+4+m et
f n =1+ n, erit summa divisorum producti

fmn=(1+m)(1+n)=1+m+n+mn.

Si praeterea p sit numerus primus diversus ab m et n, erit

fmnp=fmn-fp=fm-fn-fp=(l+m)(1+n)(1+p).

Hincque summa divisorum cuiusque numeri, qui est productum ex quotcunque
numeris primis diversis, facile assignabitur.

COROLLARIUM 2

8. Si m, n et p non quidem sint numeri primi, sed tamen eiusmodi, ut
praeter unitatem nullum habeant divisorem communem, tum mn et p erunt
numeri inter se primi ac propterea f mnp =-f mn - f p. Cum autem sit

fmn=fm-fn, eritfmnp=fm-fn-fp.

SCHOLION

9. Nisi factores m, », p sint numeri inter se primi, summa divisorum
producti, prout per lemma indicatur, non est iusta. Cum enim secundum
lemma singuli divisores factorum m, n, p inter divisores producti mnp
referantur, si haberent divisorem communem, is inter divisores producti bis
numeraretur; at dum quaestio de summa divisorum cuiuspiam numeri in-
stituitur, nullum divisorem bis numerare oportet. Hinc si m et » sint
numeri primi ac m =#x, non erit fnn=fn-fn=(1+n)“’=1+2n+n'n,
sed habebitur [' nn=1-+n-4 nn neque divisorem % bis poni convenit.
Cum igitur per( hoc lemma summa divisorum cuiusque numeri, qui est pro-
ductum ex quotcunque numeris primis diversis, recte assignetur, residuum
est, ut pro factoribus aequalibus regula tradatur, cuius ope summa divisorum
producti definiri queat.
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LEMMA 2

10. S n sit numerus primus, erit f =14 n -+ n f =14 n-+ n'+ n’
nFtl_q

w'=1+4n-+n'+ n’+n* et generatim erit fn“———l—{-n—}-n“‘—{—----{—n"=————--

n—1

COROLLARIUM 1

11. Cum sit fn: 1+ n, erit fn2=fn+ n® vel etiam ./;o,"= 14 nfn.
Simili modo erit f n® = f n® 4+ n® vel  etiam f n’ =14 n f n®; porroque
f nt = f n®* + n* seu f nt=1-+4n f n’, et ita porro. Sicqus ex cognita summa
divisorum cuiusque potestatis #* facile summa divisorum potestatis sequentis
~#**! agsignatur, cum sit fn"“ ==fn’° + #**! sen (/’n’”‘“ =14 n‘[‘n’“.

COROLLARIUM 2

12. Quo summae divisorum facilius per factores exprimi queant, notan-
dum est. esse

St = (k) (L ) = (1 0% [,
S =t ) o [0 = () fr= (L )0+ [

sicque summae divisorum potestatum imparium semper per factores exhiberi
possunt, at potestatum parium summae divisorum quandoque erunt numeri
primi.

- COROLLARIUM 3

13. Hinc igitur facile tabula condi poterit, qua non solum numerorum
primorum, sed etiam potestatum ipsorum summae divisorum exhibeantur.
Cuiusmodi tabulam hic adiicere visum est, in qua omnium numerorum pri-
morum millenario non majorum eorumque potestatum ad tertiam usque et

altiores pro minoribus numeris summae divisorum per factores expressae
traduntur.”) ’

1) In editione principe tabula sequens nonnullos errores continet, qui omnes etiam in Com-
mentationibus arithmeticis (ed. P. H. et N. Fuss) inveniuntur, hac in editione autem correcti sunt.
Quae correctiones pertinent ad numeros 5%, 373, 41% 1493 1732, 2833, 4613, 523% 5633, 5718,
6132 769% 811, 827. Praeterea addendae erant summae divisorum numerorum 79,792,793 quae in
duabus prioribus editionibus omissae sunt (sed vide Prooemium Comment. arithm., p. LXXXI). F. R.

Leoxmarpr Evrent Opers omnia I3 Commentationes arithmeticae 12
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Num, Summa divisorum Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum
2 3 |2t 11 |23

92 |7 32 (13 11% [7-19

2% 13.5 3% 12%.5 118 [2%.3.61

2t 131 3% 1112 11¢ |5-3221

25 |3%.7 35 [2%.7.13 115 [22.3%.7.19.37
28 |127 3% (1093 11% [43-45319

27 13-5-17 37 [2¢.5.41 117 [2¢.3.61-7321
98 |7-73 38 [13.757 11% [7-19.1772893
29 [3.11.31 39 [2%.11%.61 11° [2%.3.5-3221.13421
910 |23.89 310 123.3851

ot 82.5.7.13 31 [2%.5.7.13-73 13 12:7

913 |8191 312 797161 13" 13-61

915 3.43.127 31 |92.547.1093 13° |2%.5-7-17

o |7.81.151 3% [11%.13.4561 13¢ |30941

915 3.5.17.257 35 |95.5.17.41.193 18% 12-8-7-61-157
916 (131071 138 |5229043

917 [3%.7.19.73 5 9.3 187 |2%8.5.7.17-14281
918 | 524287 52 |31 17 |2.3

219 |8.5%.11-31-41 5% [2%.3.13 170 |307

220 17%2.127.337 54 1171 173 |22.32.5.29

2%t [3.23.89-683 55 [2-8%.7.31 17¢ |88741

9% |47.178481 5 [19531 175 |2.3%.7-13-307
2% 132.5.7.18-17-241 57 12%.3.13.313

9% [31.601-1801 58 [19.31-829 19 |2%-5

2% |3.2731-8191 59 |2.3-11-71.521 19% 3-127

9% |7.73.262657 193 |2%.5.181

9% 3.5.29.43.113.127 | 7 [2° 19* |151-911

23 (933.1103 - 2089 7t [3-19 195 [2%.3.5.7%-127
9% (3%.7.11.31-151-331| 7% (2.5 93 |9%.3

2% |2147483647 74+ |2801 03t |7.79

2% [3.5.17-257- 65537 75 [2%.3.19-43 035 [(94.3.5.53

2% [7.28.89-599479 7% [29.4733 03t 292561

2% |3,43691-131071 77 |25.5%.1201

2% |31.71-127-122921 78 [8%.19.37.1063 29 [2-3-5

9% |8%.5.7.13.19-87-73.109| 7% |2%-11-191-2801 29% [13.67

2% 223.616318177 70 329554457 29% |2%.3.5.421

-
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Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum
31 |28 79 (2%.5 137 [2.3.23

312 [3-331 79% |3.72.43 1372 (7.87-178

313 |26.18.37 79% |2%.5.8121 1873 122.83.5.23.1877
37 |2-19 83 [22.83.7 189 |22.5.7

372 |8-7-67 832 |19.367 _ 139% |3.13.499

373 |22.5.19-137 83% |12%.3.5.7.13.58 1393 12%.5.7.9661
41 12-8.7 89 (2.3%.5 149 |2-8.52

412 11723 892 8011 149% |{7-31.108

418 (22.3.7.292 89% |22.32.5.17.233 149% (22.3.5%.17.653
43 |22.1t 97 |2.72 151 {23.19

432 |3.631 972 |3-3169 1512 13-.7-1098

43% 12%.52.11.37 973 122.5.72.941 1513 |94.13.19.877
47 |2¢.3 101 [2-3.17 157 |2.79

472 137.61 1012110303 1572 | 53.8269

47% |25.8.5.13-17 1018 |2%.3.17-5101 1573 | 22.52.17.29.79
53 |2.88 103 |23.13 163 |22.41

532 |7-409 1082 [3-3571 1632 158.7.19.67

53% 122.3%.5.981 1083 12%.5.13-1061 16383 (28.5.41.2657
59 122.3.5 107 |2%.3% 167 |2%.8.7

592 |3541 1072 |7-13-127 1672 | 28057

59% (2%.3.5.1741 1073 [ 23.3%.52.229 167%|24.3.5.7.2789
61 /2-31 109 (2-5-11 178 |2.8.29

612 |3-13.97 1092 (3.7-571 178% 130103

61% |22.31.1861 109% | 2%2.5.11.18-457 173%122.3.5.29.41.73
67 [2%.17 113 (2:3-19 179 |922.32.5

67% (3.72.31 1132 113991 1792 (7.4603

673 |25.5.17-449 113%(2%.3.5.19.1277 1793 12%.32.5.37.483
‘71 | 23%.32 127 |27 181 |2.7-13

712 5113 1272 |3-5419 1812 (3-79.189

718 | 24.32.2521 127%(28.5.1613 1813 12%.7.13.16881
73 |2-37 131 |22.3-11 191 25.3

732 3-1801 1312 117293 1912 7-132.31

78% 122.5.13.87-41 181%)23.3.11.8581 1913 127.83.17-29.387

12*
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Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum
193 |2.97 257 12.3.43 317 |2-3-53
1932 |8-7.1783 257%  61.1087 317% 17.14401
193% {2%.53.97.149 2573 |28.3.52.48.1321 317%/9%¢.3.5.13-53-778
197 |2.8%.11 263 |23.3-11 331 |22.83
1972 |19 - 2053 2632 |72.13-109 331% |3.7-5233
1978 122.3%.5.11-3881 263%|924.3.5.11.6917 331% [2%.29.83.1889
199 |2%.5% 269 |2-3%.5 337 |2.13%

1997 |3.18267 269% |13.37-151 337% |3.43-883

1998 | 24. 52. 19801 2693 |22.383.5.97.373 3378 |22.5.18%.41.277
211 |2%.53 271 |2t.17 347 12%.3.29

211% {3.13-31.37 2712 |8.24571 847% |7.18.1327

211% |2%.53.113-197 2718 |925.17.36721 347% [2%.3.5-29-12041
223 (28.7 277 12.139 349 {2.5%.7

2232 |3.16651 2772(8.7.19.193 349% |3.19.2143

29238 |26.5.7.4973 2773 129.5.189-7673 3493 (2%.5%.7.60901
227 |2%.3-19 281 [2.3-47 353 |2-.8-59

2272 |73.709 281% |109-727 3537 (19.6577

1227% | 2%.3.5-19- 5153 281% |22.3.13.47. 3037 3533 192.8.5.17-59-733
229 |2.5.28 283 12%.71 359 |23.3%.5

229 18.97.181 2832 |3.73 367 8592 |7.37-499

2293 |922.5.18-23-2017 2833 [28.5.71.8009 3593 |24.3%2.5.13.4957
233 |2.8%.13 293 (2-3.72 367 |24.23

2332 | 7.7789 293% | 86143 3672 |18.13-3463
233%|22.8%2.5.13-61-89 2935 |92.3.52.73.17-101 | 3673 |25.5.23-13469
2389 |924.3.5 307 |22.7.11 373 12-11-17

2392 (19.3019 307% |3.43-733 3732 |3.72.13-73

2393 |25.3.5.13¢ 3075 /28.5%.7-11-13.29 3783 |28.5.11-17:13913
241 |2.113 311 |2%.3.13 379 |28.5.19

241% |3.19441 811% |19.5107 3792 |3.61.787

241% |2%.11%. 113257 311%94.3.18-137-353 379% |28.5.19.71821
251 |22.3%.7 313 |2-157 383 [27.3

251% 1431471 3137 31812 383% | 147073 _
2513 23.82.7-17%-109 313%28.5.97.101-157 3833 128.3.5.14669
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Num. Summa divisofum Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum
389 (2-3.5.13 457 12.229 523 [2%.131
3892 (7.21673 4572 |3.7-9967 5232 |3-18-7027
389% 122.3.5.13.29-2609 | 4578 |22-52.229.4177 523% 12%.5.17-131-1609
397 [(2.199 461 {2-8.7-11 541 |2.271
3972 |3-.31-1699 4612 [373.571 5412 |3.7.13963
3973 |122.5.199.15761 461% |22.3.7.11.106261 5418 |22.13.271-11257
401 {2.3.67 463 |2%.29 547 |22.137
4012 {7.23029 4632 13-19-3769 ‘ 5472 |3.-163.613
4013 [22.3.87.41-53-67 4633 |25%.5.18-.17-29.97 5478 12%.5.187.29921
409 |2.5.-41 467 (2%.3%.13 557 |2-8%.31
4092 | 3.55897 4672 [19-11508 5572 |72. 68438
409° |2%.5.41-83641 4673 |2%.32.5.13.118-193| 5573 |22-32.5%.17.81.78
419 |22.83.5.7 479 (2%.8.5 563 |2%.3.47
4192 |13.13537 4792 |43-5347 5632 [31-10243
419%2%.3.5.7.41-2141 || 4793 |2%-3.5.89.1289 5633 [2%.3.5.29.47.1098
421 |2-211 487 |2%-61 569 [2-83:5-19
4212 [3.59221 4872 18-7-11317 5692 [72.6619
4218 122.13.17-211-401 487% 12%.5.37.61-641 5698 [22.3.5.19.161881
431 |24.3% 491 [2%.8.41 571 |2%.11.13
4812 |7.67.897 4912 [37-6529 5712 {3.7-103-151
4313% |2°.3%.293.317 4913 (2%.3.41.149-809 5718 |2%.11-13.163021
433 12.-7-31 499 |22%.58 577 |2-17%

4332 |3.37.1693 4992 |3.7.1092 5777 13-19.5851

433% |22.5.7.31.18749 499% [2%.5%.183.61.157 5778 |2%2.5.132.172.197
439 12%.5.11 508 |2%.32.7 587 122.3.72

4892 |3.312.67 5032 [13-19501 5872 |547.631

4893 [2%.5.11-178-557 ‘5088 |24.32.5-.7-25301 5873 |2%.3.5.72.34457
443 |2%2.3.37 509 12.8.5.17 593 |2-8%.11

4432 [7.28099 5092 |43 -6037 5932 1263-2161

| 4438 [23.3.5%.87.157 509% |22.8.5.17-281-461 || 5983 |22.8%.52.11.13.541
449 |2.32.52 521 |2.3%2.29 599 |23.3.5°%

4492 [97.2083 521% [312.283 599% |7.51343 o
449% | 22.32.5%.100801 521% 122.32.29.135721 599% |24.3.52.17.61-173
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Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum Num. Summa divisorum
601 2.7.43 661 (2.331 743 |2%.8-31
601% |3.13.9277 6612 |{3.145861 7482 552793
601% |9%.7.43.313.577 6613 |22.331-218461 743% |24.3.52.31-61.181
607 |2°-19 673 |2-337 751 |24-47
607% |3-13-9463 6732 |13-151201 7512 |3-7.26893
6078 126.5%.19.7369 673% |22.5.337.45293 751% | 25.47.282001
613 |2-307 677 {2-3-113 757 (2379
6132 |3.7-17923 6772 | 459007 757 13.13-14713
613% [22.5.53.807-709 6778 |22.3.5-113-45833 757 |22.52.73.157-379
617 12.8.103 683 |22.3%.19 761 |2-3-.127
6172 1973931 6832 |7-66739 7612 | 579883
6175 [22.3.5.103- 38069 6838 |2%.32.5-19.46649 761% {2%2.3.17-127-17033
619 |22.5.31 691 |22.173 769 |2:5-7-11
619? |3-19.6733 691% 13.19.8389 7692 |3.831-6367
619° [23.5.13-31.14787 6915 |2%.173.193.1237 7698 |22.5.7-11-17-17393
631 |2%.79 701 |2-3%.13 773 |2-3%.43
6312 13.307-.433 7012 (492103 7732 1598303
631°% |24.79.199081 701% | 22.8%.13-17-97-149 | 773% 122.3%.5.43.59753
641 12-3-107 709 12-5-71 787 |2%.197
6412 |7.58789 7092 |3.7.23971 7872 13-372.151
641% [22.3.107 205441 7098 |22.5-.87-71-6793 7878 12%.5.197.241-257
643 (2%.7.23 719 |2%.3%.5 797 |2-8-7-19
643% |3.97.1423 7192 |487.1063 7972 |157 - 4051
6433% |23.5%.7.23.8269 7193 [25.3%.5.53.4877 7978 12%.83.5.7.19-63521
647 |23.3% 727 |2%.7.18 809 [2-3%.5
6472 {211 - 1987 7272 |8-176419 8092 [7-13.19-379
6478 |24.3%.5.41.1021 727 124.5.7.13.17-3109 || 8093 12%.8%.5.229.1429
653 [2-3-109 733 |2-367 811 [2%.-7-29
653% [7.132.19% 7332 13.19.9439 811% !3-31-73.97
653% 122.3.5.109 .42641 733% |22.5.13.367-4133 8118 |2%.7-13-29.41-617
659 |22.3.5-11 739 122.5.87 821 [2-3-137
659% |13-33457 7392 |3.7.26041 821% {7-229-421
659% 12%.3.5.11-17-53.2411 739% |2%.5.87-273061 8218 {22.3.137-837021
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Num. Summa divisorum Num. Summa divisornm Num. Summa divisorum
823 [2%.103 881 (2.3%2.72 947 |22.3.79
8232 |3.7.43.751 8812 [19-40897 9472 1 7.277-463
823% |2¢.5.103.67733 8813 (22.32.72. 388081 947% 1 2%.3.5.79.89681
827 [2%.32.23 883 [22.13.17 958 |2-8%2.53
8272 {684757 883% |3.260191 9532 | 1815028
8273 12%.8%.5.13.23-5261 | 883% |23.5.13-17- 77969 953% | 2%2.3%.5.53.90821
829 {2-5.83 887 |[2%.3.37 967 |[2%.112
8292 [3.211.1087 8872 (1860589 9672 13.67-4657
829% |22.5-17%2.29-41-83 | 8873 [24.3.5.29.87.2713 || 9675 |24.5.112.15.7193
839 (2%.3.5.7 907 |2%.227 971 |22.38
8392 | 704761 9072 [8-7.39217 971% 113.79.919
8393 124.8.5.7.109-3229 | 9073 |25.52.227.16453 9718 | 23.385.197.2393
853 [2-7-61 911 [2%*-3.19 977 {2.8-163
8532 (3.43.5647 9112 {830833 9772 | 7.136501
853°% (2%.5.7-13-29-61-193| 911°% [25.3.19.29.41-349 | 977% |22.3.5.53.165-1801
857 [2.8.11-13 919 [2%.5.23 983 [2%.3.41
8572 | 735307 9192 [3.7.18-19.1638 9832 | 103- 9391
857% 12%.3.5%.11-13-37-397| 9193 |2.5.23-37-101-113 || 9835 | 94.8.5.15.41.7433
859 [2%.5.43 929 (2.3.5-31 991 |2%.31
8592 [3.246247 9292 |157 - 5503 9912 [§.7.132.277
8593 [2%.5.43-137-2693 929% 12%2.83.5.31-481521 9913 {26.31.491041
863 |2°.38 937 |2.7.67 997 |2.499
8632 | 72.15217 9372 |3.292969 9972 |5.13-31-823
863°% |26.8%.5.18.17-337 || 987 (22-5.7-67-87797 9973 | 22.5.499- 99401
877 |2-439 941 [2-8-157
8772 |3.7-37.991 9412 [811-1098
8773 122.5.439-76913 ‘9418 22-3.13-157.34057‘

SCHOLION

14. Usus huius tabulae est amplissimus in quaestionibus circa divisores

et partes aliquotas versantibus resolvendis.

Eius enim ope cuiusque numeri

propositi summa divisorum facili negotio inveniri potest; qua reperta si inde
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ipse numerus propositus auferatur, remanebit eius summa partium aliquo-
tarum. Ex quo statim constat huius tabulae subsidio numeros amicabiles,
quos sum traditurus, facile explorari posse, utrum sint iusti necne. Quem-
admodum autem ope huius tabulae cuiusvis numeri summa divisorum cognosci
possit, in sequenti lemmate explicabo.

LEMMA 3

15, Proposito quocunque numero eius summa divisorum sequenti modo colli-
gitur.

Cum omnis numerus sit vel primus vel productum ex primis, resolvatur
numerus propositus in suos factores primos et, qui inter se fuerint aequales,
coniunctim exprimantur. Hoé¢ modo numerus propositus semper ad huius-
modi formam redigetur m®. nf.p’. ¢’ - etc. existentibus m, n, p, ¢ etc. numeris
primis. Posito ergo numero proposito — N cum sit N =m"-»".p"- ¢’ -etc. et
factores m®, »f, p’, ¢’ etc. inter se primi, erit f N= f me - f n’. f P f ¢’ - etc.
et valores f m°, f P, f P, f ¢’ etc. ex tabula adiuncta patebunt.

EXEMPLUM 1
Sit numerus propositus N = 360.

Resoluto hoc numero in suos factores primos erit N = 2°.3°.5 ideoque
f360— 2. (3" [5—38.5.13.2.3
ob [2°=3.5, [3'—13, [5—=2.3. Unde his factoribus ordinatis fiet

f360=2-3”-5-13=1170.

EXEMPLUM 2
Explorentur numeri 2620 et 2924, utrum sint amicabiles necne.

Cum sit 2620 = 2°.5.131 et 2924 = 2°.17-43, examen ita instituetur.
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Numeri propositi 2620 2924
per factores expressi 22.5.131 22.17- 43
summae divisorum 7.6-132 7.18-44
sive » 5544 5544
summae partium aliquotarum 2924 2620

Cum igitur summae partium aliquotarum sint numeris reciproce aequa-
les, patet propositos numeros esse amicabiles. '

SCHOLION

16. His igitur praemissis, quae ad inventionem divisorum cuiusque
- numeri pertinent, ipsum problema de investigatione numerorum amicabilium
aggrediar atque scrutabor, quemadmodum huiusmodi numeros ratione summae
divisorum inter se comparatos esse oporteat, quo deinceps facilius eorum in-
ventio per regulas post tradendas suscipi queat.

PROBLEMA GENERALE

17. Invenire numeros amicabiles, hoc est duos nwmeros Fuius indolis, ut alter
aequalis sit summae partium aliquotarum alterius.

SOLUTIO

Sint m et # duo huiusmodi numeri amicabiles et per hypothesin
f m et f % summae divisorum eorundem. Erit numeri w summa partium
aliquotarum — f m —m et numeri #» summa partium aligiotarum = f n—n.
Hinc ex natura numerorum amicabilium nascentur hae duae aequationes

fm-—m=n et fn—n-——-m
fm=fn=m—|—n.

Numeri ergo amicabiles m et # primo habere debent eandem summam
divisorum, tum vero oportet, ut haec communis divisorum summa aequalis
sit aggregato ipsorum numerorum m - #.

sive

Lroxuaror Evrerr Opera omnia 12 Commentationes arithmeticae 13
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COROLLARIUM 1

18. Problema ergo huc reducitur, ut quaerantur duo eiusmodi numeri,
qui habeant eandem divisorum summam haecque aequalis sit aggregato
ipsorum numerorum.

COROLLARIUM 2

19. Ipsa quidem problematis ratio exigit, ut bini numeri quaesiti sint
inter se inaequales. Sin autem desiderentur aequales, ut sit m—mn, fiet
j n=2n et f w—mn —n; huius scilicet numeri geminati # summa partium
aliquotarum ipsi fiet aequalis, quae est proprietas numeri perfecti. Ergo
quilibet numerus perfectus repetitus numeros exhibet amicabiles.

COROLLARIUM 3

90. Sin autem numeri amicabiles m et n, ut natura quaestionis postu-
lat, sint inaequales, manifestum est alterum esse redundantem, alterum defi-
cientem; summa scilicet partium aliquotarum alterius ipso erit maior, alte-
rius vero ipso minor.

SCHOLION

21. Ex hac quidem generali proprietate parum adiumenti consequimur
ad numeros amicabiles inveniendos, eo quod ista Analyseos species, cuius ope
aequationem f m = f nw —m--n evolvere liceat, etiamnunc penitus sit inculta.
Ob quem defectum formulas magis particulares contemplari cogimur, ex qua-
rum indole regulas speciales pro inventione numerorum amicabilium derivare
liceat; quorsum etiam pertinet regula CARTESIANA a SCHOTENIO commemorata’).
Ac primo quidem, etiamsi non constet, utrum dentur numeri amicabiles inter
se primi necne, formulas generales ita restringam, ut numeri amicabiles fac-
torem communem obtineant.

1) Vide Commentationem 100 huius voluminis. F. R.



36—37] DX NUMERIS AMICABILIBUS 99

PROBLEMA PARTICULARE

22. Invewire indolem numerorwm amicabilium, qui communem habeant fac-
torem.

SOLUTIO

Sit o communis factor numerorum amicabilium, quorum alter ponatur
=am, alter =an; sint vero tam m et & quam n et ¢ numeri inter se
primi, ut utriusque divisorum summa per praecepta data reperiri queat.
Com igitur primo utriusque eadem esse debeat divisorum summa, fiet

faofm=fa»fn ideoque
T e

Deinde vero necesse est, ut sit f a- f m seu f a- f % ipsorum numerorum
aequalis aggregato am -+ an, unde habetur

a_ Jm _ [n

fa m+n_m+n.

Positis ergo numeris amicabilibus am et an primo esse oportet f m= f n,
tum vero requiritur, ut sit a(m + n) = f a- f m.

COROLLARIUM 1

23. Si ergo pro m et » eiusmodi numeri iam fuerint eruti, ut sit

> . . ’ . /i .

f m = J n, tum numerus a investigari debet, ut sit ]‘f— = ,:;i"_L, seu ex ratione,
a m-r+—n

quam numerus ad summam divisorum suorum tenere debet, ipse numerus a

erit investigandus.

COROLLARIUM 2

24. Si factor communis o fuerit datus, quaestio ad inventionem nume-
rorum m et n reducibur, qui prouti vel primi vel compositi ex duobus plu-
ribusve primis assumuntur; quoniam tum divisorum summae actu exhiberi
possunt, regulae speciales ad eos inveniendos tradi poterunt.

13*
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COROLLARIUM 3

' 95. Statim autem perspicitur utrumque numerum m et # primum esse
non posse; quare casus simplicissimus extat, si alter primus, alter vero pro-
ductum ex duobus numeris primis assumatur. Tum uterque productum ex
duobus pluribusve numeris primis statui poterit, unde innumerae regulae
speciales pro inveniendis numeris amicabilibus derivari poterunt.

SCHOLION .

96. Diversae ergo numerorum amicabilium formae, quae hinc nascuntur,
sequenti modo repraesentari poterunt. Sit a utriusque communis factor et
p, ¢, 7, s etc. numeri primi, quorum nullus sit divisor communis factoris a,
atque numerorum amicabilium formae erunt:

a
forma secunda {ap 1

forma prima {ap ‘
ar
apqr

. a
forma tertia { P forma quarta
as astu

{af fr forma quinta {

etc.

Quanquam numerus harum formarum in infinitum augeri potest, minime
tamen hinc concludere licet in his formis ommnes numeros amicabiles conti-
neri. Primum enim, dum hic litterae p, ¢, 7, s, ¢ etc. numeros primos di-
versos significant, non verisimile est nullos dari numeros amicabiles, in qui-
bus non occurrant potestates eiusdem numeri primi. Deinde pariter non
constat, utrum non dentur numeri amicabiles, qui vel nullum habeant facto-
rem communem &, vel in quibus factor hic non prorsus sit idem, veluti si
darentur numeri amicabiles huius formae m*P et m’@Q, in quibus exponentes
« et @ essent diversi, quae forma propterea in superioribus non contineretur,
etiamsi P et @ essent producta ex meris numeris primis inter se diversis.’)
Ex his perspicitur quaestionem de numeris amicabilibus latissime patere
eamque ob hoc ipsum tam esse difficilem, ut solutio completa vix sit ex-
pectanda. Solutionibus igitur particularibus equidem tantum incumbam et
varias methodos aperiam, quarum ope ex formulis traditis plures numeros
amicabiles mihi elicere licuit. Quaelibet autem forma duplicem mihi suppe-
ditavit methodum, prout factor communis « vel datus assumitur vel ipse
quaeritur; hasque methodos in sequentibus problematibus exponam.

1) Sed vide paria LX et LXI p. 162. F. R.
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PROBLEMA 1

21, Invenire numeros amicabiles primae formae apq et ar, st factor com-
munis a sit datus. ’

SOLUTIO
Cum. p, ¢ et r sint numeri primi atque ﬁ= f p- / G seu
r+1=(p+1(g+1),

ponatur p +1=uzx et ¢4 1=y fietque r=zy—1. Ideocue z et y eiusmodi
~esse oportet numeros, ut tam x—1 et ¥y—1 quam xy —1 sint numeri
~primi.  Deinde ut a(z —1)(y — 1) et a(ry — 1) sint numeri amicabiles, opor-
tet, ut eorum aggregatum a2y —x — y) aequale sit summae divisorum
alterutrius zy f @; unde nanciscimur hanc aequationem

ax
2y |a=2axy —ar —ay seu = e
?/f Y 4 4 (2a—fa)x~a
. . . . a b [/ . . a . .
Sit brevitatis gratia Py alrs et - sit valor fractionis E— ad minimos
terminos reductae eritque
bz bex bb
Y=z—p SO0 Y= =0+ cx—0b’

unde habebimus
(cx — b)(cy — b) = bb.

Cum igitur ¢z —b et cy — b sint factores ipsius bb, quadratum cognitum b
in elusmodi binos factores resolvi debet, quorum uterque numero b auctus
fiat per ¢ divisibilis et quoti # et y inde emergentes ita sint comparati, ut
z—1, y—1 et 2y —1 evadant numeri primi. Quae conditio quoties obti-
neri poterit, quod quidem pro quovis valore ipsius @ assumto statim dispi-
citur, toties obtinebuntur numeri amicabiles, qui erunt a@—1)(y —1) et

a(xy —1).
COROLLARIUM
28. Prout igitur pro a alii aliique numeri accipiuntur, unde valores b

et ¢ innotescant, regulae emergent particulares, quarum ope numeri amicabi-
les, si qui in eo genere dantur, facile eruentur.
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REGULA 1

99 Sit factor communis @ potestas quaecunque binarii, puta a =27
erit [a=2"*'—1 ideoque 2a — f a—=1, unde erit — % =2" et propterea

2a—Ja
b=2" et ¢=1. Hinc oritur

(x —29(y — 2) = 2"".
Quare cum 2™ alios non habeat factores nisi potestates binarii, erit

w_2n=2n+k’ y__2n=2n—k
seu
&£ = 2n+k + 2n, — 271—-1: _|_ 211.

Quocirca dispiciendum est, an eiusmodi valor pro k detur, ut sequentes tres

numeri
gz —1=2"+" 42" —1, y—1l=20"*4+2" -1,

gy — 1 =2+ 2R L DI ]
fiant numeri primi. Quod si succedat, erunt numeri amicabiles
Pt e @ — 1), PRV 2 ).
Vel sit » — k=m seu n=m+ k fietque
g—1=2"2" 4 2)—1=¢q, y—1=2"1+2)—1=p,
gy —1 =222+ L PF L) — 1=,

qui numeri, quoties fuerint primi, praebebunt numeros amicabiles.

CASUS 1

30. Sit k¥ —1 et numeri amicabiles obtinebuntur, quoties sequentes tres
numeri fuerint primi

3.2 —1, 6.-2"—1 et 18.2"—1.
Tum enim positis

p=3.2"—1, ¢g=6-2"—1 et r=18.2""—1
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numeri amicabiles erunt
2m+lpq et 2m+1r

ob n=m+k=m-1. Haecque est regula Carresn a ScmoTENIO tradita.?)

EXEMPLUM 1
31. Sit m =1 eritque

p= 3-2—1= 5 numerus primus,

g= 6-2—1=11 numerus primus,

r=18.4—1=171 numerus primus.
Hinc ergo oriuntur numeri amicabiles

22.5-11 et 2°.71 sive 220 et 284,

qui sunt minimi omnium, qui exhiberi possunt.

EXEMPLUM 2
32. Sit m =2 eritque 2" =4 et 2'" =16 atque
p= 3- 4—1= 11 numerus primus,
gq= 6- 4—1= 23 numerus primus,
r=18.16 —1 =287 numerus non-primus;

hincque adeo nulli numeri amicabiles oriuntur.

EXEMPLUM 3
33. Sit m =3 eritque 2" =8 et 2" — 64 atque
p= 3- 8—1= 23 primus,
g= 6- 8—1= 47 'primus,
r=18.64 —1=1151 primus.
Ergo hinc numeri amicabiles erunt

24.23.47 et 2'-1151 sive 17296 et 18416.

1) Vide Commentationem 100 huius voluminis. F. R.
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EXEMPLA SEQUENTIA

34. Haec exempla cum sequentibus, in quibus exponenti m maiores va-
lores tribuuntur, commodius uno conspectu ita repraesentari poterunt:

Sit m= 1 2 3 4 5 6 tf 8

erit p= 5| 11 23 47 95% | 191 383 67*
g=11| 23 47 95% | 191 383 67* 1535*
r="T1] 287* | 1151 | 4607* | 18431* | 73727 | 294911 | 1179647*

Ubi numeri non-primi asteriscis') sunt notati; unde hinc tantum terni numeri
amicabiles®) obtinentur, nempe

I {22-5-11 - {24.23.47 - (27.191 - 383
122.m " 2¢. 1151 " l27. 78721.

Ulterius autem progredi non licet, quoniam valores ipsius 7 nimis fiunt
magni, quam ut dignosci possit, utrum sint primi necne. Tabulae namque
numerorum primorum adhuc constructae®) vix ultra 100000 porriguntur.

1) Qui quidem in editione principe hic et in sequentibus tabulis nonnullis numeris non-
primis desunt. F.R.

2) Qui numeri constituunt ista tria paria ante EuLERUM cognita; vide notam 1 p.60. F.R.

3) Vide J. W. L. Grawseer (Caviey, Srokes, THomsoN, Smita and GraisEer), Report on
Mathematical Tables, Brit. Assoc. Rep. XLIII, 1873, p. 1, imprimis p. 34—40. Inter libros hac
in relatione enumeratos sequentes tres utpote ante a. 1750 editi digni sunt, qui hic commemorentur :
1) J. H. Ranx, Teutsche Algebra, Zirich 1659. Continet tabulam divisorum numerorum imparium
usque ad 24000. — 2) Translatio huius insignis libri, quae inscribitur An Introduction to Algebra,
translated out of the High-Duitch into English by Troxas Brancker. Much altered and augmented by
D. P[rri] ... London 1668. (Vide G. Werrazin, Die Algebra des Jomany HEeivrica Raav (1659)
und die englische Ubersetzung derselben, Biblioth. Mathem. 85, 1902, p. 113). Qua in translatione
J. PeLs tabulam divisorum a Rmonio (= RAmN) constructam usque ad 100000 continuavit. Non-
nullas (80) correctiones huius tabulae PELLIANAE dedit J. WaLris in opere, quod inscribitur
A Treatise of Algebra, Oxford 1685 (Addit. Treat. IV, p. 136). — 3) J. G. KrteEr, Gedanken von
der Algebra, Halle 1746. Continet tabulam numerorum primorum usque ad 100999, qua tabula
sine dubio uti solebat Eurerus. Reperitur enim hoc opus in Euvrer: indice Catalogus librorum
meorum, cuius mentionem facit G. ExesTroEM in relatione Bericht an die Eulerkommission der
Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft iber die Euvrerscaen Manuskripte der Petersburger
Akademie, Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Ver. 22, 1913, p. 191; vide p. 197: ,,[Sechstes
Notigbuch] . . . 8. 863—402 befindet sich ein Verzeichnis der Bibliothek Lrovaarp Evrers (539
Biichertitel)“. F.R. ’
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CASUS 2
35. Sit k=2 et valores litterarum p, ¢, 7, qui debent esse primi, erunt
p=5-2"—1, ¢=20-2"—1, r—=100.2""—1;

quorum cum postremus semper sit per ternarium divisibilis ob 2! =3¢ + 1
et » =300 + 99, hinc nulli numeri amicabiles consequuntur.

CASUS 3
36. Ponatur k=3 eritque
p=9-2m__1, q=72.2m__1’ 7’=648'22m—1;

quorum cum nullus necessario videatur divisorem admittere, valores ipsorum
», ¢, r ex valoribus simplicioribus ipsius # oriundos hic coniunctim reprae-
sentabo:

m= 1 2 3 4 5

p= 17 35% 71 143* 287*

q= 143* 287* 575% 1151 2303*
= 2591 | 10367* 41471*% | 165887 | 663551*

Hinc ergo, quoniam ulterius progredi non licet, nulli numeri amicabiles in-

veniuntur.

CARSUS 4

37. Ponatur ¥ =4 et sequentes tres numeri debebunt esse primi

p=17.2_1,

g=212.2" _1,

r=4624.2" —1,

Ubi cum r semper sit multiplum ternarii, patet hinc nullos prodire numeros

amicabiles,

CASUS 5

38. Ponatur k=15 et sequentes tres numeri debebunt esse primi

p=233.2"—1,

g=1056.2" —1,

r=34848 . 2" — 1,

Lzoxmarpr Furert Opera omnia Is Commentationes arithmeticae

14
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Ubi statim patet casum m =1 esse inutilem, cum det p — 65. Sit ergo m =2
fietque p — 181, ¢ —4223%, r = 557567; ubi cum ¢ non sit primus et maiores
valores pro m ob defectum tabularum numerorum primorum examini subiici
nequeant, neque hinc etiam novi numeri amicabiles eruuntur. At vero ob
eandem rationem maiores valores ipsi k tribuere non licet.

SCHOLION

39. Quoniam potestates binarii pro a positae valorem ipsius ¢ in frac-

tione % =3 “ 7 unitati aequalem reddiderunt hincque solutiones obtinere
a—Jja

licuit, alios valores pro a, qui pariter ipsi ¢ valorem =1 inducant, ponam.
Inter hos autem imprimis sunt notandi, qui ex hac forma a—=2"(2"*'+¢)
nascuntur, siquidem 2"*! - ¢ sit numerus primus; tum enim fit

B b on(2rtite),
20 — fa=e-+1 et = eri

si igitur' e+ 1 sit divisor numératoris 2"(2"*' 4 ¢), valor ipsius c¢ fiet
itidem = 1.

REGULA 2

40. Sit factor communis @ = 2*(2"** 42— 1), at 2"*' 4 2*—1 numerus
n(on+1 k
primus; erit ob e+ 1=2* fractio % = 2—(2—+—2_,t'—2—_—1) = 2rH2r 4 28— 1),

siquidem non sit % >=n. Hac ergo hypothesi habebimus
b=2""k2r 1 28 —1) et c=1.

Quadratum ergo bb in duos eiusmodi factores (x — b)(y—b) resolvendum est,
ex quibus non solum valores numerorum ¢ —1=p et y —1=gq, sed etiam
gy — 1 =7 fiant numeri primi. Cuiusmodi casus si eruere liceat, erunt nu-
meri amicabiles apgq et ar. Verum hic notandum est eos casus reiiciendos
esse, in quibus aliquis numerorum primorum p, g, r prodit divisor ipsius a
seu aequalis 2'*!4-2*—1, quia ¢ per nullum alium numerum primum est
divisibile.

Sit # —k=m seu n=m + k; erit

Q= @RI L 9F 1) et b=2n(2nTHH 42— 1),
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Tam quia 2"***!' 4 2* —1 debet esse numerus primus, ponatur

ik L2 _1=f seu f=2'@"" 4+ 1)—1,
ut sit

a=2"*f et b=2"f;
bb = 2'"ff — (x — b)(y — b).

Nunc ob f numerum primum numerus 2°"ff duplici modo in genere in duos
factores resolvetur.

erit

Priori modo fiet
(x —b)(y —b) =2m—f . Qntef

g=2""f+2"f, y=2"ef + 2f,
p=(2m~_a+2m)f___ 1, q=(2m+a+2m)f_1

= 22m‘+1+22m+a+22m—a>ff___ 1’

ideoque

et

qui tres numeri p, ¢, r debent esse primi.
' Posteriori modo resolutio fiet ita

(x —b)(y —b) = 2L onF e ff,
o= 2f, y =2 ff 2,
p=2mia+2mf__1’ q=(27n$af+21n>f__1

7 = (22m+1f_|_ 22mi—a + 22m$af‘f)f__ 1,

unde fit

ot

et quoties p, ¢, r hoc modo prodeunt numeri primi, inde oriuntur numeri
amicabiles apq et ar.

CASUS 1

41 Sit k=1; erit a=—2"+1 (272 4-1), b—2"(2"+* 1) atque f=—2"*® 41,
qui numerus debet esse primus. Cum ergo sit (x — b)(y — b) = 2*"ff, erit

vel vel
p= @21, p—2nteqonf1,
g— @+ 2)f—1, g=@Ff+2f—1,

P o= (22m+1 + 22m+a + 22m—q)ff_ 1 y = (22m+1f+ 22,mi-a __I__ 22m$af'f)f__ 1'

14*
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Notandum autem est, ut 27*® 1 sit numerus primus, exponentem m - 2
esse oportere potestatem binarii; valores ergo ipsius m erunt 0, 2, 6, 14 etc.
At casus m=0 reiici debet ob nullum valorem ipsius « assignabilem.

EXEMPLUM 1

42. Sit ergo m =2, ut sit ¢ =8-17 et b=4.17=068 atque [=1T7.
Cum igitur esse debeat (x —b)(y —b)=4°-17%, erit resolutione in factores
instituenda: ,

x— 68 = 2 4 8 34

y—68—=| 8.17 | 1156 578 136
2z = 70 72 76 102
y—=| 2380 1224 646 204
p= 69* 1 T5* 101
g—| 2879% | 1223 645* 203*

r=| 166599* | 88127* | 49095* | 20807

Hinc ergo nulli numeri amicabiles obtinentur.

EXEMPLUM 2

43. Sit m =6, ut a=2"-257, b=20.257 et f=257. Cum igitur sit
(x — b)(y — b) = 2" - 25T°, resolutio ita institui debebit:

v — 16448 — | 32.957

y — 16448 — | 128257
o= 24672
y=—| 49344
p=| 24671
g—|  49343*
r —

Valores ex reliquis factoribus oriundi adhuc magis fiant magni, quam ut, an
primi sint necne, iudicari possit.
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CASUS RELIQUI

4. Cum f=27+¥' 4 2* 1 debeat esse numerus primus, quaeramus
primo casus simpliciores, quibus hoc evenit, cum casus nimis compositos
evolvere non liceat. Sit ergo k=2 et ob f=2""*4 3 valores idonei pro
m erunt 1, 3, 4. Sit k=3; erit f=2""*4- 7 et valores idonei pro m erunt
2,4, 6. Casu k=4 est f=2"*5415 et m erit 1 vel 3; neque ulterius
progredi licet. -

EXEMPLUM 1

45. Ponamus ergo k=2 et m=1; erit f=19 et a=8-19 atque
b=2.19 = 38, unde fiet (z — 38) (y — 38) = 2?. 19* — 1444, et resolutio dabit:

x— 38 = 2 4
y—38= | 122 361 .
Neuter scilices factor
x=| 40 . .
assumi potest impar.
y= | 760 | imp.
p=| 39%|

Quia hic iam p non est primus, patet hinc nullos numeros amicabiles re-
sultare.

EXEMPLUM 2

46. Ponamus %k =2 et m%3, ut sit f= 67; erit a—32.67 et
b=28-67=>536, unde fit (r— 536)(y — H36) = 2°. 67*

w—536=—| 268 | 16
y—586=| 1072 | 17956 Reliqui valores pro p praebent numeros
x= | 804 552 per 3 divisibiles, quos prcpterea omisi. Se-
Cy= | 1608 C.. quentia exempla ad nimis magnos numeros
p— | 803* 551 * deducunt.

q= | 1607
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REGULA 3

47. Sit ut ante a = 2"(2"*' 4 28— 1) et 2"*' 4 2* — 1 = f numerus primus,

7 gn+1 k
at in fractione % = &—;—2:1—) sit k> n eritque

=214 251 et ¢c=2'""
Ponamus k¥ —n —=m, ut sit k =m -+ n; erit
a=2"2"*1 42" —1), b=2r"'4 2" —1=f et c=2",
unde haec habebitur aequatio
2"z — b)(2"y — b) = bb.

Cum autem b—f sit numerus primus, alia resolutio locum non invenit
praeter 1-bb, ex qua fit

_1+b _ba+d)
L= om et y= om

sive
P = 2n + 2n+1—m et y —_ (2n+1+ 2m+n___ 1)(2n+ 2n+1—m).
Jam notandum est hos quatuor numeros esse oportere primos
f=2t1pomr 1 p=zxg—1, g=y—1 et r=zy—1
atque necesse est, ut sit m <» -+ 1. Quibus conditionibus si satisfiat, erunt
numeri amicabiles apg et ar.

CASUS 1

48. Sit m=1; erit f=2""*—1, x =2"*! et p=2"*'—1; fieri autem
nequit, ut simul et f et p sit numerus primus nisi casu #n =1, quo vero fit
q=271. Ergo ex hypothesi m =1 nulli oriuntur numeri amicabiles.

CASUS 2
49. Sit ergo m =2, ut sif

f=8.2v1—1, £=—38.2""! et y=3.2"7'(3.2"*'—1) atque a=2"-f



51—52] DE NUMERIS AMICABILIBUS 111

Sequentes ergo quatuor numeri debent esse primi

t f=8.2%1_1, p=38.271_1, ¢g=3.213. 2+ _1)—1
e
r=9.2m-2(3. 241 1) 1,

unde formantur haec exempla:

n = 1 2 3 4 5}
f— | 11 23 | 47 | 95* | 191
p= | 2 5 1m |- a7 "
g— | 82* | 137 | 568 | ... | 9167*
r— | 98% | 821 |ew1*| ... | ...

hincque ergo ex n =2 et a =4-23 nascuntur numeri amicabiles

{4-23-5.137
4 .23 . 8217.

CASUS CETERI

50. Si m =3, iterum vel f vel p fit divisibile per 3. quod idem evenit,
si m=>5 vel T etc. Sit ergo m =4; erit

f=9.-2*'—1, £=9.2"" et y=9-2"39.2""'—1) et a=2".f

unde formantur haec exempla:

N = 1 4 5 6
f= 3b* | 287* | hTh* 1151
= 72
Y = ... | 82872
— 71
q = ... | 82871*
Y ==

Neque ergo hinc neque ex maioribus valoribus ipsi m tribuendis numeros
amicabiles elicere licet.
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REGULA 4

51. Possunt etiam aliae expressiones pro factore communi @ inveniri, ex
quibus fractionis —cb~ denominator ¢ vel unitati vel potestati binarii fiat aequa-
lis. Fingamus namque ¢=2"(9 —1)(h—1), ut sint g—1 et A —1 numeri
primi; erit

o=@+ —1)gh—2"+gh — gh;

at est 2a = 2"+igh — 2*+1g — 2"+1} 4 2**! unde fit
2a— fa—gh—2+1g — 2+ th 4 20,
Ponatur 2a—fa=d; erit gh — 2"t} (g -+ h) + 2"t =d et
(g — 20N (h — 2°*Y) = d — 20 +1 - 2 +1)

unde per resolutionem in factores eiusmodi valores pro g et % elici debent,
ut g —1 et h—1 fiant numeri primi; eritque tum

a=2@—Dh—1) et -

e
2
I. Ponamus » =1; erit

g—Hh—4=d+12;

ubi ut d + 12 duos obtineat factores pares, sequentes prodibunt valores:
Sit d = 4; erit
(g—4)(Ph —4)=16=2.8, unde g=86, h=12,
a=2.5-11 atque =-—"", ergo b=5.11 et c¢c=2
S;it d = 8; erit

(g—4)(h—4)=20=2-10, unde g=6, h=14,

a=2-5-13 atque ergo b=5.-13 et c=4.
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Sit d = 16; erit
G—4)(h—4)—=28=2-14, unde g=—6, h=—18,

=_2_‘5;1_7, ergo b—=5.17 et ¢—S8.

a=2.5.17 atque 6

ol

II. Ponamus #n — 2; erit
(9g—8)(h—8) =d -+ 56
atque @ =4(g — 1)(h — 1), unde sequentes casus resultant:
Sit d = 4; erit
| (9—8)(h—8 =60=6-10, unde g—14, h—18,

a=4-13-17 atque o —*131T

ergo b=13-17 et c=1.
Sit d =8; erit
(9—8)(h—8) =64=4-.16, unde g=12, h=24,

4-11-23
e ,

a=4-11-23 atque

oo

ergo b=11-23 et c¢=2.

Sit d — 16; erit

g—8)(h—8)=172=6-12, unde g=14, h=20,

a=4-13-19 atque %=4'—11?;—'~1—9, ergo b=13-19 et c¢=4.

III. Ponamus » =3, ut sit a — 8(g — 1)(k — 1), oportebitque esse

(9 — 16)(h — 16) = d - 240.
Sit d = 4; erit

(9—16)(h —16) — 244 — 2.122, unde g=—18, h— 138,

=——"—, ergo b=2.17-137 et c=1.

a—8-17.137 ot L — 8:17:137
4 4

Leoxmarpr Eviert Opera omnia Is Commentationes arithmeticae 15



114 DE NUMERIS AMICABILIBUS [53—54

Sit d = 8; erit
(9 —16)(h — 16) =248 = 2-124, unde ¢=18, h =140,

4—8.17-139 et ’2‘ 8-17-139

=5 ergo b=17-139 et c=1.

Sit d = 16; erit
(9 — 16)(h — 16) — 256 — 4 - 64, unde g—20, h=80,

a=8-19-79 et —="""""", ergo b=19-79 et c=2.

Sit iterum d =16 et .

(9 —16)(h — 16) = 8 - 32; ‘unde ¢g=24, h =48,

4—8.93.47 et % 8-23-47

=5 » ergo b=23-47 et c=2.

Sumtis autem hinc valoribus pro @ si numeri amicabiles statuantur
a(x—1)(y—1) et a(zy —1), ut sint s —1, y —1 et xy —1 numeri primi,

efficiendum est, ut sit (cz — b)(cy — b) = bb.

EXEMPLUM 1
52, Sit a=2-5-11; erit b =5-11 =05b et ¢ =2, unde fiet

(22 — 55)(2y — 55) = 5% 117

22 — 55 1 ) 25
2y —55 | 3025 | 605 | 121

, o ol Hi i obtinent
y 1540 | 330 88 inc ergo nulli obtientur
numeri amicabiles.
z—1 27*% | 29 39 *
y—1 | - - | 329%
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EXEMPLUM 2
53. Sit a—=2-5-13; erit b—5-13 — 65 et ¢ — 4, unde fit
(4@ — 65)(4y — 65) = 5%- 132

At hic numerus 5°-13* non resolvi potest in duos factores, qui 65 aucti fiant
per 4 divisibiles; quod idem in valore ¢ =2-.5.17 usu venit.

EXEMPLUM 3

54. Sit a=4-13-17; erit b=13.17T=221 et c¢c=1 esseque oportet
(x — 221)(y — 221) = 13- 17%, unde

x—221 | 18 17 169
y—221 | 857 | . . . 289
z—1 233 | 237* 389
y—1 | 3977* | . .. 509
xy—1 <e - |-+ ] 198899

In resolutione ultima fit # —1 et y —1 numerus primus, quaestio ergo huc
redit, utrum 2y — 1= 198899 sit numerus primus necne. Etiamsi autem hic
numerus terminum 100000 excedat, tamen demonstrare possum eum esse
primum, unde numeri amicabiles erunt

4.13-17-389-509
{4 - 13- 17 - 198899.

SCHOLION

55. Numerum autem hunc 198899 esse primum inde colligo, quod ob-
servavi esse 198899 = 2.47° - 441%, ita ut 198899 sit numerus in hac forma
2aa +bb contentus. Certum autem est, si quis numerus unico modo in
forma 2aa +0b contineatur, tum eum esse primum, sin autem duplici vel
pluribus modis ad formam 2aa 4 bb redigi queat, tum esse compositum.?)
Quaesivi ergo, utrum a numero hoc 198899 aliud quadratum duplum praeter

1) Vide Commentationem 256 huius voluminis, theorema 10. T R

16*
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47 subtrahi queat, ut residuum evadat quadratum, nullumque subducto cal-
culo inveni; ex quo tuto conclusi hunc numerum esse primum ideoque
pumeros inventos esse amicabiles. Ex reliquis autem valoribus ipsius a,
quos exhibui, nulli reperiuntur numeri amicabiles.

REGULA 5

56. Possunt etiam alii numeri idonei pro @ assumi, ex quibus numeros
amicabiles eruere liceat. Cum autem pro iis regula generalis tradi nequeat,
aliquos tantum hic evolvam, ad quorum imitationem non erit difficile alios
excogitare. '

I Sit ergo a=23-5-13; erit [a—13-6-14 et ob 20—90-13 et
fa=84-13 erit 2a¢ — fa=06-13 atque b _¥50_ B ideoque
¢ 2a—Ja 6-13 2
b=15 et c=2.

I. Sit a=3"-7-13; erit fa=13.8.14—16.7-13, unde ob 2a—18.7-13

b 3%7.13 9
— =3 =7 unde b=9 et ¢c=2.

erit 20 — Ja=2-7-13 ideoque

III. Sit a=23%7%.13; erit fa=13-3-19-14=2o3-7-13-19 et 2a4=42.3.7-13,

unde 2¢ — Ja=4-3-7-13 ideoque £=3"7"13=§, ergo b=21 et c=4.
q ¢ £.3.7-.13 & g

IV. Sit a=23%5; erit fa=5-8-6=16-3-5. Ergo ob 2¢4=18-3-5
erit 2a——fa=2-3-5 hincque %= 5 _ % ot b=9 et c=2.

2.-8-5 )

©

V. Sit a—3'.5.13.19; erit [a—13-6-14.20—=16-3-5.7-13 et ob
. b 3%.5.18-19 3.19

2 —114-3.5-13 et fa—=112-3.5-13 erit — =330 =20 et

b=3:-19=57 et c=2.

VI Sit a=238%-7".13-19; erit fa=13-3-19-14~20=8-3-5-7-13-19

et ob 20 —42.3.7-13.19 erit > =028 2 ypde fit b—21 et c—2.

Positis autem numeris amicabilibus a(x —1)(y —1) et a(zy —1) fieri
debet (ca — b)(cy — b) = bb.
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EXEMPLUM 1

57. Sit b =15, ¢=2; erit a =23.5-13 et satisfieri oportet huic aequa-
tioni (22 — 15)(2y — 15) = 225.

2¢ — 15 1 5 9
2y — 15 | 225 45 25
z 8 10 12 Numeri ergo amicabiles erunt
y 1200130 1 20 {32- 5.13-11-19
s—1) 71 9 )11 3%.5.13 . 939.
y—1 | 119*% | ... 19
xy—1 | .- 1 ... 1239
EXEMPLUM 2

58. Sit b=19, ¢c=2; erit vel a =3-7-13 vel a = 3°.5 et aequatio re-
solvenda (22 — 9)(2y — 9) = 81.

22 —9 3
2y —9 | 27 Unde cum sit #—1 =5, hic valor
" g | cum a=38".5 combinari nequit. Erunt
y | 18| ©rgo numeri amicabiles
zx—1 5 3%.7-13.5.17
y—1 17 8%.7-13- 107,
xy—1 | 107

EXEMPLUM 3

59. Sit b=21 et c—=4; erit a=3"-7".13 et aequatio resolvenda
(4o — 21)(4y — 21) = 441.

420 — 21 3|
4y —21 | 147 Quia x et y debent esse numer: pares, alia
z ¢ | resolutio locum non habet.
y | 42 Ex hac ergo prodeunt numeri amicabiles hi
r—11] b 3%.7%.18.5. 41
y—1 | 41 {32-72-13.251.
zy—1 | 251
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EXEMPLUM 4
60. Sit b—=21 et ¢c—2; erit a—23%-72-13-19 et aequatio resolvenda
(20 — 21)(2y — 21) = 441.

25 — 21 3 T
9y —21 | 147 | 63

% 12 14 Quia autem valor  —1 =13 iam in
Y 84 42 | valore a continetur, hinc¢ nulli obtinen-
r—1 11 13 | tur numeri amicabiles.

y—1| 8 | 41
zy —1 | 1007* | 587

EXEMPLUM 5

6l. Sit b—57 et ¢=2; erit a=238?-5-13-19 et aequatio resolvenda
2z — B7)(2y — 57) = 3249. |

20 — 57 3 19

2y —57 | 1083 | 171 Hinc ergo oriuntur numeri
» 30 38 amicabiles hi
Yy 570 | 114

z—1 29 | 37
y—1| 569 | 113
oy —1 | 17099 | 4331*

{32-5-13&9-29-569
3°.5-.13-19.17099.

EXEMPLUM 6

62. Sit b—45 eb ¢=2; erit a—=3*.5.11 et aequatio resolvenda
(2@ — 45)(2y — 45) = 2025.

20 — 45 3 15

2y—45 | 615 135 Hinc ergo oriuntur numeri
x| 24 80 | amicabiles '
y | 360 | 90

z—1| 28 29
y—1| 359 89
vy —1 | 8639* | 2699

{3‘-5-11-29-89
3*.5.11-2699.
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EXEMPLUM 7

63. Sit b="T7 et ¢c=2; erit «=3"-7.11.13 et aequatio resolvenda
25— T7)(2y — T7) = 49 . 121, |

20 — 77 ( 11
2y =11 841 539 Hinc ergo oriuntur numeri
@ 42 44 amicabiles

y | 462 | 3808
z—1 41 43
y—1| 461 | 307

zy —1 | 19403 | 13551 *

{32-7”11-13-41.461
3%.77.11. 13- 19408.

EXEMPLUM 8

64, Sit b=105, c= 2; erit a=3"-5-7 et aequatio resolvenda
2.5 — 105)(2y — 105) = 105",

2z — 105 3] 7 15 | 85 Cum 102059 sit numerus primus,

2y — 105 3675 | ... 735 | ... quia continetur in forma 8a 4+ 3
z 54 | 56 60 70 et unico modo ad formam 2aa--bb
y 1890 | - .. 490 o reducitur, numeri amicabiles hinc
s—1 53 | s5* | 59 | ggx | OFTL erunmt
y—1 1889 | - .. 419 {32-5-7-53-1889
xy —1 102059 | - .. | 25199* 3.5 -7-102059.

SCHOLION

65. Numeri ergo amicabiles, quos hactenus ex forma apq, ar inveni-
mus, sunt '

{22~5 11

T 2¢.93 .47 27.191 . 383
22.71 ) { :

2*.1151 2". 73127

;{4-23-5-137 ‘ {4-13-17»389-509 ,{32~5-13-11-19
4.23.827 " 14.13-17.198899 3%-5.13-239
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$.7.18.5.17 30.71.13.5. 41 (875131929569
VIL { VIIL { X.
3.7.13.107 31.79.13. 951 18°.5.13 .19 17099
{3‘-5-11-29-89 . {3’--72-11-13-41-461 A{3’-5-7-53-1889
34.5.11 - 2699 3%.7%.11. 13- 19403 " 18*.5.7-102059.

PROBLEMA 2

66. Invenmire numeros amicabiles secundae formae apq, ars positis p, q, 7, S
nwmeris primis et factore communi a dato.

SOLUTIO

a
2a—JSa
in minimis terminis hincque erit a : f a=1>:2b—c. Deinde cum esse debeat
ﬁo -fq =fr -"fs seu (p-+1)(g+1)=(r+1)(s+ 1), ponatur uterque valor

= afzy et sumatur

. .. b
Cum factor communis ¢ detur, quaeratur ex eo valor fractionis — =
c

p=car—1, ¢g=pBy—1, r=Bx—1, s=ay—1.

Ubi manifestum est hos numeros e, 8, z, y eiusmodi esse debere, ut p, g,
7, s flant numeri primi, et numeri amicabiles erunt

afer —1)(By —1) et a(Bz—1)(ey —1).
Praeterea vero ex natura numerorum amicabilium esse debet
apy fa— afaew — 1)(8y — 1) + a(Be — D(ay —1)
seu ob fa:a=2b'—c:b erit
2baﬂxy} _ [2bafoy —baw — bBy + 2b

— cafBay | —bBx —bay
vel

cafxy =ble + B)(x + v) - 2b.
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Unde fit
ceca® oy — beef(e + Bz + bb(a + B) = — 2bcaf + bb(e + B)°
—beaf(a+ B)y

Quare satisfieri debet huic aequationi

(cw — b+ B)(caBy — b(a + §) = Db+ B — 2heap.

Numerus ergo bb(e + 8 — 2bcef quovis casu in duo eiusmodi factores, qui
sint P, ¢, resolvi debet, ut positis

P+b(e+p) _ Q+b(e+p)
w=__cEB* et yw———aﬁ————

hi numeri z et y non solum fiant integri, sed etiam oz — 1, By—1, Bxz—1
et oy — 1 numeri primi. Erit igitur

_P+bat(d—0)p Q=Q+bﬂ+(b;g)g,

p cf ’ ca
T=P+bﬁ+(b—c)oc‘ s — Q+bat(b—0c)p
co ’ cf

. . . . b .
Quovis ergo valore ipsius a proposito, unde reperitur — = 2, dispi-

2a—JSa
ciendum est, utrum cum numeri « et @ ita assumi tum resolutio haec

bb(e + B) — 2bcaf = PQ

ita institui queat, ut valores modo traditi pro p, ¢, r et s fiant numeri primi
et tales quidem, ut factor communis ¢ nullum eorum involvat. Quoties
autem his conditionibus satisfieri poterit, erunt numeri amicabiles apq et ars,

COROLLARIUM

67. Quoniam esse nequit « = @, pro his numeris « et @ ponantur numeri
simpliciores hincque orientur casus sequentes:

L Sit e=1, 8=2; erit PQ = 9bb — dbc et

_P+8b—2¢c _ Q+8b—c
r= 2¢ L e 7
T=P+313:g’ s 9+38b—2¢

c 2¢

‘Leoxmarpr Evrert Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 16
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IL Sit =1, B =38; erit PQ=16bb— 6bc et

»

3¢ ¢

P4 4b—3c¢ +4b—c
p="" g =400,

¢=P+4b;c’ s=Q+4b_?£-
¢ 3¢

1L Sit « =2, 8 =3; erit PQ=25bb —12bc et

_P+5b _Q+5b__ :

o 30””—1’ 1= 2¢ 1,

r=P-|—5b__1’ s Q56 _ 4
2¢ 3¢

IV. Sit e =1, 3 =4; erit PQ = 25bb — 8bc et

_ P45b
Y

pBEBb 4 _@E50 4
c 4c

’

V. Sit « =38, B =4; erit PQ=49bb — 24bc et

P+17b Q@+
=4, T 97 e L,
P+7b Q+7b
- 3¢ » ST T4 L

VI. Sit ¢ =1, §=2>5; erit PQ = 36bb— 10bc et

P+6b_1, q=Q+6b_1’

5¢ c
r=P+6b——1, s=Q+6b—1.
¢ 5¢

VIL Sit =2, 8=>5; erit PQ—49bb — 20bc et

_PETh_ QT

be 2¢ ’
_P+7b _ @+
r —-‘—*2?'——— 1, S = 5o 1.
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VIIL. Sit & =3, 8 =>5; erit PQ — 64bb — 30bc et

5¢ 3¢
3¢ v 5¢

IX. Sit =4, §=5; erit PQ — 81bb — 40b¢ et

P+9b +9b

p 5o 14 9_46 1,
P+9b @+ 9b

¥y = -—4c~——1, s = e — L

X. Sit e—1, B =6; erit PQ— 4966 — 12b¢ ot

P+7b 7b
-p..—.-_—sc-——l, q:——Qt———-— )
r=P+t{_b._...1, 3=Q+7b—-]_.

¢ 6¢c :

XI. Sit @ =5, 8=6; erit PQ = 121bb — 60bc et

_P+1_11;__1 _ Q411b 1

Y ’  be g
P+11b __ @+11bd

=5 L s=rg b

Secundum hos igitur casus valores ipsius @ iam ante adhibitos, quia
prae ceteris ad numeros amicabiles inveniendos videntur apti, evolvam, ex
iis autem potissimum eos eligam, qui actu ad numeros amicabiles deducunt.

EXEMPLUM 1

- 68. Bit @ =27 erit b =4 et ¢c=1. Sumatur casus secundus, quo =1,
=3, ut numeri amicabiles sint 2*pg et 2rs, fierique debet

PQP=16-16—6-4 = 232
atque
P+16
3

—1, ¢g=@Q+16—1, r=P+16—1 ¢t S=Qi3_1§__.

16%
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Factores ergo numeri 232 ita debent esse comparati, ut 16 aucti fiant per 3
divisibiles.

P= 2

Q=116 Alia resolutio nulla succedit; si enim poneretur
P+16= 18 p =2, fieret ¢ numerus impar neque ergo ¢ et
Q-+ 16 =132 s numeri primi esse possent. Hinc ergo obti-

p= 5 nentur hi numeri amicabiles

g=131 {2’-5-131

r= 17 2*.17-43.

s= 43

EXEMPLUM 2

69. 8i « =1 et 8 =23 et a potestas binarii altior, inventio numerorum
amicabilium non succedit, donec perveniatur ad a=2°. Tum autem erit
b=2% et ¢c=1 atque

PQ—16-2°—6.2° =2°(2" — 3) = 5122045 =512 -5 - 409,

_ Pt1024

3 1, q—Q+1024—1, r—P1024—1, s=2+102%

3 ’

unde factores P et @ ita debént esse comparati, ut quaternario aucti per 3
vel, ut quoti fiant pares, per 6 sint divisibiles. '

P= 2 8 20 32 80 128 | 320 | 1280

Q= - - - ... | 13088 | 8180 | . - -
- P-4 1024 = 1026 1032 1044 1056 1104 | 1152 | 1344 2304
Q+1024 = - - - cee 14112 | 9204 | - - -
p= 341% 343* | 347 ce. 367 383 | 447* | T67*
g=- - - cee 1714111* 1 9208 | - - -
r=1025% | - . . 1043* | 1055%* 1103 1151 | 1343* | 2303*
§=. .- 4703 3067

28 . 383 - 9203

Brun ergo numeri amicabiles {28 - 1151 - 3067.



67—68] DE NUMERIS AMICABILIBUS 195

EXEMPLUM 3
70. Sit e=2 et § =3 et sumatur a =3*-5.13, ut sit b =15 et ¢ = 2;
erit
PQ=25.225—-12.30=23*.5.13,

Q+75 P45 Q475
=L =T, =¥y

_.1’ q =

unde factores PQ eiusmodi esse debent, ut ternario aucti fiant per 24 divi-
sibiles.

P= 45
Q=117
P+ 75 =120 Aliae resolutiones non inveniunt
Q4+ 15 —192 locum; unde hinc numeri amicabiles
p— 19 prodeunt ‘
qg= 47 {3’-5'13-19-47
r— 99 3%.5.13.29. 31
— 31 |
EXEMPLUM 4

7. Sit a=1 et =4 et sumatur a = 8*-5, ut sit b =19 et ¢ =2; erit
POP=25.81—-8-18=9.11-19
et

P—|2-45__1, s Q+45_1’

P+45 _Q+45
g —1, ¢= 9 1,

unde P et @ eiusmodi debent esse numeri, ut quinario aucti per 8 fiant
divisibiles. :
P= 3 19

@ = 627 99

P4+ 45 = 48 64

Hinc ergo oriuntur numeri amicabiles
Q@+ 45 =672 144

p= 5 7 {33-5-7-71
g=33%*| 1 3%.5.81-17.
r= 23 31

s= 83 17
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SCHOLION

72. Hae autem operationes nimis sunt incertae ac plerumque plures
frustra instituuntur, antequam numeri amicabiles se offerunt. Labor quoque
foret vehementer prolixus, si singulis valoribus ipsius a, quos quidem supra
* exhibui, per singulos casus litterarum « et @ percurrere velimus; atque nimis
raro evenit, ut quatuor numeri pro p, ¢, r et s resultantes simul fiant primi.
Tum vero etiam inventio numerorum amicabilium per determinationem rati-
onis o« et B nimis restringitur atque dantur casus huiusmodi numerorum, in
quibus ratio «:(3 tam est complicata, ut nulla probabili ratione eligi po-
tuisset; cuiusmodi sunt numeri amicabiles 2¢-19 - 8563 et 2*-83-20397), ad quos
hac via inveniendos ratio e: /3 assumi debuisset 5:21 vel 1:102. Hanc ob
rem huic methodo nimis sterili et operosae diutius non immoror, sed aliam
viam aperiam, qua facilius et expeditius numeros amicabiles tam huius se-
cundae formae quam aliarum magis compositarum investigare liceat et quae
similis sit praecedenti, quae tribus tantum numeris primis reperiendis ab-
solvitur.

PROBLEMA 3

8. Invenire numeros amicabiles hwius formae apq et afr, ubi p, q et v sint
numers primi, f sive primus sive compositus, qui perinde ac factor communis @
sit datus.

SOLUTIO

Quaerantur iterum ex cognito factore communi a valores b et ¢, ut sit

o = saJa’ et sit numeri f summa divisorum f f=gh. Cum igitur primo

requiratur, ut sit ﬂ . f q= f f- ‘f 7, erit (p + 1)(g + 1) = gh(r 4+ 1). Ponatur
r+1=zxy, p+1=—hx et g+ 1=gy et necesse erit, ut sint hi tres
‘numeri primi, scilicet p—=hz —1, g=gy —1 et r —ay —1. Deinde opus
est, ut sit

Japg — ghay [o = a(he —1)(gy — 1) + af(ey —1)
= a((gh+ vy —hz —gy +1—1)

1) Sed vide notam p. 61. F. R.
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seu
2bghwy — cghzy = b(gh + f)ay — bhae — bgy + H(1 — f)

(of —bgh + cgh)xy — bhmv—.-.bgy =b(f—1).

- Ponamus brevitatis gratia

vel

bf —bgh + cgh = ¢;
erit eexy — ebha — ebgy = eb(f — 1) sive
(ex — bg)(ey — bh) = bbgh + be(f — 1).

Numerus ergo bbgh + be(f —1) in duos eiusmodi factores, qui sint P et @,

resolvi debet, ut fiant
NG & ST ST

e

numeri integri, tum vero hw —1, gy — 1 et zy — 1 numeri primi. Quae con-
ditio quoties impleri poterit, erunt numeri amicabiles a(hae — 1)(gy — 1) et
af(xy — 1). Notandum est neque ullum horum numerorum primorum
hx —1, gy —1, xy — 1 neque ullum factorem ipsius f divisorem esse debere
ipsius .@ nec non f et zy — 1 esse debere numeros primos inter se.

COROLLARIUM 1

74. Si f sit numerus primus, uti secunda forma numerorum amicabilium
postulat, erit f41=gh et propterea f=gh—1. Hoc ergo casu erit
e=cgh—b et PQ=">bbgh - be(gh —2) seu '

PQ=begghh — 2bcgh - 2bb.

Unde quaeri debent numeri x et y supra memoratis proprietatibus praediti,
ut sit ’

P+l
= et Y

X ='M.
. (4

- COROLLARIUM 2

75. His igitur formulis ita uti conveniet, ut pro a svccessive alii atque
alii valores ex iis, quos supra exposui, substituantur atque pro singulis lit-
terae f varii numeri tam primi quam compositi substituantur, qui quidem ad
numeros amicabiles inveniendos idonei videantur.
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CASUS 1

76. Sit a =4 (ex valore enim @ — 2 nullos obtineri numeros amicabiles
observavi) eritque b =4 et ¢—1. Tum positis numeris amicabilibus 4pq et
4fr sit f f—=gh et e=4f—3gh. Deinde per resolutionem quaerantur fac-
tores P et @, ut sit

‘ PQ=16gh + 4e(f —1).

Hincque eruantur numeri integri z et y, ut sit

x=lﬁe¥4-g et y Qt4h,

et ex his deriventur valores litterarum p =hx — 1, g=gy — 1l et r =2y — 1,
qui si fuerint numeri primi, erunt 4pg et 4/r numeri amicabiles.

EXEMPLUM 1 |
7. Sit f=3; erit [f—gh—4 hincque ¢ —12—12 =0, unde patet ex
hac hypothesi nihil obtineri.
EXEMPLUM 2
8. 8it f=5; erit [f—gh—6, e=20—18 =2 atque
PQ—16-648.4—128.
Jam ex gh = 6 ponatur primo g =2 et h =3 fietque

__P+38 Q+12
T2 et 2

x

Quare sequentes habebuntur resolutiones:

P=| 2 4 8 16 32 64 Hinc ergo prodeunt
Q— | 64 32 | 16 8 4 2 numeri amicabiles
z=| b 6 8 12 20 36
y— 38 | 2| 14 |10 | 8 | 7 {i ;7 1;‘:’
p=38x—1= | 14*%| 17| 23 3% | 59 | 107 et
=2y—1= ... | 43| 27*% | 19 15* | 13 4.13-107
r=gy—1=|...|131 | 111* | 119* | 159* | 251 {4 - 5. 251.
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Ponatur secundo g =1, » = 6 fietque

m## et y=Q'|2'24-

P= 2 4 8 16 32 | 64

— | 64| 32 16 8 4 2

—=| 3| 4 6 | 10 | 18| 34

y— | 44| 28 20 16 14 | 13
p=6r—1=| 17| 23 85% | 59 | 107 | 203*
g=1y—1=| 43| 27* | 19 15% | 18 | 12%
r=gy—1= | 181 | 111* | 119*% | 159% @ 251 | 441*

Sunt ergo hinc numeri amicabiles

{4-17-43 {4-13-107
4.5-131 4.5-251. -
EXEMPLUM 3

19. Sit f=1T; erit [f—gh—8, =28 —21—14 et
PQ—16-8+16-6 — 224,
Sit ergo primo g =2, h = 4; erit

6
P| 4 | 8 |28 |56
Q5 |28 | 8 | 4
z|.3 | 4| 9 |16
y!18 [11 | 6 | 5
d4p—1 | 11 | 15% | 35% | 63*
2y—1 | 85* | 21*% | 11 | 9*
xy—1 |53 |43 |53 |79

Lzownarp:r Eurert Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae

y p=4x—1, ¢g=2y—1,

Iidem ergo pro-
deunt bini numeri
amicabiles qui ante.

r=gy—1.

17
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Sit secundo g =1, h = 8; erit
P44 Q+32
_ y=——4—,

x TR p=8x—1, g=y—1, r=zy—1
P| 4 8 28 56
Q | 56 28 8 4
x| 2 3 8 15

y |22 |15 |10 9

8z —1 | 15% | 23 | 63* | 119*
y—1|21* | 14* | 9% | 8*
gy —1 |43 | 4* | 19 | 134*

Hinc ergo nulli prodeunt numeri amicabiles.

EXEMPLUM 4
80. Sit f=11; erit gh =12, e =28, PQ=16-12 4 32-10 =512, vel erit
(84 — 49)(8y — 4h) = 512, quae aequatio deprimitur ad (22 — g)(2y —h) = 32;
qua resoluta erit p—he —1, g=gy—1 et r—=xy—1. Sive autem hic
ponatur g=1, h=12, sive g=2, h =6, sive g=3, h=4, nulli prodeunt
numeri primi pro p, q et 7.

EXEMPLUM 5

81. Sit f=13; erit gh—14, e=10, PQ=224+40-12=704 et
(10z — 49)(10y — 4h) — 704, quae deprimitur ad (52 — 2g)(5y — 2k) = 176.
Hine autem nulli alii numeri amicabiles obtinentur nisi

4.5-251
{4~13-107,

qui iam ante (§ 78) sunt inventi. Simul vero iam patet, etiamsi pro f maiores
numeri primi statuantur, nullos novos numeros amicabiles prodire, quoniam
vel p vel ¢ sortietur valorem minorem, qui pro f assumi potuisset.

EXEMPLUM 6

82.Sit f="5-13;erit gh —6-14 — 84, ¢ =8, PQ =16 -84 4 32-64 =64-53
ot (84 —4g)(8y —4h) —64-53 seu (2z —g)(2y —h)—4-53. Hincque in-
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venietur in numeris primis p =43, ¢ — 2267 et r — 1187, unde erunt numeri
amicabiles
4.43. 2267
{ 4.5.13-1187.

CASTUS 2

83. Sit a =2°=8; erit b =8, ¢=1; tum positis numeris amicabilibus
8pq et 8fr et ff= gh erit e=8f— Tgh atque

(& — 8g)(ey — 81) = 64gh + Se(f— 1),
unde casus sunt dignoscendi, quibus fiunt numeri primi

p=hrx—1, g=9gy—1 et r=uxy—1.

EXEMPLUM 1
84. Sit f=11; erit gh =12, e =4 atque

(4o —8g)(dy — 8h) — 6412 4 32.10 — 64 . 17
seu .
(@ — 29)(y — 2h) = 4 - 17 — 68,

Hinc autem nulli numeri amicabiles reperiuntur.

EXEMPLUM 2
85. Sit f=13; erit gh =14, ¢ =6 atque
(62 — 8g)(6y — 8k) — 64 - 14 4 48 - 12 — 64 23
seu

(35— 49)(3y — 4%) — 16 - 28;

verum etiam haec hypothesis est inutilis.

17*
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EXEMPLUM 3
86. Sit f=17; erit gh =18, e =10 atque

(105 — 8g)(10y — 8%) — 64 - 18 + 80 -16 — 64 - 38
seu
(5 — 4g)(5y — 4h) = 32 - 19;

hincque prodeunt numeri amicabiles

{8-23-59
8.17-79.

EXEMPLUM 4
87. Magis foecunda est hypothesis f=11.23; minor enim valor pro fin
compositis substitui nequit; erit gh =12 .24, e =8, unde

(8 — 8g)(8y — 8h) — 6412 - 24 + 64 - 252
seu
(@ — g)(y — h) = 540.

Hinc autem reperiuntur sequentes numeri amicabiles

8-383-1907 8-467-1151 {8-647-719
{8-11-23-2543 {8-11-23-1871 8-11.23-1619.

Huiusmodi numeris compositis pro [ ponendis multi insuper alii in-
veniuntur numeri amicabiles.

SCHOLION

88. Ingens combinationum numerus, qui in hoc exemplo locum habet,
ansam mihi praebuit solutionem in aliam formam redigendi commodiorem.
Scilicet cum sit

e=bf—(b—c)gh, PQ=>bbgh+be(f—1)=(ex — bg)(ey — bh),

ex formulis
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~ eliciuntur valores

p—lEAbgh o _g@tbgh .y PQ+bAP+gQ)+bbgh

Sit ergo ob gh -———-ff
e=bf—(b—0)ff, L=0bff+ be(f——l)‘ et MN=—L([F,

M+b
p— 4;ff_1

erit

= N+eb/f—1’ p— LEIMAN)+BBSF

’ ee

et nunc quaestio eo reducitur, ut numerus I f f resolvatur in duos factores
M et N, quorum uterque qua,ntitate bt f f auctus fiat divisibilis per e et ut
quoti hinc resnltantes unitate minuti sint numeri primi. Denique oportet,
ut sit r 4+ 1= (ﬂ"'—l};ii'l) et 7 numerus primus. Hunc ergo calculum in noun-
nullis casibus illustrabo.

-CASUS 3
89, Bit e =2* - 16; erit- b =16, c =1 atque
e=16f—15[f, L—256[f+16e(f—1) et MN~— Lff.
Numeri igitur primi esse debent

=M+16ff_1 q=l_\r_+16ff_1 r=L+256ff—{-16(M—[—N)_

e (4 ece

p 1,

quibus inventis erunt numeri amicabiles 16pg et 16f7.

. EXEMPLUM 1
90. Sit f=17; erit

[f=18, e=2, L—1024-5 et MN—=1024.5.18—2".3".5,
__M+288_

= 1’ q ==

2

N+288 [ _ 512:194+16(M +N)
1, r— —

—5 A 1;

sea sit M =2m, N=2n, ut sit mn —2°.32.5; erit

p=m—+143, q=n-+143 et r=_8(m + ) 2431,
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qui tres numeri debent esse primi, ut numeri amicabiles sint 16pgq et 16-177r.
Hoc autem succedit duobus modis, primo, si m =24, n = 960, et secundo, si
m = 96 et n — 240; unde numeri amicabiles prodeunt

16 - 1671103 {16 -239 - 383
{16 -17-10303 16 - 17 - 5119.

EXEMPLUM 2
91. Sit f=19; erit

ff=2o, e—4, L[ —128-49 et MN=512.5-49=2"-5.T%

Ergo -
=N—|—320 7_128-89+16(M+N)_1.

_ M+320 0
o 4 ’ _ 16

4

1,

seu sit M —=4m et N=4n, ut sit mn—=32-5.49=2%.5.7%; erit
p=m+4T9, g=n-+T9 et r=4m-n)+ 7L
Hinc, si m =70, n — 112, prodeunt numeri amicabiles

16-149-191
16 - 19 - 1439.

EXEMPLUM 3
92. Sit f=23; erit

ff=24, e—8, L=256.5-7 et MN=—2048-83.5.7=2".3.5.7,

N+416-24
= ——1,

_ M+16-24

__ 25659+ 16(M+N) .
8 - o

—1 64
seu sit M=8m, N=8n et mn=2%-3-5-7T; erit
p=m-+47, gq=n-+47 et r=2(m+ n)- 235.

Hince tres casus oriuntur

{m=56 {m=42 {m=6v
n = 60 n =80 n = 560
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et numeri amicabiles sunt

{16 -103 - 107 {16 -89 127 16 - 53 - 607
16 - 23 - 467 16 - 23 - 479 {16 - 23 - 1367.
EXEMPLUM 4

93. Sit f=31; erit

[f=32, [e=16], L=512-31 et MN=—=2".31,

_ M+16-32 __N+16-32 p 16+ N)+ 51247

16 L 16 L 256 L
Sit ergo M = 16m, N = 16, ut sit mn%2e-3l; erit
p=m+3l, g=n-+3l, r=m-+n- 93
Hinc autem nulli prodeunt numeri amicabiles.
EXEMPLUM 5
M. Sit f=4T; erit
JT=48, ¢=32 ot L—1024.5.7 ot MN—2%.3.5.7,
unde
_ M+16-48 _ N+416-48 _ 16(M+ N)+1024-47
P="3 Log="yy——1 et r= 1024 — 1L

Sit M =32m et N=82n, ut sit mn = 2*.3.5.7; erit
p=m-+23, q=mn-+23, r=%—(m+n)—}—46.

Ergo m 4 n debet esse numerus impariter par, ut %(m + ) fiat impar, quod
evenit, si vel m vel » sit impariter par. Sit m = 30, » = 56; erunt numeri
amicabiles

16 -53 - 79

{16 - 47 - 89,
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EXEMPLUM 6
94[&]‘). Sit f=17.137; erit
| Jr—18-138=4.27.23 — 2484, =14,
L —956.2484 4 64.2328 —512.3-7-73 et MN—2048.81.7.23.173,

M4 16-2484
—2r BN

N416-2484
11 {l=+———1,

,_ 512-2775 4+ 16(M + N)
i — —

16 1.

Sit M =4m, N=4n; erit mn = 128-81.7.23-73 ot
p=m+9935, g=n-+9935 et r=4(m -} n)- 88799.

Sed hic semper prodit valor ipsius » maior quam 100000, ita ut difficile sit
discernere, utrum sit primus necne.

EXEMPLUM 7
95. Sit f=17-151; erit

J—=18-152=16.9.19 =216, =32,
L —1024-1967 =1024.7-281 atque MN=—24.9.7.19.281
Sit M — 32m, N —32n; erit mn—=16-9.7.19-281 et
p=m+1367, g=n-+1367, r—1 (m + n) -+ 2650.
Sit m =2u, n=28w; erit ur=9.7.19.281 et
p—2u+1367, q—8v+ 1367, 7= u+ 4y + 2650,

Hinc primum patet neque u neque » esse posse numerum formae 3o -} 2,
tum u non posse desinere in 9 nec » in 1; quibus observatis sequentes tan-
tum resolutiones locum habent:

* *
mo| 3281 I .19 | 21.281 21 63 - 281 3 1
v 1 21-19 ' 9.281 517 57 . 281 19 399 -281 | 1197281

1) In editione principe falso numerus 94 iteratur. F. R.
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quorum ii, qui asteriscis sunt notati, excluduntur ideo, ne p, ¢ vel r fiat per
7 divisibile. Quarta resolutio dabit hos numeros amicabiles

{16 - 1409 - 129503
1617 - 151 - 66789,

si modo hic numerus 129503 est primus.?)

EXEMPLUM 8
96. Sit f=17.167; erit

JT=18-168—=16-27-7=3024, e=64,
L — 2048 - 1797 — 2048 - 3-599 et MN—=2%.34.7.599,

Sit M = 64m, N —=64n; erit mn = 2°.3*.7.599 et

p=m-} 15, q=mn- 755, r=%(m+")+312ﬂ,

Sit m =2u, n=4v; erit uy =3*.7.599 et

g+l

p=2u+4+ 75, gq=4y+ 5, r=v- 5

-+ 1086.

Ubi patet esse oportere w —4e—1, ne r fiat numerus par, nec p =3 + 2
nec ¥ =3¢ -+ 1. Hinc prodeunt numeri amicabiles

{16 - 809 - 51071
16 - 17 . 167 - 13679.

CASUS 4
97. Sit vel a=23%.5 vel 4 =23%-7-13, ut sit b=9, ¢ =2; erit
e=9f—7[f, L=81F+9%(f—1) et MM=L(F,

P MASF o NASf g MM +Lsiff
e ? : e ’ ’

ee

qui numeri p, g, 7 si fuerint primi, erunt numeri amicabiles apqg et afr.

1) Est autem 129503 =11-61-193 ideoque numeri correspondentes non sunt amicabiles.
F. R,

Leonuarpr Euerr Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 18
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EXEMPLUM
98. Sit f=71, ff= 8; erit .
e=17, L=2-21-19, MN=16-27-19,

Nt12
7

9(M+ N)+2-27-31
= 49 -

1Ty g= 1, L.

Unde posito M — 54, N = 152 oriuntur numeri amicabiles

{a-17-31 {33-5o17-3l
se
a-7-71 3*.5.7.11.

PROBLEMA 4

99. Invenire numeros amicabiles huius formae agpq et ahr, ubi p, q, r sint
numeri primi, at g et h sive primi sive compositi dati una cum factore communi a.

SOLUTIO
. . . .. . b
Ex factore communi @ quaeratur in minimis terminis fractio — = 5 ud 7
' 4 a—Ja
deinde sit % —™ et ex prima proprietate numerorum amicabilium erit
n

m
(P+1)(Q+1).fg=(r—l—l)fh seu 7‘+1=—,;1/—(p+1)(q+1)_
Altera vero proprietas praebet

(r+ 1) fa- fh—algpg + kr);

2b—c .
vel ob ‘{1—’= n ¢ erit

(r + 1)@ — &) [h = b(gpg + )

et pro r substituto valore

m@b—c)(p+ (g +1) [ — b(ﬂyzoq + mh(p + 1)(g + 1) — nh).
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Sit brevitatis gra,tid p+1l=u, g+1=y; erit

m(2b — c)wyfh = b(mhxy + ngxy — nge — ngy + ng — nh)
vel

(mbh + nbg — 2mbfh + mcfh)xy —nbgx — nbgy — nb(h — g).
Ponatur brevitatis gratia

e=b(mk—|—ng)-(2b——c)mfk
eritque

eexy — nbgex — nbgey 4+ nnbbgg — nnbbgg + nlb(h — g)e
seu
(ew — nbg)(ey — nbg) = nnbbgg + nb(h — g)e.

Ponatur ergo nnbbgg + nb(h — g)e = M N fietque

o=t o, Ntnbg
e 4
seu
M-+nb N+nbd
p= Mgy Nnbg g mp,

Qui tres numeri p, ¢ et r si fuerint primi, erunt nume-i amicabiles agpq
et ahr, dummodo utriusque factores sint primi inter se.

COROLLARIUM

100. 8i sint g et & numeri primi, erit 7 — Z—H

h—=kn—1; erit fh = kn, unde fiet

; sit ergo g =km —1 et

€ =b2kmn —m — n) — (2b — c)kmn = ckmn — b(m + ),

MN = nb(nb(km — 1)* + k(n — m)e) = (ex — bn(km — 1)) (ey — bu(km — 1))

et
p=2z—1, g=y—1 atque r=%xy—~1.

18%
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CASUS 1
101. Sit m=1, n=3, ergo g=Fk—1, h=23k —1 eritque

‘ e—=3ck—4b et MN =3b(3b(k — 1)' + 2ke)
ideoque : :
M+ 3b(k—1) N+3b(k—1)
= e Y= e

ac denique p=2z—1, ¢g=y—1 et r=-31—:vy—1.

EXEMPLUM 1
102. Sit a—4, b—4, c=1; erit

e—3k—16 et MN=—12(12(k— 1)* + 2ke)
" P MR NEGoD
Hic poni potest ‘
I k=6 fietque g =5, h—=17 et ¢ =2, sed hinc nihil efficitur.

Il k=8 fietque g—=17, h—23 et e=8, MN=12(12-49 4 128) seu
MN=16-3-179 = (8 — 84)(8y — 84) ideoque 3-179 = (2z — 21)(2y — 21),
unde nihil pariter sequitur.

EXEMPLUM 2

103. Sit a - 8, b=28, ¢c=1; erit

<ou e=238k—32, MN =24(24(k — 1) + 2ke)

MN = 48(15kk — 56% + 12) — (ew — 24(k — 1)) (ey — 24(k — 1)).

Verum ne hinc quoque quicquam concludere licet.

. CASUS 2
104. Sit m =3, n=1; erit

e=38ck—4b et g=3k—1, h=Fk—1,
MN =b(b3k — 1)* — 2ke) — (ew — b(8k — 1)) (ey — b(3% — 1))
atque p=2—1, ¢g=y—1 et r=3zy —1.
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EXEMPLUM 1
105. Sit @ =10, b=05, ¢=1; erit

| e=3k—20 et 5(5(8k—1)'—2ke) — (ex — 58k — 1)) ey — 5(3k —1).

Si hic ponatur k=28, fiet 5.29.89 = (4o — 115)(4y — 115). Unde prodit
2 =30, y =674, 3xy = 60660 et numeri amicabiles erunt

10-23 .29 - 673
{10 -7 60659,

EXEMPLUM 2
106. Sit a =3%*-5, b=9, ¢=2; erit

e—6k—36 ot 9(3k— 1) —2ke— (5 ex—3(3%k —1))(5 ey — 3Gk —1)).

Jam fiat k=28; erit e=12 et 3-1523 = (42 —69)(4y — 69) hincque oritur
x =18, y =398, 3xy = 21492 eruntque numeri primi g =23, h=1T, p =17,
q =397, r =21491 et numeri amicabiles '

(3%-5-23-17-397
{33-5-7-21491.

SCHOLION

107. Ex his exemplis usus huius problematis in inveniendis numeris ami-
cabilibus satis luculenter perspicitur; sed ob ipsam nimiam fingendi libertatem
non parum molestum est secundum praecepta hic tradita omnes casus per-
currere. Cum igitur sufficiat hanc methodum tradidisse eiusque usum mon-
strasse, ei prolixius non immoror, sed ad ultimam methodum, cuius ope nu-
meros amicabiles eruere liceat, qua quidem sum usus, expcnendam progredior.
Nititur ea autem singularibus proprietatibus, quibus numeri ratione summae
divisorum gaudent, quas oblata occasione explicabo'), ne plurium lemmatum
praemissio taedium creet. Iis autem expositis non difficile erit plura alia
problemata ad hoc genus pertinentia resolvere.

1) Vide ex. gr. Commentationem 243 huius voluminis. F. R.
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PROBLEMA 5

108. Invenire numeros amicabiles huius formae zap et zbq, ubi factores a et b
sint dati, p et q numeri primi et factor communis z investigari debeat.

SOLUTIO

Sit fa:fb=m:n, et cum esse debeat fa-(p + 1)=fb (g4 1), erit
m(p 4+ 1) =mn(g+ 1). Ponatur p+1=nx et ¢4 1= mz eruntque numeri
amicabiles

. za(ne —1) et zb(mx —1),

ubi quidem requiritur, ut mz —1 et nx — 1 sint numeri primi. Cum iam

utriusque numeri eadem sit summa divisorum = nx f a- ﬁ = mx J b- [:z, oportet,
N e

ut ea sit aequalis summae numerorum z((na + mb)z —a —b). Unde obti-

netur ista aequatio
2 nr f a

_ﬁ=(na+mb)x——a——b‘

. ) . .. .. . nzfa
Quo iam ex hac aequatione valor ipsius 2 elici queat, fractio matmbs—a—b

ad minimos terminos reducatur, quae sit — -, ita ut habeatur = — = hinc-
s Z s

que sequentia sunt notanda. Primo eésse z vel ipsi r'aequale vel eius multiplo
cuipiam, puta kr. Priori casu, si 2=, erit ﬁ =§ ac propterea s = f 7.
Posteriori casu, si z=kr, erit fz= ks = f kr. Verum quicquid sit %k, erit
% > k; nam f kr continet omnes divisores ipsius r singulos per % multipli-
catos et insuper eos divisores ipsius kr'), qui non sunt per & divisibiles, erit-
que ergo l/’kr > kt[ r. Cum igitur sit f.%> k f r, erit quoque ks >k ﬂ seu
s >!/ 3 Quare si in fractione % fuerit s = Jr, erit z = r; sin autem sit s> j ;, -
erit # aequale multiplo cuipiam ipsius ». Unde patet, si sit s< ﬂ, aequa-~
tionem fi =~:— esse impossibilem neque hoc casu numeros amicabiles inveniri

2
posse. Deinde cum sit

fz_na-l—mb a-tb a b a+b

P e A A

1) Editio princeps (atque etiam Comment. arithm.): divisores ipsius r. Correxit F. R.
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ob ]% <1 et %< 1 erit ff <2 %2 ") ideoque multo magis f—i > é—, ita ut 2

- 8it semper numerus deficiens. Hincque patet aequationem ]z = -~ semper ita
4 s

fore comparatam, ut sit % > 7:— seu s <27. Unde si sit [r =3, erit f r<2r,

et si s> f r, erit multo magis f r < 2r. Utroque igitur casu r erit numerus
deficiens. Quocirca si # tanquam numerus 1ncogn1tus spectetur, proposita

aequatione = — ne/a
z na4mbyz—a—0

nzfa
(ma 4+ mb)x — a —

deficiens et ut sit vel s — f r vel s > f

Quibus conditionibus animadversis tam r quam s in suos factores sim-
plices primos resolvatur, ut prodeat huiusmodi aequatio

valorem ipsius « ita determinari oportet, ut

reducta fractione ; ad minimos terminos si fiat » numerus

z _ AB 07
fe EFGr
tunc autem successive vel 4" vel altior potestas ipsius A ponatur factor
atv
ipsius # seu ponatur z= P.A**"; erit ‘fz= f A"‘*”f Pet - ‘7; = ﬁﬁv 7P ideoque

r B90yan+v

P A EFG
Similique modo ponatur ulterius P = B**+#¢ et hoc pacto procedatur, donec

tandem perveniatur ad aequationem hUIU.S formae ex qua habeatur

w
, f 7 Ju’
Z=u. Saepe quidem haec operatlo successu optato caret, sed pro quovis
casu oblato facilius erit operationem hanc per exempla docele quam per

praecepta.
EXEMPLUM 1

109. Sit a =38, b=1; erltfa——4 fb—-l et m=4, n=1 ac numeri
amicabiles erunt
8@—1)z et (4o — 1),

1) In editione principe (nec non in Comment. arithm.) hic et in priori formula a—b loco
a -+ b scriptum est. Correxit F. R.
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¢i sint # — 1 et 4o — 1 numeri primi et

s _ 4=
fe Tz—4

Hic autem primo patet, si 4 ex numeratore non tollatur, fore Tx —4 < f 4z
ob f 4 =1 f z. Ergo necesse est, ut sit 7z —4 numerus par. Ponatur
x = 4p; erit '
4p
ﬁ - p—1 .

Nunc fiat 7p — 1 numerus par ponendo p=2q'+ 1; erit

5 _ 2(29+1)

S 1g9+3
et x =8¢+ 4 atque

z—1=8¢+3, 4r—1=32q9-415.

Unde ¢ nequit esse multiplum ternarii, ne » —1 fiat per 3 divisibile. Erit
ergo vel ¢ —3r + 1 vel ¢=3r —1; priori casu fit 2¢ 4+ 1 =674 3 ac #z de-
beret esse divisibile per 3, quod pariter fieri nequit, quia in altero numero
quaesito 3(x — 1)z iam inest factor 3. Bit igitur ¢— 3r —1; efit

2 _ 2(6r—1)

fz 21r—4
atque x = 24r — 4,

r—1=24r—5 et 4w—1=96¢—17.

Cum autem z factorem 3 habere nequeat, nisi binarius ex numeratore 2(6r—1)
tollatur, # erit divisibile per 2 et posito ¢ =2y fieret

2y 2(67‘——1) y _ 3(6r—1)
et
3fy 21r—4 fy  o1r—a

ideoque evaderet y et propterea quoque z per 3 divisibile, quod fieri nequit.
Hanc ob rem iste binarius ex numeratore tolli debet ponendo r = 2s, ut sit

Z2—1=48s—5, 4o —1=192s—117,
eritque
z 128—1

fz 21s— 2
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Iam si s sit numerus impar, ob # numerum imparem fiet quoque
f #=1Fk(21s — 2) numerus impar, ex quo sequitur numerum z fore quadratum;
sin autem s sit numerus par, factor communis z non erit quadratus. Evol-
vantur ergo ii ipsius s valores, qui efficiunt v —1—=48s—5 et 42—1—=1925—17
. o e s s s 7 126 —1 . .
numeros primos, et dispiciatur, utrum aequationi T = ats—s satisfieri queat.
! z 8§ —

Sit s=17; erit £+ —1—=2331, 40 —1—=1327 et = — 2. Tam cum &
Jz 146

debeat esse quadratum, ponatur z — 8324 erit ﬁ=367 . 19f 4 et

A4 367.19
J4  5.29.83
Nunc autem ipsins 4 factor statui nequit 19* ob f 19 = 3 - 127; prodiret enim

3 factor ipsius A; altioribus vero potestatibus sumendis mox devenitur ad
numeros tam grandes, ut facile pateat opus succedere non posse.

Sit s =12; erit x — 1 =571, 42 — 1 = 2287 et]'z = ;—lr;::’, quae neque 11*
neque 13 pro factoribus ipsius 2z assumendo resolvi potest.

Neque vero etiam ex maioribus valoribus pro s mihi quicquam prae-
stare licuit.

EXEMPLUM 2

110. Sit a =5, b—1; erit fa =6, Jb=1, m=6, n=1 et numeri ami-
cabiles erunt ‘
: 5 —1)z et (6x—1)z
habebiturque

Quae aequatio ut sit possibilis, ex numeratore 6z vel binarium vel ternarium
tollere oportet, quia alioquin numerator maneret numerus redundans. Habe-
bimus ergo duos casus evolvendos.

I. Tollatur ex numeratore ternarius ponendo x — 3p; erit

nunc vero porro ponatur p = 3¢ + 1 eritque

b4 __2(3q-|—i)

o 11g+3

Leonnarpr Evrerr Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 19
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et ob = 9¢ + 3 numeri primi esse debent
r—1=99+2 et 6x—1=>54¢q-+} 17,
ubi patet ¢ esse debere numerum imparem. Sit ergo ¢ =2r —1; erit

£z 2(6r—2)  2(3r—1)
' fz 22r—8 11r—4

r—1=18r—1T7, 6x—1=108r —37 et

Evolvantur iam casus, quibus 18r — 7 et 1087 — 37 fiunt numeri primi,
qui sunt:
1) r—1; erit
p—1—11, 6r—1—T1 e —_22_2%

Cum igitur hic sit 7= f 4, erit 2=4 et numeri amicabiles erunt

{4 -5-11
4.71,
quos quidem iam invenimus.
2) r=2; erit
2 2- 5

z—1=29, 6r—1=179 e F—=—=—.
Je 2.9 9

ot

At z factorem 5 habere nequit.

3) r=>5; erit
4—1—83, 6r—1—=503 et ———21T7;
| Je 3.17
at hic 3-17< f4-17. ‘
4) r =38, erit
6 —1=—137, 6r—1—821 et - —_22
[ 2.8.7

Ponatur z = 23 P; erit
P 24 2 4
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unde fit 2=4.23 et numeri amicabiles erunt

{4-23-5-137
4.23.8217.

Reliqui valores, quousque quidem examinavi, nullos dant numeros ami-
cabiles.

II. Tollatur ex numeratore binarius ponendo z = 2p: erit

& bp

Je  11p—3
Nunc sit p =2q + 1; erit

2 _ 8(2¢+1)

Je 11g+4

et numeri primi esse debebunt ob z =4q - 2
t—1=49+1, 6x—1=24q¢+11;

quare esse nequit g—3a—1. Deinde cum z non esse debeat divisibile per 5,
neque 2¢ + 1 neque 4q 4+ 1 neque 249 + 11 per 5 debet esse divisibile, unde
excluduntur casus ¢ =>5a -+ 2, ¢=>5a 4 1. Reiectis ergo his aliisque valori-
bus inutilibus ipsius g, qui pro #—1 et 62—1 non praebent numeros primos,
- calculus ita se habebit:

g | x—1 | 6x—1 —/.2-
3| 13 83 | 5.0 nihil dat.
8-9_ 9 [9]18118[ 7 /7] g o
4 17| 107 48—16B§JIGI£LJSM’ §=9.7.13,
9 [27] 5 [5] .
vel 16 ’T'E{? , ergo #=27.5; hic autem valor ob

a =25 est inutilis.
Erunt ergo numeri" amicabiles

{9-7-13-5-17

9.7-18-107.
: 19*
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r—1| 6x—1 | 2
q fz
3:19 ...
9 37 227 To3 nihil dat.
3.21 3.7 7% | 3% [3%13 13|
10 4l 251 114 ~ 2.19[3.19|2.7 E}ﬂ‘_@l'
Ergo #=23".7".13 et numeri amicabiles erunt
3%.7%.13.5.-41
{3’- 7.13.251.
, 3.87 3.-37 ..
18 73 443 2—02“ == 2—T0_i nlhl]. d&t.
3.49 3.49 . .
24 97 HRT 268 — 1.67 nihil dat.
’ 3.57 9.19 3.19 . .
28 113 683 312 — 5.35 — 8.13 nihil dat.
3-.69 23 23 23] 4 [4]
B 1| 8| Gy ggq ey 7 |7 #4028 ub ante
- 3-79 ...
39 157 947 VT nihil da@.
3.91 3.7-13
4 181 1091 499 499
. | 397  3.97  3.97[97[38-7| 7 | 8 [37]13[13
48 193 1163 532 4.7-19 4.183(2-7%/2.19(3-19/2-7 |13 ﬁ)&'
Ergo #2=23%-7.13-97 et numeri amicabiles sunt
{3’-72-13-97-5.193
32.7%.13.97.1163.
3.99 9.11
49 197 1187 513 181
60 941 1451 3.121  3.11°

664  8-83
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—1 | 6z—1 | 2
g |z z 7s
8-139
69 277 1667 788
3-159 53
3.169 3-169  3-169
8 | 331 2021 928  8.116  32.29
3.187  3.11-17
98 | 813 | 2243 | SOl St
3-201 3.67  3.67
100 1 401 ) 2411 1104 ~ 368  16-23
3-489  3-163 [ 163 [3-41] 41 | 3*[3%[13[13] 7 [7]
24| 9T 5867 2688  128.7 [4-41|32.7 2:3-7 EEE@?H'
Ergo 2=23"-7-13.41.163 et numeri amicabiles
erunt 3
{32-7-13-41-163-.)-977
3%.7-13.41.163 - 3867.
Hinc ergo bini prodierunt novi numeri amicabiles.
EXEMPLUM 3
1L Sit a=17, b=1; erit [a=35, Jb=1, m=8, n—=1 et numeri
amicabiles
lx—1)z et (8z—1)2
existente

2 __ 8

Jz  152—38
Ac primo quidem x debet esse numerus par; ponatur ergo z — 2p; erit
8r—1=16p —1

z—1=2p—1,
et
2 ___8p
Jo  15p—4’

quae aequatio est impossibilis, nisi potestas binarii in numeratore deprimatur,
quia 15p —4 <f8p. Ergo fiat p =44, ut sit

t=8q, 1—1=8¢—1, 8z —1==64g—1
et
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Nunc sit g =27 + 1; erit
z __4(2r+1)
Sz 15747

xr—1=16r +7, 8x—1=1287 4 63;

et

quorum numerorum ut neuter sit per 3 divisibilis, neque erit r =3a—1
neque 7 = 3e. Sit ergo r —3s -} 1; erit

s 4(65+3) 2  4-3(25+1)
—=—"" geu =
Jz 455422 Sz 455 + 22

x—1=48s 423, 8x — 1=384s-4 191

et

Nunc vel ternarius vel quaternarius ex numeratore tolli debet. At ternarius
tolli nequit, quia denominator nunquam per 3 est divisibilis; tollatur ergo
quaternarius, ad quod pono s= 2, eritque

& 2-3(4t+1),

fe 45t+11
nunc sit ¢ = 2u — 1; erit

2 __3(8u—3),

fe  45u—17’

at est s —4u — 2 ideoque numeri primi esse debent

x—1=192u — 13, 8x—1=1536u — 577.

% x——i 8z —1 72—

[3%]
Sl

3.37  3.37 [ 87 [3-19[19]3-5 |5 | 3¢

b 881 | 03 | oo = 16713|2.19| 5.13 [£:5/2.15 |2:3| 15

Ergo #=23'-5-19-37 et numeri amicabiles erunt
{3’-5-19-37-7-887
3*.5.19-37.7103.

3-5.17

11 | 2089 | 16319 | ——-o
3-101

13 24.23‘ 19391 T
3-205

26 | 4919 | 39359

1153
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EXEMPLUM 4
112. Sit a =11, b=1; erit fa =m =12, fb —n =1, numeri quaesiti
| 1(z—1)z et (12z2—1)z

s 122
Sz 23z—12

atque

Hic ex numeratore vel 3. vel 4 tolli debet.

I. Tollatur 3; ponatur z = 3p, erit

2 _ 12

Je 23p—4’
et p=3q—1; erit

5 __4(g—1)

fz . 2399

et ob . —9g — 3 ¢ debet esse impar. Sit ¢ =274 1, ut sit x=187-6; erit
s _4(6r+2)_ 4(37+1)

Sz 46r414 237 + 7

o r—1=18r+5H, 122 —1=2167 4 T1.
r |o—1 | 122—1 7’2
0 5 71 %, " z=4; numeri amicabiles {i ,3 b
2 | 4 508 | %S
3 59 719 | é—;—;—q = -—I.;— impossibile.
6 | 13 | 1367 | 22 impossibile. |
7 131 1583 %5382— = % = %1? }ﬂ % @, sed ob factorem 11 hic
— valor z non valet.

II. Tollatur factor 4 ac ponatur z =4p, ut fiat

K 1210”
fz 23p—3
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Iam sit p=4q -+ 1; erit
& 3+
Je 23g+5
et ob £ =16¢ + 4 numeri primi esse debent
2—1=169+3 et 125 —1=192¢ -+ 47;
hinc excluduntur valores ¢ — 3.

q |o—1|126—1] 2

Je
3 . .
0 3 47 3 impossibile.
3-5|5 [3%[8%13[13], = g ..
1 19 239 ﬁﬁﬁlﬁﬁlﬁ’ 2=3%.5.13 et numeri amica-

biles erunt
{3’-5-13-11-19

3*-5.13.239.

3-53 | 53 | 81 243 7-13 | 13 72 7
16-19 |2.27/8-19 |4-7.13|2-83-19 (2.7 3-19|3-19

13 211 2543

Ergo #2=38°.7*.13.53 et numeri amicabiles erunt

{35-7’-13'53-11-211
3°%.7.13.53 . 2543.

EXEMPLUM 5
113. Sit a =5, b= 17 et numeri amicabiles

58z — 1)z et 17(x —1)z;
erit

£ _ 18z _ 9z .
J:  32z—22 16z—11

Cum « debeat esse numerus par, ponatur x — 2p; erit

z 18p

e 32p—11
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et ex numeratore 18p vel factor 2 vel 3? tolli debet, ne sit numerus redun-
dans. At factor 2 tolli nequit; tollatur ergo factor 9. Ad hoc ponatur
P=09g+4, ut sit x=18¢+ 8 et '

#—1=18¢+ 7 et 3z -—1—>54q 4 23;

erit
2209+ 9
- Je  32¢9+13
 le—1 | 8z—1 | 2
q r fz
0 7 23 18—3 impossibile.
4-11 4 C o 4.5-131
2 43 131 ERTRREE z2=4 et numeri amicabhiles {4. 17. 4.
16-
4 79 239 3.47
- 2.49
5 97 293 Trg
2-157
17 313 Ly | T
' 2.5%.7
19 349 1049 5793
16-23
20 367 1103 oES
' 8.5.11 , . 8:5
24 | 439 1319 ~731 inutile, = -

EXEMPLUM 6

114. Sit a =37 et b—227; erit fa—38, [5—228 ot ™ —1; unde si
numeri amicabiles sint

316z — 1)z et 227(x — 1),
fiet
z 6-382 4-3-192 .

Jo  449z—264 4497 — 264

Ubi cum & debeat esse numerus par, ponatur z = 2p, us numeri primi esse

Leoxmarpr Eurert Opera omnia Is Commentationes arithmeticae - 20
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[99—100

debeant

x—1=2p—1 et 6r—1=12p—1,

eritque
z _ 4-3-19p

[z s49p—132
Nunc ex numeratore vel factor 4 vel factor 3 tolli debet.

I. Tollatur factor 3; ad hoc ponatur p =3¢, ut sit

£ _ 4:3-19¢q,
o 449g—44’
nunc fiat ¢ =37 4 1 eritque
z _ 4-19(3r+1)
Jz 44974135
et p=9r+3 et

x—1=18r 4+ 5, 6x—1=108r 4 35.

-1
r lz—16x—1 7;

2 4| 21 5%3—7

3 59 | 359 | = .11423'210 = 34- -153
6| 113 | 683 g—g—i—?

13| 239 | 1439 44—11919‘%’

17| 811 | 1871 %-19%19

22 | 401 | 2411

4-19-67  4-67 [ 67 | 16 [16],
10013~ 17-31 |4-17| 31 31)°

2=16-67 et numeri amicabiles {

16-67-37-2411
16 - 67 - 227 - 401.

4-19-352  128-11-19 32,

17 | 211 12671 | — e = 1.7.9.11.19 63’

32.
32 -

2=232 et numeri amicabiles {

37-12671
227 . 2111.
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II. Tollatur factor 4; ponatur p = 4¢; erit
2 __4-3-19¢,
Jz 449¢9—33°
nunc sit g =4r+41; erit p =167 4 4 et
x—1=32r4+17, 6x—1=192r } 47
atque
_z_=3-19(4'r+l2.
Sz 44974104
2
y |2—16x—1 Tz
0 7 47 | 31919135 | 5| 3% (3]
, 8-13 |4-5/ 2.13 (2-3| 13 {13]’
o 32.5.19-37.47
=3*.5.19 et eri amicabiles {
‘ HITIRGTL AInCabe 15.5.19. 2077,
2 71 | 481 | 219
2-167
3 263 1583 3-19-33 _ 3-19[19]3-5[ 5 | 3! [3713 18],
16-3.7.11 16-7 |4-5 4-7 (2.3 2-7 13 14 [14]
3%.5.13.19-37.1583
2=23%.5.13.19 et numeri amica,biles[
182.5.13.19.227.263.
' 3-19-61
15 487 2927 o7
9.-19-31 31
3.19.105 3.5.7-19
26 839 | 5039 2.3.13.151 2-13-151
3.19-11
30 967 HR07 S TeIT
8-19-165  5-19
41 | 1819 | 7919 9.121-17 11-17

20*
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EXEMPLUM 7

115. Sit a =179, b=11-19 =209, fa — 80, b =240; erit m—1, n—3
et numeri amicabiles sint

9Bz —1)z et 11-19(x — 1)z;
erit
240z _ 1202
446 — 288 2232 — 144

LA
Sz
Sit. x = 2p; erit
z 120p
Je 223p—72

et numeri primi esse debent 2p —1 et 6p — 1. Nunc autem ex numeratore
120p vel factor 8 vel 3 tolli debet.

I. Tollatur factor 3; sit p = 9¢; erit

2 120¢q

[z 223¢—38

et fiat ¢ =3r —1, ut sit
z __40(3r—1)
Sz 223r—17’
p=21r—9 et
2 —1=>54r—19 ac 3z —1=162r —55.

“Nunc autem ob 40 numerum redundantem vel 5 vel 4 tolli debet.

o) Tollatur 5 sitque r =55 —1; erit
z _ 8(155—4)

Jz  2235—60
et numeros primos esse oportet x —1=270s--173, 3z —1=810s— 217.
Ac ne ternarius denuo in numeratorem intret, excludendi sunt casus s =30 —1.")
Hinc autem nihil invenitur.

3) Cum sit ;; = :—ggﬂ—%, tollatur 4 sitque r =4s—1; erit
r — L

2 10(12s—4) _ 40(3s—1),
fo 2235—75 2285 — 75’

1) Observandum quidem est numeratorem nunquam per 3 divisibilem esse. F. R.
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sit porro s=4¢ -4 1; erit

2 __10(126+2) _ 20(6f+1)
Je  223t437  223¢4 37

Sit porro ¢=2u —1; erit
# _ 10(124—5)
Jz  223u—93

et ob r=16{+43=32u—13 erit £ —1=17284—T721, 3z —1=>5184u—2161.
At hos numeros non reddit primos minor valor ipsius » quam 16, unde fit

j; = 25'—11?’;;1, qui ob factorem 11 est inutilis.
II. Ergo ex aequatione ]2 = 523—11022__37—2 tollatur factor 8. Ponatur p = 8¢;

erit

et nunc sit ¢ = 8r —1; erit
Sz 228r—29’
at ob p=064r — 8 erit
x—1=128» — 17, 38z —1 = 384r — 49.

Unde valores exluduntur » =3« +1 et » =5a 4 1.

Z
r z—1|3z—1 7/‘5

3:5%
139
3-23 [23] 3?3

3 367 1103 198 8.3 16 |13

2 239 719

vel

3-2328| 32| 83
128 |8-3| 16 |8-5

et numeri amicabiles erunt

3*.7.13.23.79.1103 {33.5.23.79.1103
ve
{3’-7-13.-23~11-19-367 3°-5.23.11-19 . 367.
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EXEMPLUM 8

116. Sit a =17-19, b=11.59; erltfa—IS 20, fb—12 60 et m =1,
n=2. Si ergo numeri amicabiles ponantur

17.192% — 1)z, 11-59(z — 1)z,
erit

Je 1295z— 972
Sit « = 2p; erit
z 720p

Sz 1295p— 486

atque
t—1=2p—1, 22 —1=4p—1,;

quorum ut neuter sit divisibilis per 3, debet esse p — 3¢, ut sit |

z 720q

[z 12059 — 162

et
2—1=6¢g—1, 22 —1=12¢— 1

Tollatur ex numeratore factor 16 sitque ¢ = 2%; erit

z 7207
Je  1295r—81’
nunc sit 7 = 16s — 1; erit
z _ 45(16s—1)
fz 12955 — 86

et
z2—1=192s —13, 22— 1=384s—25.

Sit s=1; erit x —1=179, 22 —1 =359 et

z 45-15 225 3%.5%

fz 1209 403 13-31

52
31

32
|13]

5
131§

Ergo 2= 3*-5* et numeri amicabiles erunt

3*.5%.17-.19-359
{3’-53-11‘59-179.
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SCHOLION

117. Haec ultima methodus in Problemate 5 exposita prorsus diversa est
a methodo praecedente, quam problemata quatuor priora complectuntur: dum
in hac factor communis quaeritur, in illa autem datur. TUtraque tamen sin-
gulari praestantiae genere est praedita, ut altera sine subsidio alterius non
satis apta sit ad multitudinem numerorum amicabilium augendam. Posterior
enim methodus suppeditat eiusmodi factores communes, quos ad usum pri-
oris vix suspicari licuisset, prior vero suggerit reliquos factores huic instituto
idoneos. Ceterum cuncta, quae hic tradidi, specimen continent methodi
summae incertae, quam, quantum licuit, ad regulas algebraicas reduxi, ut vaga
tentandi incertitudo restringeretur. Coronidis ergo loco ultra sexaginta
numerorum amicabilium paria subiungam, quos his methodis elicui.

CATALOGUS NUMERORUM AMICABILIUM

L (25 I {24-23-47
Sl " 1241151
27.191-383 2°.23-5-137
. Iv. |
M . 73721 2°.23.827
8.7.13.5-17 | 3".5-13-11.19
V. VL
3%.7-13-107 3*:5-13-239
3.7.13.5-41 3".5.7.53-1889
VIL 111
v {32-72-13.251 VI 132,57 10009
. [213-17-389-509 | oy [B1B-19-87-7.887
" 12°.18.17.198899 1824519377103
*.5.11.29.89 | 3°.77.11.13.41.461
xt. {° 08 XIL.
3¢-5-11-2699 3.7%11.13-19403
37.5-13-19-29-569 3.7°.13.97.5.193
: XIv.
X 3'-5-13-19-17099 3°.7%.13.97-1163
3!.7.13.41-163.5.977 2°.17-79
XV. | XVL.
3'.7.13-41-163-5867 2°.23.59
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XL (e TV o

g i S

X (e S

XL (i XV (i

XV {3 oor o XS {y ot

e et XL (e e

e e
P a0
o (e
XV (] oot XL ) ran

1) EuvLERUS numerum 220499 inter primos numeravit. At etiam si esset primus, tamen non
essent amicabiles isti numeri, Esset quidem f 11.220499 = 2646000 = f 89 -29399, at valores

et

j’s*- 7%. 13 .19 -fu -220499 = 548992080000

32.72. 13 - 19 (11 - 220499 + 89 - 29399) = 549209 934000

inter se discrepant (§ 22). Revera autem est 220499 = 311 - 709. Quamobrem hoc par XXXIV

est delendum.

F. R.
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32.5.7.11.29 2.5.93.99.673
XXXVIL. XXXVIIL
3%.5.31.89") v 2.5.7.60659
9.5.7.19.107 9%.11.163-191
XXXIX. . XL.
2.5.47.359 9°.31.11807
31.7.13.23.11.19.56 5.5.93.11.19.367
XL 19-367 xu. 2 :
31.7.13.23.79.1103 18.5.23.79.1103
9%.11.59.173 9°.11.93.9543
XLIIL. v | XLIV.
29.47.2609?) 9%. 888.1907
9%.11.93.1871 . (98.11.93.1619
XLV, XLVL
9. 467.1151 9%.647. 719
| 99.11.29.239 99.99.47.59
XLviL | XLVILL
_LVI 12°.191. 449 2%.17-4799
~ 24.17.167-13679 9¢.93.47 . 9767
XLIX. L |-
9.809. 51071 24.1583.7103
91.5.13.1187 (80.7.18.5.17.1187
LL LIL
9.43.9967 3.7.13.131.971

$5.73.13.53.11. 211 3%.5%.11.59.179
LIIL. LIV. {

3°.7.13.53.2543 3*-5%-17-19.3859

8%.5.17.23.397 ’
LV. LVI.
3%.5.7-21491 {

3*.7.11%.19.47.7019
3*.7.11%-19.389. 863

1) In editione principe (atque etiam in Comment. arithm.) legitur 3%.5.7.11.29 o
3%.5.31-89. Hi autem numeri non sunt amicabiles. Est quidem f7 <1129 = 2880 =f31 - 89,
at valores [8%-5.[7.11-29 =691200 et 3% 5(7-11-29 + 31 - 89) — 673920  inter se
discrepant. Ex aequatione autem z(7-11 .29 + 31 - 89) =fz -f7 - 11 - 29 seu

# 2880 3.5 8.5 [5] 8%[3%
f?‘“4992_ .18

- 2.13

[6] 15 [13]

invenitur z=3%2.5. F.R.

2) In editione principe (atque etiam in Comment. arithm.) legitur 57 loco 47. Hoec autem
par XLIII est idem atque par XXVIII tabulae p. 61. Falsum numerum 37 typographico tantum
errore ortum esse manifestum est. F. R.

Leonmarpr Evrerr Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 21
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3°.7%.13-19-47-7019
3%.7%.13-19-389-863

3*.7.11*.19-53.6959

LVIL
I {3"-7-112-19-179-2087

LVIIL {
35.7%.13-.19-53-6959
LIX.
X {35-7’-13-19-179-2087.
His adiicere lubet') duo paria sequentia, quae sunt formae diversae a
_praecedentibus,

2%.19-41 {23-41-467

LX. {
95.199 95.19.933.

1) Adiicere autem lubet etiam paria VIII et IX, quae inveniuntur in tabula p. 61 nec non
in § 68, 78, 113 huius Commentationis. Redeunt enim ad haec duo illa quatuor, quorum mentio-
nem facit P. H. Fuss in Prooemio Comment. arithm. (p. XXVI et LXXXT), quia par XIII illius
tabulae non valet et par XXVIII congruit cum pari XLIII huius tabulae.

In summa igitur EvrLerus tribus paribus numerorum amicabilium ante cognitis 59 nova
adiecit, siquidem error nota 1 p. 161 correctus typographi esse existimandus sit. F. R.



OBSERVATIONES ANALYTICAE VARIAE
DE COMBINATIONIBUSY)

Commentatio 158 indicis ENESTROEMIANI
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 18 (1741/3), 1751, p. 64—93

1. Proposita nobis sit series quantitatum quarumcunjue sive finita sive
in infinitum excurrens haec
a, b, c, d, e, f, g, b etc.,

quae litterae denotent quantitates quascunque sive inter se aequales sive in-
aequales. Interim tamen quantitates, quae diversis litteris indicantur, inter
se inaequales vocabo, etiamsi in exemplis earum loco numeros aequales sub-
stituere liceat.

2. Nunc primo ex his quantitatibus formentur potestatibus sumendis
novae series, quarum summae designentur litteris maiusculis 4, B, C D etc.,
ut sequitur; sit scilicet:

A=a +b +c¢ +d + e + ete.,
B—a 04+ d+ &+ etc.,
C=0a>+ b+ ¢ + d® + € + ete.,
D = a* 4 b* + ¢t + d* 4 ¢* 4 etc.,
E=a 4+ + & 4 d® + ¢ + etc.
ete.,
1) Vide etiam Commentationes 191 ot 394 in hoc vol. 2 et in vol. 3 contentas nec non

L. Evrer1 Introductionem in analysin infinitorum, Lausannae 1748, t. I cap. XVI; Leongarpr EvLer:

Opera ommia, series I, vol. 8. F. R. ‘
21*
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quae series singulae erunt infinitae, si numerus quantitatum a, b, ¢, d etc.
assumtarum fuerit infinitus; sin autem numerus harum quantitatum sit finitus
ac determinatus, puta = », tum singulae istae series totidem terminos com-
‘plectentur. '

3. Deinde sequenti modo ex quantitatibus assumtis a, b, ¢, d etc. pro-
ductis inaequalium sumendis formentur series. Primo scilicet colligantur
quantitates singulae, tum facta ex binis inaequalibus, tertio ex ternis in-
aequalibus, quarto ex quaternis inaequalibus, et ita porro; atque hae series
litteris graecis «, @, y, 0 etc. indicentur, ut sequitur:

a=a-+b+c+ d-+ ete.,

B =ab+ ac + ad + ae + bd + etc.,
y = abc 4 abd 4 abe + bed + ete.,
0 = abcd + abce 4 bede +- etc.,

& = abcde + ete.

etc.; -

quae series, si quantitatum assumtarum a, b, ¢, d etc. numerus fuerit infinitus,
non solum omnes in infinitum excurrent, sed etiam ipsarum serierum hoc
modo formandarum numerus erit infinitus. Quodsi autem numerus quanti-
tatum a, b, ¢, d etc. fuerit finitus, puta = », tum series « continebit » ter-
n(n —1) n(n—1)(n—2)

minos, secunda series @ constabit ex = terminis, tertia y ex 2.3

ner— DB =B =3 terminis, et ita porro, donec tandem
ad seriem perveniatur ex unico termino constantem, quam sequentes omnes
evanescent terminis omnino carentes. Perspicuum autem est serierum, quae
hoc modo generantur, numerum fore — » earumque ultimam unico constare

termino, qui sit productum ex omnibus quantitatibus assumtis a, b, ¢, d, e etc.

terminis, quarta &' ex

4. Quemadmodum autem hic producta ex quantitatibus inaequalibus
tantum assumsimus ex iisque series expositas formavimus, ita iisdem quanti-
tatibus in productis, quoties fieri poterit, repetendis nanciscemur novas pro-
ductorum ex singulis, binis, ternis, quaternis etc. series, in quibus factores
aequales non ut ante excludantur; hae ergo series ita se habebunt:
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N=a +b+c+d-+ e+ ete., |

B =a’+ ab + b 4 ac 4+ be + ¢+ ete.,

€ =a’+ a'® + ab® 4 b* + a’c + abc + elo.,
D — a* + a'h + aB* + a*be + abed - etc.,
E = a’ 4 a'b 4 a®b® + a®bc + a’bed 4 etc.

etc.;

in his nempe seriebus omnes continentur quantitates, quae per multiplica-
tionem ex quantitatibus assumtis @, b, ¢, d etc. produci possunt. Ceterum
notandum est, si numerus quantitatum a, b, ¢, d etc. fuerit finitus = », tum
seriem primam N esse habituram % terminos; secunda autem B habebit

"®+Y torminos, tertia € habebit *®FD®+2) terminos, quarta ® vero
1-2 1.2.8 q

) 1 9 3 . :
n (-4 1).(72&'“;‘1(”"' ) terminos, et ita porro.

5. Tres hi serierum, quas ex quantitatibus assumtis a, b, ¢, d ete. triplici
modo composuimus, ordines multifariam inter se connecsuntur, ita ut uno
serierum ordine cognito bini reliqui ordines inde possint determinari. Atque
in hoc negotio ad connexionis legem et rationem investigandam observatio
atque inductio plurimum adhiberi solet; hocque pacto primum quidem cer-
tissime constat esse 4 =a =9 ac de reliquis compertum est esse

a=A,
A—
ﬂ=“ 2 E’
__pA—aB+C
v= g
'd\__yA—ﬁB—}—ch'———D
— i ,
8_6A—yB+ﬂC—ocD+E
- 5

ete.
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item
A=A,
_¥4+B
=5
BA+UAB+C
(‘S::‘—T__'—"
CA+BB+UAC+D
$= 1 ’
@=§3A+(§B+§BO+2ID+E
5
v etc.
praetereaque
UA=e,
$=a%[_ﬂy

C=eB—pBA+y,

D=0 — BB+ yA—I,

C=aD—LC+yB—0UA+¢
ete.

Harumque relationum ope ex datis summis serierum cuiuscunque classis de-
finiri poterunt summae serierum, quae in duabus reliquis classibus continentur.

6. Ad naturam atque indolem harum serierum diligentius attendenti
facile quidem per observationem et inductionem veritas istius mutuae rela-
tionis patebit. Verum tamen quo magis de veritate huius nexus convincamur,
expediet sequenti modo totum hoc negotium considerare; quo simul aliae
insuper proprietates nobis offerentur, ad quas sola inductio non tam facile
viam aperit. Assumtis scilicet pro libitu quantitatibus

a, b, ¢, d, e etc.

ex iisque formatis trium classium seriebus supra memoratis contemplemur
hanc expressionem

P az + bz ¢z dz

T 1—az 1—bz+1—cz+1—d5

ez
+ 1 _ez+etc.,
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cuius singuli termini in progressiones geometricas resoluti more solito dabunt

P=+2(@+b+c+d+e 4 etc)
+ &(a® + b° + ¢’ + d* + € + etc.)
+z’(a3+bs+03+d3+e"‘+etc.) k
+ #*(a* + b* + ¢* + d* + ¢* + etc.)

etc.,

quae series omnes in prima classe continentur. Quare si earum loco summae
supra (§ 2) positae scribantur, fiet

P=Az+ B+ C# 4+ Dz* + E + ete.,
cuius idcirco seriei summa erit, uti sumsimus,

; az bz ¢z dz
P +1—bz+1——cz+1—;dz+ebc'

=1—az

Sinﬁli autem modo si fuerit

oz bz cz

dz
Q=1+az+1+bz+1+cz+1+dz+etc°’

erit per series primae classis

Q= Az — B2 Cz* — Dz* + E2 — etc.

7. Consideremus porro hanc expressionem
R = (14 a&)(1 + b2)(1 + c2)(1 + d2)(1 + e2) etc.;

cuius factores si actu in se multiplicentur ac termini secundum exponentes
ipsius # disponantur, fiet coefficiens ipsius z aequalis summae quantitatum
assumtarum a, b, ¢, d etc. Coefficiens ipsius 2° erit aggregatum omnium pro-
ductorum ex binis inaequalibus, coefficiens ipsius 2* erit aggregatum omnium
productorum ex ternis inaequalibus, et ita porro; ex quibus sequitur fore

R=1+4 az+ 7+ y&* + 04 + &2° + ete.

secundum definitiones supra (§ 3) datas.
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Quodsi autem ponatur
S=(1—az)(l —ba)(1 — ca)(1 — d2)(1 — e2) ete.,
erit faciendo tantum z negativo

S=1—az—l—ﬂz’—yz“—l—-d‘z*—éf—[-etc.

8. Ut series hae R et S cum praecedentibus P et ¢ comparentur, no-
tandum est esse :

IR=1(1+ az)+1(1 4+ b2) + 11 + ¢2) + I (1 4 d2) + etc.,
unde sumendis differentialibus erit

dR a b c d
Ris—1+as Tigoe Tigves T1ras T

quae per z multiplicata dat illam ipsam expressionem, quam supra ¢ voca-
vimus, ita ut sit

2dR
= Ras
Simili autem modo erit
iS———a—b—c—etc
Sdz 1—az 1—0bs 1—c¢z *?
unde habebitur
: —2d8S
P= Sdz

9. Cum nunc sit

B=1+4 az+4 B2+ y2* + etc.,
erit
Zd.R 2 3
"1, — ot + 282° 4 3y2® + 492 4 584 + etc.
ideoque :
Q= Az— B + C2* — Dzt + E* — etc.

_ az+2B2 43yl F 404+ 5azﬁ+etc.-
T 14 as+ R+ yP 0+ e + ete.
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At ex aequalitate harum expressionum sequuntur sequentes relationes inter
litteras 4, B, C, D etc. et o, 3, y, d, & etc.

A=a,

cAd— B=2p8,

BA—aB+ C=3y,

yA— BB+ «C— D=44,

d4—yB+3C—aD+ E—>5e
etc.

—zd8

—Sd, Sequitur

Simili vero modo ex altera aequatione P —

P—Az+ B2 C* 4 Dt + E# + ete.

_ag—2B2°+ 3ps® — 4064+ 5e5° — ete.
 l—as+ B —psS+ 02t — 525 L ete.

quae pariter easdem praebet determinationes, quas supra (§ 5) tradidimus.

e d . . .
10. Praeterea autem ex aequatione Q= %di: consequimur integrando

f @3 _JR. Quoniam vero est ¢ =Az— B# + Cs* — D# + etc., erit

Z
: Qdz __Bs# 0@ D
fT—Az 2 + 3 - -+ etc.,

cuius seriei valor itaque exprimet logarithmum huius seriei
B=14 az+ 32+ y2* + 32 + ete.
Quemadmodum igitur est

1+ a2+ B8+ y2° + ete) — Az — % B2+ % Cs— % D2 + etc.,

. . . Pds .
ita etiam ex aequatione [= %= —18 erit

l(l——az-{-ﬁz’—yz‘—}-etc.)é———Az——%Bzg———%C'z‘—%Dﬁ—-etﬁc.

Leoxaarpr Eveerr Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae 22
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Quare si % scribatur pro numero, cuius logarithmus hyperbolicus est =1,
habebitur

14 a2+ B2+ y2* 4 02" 4 ete. = [ LS L L
et
1

1pa_1pa_1p.
As SB' s(}s’ 4D: etc..

1—ez+ B8 —ys* 4 07 —ete. =k
11. Notatu praeterea dignae sunt expressiones harum R et S reci-
procae, nempe % et ~‘1§ Est vero

1 1 .
S~ (1—a2)(d -—bz)(l —c¢2)(1 —dz) ete.’

ad cuius fractionis valorem per seriem, cuius termini secundum potestates
ipsius 2 progrediantur, exprimendum, perspicuum est in se invicem multipli-
cari oportere cunctas has progressiones geometricas
1
= =14 az+ a*s + a8 + o' + etc.,

1—az

T:IZE =14 bz + ' 4 b*2* + bt -+ etc.,

1
1—cz

=14 cz+ ' + 2 + '+ + ete.,

o= 14 ds & 4 A7 A et

etc.

In producto autem post primum terminum 1 coefficiens ipsius # erit summa
quantitatum @ -+ b + ¢ + d 4 etc., coefficiens ipsius 2? erit summa factorum
ex binis non excipiendo factores aequales in eodem facto, coefficiens ipsius
#* erit summa factorum ex ternis, et ita porro, quas productorum summas
supra (§ 4) litteris alphabeti germanici A, B, €, D, € etc. designavimus.
His itaque litteris introductis habebimus

_g=1+91z+w+w+w+@z5+etc-

atque simili modo valorem ipsius R tractando erit

1—

= 1—UAz4+ B2 — Q2+ Dt — E2° + ete.
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12. Hae ergo- series reciprocae sunt earum, quas supra sub litteris R et
S (§ 7) protulimus. Atque. hanc ob causam erit

=1+ az+ B8+ ys+ 02+ otc.)(1 — Az + Bs* — B2 + D2t + etc.)
pariterque
l=(1—az+ B8 —y2 + 02" —ete)1 + Az + B2 + 62 + DA + ete).

Ex utraque autem sequitur una eademque relatio inter valores litterarum
A B, €, D etc. et o, B, y, I etc; erit scilicet

N—a=0, »

B—al+pB=0,

€—eB+ BA—y=0,

D—al +8B—yA+0=0

etc.,

quam eandem relationem iam supra (§ 5) tradidimus.

13. Quodsi ponamus %= T et % =V, ut sit

T=1—UAz+ B7 — CF + D — ete.

et
V=14 Uz + Bz + €2 + Dz* + etc.,

erit

dR _ 47 . 48 _ _av

R~ T s 7
hincque fiet

z2dV z2dT
P=va: b O=—74

Quare cum sit

287 o4 2B + 365 + 4D+ ete.

et

—%Zr— Ao — 282 + 362 — 4D +- etc,

habebimus loco P et @ valores debitos ex § 6 scribendo has aequationes
22%
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A+ 2822+ 3C62% + 4Dt + ete.
T 14Uz 4+ B CB+ Dt + ete.

~ Az+ B2+ C#* 4 Dz + etc.

et
Ae—2B22+8C22— 4Dt + efe.

. -
Az —Ba + 07 — D& +ete. = 1o, T G T DA ete.”

ex quibus eadem sequitur relatio inter litteras 4, VB, C, D etc. et A, B, €,
D etc., quam supra (§ 5) dedimus. Erit scilicet

A= A4,

28=%4 4 B,
3€=BA4+UAB+ C,
19=C4+BB+UAC+ D,
5=DA4+CB+BC+AD+E

etc.

14. Ex aeqﬁationibus § 12 datis sequitur fore

I(1 4 az+ B2+ y2 + ete) = — (1 — Az 4 B2' — €2° + etc.)
et
1 —az+ 7 — ya* + etc) = — I(1 + Az -+ BF + €2 4 etc.).

His igitur ad § 10 accommodatis erit

l(l—-2[z+58z”——(61z3+etc.)=—Az+—;—Bz’—-;—Cz“+% D# — ete.
et
I(1 + Uz + B2 + €2 + etc.) =—-Az+%Bz’+%Cz’+%Dz4+etc.

Hincque sumto k¥ pro numero, cuius logarithmus —1, erit

lpoa_leoaygl -
A'+SB' 3(;'1+‘Dz‘ ete.

1—UAz+Bs—C2fetc.=Fk
atque ;
A:+%Bz’+-§-05'+%D:‘+etc.'

‘1+2Iz+§8z2+@z’+etc.=k
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15. Bi iam litterae R et S retineant valores supra assumtos (§ 7), erit
14+ az+4 B8+ y2° 4+ 07 4 etc. = R,

1—UAz+4 Bl — C2 + Dt — ete. =%~
et A
1—az4 B8 — yd + 0¢* — etc. = S,

14+ A2 +BL+CF2 Dot - etc.-—-é—-

Ex quibus deducuntur sequentia consectaria

1+ 2+ 02 + L + 62 + ete. = 17,

az+ y@ + &2 + 0 + 2 + etc. = R;'g,

14+ B2 + Dot + %z"—l—@z"-{-ehc.:——fgég,
Az + @Zs + €&+ G 4 J2°+ ete. = g_;ég

~hincque colligitur ista proportio ‘
14 B2+ da + L& 4 ete.: a2+ y2+ &8 + 52"+ ete.
=14BF + D+ F +etc.: Az +C2+ €2 -G + ete.
Cum praeterea sit
BR—1=az4 B8+ y2° + &' + etc.,
1 -—%x%{z— Bt -+ @é”—@z* + ete.,

.erit
R— oz + B2+ p2d + 02 + ete.
T Az — B+ G — Dt + ete.

similique modo proptér

1—8=oas:— B+ y&8— Jdz* 4 etc..

g,_ 1 — Az + B+ €2 + D + etc.
erit
§— oz — B2+ pa®— 02+ ete. .
- Az + B+ C+ Dt + ete.
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16. Deinde'vero si ut supra (§ 6) ponamus
P=Az+4 B& + C&* 4 D& + etc.,
Q= Az — B + O’z"——Dz‘—i— etc.,
erit ex paragrapho 9 '
as+ 202 + 3yd + 407 4 etc. = QR,
az— 282 + 3y’ — 404" 4 etec. = PS

similique modo ex paragrapho 13 habebitur

Nz + 2B+ 362 + 4D + ete. —= %,
Az — 2B + 362 + 4D 4 ete. = %
Ex quibus sequentia corollaria facile derivantur:
az— 28 + 3yt —40s tete.  Az4 B+ 054 Dzt et
Az+ B+ C*+ DA +ete.  ~  Uz4+2B22+362° + 4Dt + ete.’
wz+ 2P+ 3yt + 40t fete. .,  Az—Bg*4 08— Dz o ete.
Az _BA+CP— Dot +ete.  — Ue—2B2+3C»— 4D+ ete.

Pro litteris igitur R et S habemus quintuplices valores hos

R=1+4 az+ 32" + ya’ + d2* + etc,,

R— 1

T 1—Us+ Br2—CB+ Dt—ete.’
R— oz + B2+ pa®+ 02t 4 ete.

T Ae—BA+CA DA S ete.
R oz +2B2% 4 8y + 402 + ete.

T Az—B#*+ CP— Dzt Fete. ]
R Az — Bz*+ Cz8 — Dzt + ete.

T Ue—2BF+ 38— 4D+ ete.

qui posito — 2z loco z totidem praebent valores pro S. Atque ex horum
quinque valorum multiplici combinatione quam plurimae proprietates elici
possunt, quas terni litterarum nostrarum ordines, scilicet 4, B, C, D etc.,
o, B, 7, 0 etc., A, B, €, D etc., inter se tenent, quibus autem evolvendis

hic supersedemus.
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17.  His, quae latissime patent, praemissis atque expositis ad magis
particularia descendamus ac primo quidem pro serie litterarum a, b, ¢, d etc.
accipiatur progressio geometrica infinita haec

n, n?, n®, n*, n%, n° etc.;

qua in formulas superiores successive introducta habebimus:

CAd=n 40wt 4wt ete. — ",
B=n"+4n'4+ u® 4+ n® + n° etc.=1—_nj’;7,
C=n3+ns+ﬁ9+nlg+nl5+ etc.=1—f§,
D = n* 4+ n® + 0"+ n'® 4 %* 4 etc. = lf}#—

ete.

Jam ex § 6 duplices pro litteris P et @ nanciscimur valores, qui erunt

nz niz niz ntz
= - tc.
r 1—nz+1—n‘z+1——n3z+1—-n4z+ec’
Q _ nz + niz + niz + ntz + ete
T 14mz U 14wz T 1408 U 140tz :

hincque ex inventis litterarnm A4, B, C, D etc. valoribus nascentur hi alteri

nz nig? n®2® nizt
P = 1—n + 1-—7m+ 1—nd + 1—nt + ete.,
Q— ng n?s? ndz? nigt + eto
T 1—n 1—nn ' 1—nd 1—nt ’

18. Ex paragrapho porro 7 habebimus pro R et S sequentes expressiones
R =14 na)(1 + n*2)(1 + #°2)(1 4 n*2) etc.,
S =01—na)1—n2)(1l —n’2)(1 — n'2) etc.,

qui factores actu in se multiplicati et producta secundum dimensiones ipsius
z ordinata praebebunt pro E et S has series

R=1+4 az4 B2 + y& + 04 + etc.,
S=1—az4 (& —ya’ + 04 — ete.,
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ubi litterae «, @, y, d etc. ex serie assumta =, #*, »*, ', #°, %%, «' etc.
ita determinabuntur, ut sit:

- I. ¢« = summae singulorum terminorum; unde erit
a=n4 nt 4+ n* + nt 4+ n* + n® + 0" + ete.,

quae est ipsa progressio geometrica assumta, in qua quaevis potestas ipsius
n occurrit atque coefficientem habet + 1. ’

II. 8= summae factorum ex binis terminis; unde erit
B =n*+ n* + 20" + 20° 4 30" + 3n° + 4n® + 42" + ete.,

in qua serie post potestatem tertiam omnes sequentes ipsius % potestates
occurrunt; quaelibet autem potestas toties occurrit, quoties ex multiplicatione
binorum terminorum seriei « oriri potest. Cum autem multiplicatio pote-

statum consistat in exponentium additione, coefficiens cuiusque potestatis
~ ipsius # in serie 8 ostendet, quot variis modis exponens ipsius # possit in
duas partes inaequales distribui seu quoties iste exponens ex additione
duorum numerorum integrorum inaequalium produci queat. Sic potestatis
decimae 7' coefficiens est 4, quia 10 quatuor modis in duas partes inae-
quales distribui potest, nempe |

10=1+9, 10=3+7,
10=248, 10—4-6.

IIl. y = summae factorum ex ternis terminis seriei « inaequalibus;
unde erit

y=n+n" 4 2n®+ 30° + 4n'° + Hn'' + Tn” 4 8n'® + etc.,

in qua post potestatem sextam omnes sequentes ipsius # potestates occurrunt.
- Cuiuslibet autem potestatis coefficiens indicat, quot variis modis exponens
distribui possit in tres partes inaequales seu quoties idem exponens produci
queat ex additione trium numerorum integrorum inter se inaequalium. Sic
potestas 7' coefficientem habet 7, quia exponens 12 septem modis in tres
partes inaequales partiri potest, uti ‘
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12—142+9, 12—=145-46,

12—=1+4+3+8, 12—24347,

12—1+4447 12—214-46,
12=38-44+5.

IV. 0= summae factorum ex quatuor terminis seriei « inaequalibus inter
se; unde erit

0 = n"®+ '+ 20" 4 30" 4 Hntt - 65 + 9’ - ete.,

cuius prima potestas est #', quippe cuius exponens est 1+ 2+ 8 -4 sen
numerus trigonalis quartus. Sequentium potestatum quaelibet toties adest,
quoties eius exponens oriri potest ex additione quatuor numerorum integrorum
inter se inaequalium. Sic potestas sexta decima #'® coefficientem habet 9,
quia 16 novem modis in quatuor partes inter se inaequeles dispertiri potest,
quae novem partitiones sunt

16—=14+243+10, 16—=1+4 8448,

16—=142+4+4+ 9, 16=143+547,

16—=14+2+4+5+ 8 16—=1-44-45+6,

16=14+246+ 7, 16=2-1L34+447,
16 =2+ 34546

Simili modo res se habet in sequentium litterarum &, {, 7 ete. valoribus, qui
erunt

& = n" 4 n'® - 2p" + 3n'® 4 5n'? 4 Tn® + 102 + ete.,

C=n"4 ' + 20 + 3n* + 527 4 T0* 4 119%°" + etc.,

7= n®+ n* 4 20% L 3n¥ 4 Hn®* 4 Tn® + 11n*' 4 ete.
etc.,

in quibus seriebus omnibus cuiusvis ipsius # potestatis coefficiens indicat,
quot variis modis exponens ipsius # possit resolvi in tot partes inaequales,
quota series est a principio numerata. Seu coefficiens cuiusque termini de-
clarat, quoties exponens ipsius » oriri queat ex additione tot numerorum
integrorum inter se inaequalium, quota ipsa series, ex qua terminus desumitur,

Leonnarpr Evnert Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 23
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est numerando a prima . Sic in serie septima coefficiens potestatis »™ est
11, quia numerus 34 undecim modis distribui potest in septem partes inae-
quales, quae distributiones sunt

34=1+2+3+4+5+6-418,
4=1+4+2+38+4+547+12,
34—=14+2+8+4+5+4+8411,
84—=1+2+4+38+4+5+9-+10,
34=14+24+84+4+64+7+11,
34—1+4+2+4+3+4+6+48-+10,
84 =1+4+24+34+4+74+8+ 9,
84=1-+4+2+3+45-+6-4 710,
34=1+2+3+5+6+8+ 9,
84—=1+2+4+4+54+6+74+ 9,
4—=1+3+4+H4+6+7+ 8

Atque ex his natura serierum, quae hoc paéto pro litteris «, 8, ¥, J ete.
prodeunt, facile perspicitur.

19. Investigando igitur, quot variis modis quisque numerus in partes
inaequales numero datas distribui possit, series istae litteris «, 8, y, J etc.
signatae formari potérunt, quod autem opus foret summopere molestum.
Vicissim autem ex his seriebus aliunde cognitis et formatis resolvi poterit
problema hoc non inelegans, quod mihi a Viro Clar. NaupEo®) propositum ita
se habet:

Definire, quot variis modis datus numerus produci queat ex additione aliquot
numerorum integrorum inter se inaequalium, quorum nwmerus detur.

Sic Clariss. Propositor quaerit, quot variis modis numerus 50 oriri possit
ex additione septem numerorum integrorum inaequalium. Ad quam quaesti-
onem resolvendam manifestam est in subsidium vocari debere seriem 7, in

1) Vide epistolam a Pu. Naupk minore (1684—1747) ad Everum datam 4. Calendas Sep-
tembris 1740, Lroxgarpr Evierr Opera omnia, series IIL F. R.
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qua coefficiens cuiusque termini indicat, quot variis modis exponens ipsius #
resolvi possit in 7 partes inaequales. Quare series illa

7= 0"+ 0*® 4 20* 4 3n* -+ 5n® 4 Tn® 4 1194% 1 ete.

continuari debebit usque ad terminum, in quo potestas %uihquagesima ipsius
n continetur, cuius coefficiens, qui erit 522, ostendet numerum 50 omnino 522
modis diversis ex additione septem numerorum integrorum inter se inaequalium
produci posse. Ex quo perspicuum est, si modus habeatur commodus et
facilis formandi illas series ¢, @, ¥, & etc., eo ipso problema istud NaUDEANUM
perfectissime solutum iri.

20. Cum igitur supra (§ 5 et 9) modus traditus sit inveniendi valores
litterarum «, B, y, & ete. ex cognitis valoribus litterarum A, B, C, D ete.,
in praesenti negotio resolutionem facile expedire poterimus, propterea quod
ex § 17 cognitos habemus valores 4, B, C, D etc.; atque praeterea est, ut
sequitur, '

— 4,
A—B
p=t-8,
pAd—eB+C
3 T
6_yA~ﬁB—|—oc0—D
— " ,
_ 0A—yB+pC—eD+E
o 5
etc.
Ex his igitur obtinebimus
_on
=1
an nn
26 = 1—n 1—nn’
Bn an’ n®
37——1—n~ 1—n? + 1—n®’
48 yn Bn? T+ an® nt

23 %
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Quodsi autem loco «, B, y etc. successive substituantur valores ante reperti,
prodibunt

n
@=
nﬁ
B=G=ma—nn’
y= A—n)(1—nn)(1—n)’
d‘ _ nlo

(1 —n)Q —n®)(1 —n®)(1 —nt)’

”15

P A=A =) —n)A - w1 — )

ete.

Ex his itaque intelligitur esse in hoc casu

a=A4,

B— 4B,

y=ABC,

0= ABCD,

e=ABCDE
etc.

21. Lex haec, qua valores litterarum o, 3, y, J etc. progredi sunt in-
venti, compluribus formulis evolutis observatur eiusque veritas nisi per inducti-
onem adhuc non constat. Quo igitur haec veritas firmius confirmetur, con-
_ veniet eandem progressionis legem alio modo planissimo, in quo inductioni
nullus locus relinquatur, elicere. Cum itaque nobis propositum sit valores
litterarum «, B, y, 0 etc. indagare, quos sortiuntur in serie

R=1+az+ﬁz2+7z“+d‘z4+ez5“+etc.,
si fuerit, uti initio assumsimus,

R=(1+na)(1+ n*)(1 + n*5)(1 +n's) ...,
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notandum est, si loco ¢ scribatur ns, expressionem, cui modo R erat aequalis,
mutari in hanc formam

I+ w1 + n*2)(1 4+ n*2)(1 + #°2) . . .,

quae multiplicata per 1 - »z ipsam priorem expressionern producit. Quam-
obrem recte concludimus, si in serie

1+ az4 B2° + y2* + 02 + &2° + ete.
loco z scribamus 7z, ut habeamus
14 anz 4 Bn’s® + yn’s® + dn's* 4 en®s® + ete.,
hancque expressionem per 1 - »z multiplicemus, tum productum, quod erit
14 anz 4 Bns* + yn®s® + In's* + en®2® -+ etc.
+ nz 4 an’s 4 Bns 4 yntet 4 0’ + ete.,
aequale esse debere illi ipsi priori seriei

14 az+ B + y2* + 04 + &2° + ete.

*

Quodsi ergo actu coefficientes terminorum homologorum coaequemus, nancis-
cemur sequentes pro e, B, y etc. determinationes

. mn n
I T i
8 — an® n?

T 1—w (1—n)(1—n?)’

L n®
7_1—n3_(1—n)(1—n2)(1—n3)’
é\__ y”4 . ,n10

T 1—nt (I—n)(1—nH(1—n)(1 —nY

etc.

22. Hoc igitur modo invenimus summas serierum illarum e, 8, y, d ete.’
satis commode expressas, ex quibus vicissim ipsae illae series formari poterunt.
Nam cum illae series secundum potestates ipsius » progrediantur, eae prodire
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debebunt, si istae expressiones summarum per divisionem more consueto
evolvantur atque in series infinitas secundum potestates ipsius » procedentes
convertantur. Quae operatio cum divisione absolvatur, manifestum est omnes
illas series «, @, y, 0 etc. ad id genus pertinere, quod nomine serierum re-
currentium indicari solet; atque adeo quilibet terminus ex aliquot praeceden-
tibus determinabitur. Ut autem pateat, quomodo in singulis his seriebus
quisque terminus ex praecedentibus sit formandus, denominatores illarum ex-
pressionum pro litteris «, 8, y, J etc. inventarum per multiplicationem actu
evolvi debent, quo facto habebitur

ns
g = 1—n—nit+n®
nG
LA R, SR TP Y

”10
== .
1—n—n2+4+20° —n®—n’ 4-nto

15

& == ! -
1—n—nd+ nd+ nb -I-n7—n8—ng—nl°+nls+n‘4—n15’

21
n
C— 1_n__n2+n5+2n7_n9___nlo_nll_n12+2,214+n16_,n19_n20+n21

ete.

Atque ex his denominatoribus intelligitur, quomodo in singulis seriebus
quisque terminus ex praecedentibus componi debeat, si praecepta, quae de
formatione serierum recurrentium habentur, in subsidium vocentur.

23. At ex forma expressionum pro litteris «, 8, y, J etc. inventarum,
qua quaelibet est productum ex praecedente in novum quempiam factorem,
alius deducitur modus satis idoneus ex quavis serie iam inventa seriem se-

quentem inveniendi. Sic, cum series « = &L sit progressio geometrica

o =n -+ n -} n® 4+ nt 4w -+ n® 4 " 4 ete.,

. - . . . 2 . - .
ex hac reperietur series (3, si ea multiplicetur per 1—1—? vel si multiplicetur
per hanc progressionem geometricam

n® 4 nt -+ n® + n® 4+ #'® & n'* + n" 4 ete.



83—84] OBSERVATIONES ANALYTICAE VARIAE DE COMBINATIONIBUS 183

Ex serie porro @ hoc pacto inventa, si ea multiplicetur per

n?’
s = 0° + 0t + n’ 4+ w? 4 n'® 4+ n'"® + ete.,

1—n

producetur series y. Haecque multiplicata per

nt
1_n1=”’4+ 78 = 1 - 0+ n® + n?t 4 ete.
producet seriem J. Atque ita porro seriem cuiusque ordinis multiplicando
per certam quandam progressionem geometricam reperietur series sequens.
Hocque pacto non difficulter has series, quousque libuerit, continuare licebit;
atque sic problema supra memoratum a Clar. NAuUDEO propositum resolvetur.

24. Facilius autem quaelibet series ex se ipsa ope praecedentis poterit
continuari, si ad modum respiciamus, quo valor cumsque litterarum e, 3, ¥,
J etc. ex praecedente determinatur. Sic, cum sit § = . erit = ﬁnn+ann,
quare si ad seriem @ per nn multiplicatam addatur senes o per nn multi-
plicata, ipsa series @ oriri debebit. Cum igitur constet seriei 3 pr1mum ter-
minum esse #° ponamus

B =an®+ but 4 cn® + 09° + en” + fn’ 4 g»® + ete.
eritque

Bn® = + an® + bn® + Cn7 + bn® + en’ + etc.,
an'= nP 4+ w4 W4+ w4 w4+ w4 4 ete
Aequatis iam terminis propter 3= @nn 4 ann babebimus

a=1, e=c¢-+41=3,

b=1, f=0%+1=3,

C=a-4+1==2, g=c¢e¢+1=4,

p=0+1=2, h=f+1=4
etc.

. aqe . 3 . .
Simili modo, cum sit y — % seu y =yn’+ @n’, ex serie (3 formabitur
series y atque porro ex serie y ope aequationis J = Jdn* - 7% producetur
series J; pariterque sequentes omnmes conficientur,
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25. Quoniam in expressione
R=1+4 az+ 32"+ ya’ + 04 + etc.
valores litterarum e, @, y, J etc. invenimus sitque
R=(14nz)(1+ n’zj(l + n*2)(1 + n's) ...,
convertetur productum hoc ex inﬁniﬁs factoribus constans
(14 n2)(1 4+ #*2)(1 4+ n*2)(1 + n*2) ...
in seriem hanc secundum potestates ipsius z procedentem

n®s? nfs® 00zt

nz
L (S Y gy o e T G g e g g ey g

Atque summae huius seriei logarithmus hyperbolicus ex §10 erit

nz nnz? ndgd nizt
T 1-n 2(1—nd) + 3(1—n%)  4(1—nd - ete.

Vel si k scribatur pro numero, cuius logarithmus =1, erit

nz n?s? ndz? nizt + ete.
k—n 2(1—n?) ' 8(1—n3) 4(1—n?) ‘=_R

seu ista expressio exponentialis est aequalis summae illius seriei, in quam
valorem ipsius R transmutavimus.

26. Verum ut ad propositum problema revertamur, quo definiendum sit,
quot variis modis datus numerus m partiri queat in u partes inaequales inter
se et integras, indicemus hunc modorum numerum, quem quaerimus, huius-

modi scriptione
me
H

qua nobis perpetuo numerus modorum indicetur, quibus numerus m per ad-
ditionem produci queat ex u numeris integris inter se inaequalibus; atque ad
hanc partium inaequalitatem denotandam supra litteram ¢ adiunximus, quae
omittetur, si quaestio formabitur de numero modorum inveniendo, quibus
datus numerus m omnino in x partes tam aequales quam inaequales distribui
queat. Quod problema postea pari facilitate solutum exhibebitur.
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27. Iste ergo modorum numerus m** erit coefficiens potestatis »™ in illa
serierum e, B, y, d, ¢ etc, quae a prima ¢ numerata in ordine est tota, quot
w continet unitates. Huius seriei summa est

)

. n 1-2
T I @ =) —n) (1 — )

ideoque seriei, quae ex hac forma nascitur, terminus generalis est = m®@in™,
Seriei autem, quae nascitur ex hac forma

uu—1)
»n 1-2

A—mE = w) (A= L =) - (L =)’

terminus generalis erit — m“'n"~* seu pro eadem ipsius # potestate erit
terminus generalis = (m 4 u)**»™. Subtrahatur prior expressio a posteriore

atque residuae expressionis
4 (e—1)

m 12
@ —n)(1 =) — ) (1 —nf)--- (1 — =)

terminus generalis erit — #"((m + u)®? — m®?); huius autem eiusdem seriei
terminus generalis est m*“—"'n™ quocirca habebimus

m(#"l)i J— (m _l_ M (u)é - m(.“)';’
unde hanc adipiscimur regulam, ut sit
(m 4 @) = M gl

cuius ope, si constiterit, quot variis modis numerus m distribui possit cum in
p partes tum in u —1 partes inaequales, hos binos moclorum numeros ad-
dendo reperietur, quot variis modis numerus maior m 4 u distribui possit in
w partes inaequales. Atque ita resolutio casuum difficiliornm ad simpliciores
reducitur atque tandem ad simplicissimos per se notos; quippe constat, si

fuerit m < “*“T¥  tum fore m®@ — 0, et si fuerit m — ““TE  tum erit m@i — 1.
2 2 b 2 A

28. Cum formula m®in™ sit terminus generalis huius expressionis

@t

n 2
(1—n)(1—nH)(1 —n%)-- (1 —n")’

Leoxmarpr Eviert Opera omnia I: Commentationes arithmeticae 24
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videamus, qualem seriem praebeat ista expressio

1
A—n)(1—nH)A—n%---(1 — )’

si evolvatur atque secundum dimensiones ipius » disponatur. Ponamus autem
prodire hanc seriem ‘

14 pn + gn® 4 rn® 4+ sn* + tn® 4 ete.?),

ex cuius generatione perspicitur coefficientem cuiusque potestatis ipsius =
monstrare, quot variis modis exponens ipsius # per additionem produci queat
ex his datis numeris

1, 2, 8, 4, 5 6,...u;

hicque nec certus partium numerus praescribitur, ex quibus componatur, nec
ista conditio ponitur, ut partes sint inter se inaequales. Hanc itaque ob
causam expressio #®? simul indicabit, quot variis omnino modis numerus
m—&;'—l) per additionem produci queat ex numeris 1, 2, 3, 4, 5,... u. Sic
si quaeratur, quot variis modis numerus 50 distribui possit in 7 partes in-
aequales, propter m =50 et u =7 quaestio eo reducitur, ut investigetur, quot
variis modis numerus 50 —28 seu 22 oriri queat per additionem ex his
septem numeris 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Hoc ergo pacto duplicis generis quaestiones
una eademque opera resolvuntur.

29. Definitis hoc pacto litteris e, 8, y, & etc. pro casu, quo loco litter-
arum @, b, ¢, d etc. progressionem geometricam #, #°, %°, #*, n° etc. infinitam
assumsimus, ordo postulat, ut etiam in valores tertii ordinis A, B, €, D,
€ etc. inquiramus. Adhibuimus autem has litteras %, B, €, D etc. in seriebus
his valoribus —1% et % aequalibus; sumsimus enim supra (§ 11) esse

%=1+2[z+%z”+ @z3+@z“+(&z5+etc;
et
11—27=1—2Iz—l—%22—@323—}-5954—(&55—}—'%0.

1) Editio princeps: 1+ an + fn® 4 20° +2* + #° 4 etc. F. R.
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obtinentibus R et S valores primum assumtos, quibus erst

B =14 n2)(1 4 n*2)(1 4 n*2)(1 + n*s) etec.,
8= (1—mn2)(1 —n*2)(1 — n®2)(1 — n's) ete.

. . . . 1 .. .
Intelligitur autem hinc seriem g =1+ Az B4 €’ D#* 4 ete. oriri, si
innumerabiles istae progressiones geometricae in se invicem multiplicentur

1:n5=1+”’z +ngzg+n”z3+n4z4+evc.,
1._1n‘7z=1 + #'s +n's + 0® P+ 0® 2t 4 ete.,
—1-;1—”752 =14 0’2+ n°2 + #° 2* 4 n22t + ec.,
,11%12:1 +n4z+n‘*z2+n1’z3+n16z4+ebc.

ete.

Posito autem — #z loco 2 prodit simili modo series "

30. Ex ista harum serierum generatione manifestum est esse:
L UA=n-+n+ »n*+ n* + n° + etc.,

quae est progressio geometrica omnes ipsius # potestates complectens singulas
per coefficientem +- 1 multiplicatas.

IL B =n"+n°+ 20* + 20° + 3n° + 30" 4 40 + 42° + etc,

in qua coefficiens cuiusque ipsius » potestatis tot contnet unitates, quot
variis modis exponens ipsius » in duas partes sive aequales sive inaequales
partiri potest. Sic potestatis #° coefficiens est 4, quia 8 quatuor modis in 2
partes partitur

8=1417, 8=2-+6, 8—345, S—d4dL4
L. € ="+ »n* 4 2n® 4 3n° + 40" 4 5u° 4 T4 + etc.,

in qua cuiusque potestatis ipsius # coefficiens tot continet unitates, quot variis
‘ 24+
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modis exponens ipsius # in tres partes sive aequales sive inaequales distribui
potest. Sic #° coefficientem habet 7, quia 7 modis 9 in tres partes dispertiri
se patitur:

9=14147 9=1-+4-+4,

9—=14216, 9=2+2+5,

9—14815 9—2+4+3-+4,
9—343+3.

IV. D =n*+ n® 4 20° 4 30" 4+ 5#® + 64° + 9n'® 4 etc.,

ubi cuiusque potestatis ipsius » coefficiens tot continet unitates, quot variis
modis exponens ipsius # in quatuor partes sive aequales sive inaequales re-
solvi potest. Atque similis est ratio sequentium serierum, quae pro litteris
¢, ¥, © etc. reperiuntur.

31. Harum ergo serierum ope alterum problema, ‘quod simul cum praece-
dente Vir Cl. Naupeus') mihi proposuit, resolvi potest, quod ita se habet:

Invenire, quot variis modis datus numerus m partiri possit in u partes tam
‘aequales quam inaequales, sive invenmire, quot variis modis datus numerus m per
additionem w numerorum integrorum sive aequaliwm sive inaequalium produci queat.

Quod problema a praecedente eo tantum discrepat, quod in praecedente
partitio ad partes tantum inter se inaequales sit restricta, haec autem partes
quoque %hequales admittat. Ad numerum autem omnium modorum in hoc
problemate quaesitum signo exprimendum utamur hac forma

m®

b

quae scilicet declaret, quot variis modis numerus m partiri queat in u partes
integras partium aliquot aequalitate non exclusa; quamobrem in signo supra
affixo (u) ante adnexa littera ¢, qua inaequalitas partium indicabatur, hic est
praetermissa.

32. Solutio ergo huius problematis ad formationem serierum U, B, G,
®, € ete. reducitur; at supra iam ostendimus (§ 5), quomodo harum litterarum

1) Vide notam p. 178. F. R
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valores ex valoribus litterarum e, 3, y, J etc. iam cognitis definiantur.
Quanquam autem iste modus est generalis et ex rei natura petitus, tamen
non satis dilucide legem, qua hi valores progrediuntur, ob oculos ponit.
Quamobrem valores harum litterarum o, B, €, D, € etc. via huic casui pro-
pria investigabo, simili ei, qua supra (§ 21) usus sum.

Quoniam est

1 1
S (1 —n2)(1 —n's)(1—nPe)(1 —ne) ete. ’

perspicuum est, si in hac forma loco z scribatur #z, tum prodituram esse

hanc formam
1

(1 — n22)(1 —n®2) (1 —n'e) (1 — #P2) ete.

N . '1 . . o ae
Ad ipsam autem hanc formam prior -5 perducitur, si ea multiplicetur per
1 —nz. Hanc ob rem, cum assumserimus esse

S =1+%+ B2 + €2 + Dt + 64 + ete,,
ponamus in hac %z loco z habebimusque
1+ UAnz + Bn*s + Cnt2® + Dnts* 4+ etc.

. . 1 . g
Jam priorem seriem -5 multiplicemus per 1 — nz

14+A24+ BL2+ CP2 4+ D+ ete.

— g — UAn? — Bns® — Cnst — ete.

Quae forma cum illi esse debeat aequalis, erit

n n
. A= —i=w
An n?
D= 1—nt 1—n)(1—n2)’
6 — Bn n®
1w 1—n)(1—n)(1 —nd)’
D Cn nt

T i—mT I—n)1 —n*)(1—n%)(1—n?)
ete.
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33. Hinc igitur nova percipitur relatio inter valores litterarum A, B, €,
D etc. et litterarum o, 8, y, J etc., quae eo magis est notatu digna, quo
minus hi valores a se invicem discrepant. Collato enim § 21 intelligitur esse

a= A,
B=n B,
y=n'€,
0=n"9D,
& =n"E
etc.

Manifestum ergo est ratione coefficientium series %, B, €, D etc. omnino cum
_ seriebus «, B, y, d etc. congruere totumque discrimen in exponentibus ipsius
n situm esse. In serie quidem 9 exponentes quoque aequales sunt exponen-
tibus in serie «, at in serie B exponentes unitate deficiunt ab exponentibus
seriei B, in serie € exponentes ternario deficiunt ab exponentibus seriei y, et
ita porro defectus secundum numeros trigonales progrediuntur.

34. Ex seriebus ergo «, @, y, J etc., quas supra formare docuimus et
quibus prius problema NAupEANUM resolvitur, simul hoc posterius problema a
NAUDEO propositum ita resolvi potest, ut eius solutio reducatur ad solutionem
prioris. Erit nempe

m® — p®F,
m® = (m -+ 1)@,
m® = (m + 3)®",
m® — (m + 6)?
et generaliter

et vicissim
. — 1)\
i — (m _p(p 1)) i
2
Quoniam autem porro invenimus [§ 27] esse

(4 = o e
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erit reductione ad casum praesentem facta

(m _ H_(% :@)w _ (m _ ﬁ%: i})(ﬂ) n (m . (_Hil é(y;glywn

seu commodius
m(z“) —_— (m — ‘Ll/)(‘“) __I_ (m — 1)(#‘1),

ex qua proprietate etiam facile series litterarum 9, B, © etec. formabuntur,
sicque hoc alterum problema resolvetur.

35. Ad exemplum huius problematis quaestionem Vir Clar. affert, ut de-
terminetur, quot variis modis numerus 50 in septem omnino partes sive
aequales sive inaequales dispertiri queat. Haec ergo quaestio ad prius pro-
blema reducetur, ob m=>50 et u="1, si quaeratur, quot variis modis numerus
50+21 seu numerus 71 in septem partes inaequales partiri queat. Utrumgque
autem fieri potest 8946 modis diversis. Praeterea vero hic idem numerus
8946 indicat (§ 28), quot variis modis 71 — 28 =43 per additionem produci
queat ex his numeris 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Atque generaliter numerus modo-
rum m®, quibus numerus m in w partes sive aequales sive inaequales resol-
vitur, simul ostendit, quot variis modis numerus m — u produci queat per
additionem ex his numeris definitis

1,2, 8, 4,5, ...

36. Finem huic dissertationi faciat observatio notatu digna, quam qui-
dem rigore geometrico demonstrare mihi nondum licuit. Observavi scilicet
hoc infinitorum factorum productum

A —n)1—»")1 —2»*)(1 — n")(1 — n°) ete.,
si per multiplicationem actu evolvatur, praebere hanc seriem

1—n—n" 4 0° 40" —n® —n® 4 5™ 4 #® — 2% — 0® + 2™ 4 ete. ),

1) Haec series, qué.e apud EvreruM primum hac in Commentatione 158 (exhib. d. 6. Apr.
1741), deinde vero etiam in huius voluminis Commentationibus 175, 191. 243, 244 (ubi evolu-
tionis demonstratio datur) nec non in Eurert Introductione (vide notam p. 163) invenitur, eo
magis digna est, quae consideretur, quod iam exemplum praebet illarum functionum, quas centum
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ubi eae tantum ipsius # potestates occurrunt, quarum exponentes continentur

3 . . . .y
hac forma M;—Lx. Ac si z sit numerus impar, potestates ipsius #, quae
Szt
sunt % ? , coefficientem habent —1; si autem 2 sit numerus par, tum
3zaztx

potestates # ®  coefficientem habent -+ 1.

37. Praeterea notari meretur series huius reciproca, quae oritur ex

evolutione huius fractionis
1 .
(1 —n)(1 —n?)(1 —n*)(1 —n*)(1 —n®) etc.’

prodibit scilicet ista series recurrens
14 1n 4 2% + 3n0® + 5ut 4 Tnd ++ 110° + 1507 + 220° + etc.,
quippe quae per seriem superiorem

1—n—n4n® 4+ 0" —n? — a4 02 4 n* — ete.

fere abhinc annos C. G. J. Jacosr ut fundamenta theorise functionum ellipticarum in analysin
introduxit et hoc charactere & significavit. In epistola a. 1848 ad P. H. Fuss data Jacosi scripsit:
,JIch mochte mir bei dieser Gelegenheit noch erlauben, Ihnen zu sagen, warum ich mich so sehr fiir
diese Eurerscue Entdeckung interessiere. Sie ist n#mlich der erste Fall gewesen, in welchem
Reihen aufgetreten sind, deren Exponenten eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden, und
auf diese Reihen ist durch mich die Theorie der elliptischen Transcendenten gegriindet worden.
Die EurLeErscHE Formel ist ein spezieller Fall einer Formel, welche wohl das wichtigste und frucht-
barste ist, was ich in reiner Mathematik erfunden habe ...;* vide P. Sticken und W. Aurexs,
Der Briefwechsel swischen C. G. J. Jacosr und P. H. von Fuss tber die Herausgabe der Werke
Lrovuarp Evigrs, Leipzig 1908, p. 60 (nec non p. 23 et 42). Vide etiam C. G. J. Jacos,
Elementarer Beweis einer wmerkwiirdigen analytischen Formel, nebst einigen aus ihr folgenden
Zahlensiitzen, Journal f. d. reine u. angew. Mathem. 21, 1840, p. 13; C. G. J. J4coprs Ge-
sammelte Werke, Bd. 6, p. 281. Of. quoque epistolas a Dax. Bernournio d. 28. Jan. 1741 et
14. Apr. 1742 ad Eurerum datas, Correspondance math. et phys. publiée par P. H. Fuss,
St.-Pétersbourg 1843, t. II, p. 466 et 490, porro epistolam, quam Eurerus d. 15. Oct. 1743 ad
GorpBAcH scripsit, ibidem t. I, p. 258, atque epistolas ab BEuLero d. 1. Sept. et 10. Nov. 1742 ad
Nic. Bervovrriunm datas, Lrovaaror Evierr Opera postwma, t. 1, p. 521 et 528; Lreoxmarpr EULERI
Opera ommnia, series III. Vide praeterea P. S8ricker, Ein Bricf Eviers an o’ Aremperr, Biblioth.
Mathem. 11, 1910/1, p. 220. Vide autem etiam G. ExestroEM, Jacos Beryovrrr und die
Jacosiscue Thetafunktion, Biblioth. Mathem. 9,, 1908/9, p. 206, et L. ScHLESINGER, Uber
Gavss’ Arbeiten gur Fumktionentheorie, Nachrichten v. d. Kénigl. Gesellsch. d. Wissensch
zu Gottingen, Math-phys. Klasse 1912, Beiheft, p. 8—10. F. R.



93] | OBSERVATIONES ANALYTICAE VARIAE DE COMBINATIONIBUS 198

multiplicata producit unitatem. In illa autem serie coefficiens cuiusque
potestatis ipsius # tot continet unitates, quot variis modis exponens ipsius »
in partes dispertiri potest; sic 5 septem modis in partes resolvi potest, uti

5=25, 5=38-+2, 5=242+41,
b=441, 5=84+14+1, BH5=2414+1+1,
‘ b—=14+1+4+1+4+1-+1;

nec numerus scilicet partium hic praescribitur nec inaequalitas.

Leonuarpr Euvierr Opera omnia I2 Commentationes arithmeticae 25



THEOREMATA CIRCA DIVISORES NUMERORUM
- IN HAC FORMA paa + ¢bb CONTENTORUM)

Commentatio 164 indicis ENESTROEMIANI
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 14 (1744/6), 1751, p. 151—181

In sequentibus theorematis litterae a et b designant numeros quoscunque
integros primos inter se seu qui praeter unitatem nullum alium habeant
divisorem communem.

THEOREMA 1

Numerorum in hac forma aa -+ bb contentorum divisores primi omnes sunt
vel 2 vel hwius formae 4m -+ 1 numers:.

1) Ad haec theoremata, quae EULERUS ,ymagnam partem ex sola inductione conclusit” hicque
sine demonstratione proposuit, primo consulendae sunt Commentationes 134, 228, 241, 242, 256,
262, 271, 272 huius voluminis, deinde vero praecipue hae duae (598 et 610 indicis ENESTROEMIANI):
De insigni promotione scientiae numerorum, Opuscula analytica 2, 1785, p.275, et Novae demon-
strationes circa divisores nwmerorum formae zx+nyy, Nova acta acad. sc. Petrop. 1 (1783),
1787, p. 47; Lronaaror Evierr Opera omnia, series I, vol. 4. Vide autem etiam I. L. LacrancE,
Recherches d’arithmétique, Nouv. mém. de ’acad. d. sc. de Berlin (1773), 1775, p. 265, et
(1775), 1777, p. 328; Oeuvres de Lacrance, publiées par les soins de M. L.-A. Serrer, t. III,
p. 695.

Theoremata sequentia et annotationes ad ea pertinentes eo magis considerari merentur, quod
in summa iam continent elegantissimum illud theorema, cui C. F. Gauss in Disquisitionibus arith-
meticis nomen theorematis fundamentalis dedit — ,,quia omnia fere, quae de residuis quadraticis
dici possunt, huic theoremati innituntur. Vide notam p.217. = F. R.
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THEOREMA 2

Ommes numers primi huius formae 4m + 1 wvicissim in hac numerorum for-
mula aa -+ bb continentur.

THEOREMA 3

Summa. ergo duorum quadratorum sew numerus huius formae aa + bb dividi
nequit per ullum numerum hwius formae 4dm — 1.

THEOREMA 4

- Numerorum in hac forma aa + 2bb contentorum divisores primi ommes sunt
vel 2 vel numeri in hac forma Sm + 1 vel in hac 8m -+ 3 contents.

THEOREMA 5

Ommnes numeri primi in hac forma 8m 4+ 1 vel 8m + 3 contenti vicissim sunt
numeri hwius formaee aa + 2bb.

THEOREMA 6

Nullus wumerus huius formae aa -+ 2bb dividi potest per ullum numerwm
huius formae 8m — 1 vel huius Sm — 8.

THEOREMA 7

Numerorum in hac forma aa -+ 3bb contentorum divisores primi omnes sunt
vel 2 vel 8 vel in wna harum formularum 12m + 1, 12m + 7 contents.

THEOREMA 8

Ommnes numeri primi in alterutra harum formularum 12m +1 wvel 12m 47
siwe in hac una 6m -1 contenti simul sunt numeri huius formae aa 4 3bb.
25*
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THEOREMA 9

Nullus numerus sive huius formulae 12m —1 sive huius 12m — 7, hoc est
wullus numerus huius formae 6m — 1, est divisor ullius numeri in hac forma
aa -+ 3bb contenti. '

THEOREMA 10

Numerorum in hac forma aa -+ bbb contentorum divisores primi ommes suni
vel 2 vel B wel in wuna harum 4 formarum 20m-+1, 20m—+3, 20m—+7, 20m -+ 9
contenti. ) '

THEOREMA 11

Si fuerint numers 20m +1, 20m + 3, 20m + 9, 20m -+ T prims, tum'erit,
ut sequitur: ' '

 20m + 1= aa+ 5bb, 2(20m + 3) = aa + 5bb,
20m + 9 = aa + 56b, 2(20m + 7) = aa + 5bb.

THEOREMA 12

Nullus numerus in una sequentium formularum contentus 20m — 1, 20m — 3,
20m — 9, 20m — T potest esse divisor ullius numeri huius formae aa - 5bb.

THEOREMA 13

Numerorum in hac forma aa - Tbb contentorum divisores primi ommes sunt
vel 2 vel T vel in una sequentium '

- séa; formularum sew in wuna harum trium
28m 4+ 1, 28m 411, 14m+ 1,
28m 4 9, 28m -4 15, 14m + 9,
28m + 25, 28m + 23 14m + 11

sunt contenti.
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THEOREMA 14

Si fuerint numeri in istis formulis 14m 41, 14m 49, 14m 4 11 contenti
primg, tum simul in hac forma aa 4 Tbb continentur.

THEOREMA 15

Nullus numerus huius formae aa -+ Tbb potest dividi per ullum numerum,
que tn una Sequentium

sex formularum seu haruwm trium
28m 4 3, 28m 4+ b5, C1dm + 3, .
28m ++ 13, 28m - 17, 14m + &,
28m + 19, 28m + 27 14m + 18

contineatur.

THEOREMA 16

Numerorum in hac forma aa -+ 11bb contentorum omnes dwzsores primi sunt
vel 2 wel 11 vel contimentur in una sequentium

10 formularum seu b formularum
Mm 4+ 1, 44m+ 3, 2m+ 1,
4m+ 9, 44m + 27, 22m + 3,
44m -+ 37, 44m -+ 23, o 22m -+ 9,
ddm + 25, 4dm + 31, 2m + B,
Mm+ 5, 44m+15 22m + 15.

THEOREMA 17

Si fuerint wumeri in his sive decem siwe quinque formulis contenti primi,
tum simul erunt vel ipsi vel eorum quadrupli numeri hwius formae aa -+ 11bb.
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THEOREMA 18

Nullus numerus huius formae aa - 11bb potest dividi per ullum numerum,
qut contineatur in una Sequentium '

swe 10 formularum sive 5 formularum
4m+ 7, 44m + 29, 2m+ T,
44m 413, 44m + 35, 22m + 13,
44m + 17, 44m + 39, 2m + 17,
44m 419, 44m 441, 2m 4 19,
44m + 21, 44m + 43 22m + 21.

THEOREMA 19

Numerorum in hac forma aa + 13bb contentorum ommes divisores primi sunt
vel 2 vel 13 vel continentur in una sequentium 12 formularum

52m 4+ 1, 52m + 1,
52m + 49, 52m + 81,
52m—+ 9, 52m + 11,
52m+25,  B52m -+ 19,
52m + 29, 52m + 417,
52m -+ 11, 52m -+ 15.

THEOREMA 20

Omnes numeri primi, qui in priori formularum istarum columna continentur,
simul sunt numeri hwius formae aa + 13bb. Numerorum autem primorum, qui

in altera  formularum columna  continentur, dupla sunt numeri formae
aa + 13bb.
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THEOREMA 21

Nullus numerus huius formae aa -+ 13bb dividi potest per wullum numeruwm,
qm contineatur in une sequentmm formularum

52m + 3, 52m + 35,
52m + b, 52m + 37,
52m + 21, 52m + 41,
52m -+ 23, 52m + 43,
52m -+ 217, 52m -} 45,
.52m -+ 33, 52m + 51.

THEOREMA 22

Numerorum in hac forma aa + 17bb contentorum omnes divisores primi sunt

vel 2 vel 17 vel in una sequentium formularum continentur

68m + 1, 68m 4 3,
68m -+ 9, 68m - 27,
68m - 13, 68m -+ 39,
68m + 49, 68m + 11,
68m |- 33, 68m -+ 31,
68m + 25, 68m + 1,
68m + 21, 68m 4+ 63,
68m + 53, 68m -+ 23. -

THEOREMA 23

Omnes numers primi, qui in priori harum formularum colummna continemtur,
ad quos 2 referri debet, sumt formae aa 4 17bb, vel ipsi quidem vel eorum non-
cupla.  Numerorum autem primorum in altera columma con'entorum tripla sunt
numert formae aa -+ 17bb.



200 THEOREMATA CIRCA DIVISORES NUMERORUM . [1566—157

THEOREMA 24

Nullus numerus huius formae aa -+ 17bb dividi potest per wullum numerum,
qui contineatur in aligua sequentium formularum '

63m— 1,  68m— 3,
68m — 9, 68m — 27,
68m — 13, 68m — 39,
68m — 49, 68m — 11,
68m — 33, 68m — 31,
68m — 25, 68m — 1,
68m — 21, 68m — 63,

68m — b3, 68m — 23.

THEOREMA 25

Numerorum in hac forma aa -+ 19bb contentorum ommes divisores primi sunt
vel 2 vel 19 vel continentur in una sequentium

18 formularum vel harum 9
6m+ 1, T6m-+4 5, 38m + 1,
76m + 25, T6m 4 49, 38m + b5,
6m 417, T6m+ 9, 38m+ T,
6m + 45, T6m + 13, 38m + 9,
6m 461, T6m-4 T, 38m -+ 11,
6m + 35, T6m -+ 23, 38m - 17,
6m -+ 39, 7T6m 4 43, 38m + 23,
6m + 63, T6m 4 11, 38m + 25,

76m + 55, T6m -+ 47 38m -+ 35.
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THEOREMA 26

Ommes numeri primi, qui in una harum formularum continentur, sunt vel
ipsi vel saltem quater swmti numeri huius formae aa -+ 1950.

THEOREMA 27

Nullus numerus huius formae aa -+ 19bb dividi ‘potest per wllum nwmerum,
qui contineatur in aliqua sequentium 9 formularum

38m—1, 38m— 9,  3%m—23,
38m — b, 38m — 11, 38m — 25,
88m —7,  88m—17,  88m — 35.

His igitur theorematis continetur indoles formularum aa - qbb, si ¢ fuerit
numerus primus; a¢ primum quidem vidimus omnes divisores primos huius-
modi formularum esse vel 2 vel ¢ vel in talibus expressionibus 4gm -+ o ita
comprehendi posse, ut nullus divisor in iis non contineatur, tum vero, ut
omnis numerus primus 4¢m - « simul sit divisor formulae cuiusdam aa -4 gbb.
Deinde etiam hoc colligere licet, si numerus primus formae 4gm -+ o« fuerit
divisor cuiusquam numeri aa + ¢bb, tum nullum numernm formae 4qm — o
divisorem esse posse eiusdem expressionis aa -+ ¢bb. Cum igitur inter formas
divisorum formulae aa 4 gbb semper contineatur haec 4mq -+ 1, manifestum
est nullum numerum aa -+ ¢bb dividi posse per ullurm numerum formae
4mgq—1. Denique attendenti manifestum fiet, si ¢ fuerit numerus primus
formae 4n —1, tum divisorum formas ad numerum duplo minorem redigi
posse, ita ut ad formulas 2¢gm + « revocari queant, quoc. fieri nequit, si ¢ sit
numerus primus formae 4n4-1. Si igitur pro hac forma aa + (4n + 1)bb
divisor fuerit 4(4n + 1)m + @, tum nullus numerus formae istius

4(dn4+1)m~+2(4n+ 1)+ o

poterit esse divisor eiusdem expressionis aa 4 (4n + 1)bb. Plures annotationes
faciemus, cum etiam formulas aa + ¢bb, quando ¢ non est numerus primus,
fuerimus contemplati.

Lzoxaarp:r Euvrerr Opera omnia Ie Commentationes arithmeticae 26
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THEOREMA 28

Numerorum in hac forma aa -+ 6bb vel hac 2aa -+ 3bb contentorum divisores
primi omnes sunt vel 2 vel 3 vel in una sequentium formularum continentur

24m + 1, 24m —|— 1,
24m + 5, 24m + 11.

THEOREMA 29

Omnes numeri primi formae vel 24dm -+ 1 vel 24m + T continentur in ex-
pressione aa -+ 6bb; at numers primi istam formam 24m + 5 et 24m -+ 11 habentes
continentur in expressione 2aa -+ 3bb.

THEOREMA 30

Nullus numerus sive aa--6bb sive 2aa+ 3bb dividi potest per wllum
numerum, qui contineatur in aliqua harum formularum

2Um —1, %m — 5,
24m —1, 24m — 11.

THEOREMA 31

Numerorum in hac aa - 10bb vel hac forma 2aa + 5bb contentorum divi-
sores primi omnes sunt vel 2 vel b vel in una sequentium formularum continentur

40m + 1, 40m + T,
40m 4+ 9, 40m 4 23,
40m 4 11, 40m + 81,
40m + 19, 40m -+ 13.

THEOREMA 32

Numeri primi in priori harum formularum columna contenti simul sunt
nwmert huius formae aa - 10bb; et numeri primi in altera columna contenti sunt
numeri hwius formae 2aa 4 5bd.
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THEOREMA 33

Nullus numerus siwe huius formae aa - 10bb sive huins 2aa -+ 5bb dividi
potest per ullum numerum, qui in aliqua sequentium formularum contineatur

40m— 1, 40m — 1,
40m— 9, 40m — 23,
40m — 11, 40m — 37,
40m — 19, ~ 40m —13.

THEOREMA 34

Numerorum in hac forma aa + 14bb vel hac 2aa + Tbb contentorum divi-
sores primi omnes sunt vel 2 vel T vel in una sequentium formularum continentur

56m 4+ 1, 56m + 3,

56m 4 9, : 56m + 27,
56m -+ 25, 56m + 19,
56m -+ 15, 56m -+ 5,
56m -+ 23, 56m + 45,
56m + 39, 56m -+ 13.

THEOREMA 35

Numeri primi in priori harum formularum columna contenti simul sunt
numers vel hwius formae aa + 14bb vel 2aa + Tbb; qui autem in daltera columma
continentur, eorum tripla demum in altera istarum formularum comprehenduntur.

THEOREMA 36

Si in superioribus formulis signa - in — commutentur, tum nullus numerus
wn istis formulis contentus divisor erit vel formae aa - 14bb wvel 2aa -+ Tbb.
- 26*
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THEOREMA 37

Numerorum in hac forma aa --15bb vel hac 3aa -+ bbb contentorum divi-
sores primi omnes sunt vel 2 wel 3 vel 5 vel in wna sequentium formularum
continentur ’

vel harum 4

C60m 4+ 1, 60m -+ 31, 30m + 1,
60m + 17, 60m + 47, 30m + 11,
60m + 19, 60m + 49, 30m + 19,
60m+23, 6Om+58 30m + 23.

THEOREMA 38

Numerorum in hac forma aa + 21bb vel hac 3aa + Tbb contentorum divi-
 sores primi ommes sunt vel 2 vel 3 wvel T wvel in uma sequentium formularum

continentur
84m 4+ 1, 84m + b,
84m + 25, 84m + 41,
84m + 37, 84m + 17,
84m + 55, 84m + 11,
84m + 31, 84m + 23,
s4m + 19, 84m + 71,

THEOREMA 39

Numerorum in hac forma aa -+ 35bb vel Haa + Tbb contentorum divisores
primi omnes sunt vel 2 wvel 5 vel T vel in una Sequentium formularum con-
tenentur
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vel harum
140m + 1, 140m+ 3, Om+ 1,
140m + 9, 140m + 27, 0m + 3,
140m -+ 81, 140m + 103, Om + 9,
140m + 29, 140m 4 87, 0m + 11,
140m 4121, 140m 4 83, 0m -+ 13,
140m -+ 109, 140m -+ 47, 0m + 17,
140m + 11, 140m 4 33, 0m -+ 27,
140m + 99, 140m 4 17, 0m -+ 29,
140m + 51, 140m + 13, 0m + 33,
140m + 39, 140m + 117, 0m + 39,
140m + 71, 140m + 73, T0m - 47,
140m 4+ 79, 140m 4 97 70m + 51.

THEOREMA 40

Numerorum in aliqua harum formularum bontentomm
aa -+ 30bb, 2aa 4 15bD,
3aa + 10bb, baa -+ 60D

divisores primi ommes sunt vel 2 vel 3 vel b vel in una sequentium formularum
continentur

120m + 1, 120m + 11,
120m + 13, 120m + 23,
120m + 49, - 120m 4 59,
120m + 31, 120m -+ 41,
120m + 17, 120m -+ 67,
120m -+ 101, 120m + 31,
120m + 113, 120m 4 43,
120m 4+ 29, 120m + 79.
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Theoremata haec sufficiunt ad sequentes annotationes formandas,
ex quibus natura divisorum huiusmodi formularum paa + gbb penitius
perspicietur. )

ANNOTATIO 1

Formula paa + ¢bb nullum habet divisorem, quin sit simul divisor for-
mulae aa + pgbb. Cuius quidem rei ratio facile patet; nam qui numerus est
divisor formulae paa +- ¢bb, idem dividet hanc formam ppaa + pqbb, hoc est
hanc aa + pgbb posito a loco pa. Hanc ob rem sufficiet istam unicam
formam aa + Nbb considerasse, quippe quae ratione divisorum hanc paa + ¢bb
in se complectitur.

ANNOTATIO 2

Inter numeros primos, qui ullum numerum in hac formula aa -+ Nbb
contentum dividunt, primum occurrit binarius. Si enim N sit numerus impar,
sumendis pro a et b numeris imparibus formula aa + Nbb fiet per 2 divisi-
bilis; at si N sit numerus par, sumto @ pari formula quoque per 2 fit divi-
sibilis. Deinde vero ipse numerus N vel quaelibet eius pars aliquota poterit
esse divisor formulae aa 4 Nbb, quod sumendo @ = N est perspicuum.

ANNOTATIO 3

Reliqui divisores primi omnes formulae aa 4 Nbb in istiusmodi expres-
sionibus 4 Nm + & comprehendi possunt, ita ut etiam vicissim omnes numeri
primi in formis istis 4 Nm -+ « contenti simul sint divisores formulae aa -+ Nbb.
Praeterea si expressio 4Nm + « praebeat divisores formulae aa -+ Nbb, tum
nullus numerus huiusmodi 4Nm — « poterit esse divisor ulllus numeri in
formula aa 4+ Nbb contenti.

ANNOTATIO 4

Habebit autem « certos quosdam valores, qui ab indole numeri N pen-
debunt; ac semper quidem unitas erit unus ex valoribus i ipsius ¢. Tum vero,
quia de numeris primis in formula 4Nm + « contentis quaestio est, perspi-
cuum est neque ullum numerum parem neque ullum numerum, qui cum N
communem habeat divisorem, valorem ipsius « constituere posse.

1) Ad sequentes annotationes praecipue consulendae sunt Eviert Commentationes 242 et
598 supra (nota p. 194) laudatae. F. R
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ANNOTATIO 5

Valores autem ipsius ¢ omnes erunt minores quam 4N; si enim qui
essent maiores, per diminutionem numeri » minores quam 4N reddi possent.
Hinc valores ipsius e erunt numeri impares minores quam 4N atque ad N
primi. Neque vero omnes istiusmodi numeri impares ad N primi idoneos
pro e valores exhibebunt, sed eorum semissis ab hoc officio excluditur, quo-
niam, si # fuerit valor ipsius ¢, tum — 2 seu 4N — z eius valor esse nequit;
~ vicissimque si # non fuerit valor ipsius «, tum 4N —z certo eius valor sit
futurus.

ANNOTATIO 6

Numerus igitur valorum ipsius «, ita ut 4 Nm 4~ « contineat omnes divi-
sores primos formulae aa + Nbb, sequenti modo definietur.’) Sint p, g, 7, s etc.
numeri primi inter se diversi excepto binario, qui seorsira est considerandus,
atque

si fuerit erit valorum ipsius ¢ numerus
N=1, 1,
N=2, 2,
N=p7 p— 1’
N=2p, _ 2(p—1),
N =pg, (»—1)(@—1),
N=2pq, 20 —1)@—1),
N =pgr, (p—1(@g—1)(r—1),
N =2pqr 20—1(@—1)(r—1)
ete., etc.

ANNOTATIO 7

Quemadmodum autem unitas semper reperitur inter valores ipsius o, ita
etiam quivis numerus quadratus impar et primus ad N locum habere debet
in valoribus ipsius «. Posito enim b numero pari 2¢ formula fiet aa+ 4 Nee,
quae, si sit numerus primus, contineri debet in expressione 4 Nm + a. Ergo
o erit aa vel residuum, quod ex divisione ipsius aa per 4N remanet. Simili
modo inter valores ipsius « reperiri debent omnes numeri aa 4+ N vel quae

1) Vide Commentationem 271 huius voluminis. F. R
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ex eorum per 4N divisione supererunt residua; posito enim b=2c¢ -1 fiet
aa + Nbb=aa + N+ 4N(cc+c); qui si fuerit numerus primus, debebit
aa + N esse valor ipsius e.

ANNOTATIO 8

Intelligitur etiam, si «x fuerit valor ipsius ¢, tum quoque zz (quod qui-
dem ex praecedente patet) et omnes omnino potestates ipsius #, puta , inter
valores ipsius o locum habere debere. Deinde si praeter x quoque y fuerit
valor ipsius @, tum quoque zy et generaliter 2y” dabit quoque valorem
ipsius e. Scilicet si zy” maius fuerit quam 4N, per hoc dividatur et resi-
duum erit valor ipsius ¢. Simili modo si insuper z fuerit valor ipsius ¢,
tum etiam ¢y’ erit valor ipsius «. Hincque ex cognito uno vel aliquot
valoribus ipsius « facili negotio omnes omnino eius valores inveniuntur.

ANNOTATIO 9

Sit # quicunque numerus primus ad 4N eoque minor atque vel + z
vel — « valor erit ipsius @ Si igitur fuerit £ numerus primus, ex sequenti
tabula intelligetur, quibus casibus - x quibusque — z valorem ipsius e«
praebeat:

Si erit
N= 3rn—1 a=-+4+ 3§
N= 3rn+ 1 o= —

hn+4+ 1
N— —

bn + 4 a=+5

5 2
N= " a=— D

bn 4+ 3

in+ 3
N={ T+ 5 a=-+4+ T

in+ 6

n+ 1
N=!{Tn4+ 2 o0=— 7

| T+ 4
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si erit
11n 4+ 2
11n -+ 6
N={1ln+ T a=-411
11n+ 8 ‘

11% 410
11n 4 1
11n 4+ 3
N={1lln+ 4 o=—11
11z 4 5 '
11w+ 9

Si propositus sit numerus quicunque primus, quij utrum signo +
an — affectus valorem ipsius o praebeat, ita investigabitur: Bini casus
debent - evolvi, alter, quo propositus numerus primus est formae 4u 41,
alter, quo est formae 4w —1. Priori casu erit o«= 4 (4u+41), si fuerit
N=(@4u+1n -+t at «=—(4u41), si fuerit N (4u+ 1)n 4 ¢t
Posteriori casu autem erit «= -+ (4u—1), si sit N (du —1)n 4 ¢, at
o=—4uw—1), si N=(4u—1)n-4t¢. TUbi notandum est, quemadmodum
signum — aequalitatem denotat, ita signum - aequalita:is impossibilitatem
designare. Quodsi autem fuerit pro utroque casu N = (4u 4 L)n +s, erit
quoque N = (4u -+ 1)n 4 s denotante » numerum quemcunque integrum,
unde ista tabella pro quibusvis numeris primis sine negotio construitur.

ANNOTATIO 10

Quoniam inter formas divisorum primorum ipsius a@a 4+ Nbh habetur
4Nm + 1, eadem expressio aa + Nbb per nullum numerum dividi poterit,
qui contineatur in hac forma 4Nm — 1. Simili modo cum 4Nm -+ ¢¢ exhibeat
formam divisorum expressionis aa -4 Nbb, sequitur pullum numerum huius-
modi 4Nm — ¢ posse esse divisorem ullius numeri in hac forma aa 4 Nbb
contenti, siquidem, quod semper pono, @ et b sint numeri inter se primi.
Hanc ob rem impossibilis erit ista aequatio (4 Nm — ¢f)u = aa + Nbb ideoque
erit A Nmu — ttu — Nbb 7 aa, siquidem fuerint 4 Nmu — ttu et Nbb numeri
inter se primi; quod cum certo eveniat, si b=1 et { =1, nanciscimur istud

Loxmarpr Evrer: Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae A 27
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CONSECTARIUM

Nullus numerus hac formula 4abc —b—c contentus unquam esse potest
quadratus.

ANNOTATIO 11

Si fuerit N numerus huius formae 4n —1, tum formae divisorum ad
numerum duplo minorem rediguntur, ita ut in formulis 2 Nm + « comprehen-
dantur. Scilicet si fuerit 4 Nm + « divisorum forma, tum quoque 4 Nm+ 2N+«
erit forma divisorum. Quare cum 2Nm 4 ¢¢ sit forma divisorum, sequitur
nullum numerum 2Nm — ¢¢ divisorem esse posse formae aa + Nbb. Hinc
erit (2Nm — tt)u —— aa + Nbb existente N —=4n —1, unde oritur hoc

CONSECTARIUM

Nullus numerus huius formae 2abc —b —c, si vel b vel ¢ fuerit numerus
mmpar 4n — 1, unquam potest esse quadratus.

ANNOTATIO 12

Si fuerit N numerus impar huiusmbdi 4n + 1 vel etiam numerus impa-
riter par, tum divisorum formae ad numerum duplo minorem redigi non pos-
sunt. Scilicet si 4 Nm + « fuerit divisor formae aa + Nbb, tum 4 Nm+ 2N+ «
eiusdem formae divisor esse non poterit. Hinc 2(2m + 1)N -+ #f non erit
divisor formae aa + Nbb ideoque haec aequdtio 2@m+1) N+ tt)u—aa -+ Nbb
erit aequatio impossibilis, siquidem sint o et b numeri primi inter se et N
sit vel numerus impar formae 4% - 1 vel numerus impariter par. Ex quo
sequitur istud :

CONSECTARIUM

Nullus numerus huius formae 2abc —b -+ ¢ existente a numero impari et b
vel impariter pari vel impari formae 4n + 1 unquam esse potest quadratus.

SCHOLION 1

Quae hic sunt allata, sufficienter declarant indolem divisorum huiusmodi
formularum aa 4+ Nbb simulque inserviunt ad omnes divisorum formas ex-
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pedite inveniendas, quibus cognitis -quoque eae numerorum formae innotescunt,
quae nunquam praebere queant divisores formulae aa -+ Nbb. Cum igitur
haec pateant ad omnes valores ipsius N, sive sint numeri primi sive compo-
siti, reliquum est, ut etiam casus evolvamus, quibus N denotet numeros
negativos tam primos quam compositos; perspicuum autem est formulam
paa— gbb nullum divisorem habere posse, quin sit diviscr huius aa — pghb
seu pgaa —bb, unde sufficiet huiusmodi, tantum formas aa — Nbb evolvisse,

THEOREMA 41

Numerorum in hac forma aa —bb contentorum divisores primi ommnes sunt
vel 2 vel 4m - 1; nullus scilicet datur numerus, qui non sit divisor differentiae
duorum  quadratorwum.  Vicissim autem ommes numeri praeter impariter pares
ipsi sunt differentiae duorum quadratorum.

THEOREMA 42

Numerorum in hac forma aa — 2bb contentorum ommes divisores primi swnt
vel 2 vel hwius formae 8m 4 1. Omnmesque numeri primé hwius formae 8m + 1
ipsi infinitis modis in formula aa — 2bb continentur.

THEOREMA 43

Numerorum in hac forma contentorum aa — 3bb ommes divisores primi sunt
vel 2 vel 3 vel huius formae 12m 4- 1.  Atque wvicissim ommes huiusmodi numeri
primi simul in hac forma aa — 3bb vel hac 3aa — bb wnfinitis modis continentur.

THEOREMA 44

Omnes divisores primi huius formae aa —5bb sunt vel 2 vel 5 vel conti-

nentur , .
wn altera harum formularum vel in hac una

20m 41, 20m+9 10m 4 1.

Omnesque numeri primi in his formis contenti simul sumi divisores formae

aa — 5bb.
. 27*
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THEOREMA 45

Ommes. divisores primi huius formae aa — Tbb sunt vel 2 vel T vel in una
sequentium formularum continentur

28m +1, 28m+3, 28m+ 9;

atque vicissim ommes mumers primi in his formis contenti simul sunt divisores
formae aa — Tbb.

THEOREMA 46

Ommes divisores primi huius formae aa — 11bb sunt vel 2 vel 11 vel in una
sequentium formarum continentur :

Mm41, 44m+5, 4m4T, 44m4-9, 44m+19;

atque vicissim ommes mumers primi in his formulis contents simul sunt divisores
formae aa — 11bb, quae reciprocatio in omnibus sequentibus theorematis locum
habet.

THEOREMA 47

Ommes divisores primi formae aa — 13bb sunt vel 2 vel 13 vel in sequentibus

formulis continentur
: quae revocantur od has

5m-4 1, 52m4 38, 26m 41,
52m+ 9, 52m 4 25, 26m + 3,
52m + 23,  52m 4 17, 26m + 9.

THEOREMA 48

Omnes divisores primi numerorum huius formae aa — 17bb sunt vel 2 vel 17

vel in sequentibus formulis continentur
quae revocantur ad has

68m+ 1, 68m-+ 9, C 84m+ 1,
68m + 13, 68m 419, 34m + 9,
68m + 33,  68m + 25, 34m + 13,

68m + 21, 68m 4 15, 34m + 15.
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THEOREMA 49

Ommes divisores primi numerorum huwius formae aa — 19bb sunt vel 2 vel 19
vel in sequentibus formulis continentur

w6m+ 1, “6m + 3, 6m -+ 9,
Tom - 27, “om 4 b, T6m -+ 15,

6m -+ 31, 6m 17,  Tom + 25.

THEOREMA 50

Omnes divisores primi numerorum formae hutus aa — 6bb sunt vel 2 wvel 3
vel in his formulis continentur

24m 41, 24m + 5.

THEOREMA 51

Ommnes diwisores primi wwmerorum formae aa — 10bb sunt vel 2 wel 5 wvel
in his formulis continentur

40m + 1, 40m + 3,

40m 49, 40m <+ 13.

THEOREMA 52

Ommes divisores primi numerorum huius formae aa — 14bb sunt vel 2 wel T
vel in his formulis continentur

56m -+ 1, B6m-5, 56m - 25,

56m +-13, 56m+9, 56m +11.
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THEOREMA 53

Ommes divisores primi numerorum huius formae aa — 22bb sunt vel 2 vel 11
vel in his formulis continentur ‘
88m+ 1, 88m+ 3, 88m - 9,
88m + 27, 88m + T, 88m + 21,
88m + 25, 88m -+ 13, 88m + 39,
88m + 29.

THEOREMA 54

Omnes divisores primi numerorum huius formae aa — 15bb sunt vel 2 vel 3
vel b vel in his formulis continentur

60m+1, 60m-+7, 60m-+11, 60m -+ 17.

THEOREMA 55

Ommes divisores primi numerorum huius formae aa — 21bb sunt vel 2 vel 3
vel T vel in his formulis continentur
quae revocantur ad has

84m -4 1, S8dm4 5, 2m4 1,
84m 4 25,  8dm 41, 2m 4 5,
84m 437,  8dm A+ 17, 2m 417

THEOREMA 56

Ommes divisores primi numerorum huius formae aa — 33bb sunt vel 2 vel 3
vel 11 vel in his formulis continentur

quae revocantur ad has

132m + 1, 132m 417, 66m -+ 1,
132m + 25, 132m 4 29, 66m + 17,
132m 4 35,  132m - 65, 66m + 25,
132m 449,  132m + 41, - 66m + 29,

132m + 37,  132m + 31, 66m + 31.
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THEOREMA 57

Ommes divisores primi numerorum hwius formae aa — 35bb sunt vel 2 vel 5
vel T vel in his formulis continentur

140m + 1,  140m -+ 9,  140m -+ 59,
140m + 29, 140m + 19, 140m + 381,
140m +13,  140m 423,  140m 4 67,
140m + 43, 140m 483,  140m + 17.

THEOREMA 58

Omnes divisores pmmz numerorum huius formae aa — 30bb sunt vel 2 vel 3
vel b vel im his formulzs continentur

120m + 1, 120m 4 13, 120m + 49,
120m + 37, 120m + 1, 120m + 29,
120m 4 17, 120m + 19.

THEOREMA 59

Omnes divisores primi numerorum huius formae aa—105bb sunt vel 2 vel 3
vel 5 vel T vel contmentw  his formulis
quae revocantur ad has

420m + 1, 420m 4 13, 210m 4 1,
420m 4169,  420m + 97, 210m + 13,
420m + 23,  420m 4 121, 210m - 23,
420m 4- 107,  420m + 131, 210m 4 41,
420m 4109,  420m 4 157, 210m + 53,
420m 4 59, 420m 4 T3, 210m 4= 59,
420m 101,  420m 4 53, 210m + 18,
420m + 151,  420m - 137, 210m + 19,°
420m + 89,  420m 4 103, 210m + 89,
420m + 19,  420m 4187, 210m + 97,
’ 420m + 41, 420m 4113, . 210m 4 101,

420m + 209, - 420m 4197,  210m - 10.
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ANNOTATIO 13

Numerorum ergo in formula aa— Nbb contentorum divisores primi omnes
sunt vel 2 vel divisores numeri N vel in eiusmodi formulis 4Nm + e com-
prehenduntur. Quodsi enim 4Nm + ¢ fuerit forma divisorum, tum quoque
ANm — o erit divisorum forma; secus atque in formulis aa 4 Nbb; quarum
si 4Nm 4 « fuerit divisor, tum 4Nm — ¢ nullum unquam praebere potest
divisorem eiusdem formulae.

ANNOTATIO 14

Posito ergo 4Nm + « pro forma divisorum generali numerorum in hac
expressione aa — Nbb contentorum littera ¢ plerumque plures significabit
numeros, inter quos unitas semper continetur; tum vero, quia hic de divi-
soribus primis sermo est, inter valores ipsius « nullus erit numerus par nec
ullus divisor numeri N. Deinde etiam manifestum est omnes valores ipsius
ita ordinari posse, ut sint minores quam 2N. Si enim sit 4Nm + 2N + b
divisor, tum posito m —1 loco m divisor erit 4Nm — (2N —b). Erunt ergo
valores ipsius ¢ numeri impares primi ad N minores quam 2N horumque
numerorum omnium imparium et primorum ad N et minorum quam 2N
semissis tantum praebebit idoneos valores ipsius «; reliqui exhibebunt formulas,
in quibus plane nullus continetur divisor. Perpetuo scilicet totidem habebun-
tur formulae divisorum, quot sunt contrariae, solo excepto casu, quo N=1.

ANNOTATIO 15

Quod ad numerum valorum ipsius « pro formula divisorum 4Nm + «
attinet, quoniam ob signum ambiguum quaevis formula est duplex, hic
quoque eadem valebit regula, quam supra Annotatione 6 dedi. Sic in ultimo
theoremate, quo erat N=105—3.5.7, numerus valorum ipsius e erit

— 2.4.6 =48, seu cum quaevis formula sit gemina, numerus formularum fit
24, quot etiam exhibuimus.

ANNOTATIO 16

Sicut autem unitas perpetuo inter valores ipsius « reperitur, ita etiam
quivis numerus quadratus, qui sit primus ad 4N, valorem idoneum pro «
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suppeditabit.’) Posito enim b = 2¢ formula aa — Nbb abit in aa — 4 Nce seu
4Ncc —aa, ex quo patet quemvis numerum quadratum aa, qui sit primus
ad 4N, exhibere valorem idoneum pro e, sumendo scilicet residuo, quod in
divisione ipsius aa per 4N remanet. Simili modo ponendo b= 2¢ -+ 1 for-
mula Nbb —aa abit in 4N(cc+ ¢)+ N—aa, unde etiam omnes numeri
N —aa seu aa — N, qui quidem sint primi ad 45, idoneos valores pro «
praebebunt. Deinde quoque notandum est, si sint x, g, 2z valores ipsius e,
tum quoque 2z, y’, 2% itemque omnia producta, quae ex numeris z, y, 2
eorumve potestatibus quibuscunque resultant, valores ipsius « esse exhibi-
tura; unde cognito uno vel aliquot valoribus ipsius e facili negotio omnes
reperiuntur.

ANNOTATIO 17

Quo autem clarius appareat, cuiusmodi valores littera « perpetuo sit
habitura, tabulam sequentem adiicere visum est, similem eius, quae Anno-
tatione 9 habetur.

Erit scilicet i si fuerit
a7 3 ‘ N= 3»n —1

1) His EuLert verbis L. KroNecker in Commentatione, quae inscribitur Bemerkungen zur
Geschichte des Reciprocitiitsgesetzes, Monatsber. d. Akad. d. Wissensch. zu Berlin (1875),
1876, p. 267, L. Kroveckers Werke, herausgegeben von K. Henser, Bd. 2, Leipzig 1897, p. 4,
sequentia adiecit: ,

»Nimmt man nun die einfache Bemerkung hinzu, daB fiéir eine Primzahl N schon die ersten
- 4 (& —1) ungraden Quadratzahlen, da sie mod. N unter einander inkongruent sind, so viel geeignete
Werte (valores idoneos) fiir « liefern, als nach EuLer iiberhaupt erforderlich sind, so ergibt sich
unmittelbar das Reciprocititsgesetz; denn es folgt alsdann, daB N quadratischer Rest von jeder
Primzahl sein muB — aber auch nur von einer solchen —, welche, posit:v oder negativ genommen,
einem Quadrate mod. 4 N kongruent ist.

Eurer selbst hat das Reciprocitétsgesetz in ganz entwickelter und vollendeter Form erst viel
spiter und zwar am Schlusse einer Abhandlung aufgestellt, welche er unter dem Titel Observationes
circa divisionem quadratorum per numeros primos im I Bande seiner Opuscula analytica (Peters-
burg 1783) publiciert hat.

Dissertatio a Kroxecker hie laudata est Evrerr Commentatio 552 (indicis ENESTROEMIANT),
Leonaarpr Evrerr Opera omnia, series I, vol. 3. F. R.

Leonmarpr Evierr Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae 28
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erit scilicet si fuerit

o= 5 . N— 5n{+i

«T b N= 5n‘+2 -

—2
+1
a= 1 ‘ N= Tni+2
—3
—1
a1 N= Tn{—2
+3
+1
—2
=11 N=11n{+3
+4
+5
—1
. +2
a1 11 N=1l»n!_3
| —4
+1
—1

«—13 N—13n]T3

—3
+4
— 4
+2
_9
o 13 N—13n +Z
+6
—6
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ANNOTATIO 18

Ex hac igitur tabula numeri primi, qui idoneos valores pro o praebeant,
facile dignosci simulque inepti reiici possunt. Proposito scilicet numero
primo p omnes numeri quadrati in huiusmodi formulis pn 4 6 comprehendi
possunt, quae prodeunt ponendo pro € numeros quadratos seu residua, quae
ex divisione quadratorum per p remanent. Quare si N fuerit huiusmodi
numerus p» - ¢f, tum inter formas divisorum 4 Nwm 4+ o formulae aa — Nbb
seu Nbb — aa habebitur ¢ =p; sin autem numerus N non contineatur in
forma pn -+ ¢4, tum nullus numerus in formula hac 4Nm +p contentus
poterit esse divisor ullius numeri huius formae aa — Nbb. ,

ANNOTATIO 19

Si fuerit N numerus impar formae 4% 41, tum expressionis aa — Nbb
divisorum formae 4Nm + o ad duplo pauciores reduci possunt, ita ut exhi-
beri possint hoc modo 2Nm + «. Hoc scilicet casu, si 4Nm + e fuerit
forma divisorum, tum quoque 4Nm + (2N —e) erit divisorum forma; sic
cum casu N =13 una divisorum formulae aa — 1360 fo~ma esset 52m + 38,
erit quoque 52m - 23 forma divisorum.

ANNOTATIO 20

Sin autem fuerit N vel numerus impariter par vel numerus Impar
formae 4n —1, tum ista formarum dividentium reductio ad duplo pauciores
non succedit. Scilicet si hoc casu formulae aa — Nbb fuerit 4 Nm + o divi-
sorum forma, tum 4 Nm + (2N — o) talis non erit, hoc est: Nullus numerus
in forma 2(2m +1)N+ « contentus erit divisor ullius numeri huiusmodi
aa — Nbb.  Posito ergo a=1{¢ erit (2(2m -+ 1)N + tf)u 7 aa — Nbb. Unde
consequimur sequens

CONSECTARIUM

Nullus numerus in hac forma 2abc -+ c-+b contentus unquam potest esse
quadratus, siquidem fuerit a numerus impar et b numerus sew impariter par seu
impar huius formae 4n — 1.

28
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SCHOLION 2

Huiusmodi formulae magis speciales, quae nunquam quadrata fieri
queant, innumerabiles superioribus deduci possunt. Consideremus enim
priorem formam aa -+ Nbb sitque 4Nm +4 A eiusmodi formula, ut nullus
numerus in ea contentus possit esse divisor formae aa -4 Nbb. Krit ergo
aa 4+ Nbb T (4Nm -+ A)u denotante hoc signo —— aequationem impossibilem,
ex quo oritur aa = 4Nmwu -+ Au — Nbb. 8Sit b= Ac; fiet

aa — 4Nmu + Au — NAAcc.

Ponatur porro w— NAcc -+ d eritque aa —4NNAmcc+ 4Nmd + Ad. Sit
d — 4NNn; erit aa —— 16 N*mn + 4NNAmcc + 4NNAn. Dividatur haec for-
mula per quadratum 4NN ac ponatur c¢=1 eritque 4Nmn + Am + An
formula, quae nunquam poterit esse quadratum, siquidem forma aa + Nbb
non possit dividi per ullum numerum in hac formula 4Nm + 4 contentum.
Ex superioribus ergo theorematis colligimus nullum numerum, qui in una
sequentium expressionum contineatur, fieri posse quadratum:

dmn —  (m+ n), dmn + 8(m 4+ n),

8mn— (m 4+ n), 8mn 4+ T(m -+ n),

8mn — 3(m + n), 8mn + 5(m + n),
12mn —  (m + n), 12mn + 11 (m + n),
12mn — T(m + n), 12mn + 5(m + n),
20mn —  (m+ n), 20mn + 19(m + n),
20mn — 3(m 4+ n), 20mn + 17 (m + n),
Wmn— Tmn),  Dmn+ 130+ n),
20mn — 9 (m -+ n), 20mn + 11 (m + n),
Umn —  (m + n), 24mn + 23 (m + ),
24mn — 5(m + n), 24mn + 19 (m -+ n),

24mn — T (m 4+ n), 24mn + 17(m + n),
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24mn — 11 (m + n), 24mn + 13 (m + n),
Bmn— (m+mn),  8mn+ 21 4 ),
28mn — 9 (m + n), 28mn + 19 (m + n),
28mn — 11 (m + n), 28mn -+ 17 (m + n),
28mn — 15 (m + n), 28mn + 13 (m + n),
28mn — 23 (m + n), 28mn + 5(m + n), |
28mn — 25 (m + n), 28mn + 3 (m + n)

etc.

Notandum autem est in formulis alterius columnae numeros m et » respectu
coefficientis ipsius m - » primos esse oportere. Hanc restrictionem requirit
ea conditio, quam initio stabilivimus, ut in forma aa - Nbb numeri a et b
sint inter se numeri primi; nisi enim haec conditio observetur, quilibet
numerus posset esse divisor istius formae. Ceterum hac conditione observata
ex praecedentibus perspicuum est, si 4 Nmn — 4 (m 4 ») quadratum esse ne-
queat, tum quoque hanc latius patentem 4 Nmun — A(m + n) + 4 Np(m + n)
quadratum esse non posse.

SCHOLION 3

Contemplemur iam expressionem aa — Nbb, cuius nullus divisor conti-
neatur in formula hac 4Nm + A. Erit ergo aa — Nbb = 4 Nmu 4 Au seu
aa =4 Nmu + NAA + Au. Ponatur NA +u=d seu w=-+d+ N4
eritque aa T 4-4Nmd+4NNAm + Ad. Sit d =4 4NNn fietque

16 N°mn -4 NNAm + 4ANNAn T aa,

unde patet nullum numerum contentum in hac formula 4Nmn + A(m — n)
quadratum esse posse. Neque ergo etiam ullus numerus in hac expressione
4Nmn + A (m —n) +4pN (m — n) contentus quadratum esse poterit, si modo
conditio ante memorata observetur, ut @ et b sint numeri inter se primi.
Hinc itaque ex theorematis posterioribus deducuntur sequentes formulae, quae
nunquam numeros quadratos praebere possunt:
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8mn 4 3(m—n), 8mn + 5(m — n),
2mn+ 5m—mn),  12mn+4 T(m—n),
20mn + 3 (m — n), 20mn 4+ 17 (m — n),

20mn + T(m —mn), 20mn + 13 (m — n),

24mn i Tm—m), - 24mn 4+ 17(m — n),

24mn 4 11 (m — n), 24mn + 13 (m — n),

28mn + 5(m — n), 28mn + 23 (m — m),

28mn 4 11 (m — n), 28mn:|—_17(m—n),

28mmn 413 (m — ny, 28mn 4 15 (m — n)
' etc.

Attendenti autem facile patebit ambos numeros m et n respectu coefficientis
ipsius (m — n) primos esse debere; alioquin enim, si verbi gratia in formula
12mn + 5(m—mn) poneretur m — 5p et n = 5q, prodiret 12-25pg +25(p—gq)

neque adeo haec formula 12pg 4 (p —¢) quadratum esse posset; quod tamen
est falsum.



SOLUTIO PROBLEMATIS DIFFICILLIMI
A FERMATIO PROPOSITI

Commentatio 167 indicis ENESTROEMIANI
Novi commentaru academiae scientiarum Petropolitanae 2 (1749), 1751, p. 49—67
Summarium ibidem p. 6—7

SUMMARIUM

Cum FERMATIUS proximo elapso saeculo, Galliae decus, plurimum studii et operae in
problematibus ad methodum DIOPHANTI pertinentibus felicissimo successu consumsisset et
haec Analyseos pars post eius tempora non eadem cura ac reliquae praedictae disciplinae
partes promota, immo a Geometris, qui eum sunt secuti, fere neglecta git, ideirco Cel. EULERUS
partem hanc Analyseos, quae circa numeros est occupata et ad problemata indeterminata
solvenda adhiberi solet, vel ideo colendam sibi sumsit, quoniam plerumque summa ingenii
vis in talibus huius doctrinae problematibus, quae olim solutu difficilia sunt habita, cernatur
atque ab Analysta non mediocris ad ea solvenda requiratur sagacitas.

Problema autem, quod sibi in hac dissertatione inveniendum sumsit Cel. EvuLERUS et
quod a FERMATIO, qui id in annotationibus suis ad Drormanvrusr BACHETI proposuerat
idque solutu difficillimum 1ud1cavera’r est sequens:

Invenire triangulum rectangulum in numeris rationalibus expressum, cuius wuterque
cathetus area ipsius trianguli minutus producat numerum quadratum.

Postquam igitur Cel. Auctor praeparationem ad solutionem praemisit, tres huius
problematis solutiones particulares ceteris, quas elicere potuisset, omissis exhibet simulgue
viam monstrat, quomodo ex praeparatione ad solutiones supra traditas solutio quaedam

generalis et concinna, quam in dissertatione ipsa uberius exeinplis illustrat, deducta sit.
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1. Quamquam problemata, quae olim solutu difficilia sunt habita, hodie
plerumque ob fines Analyseos tantopere promotos nihil vel parum difficultatis
habere solent, tamen hoc in eo problematum genere, quae ad methodum
DropHANTI pertinent, non usu venit. In hac enim Analyseos parte post
FeErMATH tempora, qui plurimum studii et operae in ea felicissimo cum
successu consumsit, non solum nihil ultra praestitum esse videtur, sed etiam
hoc studium a Geometris, qui eum sunt secuti, fere penitus est neglectum.
Etsi autem ea Analyseos pars, in qua Mathematici hodie potissimum ver-
santur, ob summam utilitatem, quam ad reliquas scientias atque artes copio-
sissime affert, omni laude maxime digna est habenda, tamen altera quoque
pars, quae in numeris est occupata et ad problemata indeterminata solvenda
adhiberi solet, idcirco minime est contemnenda, cum in ea plerumque summa
ingenii vis cernatur atque ab Analysta non mediocris sagacitas requiratur.

9. Quae cum ita sint comparata, ea huius generis problemata, quae a
Fermatio summopere difficilia sunt iudicata, eadem et hodie non magis facta
sunt facilia hincque studium, quod in eorum solutione ponitur, non male
collocatur. Proponit autem FERMATIUS in annotationibus suis ad DIOPHANTUM
BacrETI!) sequens problema tanquam solutw difficillimum:

Invenire triangulum rectangulum in numeris rationalibus expressum, cutus
uterque cathetus area ipsius trianguli minutus producal numerum quadratum.

Huius ergo problematis sequentes, quas mihi quidem elicere contigit,
solutiones in medium afferre visum est.

PRAEPARATIO AD SOLUTIONEM

3. Notum est triangulum rectangulum in numeris rationalibus exprimi,
si ponatur cathetorum alter — 2ab et alter —aa —bb; tum enim prodibit
hypotenusa = aa + bb.) Generalius catheti ambo poni possunt ?--SQ et 'ﬂ;—bg
prodeunte hypotenusa = @{m@. Ponam autem, quoniam naturam trianguli

1) Vide notam 2 p.51. Problema hic tractandum invenitur in FermaTi observatione ad
quaestionem XIV libri VI DropuanTi, p. 302; Oeuvres de Frryar, t. 1, p. 333. F. R.

2) Vide lemma 2 Commentationis 98, p. 39 huius voluminis. F. R.
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rectanguli ultimo loco in computum vocare expedit,

4

unum cathetum = g}, alterum cathetum =g

eritque area
x

<

|

™

2

Ac primo per conditionem problematis hae quantitates

I 2%_ %y seu 2zz—uxy,
2 127
Y _ Yy -
IL. s ., €U yz—uwy

quadrata effici debent. Tum vero, quia hypotenusa fit — V*—Lm;"'y-y-)
quantitas

, haec

III. 4zz + gy
reddi debet quadratum.

4. Quoniam hae ambae quantitates 2xz — zy et yz—xy esse debent
quadrata, earum productum pariter erit quadratum. Ordior ergo a producto

2zyes — 2axyz — xyyz + wxyy, '

quod quadratum reddi debet, ponoque eius radicem — zy — ﬁiyz, ut ex
evolutione valor ipsius # commode definiri queat; fiet autem

20y2z — 2x0y2 — Yy + wmyy = rrYyy — %wyyz + %yyzz

Ac deleto utrinque termino communi zzyy et reliqua aequatione per yz
divisa obtinebitur

—2p bp
200 — 200 — xy = —E gy + £ yz
z z Yy 7 -?/ qqy’

unde fit

g — 20972+ q9%y—2pgay
299x—ppy

Leoxmarpr Evrerr Opera omnia I3 Commentationes arithmeticae 29
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226
5. Invento iam valore ipsius # fiet

__ 4qquz—4pgzy+ppyy _ (292—py)?

2z —
Y 2gqx—ppy 2qqz —ppy’
s g PPEYFa0zy—2pgzy _ 2y(@—9)
2qqx —ppy 2qqx —ppy

hincque porro habebitur
— 2 — 2
Qe — gy — 2292 —pY)_ 20(2ez 2
2qqz—ppy  299%T—ppPTY

yi— my — zyy(p—q)* __ azyy(p—a)®
2qqz—ppy  29qrT—PPTY

Quarum quantitatum cum utraque esse debeat quadratum, hoc efficietur,
dummodo communis denominator 2¢qrx — ppxy fiat quadratum. Ponatur

in hunc finem
2qqrx — PPTY = rYIT

ac divisione facta per z erit

x
(299 — rr)x —ppy et Y~ sgg—rr’

6. Sufficiet autem ad nostram solutionem nosse relationem inter z et y,
quia in calculum iam introductus est communis denominator z; quare ponere

licebit
x=pp et y=2qq—r7,
unde fiet z — & — PRE1L—N@ =" j4e0que
pprY
, . e
¢ — pp + (244 r;;)(p )

Ideoque superest tantum, ut 4zz + yy reddatur quadratum, unde

sequens expressio debet esse quadratum

4p* + 4¢* — 4gqrr + 74,

unde sequentes solutiones particulares adornabuntur.
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SOLUTIO PRIMA

7. Quoniam igitur quaestio huc est reducta, ut pro litteris p, ¢, r eius-
modi valores assignentur, qui hanc expressionem 4p* 4 4¢* — 4qqrr +1*
reddant quadratum, ‘solutio generalis, quae omnes omnino valores idoneos
harum litterarum complectatur, tradi nequit. Cum igitur solutionibus
specialibus acquiescere debeamus, ponam primo radicem huius expressionis
esse = 2pp + rr, ut termini 4p* et »* utrinque se destruant, ac prodibit
haec aequatio

dq* — dqqrr =T dpprr,

unde fit pp — F 2% (qq — rr), et habebimus

vel p=1Vigg—rr) vel p=LV(rr—qq).

8. Priori formulae p = %V(qq —rr) satisfit ponendo ¢ —cc-+ dd et
(ce+dd)(ce — dd)

20d Ex his ergo valoribus

r=2cd, unde fit p =

g=cc+dd, r=2cd, p= (cc—l—d?c(;c—dd)

seu
p=(cc+ dd)(cc—dd), q=2cd(cc+ dd), r=4ccdd
erit '

) — 2
w=pp, y=29q—rr, V(baz+ yy)=2pp +rr, z=w+m’r‘@,

r
quibus inventis erit pro triangulo rectangulo quaesito

I. cathetus = 25, II. cathetus == %

EXEMPLUM 1
9. Sit ¢c=2 et d—1 ac prodibunt hi valores

p=5.3=15, q=4.5=20, r—4.4=—16,

544-25  25-89 2225
256 8 8

© =925, y=—D54d, - g =225 L

atque

V(4w 4 yy) = 2pp + rr = 706,
20%
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ex quibus conficitur hoc triangulum rectangulum in numeris

2z 144 y 4352 5648
L cath. —= ===, IL cath. ===, IIL hypot. = 3589
72 - 4852

area ergo erit = .o et problemati ita satisfit:

144 144-49 12-7\?
I. cath. — area = 25.89¢ (25 -89 — 2176) = 25 . 892 = (5 .89 /"’
4352 17-17-256 16-17\?

II. Ca;tvh. — area = W(Sg -_ 72) L= 25.89% = ( 5.89 ’

EXEMPLUM 2
10. Sit ¢c=3 et d =1 ac sequentes prodibunt valores
p=10.-8, ¢=6-10, r=6-6,
qui per 4 divisi ad minores terminos hos reducuntur

p=20, ¢q=15, r=29.
Ex his fit

p—400, y=369 et 2=, V(4uz+ yy) =881,

unde triangulum rectangulum erit

L cath, 22=220 I cath. ¥ =21"%L, I hypot. — 2:%%!

185 " z 25185 25185
16.9.81.41 o o . .
atque area = —2—57815,11—; quare problemati ita satisfit:

I. cath. — area =

2-16-9-25-185—16-9-81-41  16-9-5929 _(4-3-77 2

25-1852 T 25.185% 5-185 /"’

81-41-185—16-9-81-41 81-41-41 9.41 )2

. ., —_— I e = == .
IL. cath. — area 25-185° 951857 5-135

SOLUTIO SECUNDA

11. Sumatur ex solutione praecedente casus posterior p— L V(rr — gg),
qui requirit hos valores
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54—55]
r=cc-t+dd, q=2cd, p=—= 2“036(6_(;_;;&
seu
: r={(cc+ddy’, gq=2cd(cc+dd), p=2cd(cc—dd),

x=pp, Y=29q—rr, V(4xx+yy)=2pp—w et ut ant> ;z=x—|—y—(%};—qf-

Quia autem esse debet 2qq>rr, erit Sccdd > (cc 4 dd)® et 2¢dV2 > cc + dd
seu 0> cc —2cdV2 + dd, quod huc redit, ut sit dd > (c — 0”/2)2; ergo ,

vel d>c—dV2 seu L > 1
¢ 1472
d 1

el d>dV2— &

v > V ¢ seu p < Va1

Ergo si d=1, necesse est, ut sit vel c<V2+1 vel ¢ >V2—1. At est
¢ >1, unde semper erit ¢ > V2 —1 et 29q — rr fiet quantitas positiva. Erit

itaque
Y et IIL hypot. ..__l/ﬁ_@%iy),

EXEMPLUM 1
12. Bit ¢=2 et d =1 ac provenient hi valores
r=5.5=25, ¢g=4.5=20, p=4.3=12

hincque
17564 4048
t=144, y=17, V(dzs-+yy) =337 atque z—144 + 635 = 95

Unde trianguli quaesiti erit
| 20  988-25  18-25 450
Locath == =-{ois = 355 — 255’

25-175 4375
4048 = 4048’

w e

II. cath. =

Vdzz +yy)  25-337 8425
I hypot. — g 4048 T 4048

satisfit,

. . 295.4875  225.4375 .
Area itaque erit = 5534048 — 16 2z3¢» unde problemati hoc modo

ut sit:
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_ 225(32-253—4375)  225-61% (15-61 )2
1. cath. — area = 16-253° = "16.253¢  \4.253/’
_ 25(175-253—19-4375)  25-25-7-28 _ (25-14)2
11 cath. — area = 253 - 4048 = "16.253¢ ~ \4.253
EXEMPLUM 2

13. Sit ¢=3 et d =1 ac prodibunt hi valores

r—10-10, ¢—6-10, p—6-8
seu
r=25 ¢q=15 p=12
hincque
: =144, y=11, V(izs -+ yy)=337;

qui valores cum sint iidem qui in exemplo praecedente, hinc nulla nova
oritur solutio.) Maiores autem numeros pro ¢ et d non substituo, quod inde
nimis complicati valores pro , y et z prodeunt; praecipua enim cura in hoc

debet poni, ut triangula in minimis, quantum fieri potest, numeris expressa
reperiantur.

SOLUTIO TERTIA

14. Cum 4wz + yy — 4p* + 4¢* —4qqrr + r* esse debeat quadratum,
eius radicem ponamus hic = 2pp + 2¢q, ut sit V(4wx + yy) = 2pp 4 2qg¢;
atque prodibit haec aequatio

r* —4qqrr — 4 8ppqy,

unde fit pp =+ %@ et
vel p— qu— V(@rr —8qq) vel p= :1% V(8qq — 2r7).

Quia vero ob y=2gq—rr esse oportet 2gg>rr, prior valor erit inutilis
habebimusque

p= 74% V(8qg—2rr), w=pp, y—2q9—rr et V{dza + yy) = 2pp — 299

1) Revera est y =—175. Ob valorem negativum ipsius y hoc exemplum reiici debet. F.R.
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atque ut ante z =24 ”(%i)t. ~ Erit ergo

L cath. =2%, IL cath. — ¥, TIL hypot. — W“‘”””

0

Nunc ergo huc devenimus, ut 8qg — 27r reddatur quadratum. Sit eius radix
— 2(2q+7r) eribque 4g—2r =77 (2¢+ 1) seu 4ddg— 2ddr —2ccq + cor
hincque g=cc+-2dd et r=4dd—2cc, 2q+r=28dd atqus V(8qq—2rr)=8cd

hincque p = 4—6;%%}@. Quare in integris multiplicando per 2dd + cc fiet

p=4cd(2dd —cc), q=(2dd + cc)’, r=2(2dd — cc)(2dd + cc),

. — )2
—pp, y=2qq—rr, V(dow+yy)—2p —2gg, #—o+ 1L

rr

EXEMPLUM 1
15, Sit ¢=1, d=1; erit

p=4, q=9, r=6,

5=16, y=126, V(o +yy)—=130 et z——16+E§—35——30—7=3'23

2 2’

64 252 260

_— . L= . T.o=

I. cath. 507’ IL. cath 207 III. hypo 507"

64 - 126 64 - 14
Area vero erit = g0 = o 5us sicque fieb:
‘ 64 64 (8 )’
I. cath. — area == 5—253 (23 —_— 14) = 93¢ = 2—3 ’
IL cath area — 252.23—64-14 _ 28.175 _ 4.7°.5° __(2 5 7)
) ) e 9.237 T 9.232  9.232  \'3.23

Hocque exemplum sine dubio in numeris minimis existit, uti deinceps
[§ 30] ostendam.

EXEMPLUM 2

16. Quia debet esse 2qq > rr, oportet, ut sit % >2—72; nihilque refert,
sive sit 2dd > cc sive mintis, quia nihil obstat, quominus p, ¢, r esse queant
numeri negativi.
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Sit igitur d =2, ¢=38; erit 2dd —c¢ =—1, 2dd 4 cc = 17 atque
p—=—24.1—=—24, ¢g=17 17=289, r=—=—2.17=— 34,
x=516, y=2-7-41-17°, V(4aw+ yy)—2-5-53-313,

2.7.41-17%.313% 28118255 1)

2 =576 + S 7
2304 . 28.41.172 4.5-53.313
I. cath. = '———28118%3 N I1. cath. = 3§f1§§£ s II1. hypot. = ——_28118255 .

17. In his omnibus exemplis notari meretur perinde esse, sive litterarum ¢
et d valores capiantur affirmativi sive negativi; inde enim tantum valores p vel ¢
vel r prodeunt negativi neque propterea valores z et y alterantur. Verum valor
ipsius # variationem subit, ex quo pro z semper duplex valor assignari poterit,
alter, qui iam est exhibitus s =2 4 y—(%f-qf, alter vero z=1x -4 ye+a7,

rr
sicque ob duplicem valorem ipsius #z singula exempla allata duplicabuntur.

18. Huiusmodi solutiones particulares plures adhuc elicere licet, dum
aliae idoneae quantitates pro radice quadrata huius formae 4p*+4¢*—4qqrr+r*
assumuntur. Veluti si haec radix ponitur rr + 2¢gq 4 2pp, obtinebitur haec
aequatio

—4qqrr =4qqrr + 4pp(2g9q + rr) seu pp(2gq + rr) =+ 2qqrr,

unde patet signum inferius valere esseque

V(4sw 4 yy) = rr + 2¢q — 2pp

existente
2qr pr
vel p=—— - v q= )
V2(2qq +7r) V2 (rr—pp)
1) Editio princeps nec non Commentationes arithmeticae: z= M, L. cath 2304

2 n=®_§§,ooo

Falsus numerator ipsius ¢ ex formula manca

2-7.41-17%.313

2="576 + 320

ortus est. Correxit F. R.
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quae formulae iam facile rationales redduntur. Hic ergo si ponatur r =3,
p=1, erit q=% et in integris

p=4, ¢=3, r=12,
r=16, y=—126, V(dzz + yy) =V130,

qui casus ob y negativum non convenit quaestioni.

19. Quoniam cardo quaestionis in hoc versatur, ut 1aec expressio red-
datur quadratum 4p*+ (2gq — r7)’, potest hoc generaliter ita effici, ut eius
radix ponatur = 2qq —rr 4 %@pp, unde fieb pp — = (2gg —r7) + 22 pp seu
(nn— mm)pp = mn(2qq — rr) et

9/ mn(2q9q —rr) 2qq —7rr
= —_—T == T S E———
nH—mm mn(nn—mm)y

b
cui conditioni satisfiet eiusmodi numeros pro m et # quaerendo, ut sit
mn(nn — mm) numerus huius formae 2ff—gg. Verum haec solutio facilius
obtinetur ex ipsa praeparatione ad solutionem tradita, quae, si recte tractetur,
omnes solutiones non solum in se complectitur, sed etiam solutiones in

minoribus numeéris omnes commode exhibet. Kam data opera evolvam.

SOLUTIO GENERALIS

20. Assumtis cathetis trianguli quaesiti ?zf et % oonatur statim, ut
anguli recti ratio habeatur, x = ab, y = aa — bb eritque trianguli

L cath. =22, I cath. — “*=% 111 hypot. — aa-+8b

ablaa—bb)

et area huius trianguli erit = -

Invenimus autem primo (§ 4)

5 — 29472 +4q97y —2pqry
299z —ppy

zy(p—q)* .
2qqx—ppy’

seu z2=x-

Lzonnarpr Eurerr Opera omnia Is Commentationes arithmeticae 30
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vel quia ¢ tam negative quam affirmative accipere licet, erit

oy +a)’
d=o+ 2qqz—ppy

existente x = ab et y = aa — bb.

21. Tum vero (§ 5) hanc quantitatum z et y indolem invenimus, ut sit
2qqxx — ppxry = rrxx, unde fit

2=z + M%X =ab + (aa—bz)r(pi'qy_

Nihil aliud ergo efficiendum restat, nisi ut haec aequatio 2ggzs — ppary = rraw
seu haec

xY = ;—: (2qq —rr)

conficiatur; ubi cum sit xy=ab(aa —bd), eiusmodi numeros pro a et b
investigari oportet, ut fiat ab(aa — bb) numerus huius formae 2ff— gg seu

@ff — gg)hh.

22. Ponamus igitur pro a et b iam huiusmodi valores esse erutos, ut sit
ab(aa — bb) = (2ff — gg)hh.
Cum igitur ob z = ab sit

@ff — gg)hh =

hinc statim sponte se prodit

aabb
pp

(2qq —r7),

abq abr
~—2=fh et — =gh.
p —1h et — ==y

Sit ergo p=ab; erit g=17rh et r =gh a,tQue

(aa—bb) (ab k)
z2=ab+ Jghh

eruntque trianguli rectanguli quaesiti latera
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_ 2ab 2abgghh 5
I cath. = 2 abgghh+ (aa—bb)(ab-+[h)* ):
__aa—bb (aa—Dbb)gghh .
cath. === =y Wk + (wa—bb)(@b L/
__aa+bb (aa +bb)gghh 1
IL hypot. = === =4 W + (aa— b5)(ab L7AF )

23. Possunt etiam ex huiusmodi valoribus ipsarum @ et b quibusvis
innumerabilia triangula rectangula, quae quaesito satisfaciant, erui. Posito
enim p = ab si sit ablaa — bb) = (2ff — gg)hh, erit

2ff—gg)hh =299 —rr seu 2(ffhh — qq) = gghh — rr.

Ponatur 2(fh + ¢q) = %L« (9h +r) eritque fh—q = (gh — 1) et hinc reperietur

__2mngh—(2nn+ mm)fh , (2nn+ mm)gh—4dmnfh,
1= 200 — mm ’ 2nn—mm ’

vel in numeris integris erit
p = (2nn — mm)ab,
q=2mngh — (2nn + mm)fh,
r = (2nn + mm)gh — dmnfh.

24. Inventis sic valoribus his p, ¢ et r erit

5 abrr 4 (aa—bb)(p + 9)*
rr

atque trianguli quaesiti latera erunt

aa 4+ bb
‘2

’

L cath. =2, 1L cath. — @b et I hypot. —

1) Editio princeps atque etiam Comment. arithm. denominatorem >xhibent

2abgghh + (aa—bb)(ab 4 fh)2 Correxit F. R.
30%
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unde pro singulis idoneis valoribus ipsarum a et b, ut sit ab(aa—bb)—(2f; f—gg)hh,
ob m et » numeros pro arbitrio assumendos innumerabilia triangula exhiberi
poterunt.

25. Quoniam igitur totum negotium huc redit, ut pro a et b eiusmodi
numeri assumantur, ut productum ab(aa —bb) sive ab(a 4 b)(a —b) fiat
numerus huius formae (2ff— gg)hh, quo hoc facilius effici possit, indolem
numerorum, qui in hac forma generali (2ff — gg)hh seu hac 2¢f — wu con-
tinentur, attentius considerari conveniet. Ac primo quidem perspicuum est
in forma 2¢t — wu contineri omnes numeros quadratos, quippe qui prodeunt,
si w—+¢; tum vero etiam in hac forma continentur omnes numeri quadrati
duplicati ponendo % = 0. Praeterea vero infiniti alii occurrunt numeri, qui
usque ad 200 sunt sequentes:

124789141617182325283132343641464749
50, 56, 62, 63, 64, 68 71, 72, 13, 79, 81, 82, 89, 92, 94, 97, 98, 100, 103,
112, 118, 119, 121, 124, 126, 127, 128, 136, 137, 142, 144, 146, 151, 153,
158, 161, 162, 164, 167, 169, 175, 178, 184, 188, 191, 193, 194, 196, 199, 200.

96. Si numeri primi considerentur, qui occurrunt, ii non solum omnes
in hac forma 8m -+ 1 continentur, sed etiam vicissim omnes numeri primi in
hac gemina forma 8m 41 contenti ibi occurrunt ideoque in forma 2¢f— uw
comprehenduntur. Praeterea vero horum numerorum primorum dupla adsunt,
item eorum producta tam per quosvis numeros quadratos quam per se ipsos
nec non horum productoram dupla. Qua proprietate animadversa non diffi-
cile erit hos numeros, quousque libuerit, continuare.

27. Hinc porro colligitur numeros non primos ‘in forma 2¢¢{— uu con-
tentos alios divisores, qui quidem inter se sint primi, non admittere, nisi qui
ipsi sint numeri in eadem forma 2¢f —wuw contenti. Quare cum productum
ab(a +b)(a —b) esse debeat numerus formae 2{¢— ww hique factores a, b,
a--b a—>b sint vel primi inter se vel ad summum binarium pro communi
divisore habeant, qui ipse in forma 2#f — uu continetur, necesse est, ut hi
singuli factores @, b, ¢ +b, @ —b sint numeri eiusdem formae 2¢%— uu.
Quo cognito ex tabula tradita non erit difficile idoneos valores pro a et b
excerpere, ut non solum a et b, sed etiam a4 b et ¢ —b in eadem tabula
existant.
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28. Quodsi autem @, b et a5, a—5b singuli sint numeri formae
2tt —uw, tum quoque eorum productum ab(a + b)(e —b) in eadem forma
continebitur, quod generatim ita ostendi potest. Sint propositi duo numeri
huius formae, velut 2¢e — 38 et 2yy — dd; erit eorum productum

(2ee— B8)(2yy — 99)
= (2ay + B9) —2(By + ad)’
=2Q2ay + By + ad + 39 — 2ay + 28y + 2¢d + BI)

Est enim generaliter ’
@ —2yy =2(z + y)' — ( + 29"

ita ut hae duae formae 2¢t — uu et ¢£ — 2uu inter se congruant. Cum igitur
productum ex duobus numeris formae 2¢f —uwu facile ad eandem formam
revocetur, etiamsi quotcunque numeri huius formae in se invicem multipli-
“centur, eorum productum in eadem forma comprehendi reperietur.

29. Tribuatur ergo primo ipsi b valor quidam ex tabula numerorum allata
(§ 25) et in eadem tabula facile dispicietur, utrum insint tres numeri « — b,
@, @ +b, qui differant illo numero b Verum hanc tabulam inspicienti mox
patet pro b vel numeros impares vel per 8 divisibiles tantum assumi posse,
siquidem a et & numeri debent esse inter se primi Huiusmodi igitur
valoribus pro b substitutis pro « sequentes prodibunt valores:

b valores ipsius a

1 8, 17, 63, 72, 127

7 9, 16, 25, 144

8 9, 17, 11, 81, 89, 161

9 16, 23, 25, 82, 41, 73, 103, 112, 128, 137, 184
16 25, 47, 63, 97, 137, 153

17 64, 81, 144, 161

23 41, 121, 144

25 56, 72, 119, 128, 137, 144, 153, 169
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b valores ipsius a
31 32, 63, 72, 81, 113, 144
32 41, 49, 81, 121 |
41 72, 103, 112, 153
47 56, 72, 79, 81, 97,.128, 144
49 72, 113Y)
56 81, 97, 137
63 64, 79, 136
647) 73, 89, 127
71 73
72 79, 89, 97, 103, 119, 121
4 89
79 —
81 97, 112, 113.
EXEMPLUM 1

30. Quo usus huius tabulae ad solutionem problematis clarius appareat,
sit b=1, a =8 eritque

ab—8, aa—bb—63, ab(aa—bb)—8.9.7—4.9.14,

Fiet ergo 4 9 -14 = hh(2ff — gg) ideoque h =6 et 2ff — gg =14, unde col-
ligitur f=3, g=2; et ex §23 obtinebimus

p=82nn—mm), q=24mn—182nn 4 mm), r=122nn -+ mm)— 2mn,

qui sublato communi divisore 2 erunt

1) In editione principe atque etiam in Comment. arithm. hic sequitur numerus 146, qui
autem non est idoneus. F. R.

2) In editione principe atque etiam in Comment, arithm. tota haec series deest. F. R.
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p=238nn—4mm, q=12mn—18nn —9mm, r=12nn + 6mm — 36mn,

P+ q=12mn — 10nn — 13mm, —p+g=12mn— 26nn — Smm
et

=8t B30

rr

Hinc ergo innumerabiles prodeunt valores ipsius z, ex quorum quovis confi-
citur triangulum rectangulum

L cath. — =%, IL cath. = %2,  IIL hypot. = .

Casusque omnium simplicissimus oritur ponendo # =0 et m=1, unde fit

5 7 (92 207 1215
r==6, pt+qg= {13 et z=8—|-7[-{169, ergo vel z =~ vel #= >, quorum

valorum prior est pro casu simplicissimo iam § 15 exposito.

EXEMPLUM 2

81. Cum pro quibusque valoribus litterarum a et  infiniti exhiberi
possint valores idonei ipsius #, quorum inventio nulla difficultate laborat
per ea, quae § 23 et 24 sunt tradita, hic tantum valorem § 22 datum
o= ab+ @=UNDE aghibere sufficiet ob ab(aa — bb) — (2/f — gg)hh;

unde erunt trianguli catheti I. = 2%13, II. = ‘m:bb et hypot. = @-;tﬁ-

Sit igitur b =17 et a =9; erit
ab=163, aa—bb=32 et ab(sa—bb)—63-32—16-9-14 = 2ff— gg)hh,

unde fiet h=12, f=3 et g=2, ergo +—63+ 32(22 _:{—;436)«2 seu z==063 -+ &gi 4
ideoque vel z = 2707 vel 2= %13; consequenter triangulum quaesitum erit ut

ante

126 64 L 260
I. cath. = 2507’ II. cath. — 207 I1II. hypct. = 207
EXEMPLUM 3

32. Quo usus tabulae § 29 exhibitae clarius perspiciatur, sumamus pro
a et b maiores numeros sitque b=41 et a=112, ut sit ab=7-16-41,
aa —bb="T1-9-17; erit ab(aa —bb)=16-9-7-17-41.71 = (2ff — gg)hh et
h=12 atque 7-.17-41-71 =2ff—gg. At est

T=38-—-2.1° 17=2.3—1", 41=7"—2.2" 1 =2.62—1%
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unde fit
7-41=(21i2-2)3—2(6i7)2=172—2-1’=.2-16”—152,
17-11=(2-18 41 —2 (6 4 8)* =385 —2.3" = 2. 32" — 29"
Atque
7-17.41.71 =(17-35 — 2. 8)* — 2(51 — 35)* = 589* — 2 - 16%;

ergo
: T.17-41.71 = 2. 578 — 557

Haec autem reductio ad formam 2¢f— uwu infinitis aliis modis fieri potest,
quorum simplicissimus est hic 7-17-41.71 = 2.417— 37, ut sit =417 et

g=237. Ergo ob h=12 erit fh=12-3-139 et gh = 12-37 ideoque

9.17-71(16-7 41+ 4.9-139)

#=16-7-41 + 16-9-37.-37
seu
_ 17-71(4-7-41—9-139)"
2=16-7-41 4 5737
vel

17-71-103-108 1909 - 1511
2=16-7-41 + 37-37 1369

Ex quo obtinebitur triangulum rectangulum

9184 -1369 10863 -1369
I. cath. = 19091511 ’ II. cath. = 19091511 ' IIL. hypot. ==

14225 1369
19091511




DECOUVERTE D'UNE LOI TOUT EXTRAORDINAIRE
DES NOMBRES PAR RAPPORT A LA SOMME
DE LEURS DIVISEURS?

Commentatio 175 indicis ENESTROEMIANI
Bibliothéque impartiale 8, 1751, p. 10—31

1. Les Mathematiciens ont taché jusqu'ici en vain & découvrir quelque
ordre dans la progression des nombres premiers, et on a lieu de croire que
c'est un mystére auquel l'esprit humain ne sauroit jamais pénétrer. Pour
s'en convaincre, on n'a qu'a jetter les yeux sur les tables des nombres pre-
miers, que quelques-uns se sont donné la peine de continuer au-deld de cent
mille et on s'appercevra d'abord qu'il n'y regne aucun ordre ni régle. Cette
circonstance est d'autant plus surprenante, que I'Arithmetique nous fournit
des régles sures, par le moyen desquelles on est en état de continuer la pro-
gression de ces nombres aussi loin qu’on souhaite, sans pourtant nous y
laisser la moindre marque de quelque ordre. Je me crois aussi bien éloigné
de ce but, mais je viens de découvrir une loi fort bizarre parmi les sommes
des diviseurs des nombres naturels, qui, au premier coup d’oeil, paroissent
aussi irrégulieres que la progression des nombres premiers, et qui semblent
méme enveloper celle-ci. Cette régle, que je vai expliquer, est & mon avis

1) Ce mémoire a été également publié, comme ,jineditum®, d’aprés un manuscrit de ’Académie
de Berlin dans les Commentationes arithmeticae 2,- 1849, p. 639, et ensuite dans les Opera postuma 1,
1862, p. 76, les éditeurs, P. H. et N. Fuss, n’ayant pas eu connaissance de 1z, publication antérieure,
faite dans la Bibliothéque impartiale. Cf. Comment. arithm. Prooemium, p. XVIII, No. 57, Suppl.
Prooem., No. 1, et t. II, p. VIII; en outre P. Sticker und W. Anrexns, Der Briefwechsel zwischen
C.@. J.J acosr und P, H. von Fuss iiber dic Herausgabe der Werke Lrongarp Evrgrs, Leipzig 1908,
P-59 et 83. Il faut remarquer que le texte de la Bibliothéque impartiale differe sur plusieurs
points de celui des Comment. arithm. et des Op. post. Nous avons reproduit intégralement dans notre
édition le texte de la Bibliothéque impartiale. Voir aussi le mémoire 243 de ce volume. F. R.

Leonaaror Evrem Opera omnia I2 Commentationes arithmeticae a1
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d’autant plus importante qu'elle appartient & ce gemre dont nous pouvons
nous assurer de la vérité, sans en donner une démonstration parfaite. Néan-
moins, j'en apporterai de telles preuves, qu'on pourra presque les envisager
comme équivalentes & une démonstration rigoureuse.

2. Les nombres premiers se distinguent des autres nombres en ce qu'ils
n'admettent d'autres diviseurs- que l'unité et eux-mémes. Ainsi 7 est un
nombre premier, parce qu'il n'est divisible que par I'unité et lui-méme. Les
autres nombres qui ont, outre l'unité et eux-mémes, encore d'autres diviseurs,
sont nommés composés, comme par exemple le nombre 15 qui, outre l'unité
et lui-méme, est divisible par 3 et 5. Donc en général, si le nombre p
est premier, il ne sera divisible que par 1 et par p; mais si p est un nombre
composé, il aura, outre 1 et p, encore d'autres diviseurs; et partant, dans le
premier cas, la somme des diviseurs sera =1 + p, et dans l'autre cas, elle sera
plus grande que 1-p. Comme mes réflexions suivantes rouleront sur la
somme des diviseurs de chaque nombre, je me servirai d'un certain caractere
pour la marquer. La lettre f qu'on emploie dans I'analyse des infinis pour
indiquer les intégrales, étant mise devant un nombre, me marquera la somme
de ses diviseurs®): ainsi f 12 signifiera la somme de tous les diviseurs du
nombre 12 qui sont 1424384 4-6-12—=28, de sorte que [12—28.
Cela posé, on verra que f 60 — 168 et f 100 = 217. Mais, comme l'unité n'a
d’'autre diviseur qu'elle-méme, on aura [1=1. Or la cyphre O, étant divi-
sible par tout nombre, la valeur de f 0 sera infinie. Cependant, dans la suite,
je lui assignerai, pour chaque cas pr'oposé, une valeur déterminée, convenable
a mon dessein.

3. Ayant donc établi ce signe f pour marquer la somme des diviseurs
du nombre devant lequel il est posé, il est clair que si p marque un nombre
premier, la valeur de f p sera =1+ p; excepté le cas o p =1, dans lequel
ilya f 1=1, et non pas J 1=1+1; dou l'on voit qu'on doit exclure
I'unité de la suite des nombres premiers, de sorte que l'unité étant le com-

1) Voir les mémoires 152, 243 et surtout le mémoire 244 de ce volume. Voir aussi la lettre
&'EuLer 3 Gorpsace du 1°F avr. 1747, Correspondance math. et phys. publiée par P. H. Fuss,
St.-Pétersbourg 1843, t. I, p. 407, et la lettre ¢’EvLer & D’ALEMBERT du 15 février 1748 publiée
par P. Sticken, Biblioth. Mathem. 114, 1910/1, p. 220; Lroxzaror Evizrr Opera ommia,
series III. F. R.
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mencement des nombres entiers, n'est ni premier ni composé. Or, si le
nombre p n'est pas premier, la valeur de f p sera plus grande que 14 p.
Dans ce cas, on trouvera aisément la valeur de f p» par les facteurs du
nombre p. Car soient a, b, ¢, d, etc. des nombres premiers differens entre
eux, on verra aisément que

fab=1+a+b+ab=(l+a)(1+b)——,—fa-fb,
!fabc=(1—]—a)(1—|—b)(1+c)=fa-fb-ﬂ,
fabcd=fa-fb-'ﬁ;-fd,
‘ etc. ‘

Pour les puissances des nombres premiers, on a besoin des régles particulieres,
comme

2_- 2_“3—1
fa =14a+a = u_1’
4
fa3=1+a+a2+a3=(;__11,

et généralement

fa"—an“-l
T a—1

Et par le moyen de celles-ci, on pourra assigner la somme des diviseurs de
chaque nombre, tout composé qu'il puisse étre; ce qui sera clair par les for-

mules suivantes: :
fazb =fa2-fb,
o
fa%“c ———fas-fb“-fc,
fa“b‘*c%‘*e‘=fa“-fbf’°-fc”-fd"-fe‘.

Ainsi, pour trouver la valeur de f 360, puisque 360 se résout dans ces facteurs
2. 3%. 5, jaurai

f360=f23-32.5=f23-f32-ﬂs=15-13.6—_—1170.

4. Pour mettre devant les yeux la progression des sommes des divi-
seurs, j'ajouterai la table suivante qui contient les sommes des diviseurs des
nombres naturels depuis l'unité jusqu'a 100:

et généralement

31*
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_
I

J11—12
12 —28
J138—14
J1a—24
J15—24
f16=31
f11—18
f18 =39

'f19=20

f20=42

f21=32
f22=36
f23=24

J24—60
25 =31
/26 =42
Je1—40
[28 =156

f29=30
f30=72
f31=32

f32=63
f33=48
f34=54

f41=42
f42=96
f43=44

fua—s4
J45= 18
46 — v
J41— 48
f18 =124

J60—168

f61_—_ 62
f62= 96

f63= 104
f64=127

f65= 84

f66=144

f67= 68

f68= 126

J69 = 96
S0 =144
Ju= 12
J12 =19
f13= 14

f74=114
f75=124
f76=140

f77= 96

f78_—.168

f79‘= 80

80 =186

[ 8—121 |

Jf82—=12
S 83— 84
S 84 —224
J 85 =108

f86=132
f87=12o

f88=180
f89= 90
f90=234

f 91 — 112
f 92 — 168
f93=128

f94=144
f95=120
f96=252

f‘97v—_— 98
f98=171

f 99 — 156
f 100 = 217.

[14—15

Je ne doute pas que, pour peu qu'on regarde la progressmn de ces nombres,
on ne désespere presque d'y découvrir le moindre ordre, vu que I'irrégularité
" de la suite des nombres premiers s'y trouve entremélée tellement, qu'il sem-
blera d’abord impossible d'indiquer quelque loi que ces nombres observent
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entre eux, sans qu'on sache celle des nombres premiers. Il semble méme
- quil y a ici beaucoup plus de bizarrerie que dans les nombres premiers.

5. Néanmoins, j'ai remarqué') que cette progression suit une loi bien
réglée et qu'elle est méme comprise dans l'ordre des progressions -que les
Geometres nomment recurrentes, de sorte qu'on peut toujours former chacun
de ces termes par quelques-uns des précédens, suivant une régle constante.
Car si [# marque un terme quelconque de cette irréguliere progression, et
f (n—1), f (n—2), f (n—3), f (n —4), f (n —5), etc. des termes précédens,
je dis que la valeur de f n est toujours composée de quelques-uns des pré-
cédens suivant cette formule:

'fn=f(n——1)—I—f(n—~2)-—f(n——5)——ﬂn-—-7) —|—f(n~—12)—|—‘/7(n——15)
— [0 —22) — [(n — 26) + [(n — 35) + f(n —40) — [tn — 51) — ({0 —57)
+ fn—T0) + [ —T7) — f(n—92) — [ —100) + ete.

Dans cette formule, il y a & remarquer:
I. Que dans l'altération des signes + et —, chacun se trouve toujours

mis deux fois de suite.

Il. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, ete. qu'il faut succes-
sivement retrancher du nombre proposé =, deviendra évidente, en prenant
leurs differences:

N.oL 2 5 7 12, 15 22, 26, 85, 40, 51, 57, 70, 77, 92, 100, etc.
Difft. 1, 3, 2,5, 8 7, 4 9, 5 11, 6 13, 7, 15 8, etc

Car alternativement, on aura tous les nombres naturels 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc.
et les nombres impairs 3, 5, 7, 9, 11, etc., d’ou I'on pourra continuer la suite
de ces nombres aussi loin qi'on voudra. .

III.  Quoique cette suite aille & I'infini, on n’en doit prendre, dans chaque
cas, que les termes depuis le commencement o le nombre mis aprés le signe f
est encore positif, en omettant ceux qui renferment des nombres négatifs.

IV. Sl arrive que le terme f 0 se rencontre dans cette formule, comme
sa valeur est indéterminée en elle-méme, il faut, dans chaque cas, au lieu
de f 0, mettre le nombre méme proposé.

- 1) Voir la lettre d’EuLer & Goupsacu citde p. 242. F. R.
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6. Ces choses remarquées, il ne sera pas difficile de faire 1'application
de cette formule & chaque nombre proposé et de se convaincre de sa vérité,
par autant d’exemples qu'on voudra déveloper. Et comme je dois avouér
que je me suis pas en état d’en donner une démonstration rigoureuse, j'en
ferai voir sa justesse par un assez grand nombre d’exemples:

f1=f0=1,

f2=f1+f0=1+2=3,

f3=f2+:/’1=3+1=4,

f4=f3+f2=4+3=7,

[B5=[4+[8—[0=T+4—5=6,
f6=f5+f4—f1=6+7—1=12,
[i=[6+[5—f2—[0o=12+ 6— 3—T— 8,
f8=f1+f6— 8—[1=8+12— 4—1=15,
[o9=[8+fT1—[4—[2=15+ 8— T—3=13, |
J10=[9+[8—[5—[38=13415— 6—4=18,
f11=f10+f9—f6—f4=18+13—12—7=12,
f12=f11+f10-f T— 54 [0=12+18— 8— 6412—28,
f13=f12+f11—f8—f6+f1=28+12—15—12+ 1—14,
Juu=[18+ 12— (90— [T+ [2=14428—18— 8+ 3=24,
f15=f14+f13—f10—f8+f3+f0=24+14—18—15+ 4+415=24,
f16=_/’15+f14—f11—f9+f4+f1=24+24—‘12—13+ T+ 1=31,
f17=f16+f15-—f12--f10+f5+f2=31+24—28—-18+ 6+ 3=18,
J18=[1T+ (16 — (18 — (11 + [6+ [3—184-81 —14—124 12+ 4=39,
f19=f18+f17—f14-—f12+f7+f4=39+18—24—28+ 8-+ 7=20,
J20=[19+ (18— (15— (134 [B+ [5=20489—24—14+15+ 6—42.
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Je crois ces exemples suffisans pour ne pas s'imaginer qus c'est par un pur
hazard que ma régle se trouve d'accord avec la vérité.

7. Si I'on doutoit encore, si la loi des nombres & retrancher 1, 2, 5, 7,
12, 15, etc. étoit précisement celle que j'ai indiquée, vu que dans les exemples
donnés, il n'entre que les six premiers de ces nombres par lesquels la loi ne
pourroit pas encore paroitre assez établie, je vai donner quelques exemples
de plus grands nombres.

I. Soit proposé le nombre 101 dont on veuille chercher la somme de ses
diviseurs, et on aura

flOl=f100+f99——f96—f94+f89—]—f86—~f79—tf75
+f66+f61—f50—f44+f31+f24—-f9-—f1

= 4 217 + 156 — 252 — 144 + 90 + 132 — 80 — 124
+ 144 462 —93 —84 432460 —13 —1,

ou joignant deux & deux
f101=+373—396+222——204+206—177—|—92—-14,

ce qui donne f 101 =102, d’olu 'on connoitroit que 101 est un nombre premier,
si on ne le savoit d’ailleurs.

II. Soit proposé le nombre 301 dont on veut savoir la somme de ses
diviseurs, et on aura

differ, 1

f3o1—f3oo+f299—f296—f294+f289+f286—f279—f275
+f266+f261—~f250—f244+f231+f224—»f209—f201
+f184+f175—f156—/’146+f125+/’114 [91—f79
+f54+/’41—-f14 —f0,

ou il est clair, comment par le moyen des differences, on peut aisément former
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cette suite pour chaque cas proposé. Or, prenant ces sommes de diviseurs
on trouvera

f?)_()l = -+ 868 — 570 + 307 — 416 | 480 — 468 + 384
+ 336 — 684 + 504 — 372 4 390 — 434 - 504

— 240 - 360 — 392 + 156 — 112 + 120 — 24
— 272 1+ 248 — 222 4 240 — 80 4 42 — 301
ou
f 301 = -+ 4939 — 4587 = 852,

d’olt I'on connoit que 301 n'est pas premier. Or, puisque 301 = T - 43, on aura

f301=f7.f43=8-44=352,

comme la régle vient de montrer.

8. Ces exemples que je viens de déveloper, oteront sans doute tout
scrupule qu'on auroit pu encore avoir sur la vérité de ma formule. Or, par
Ia méme, on sera d’autant plus surpris de cette belle propriété, ne voyant
aucune liaison entre la composition de ma formule et la nature des diviseurs
sur la somme desquels roule la proposition. La progression des nombres
1, 2, 5, 7, 12, 15, etc. ne paroit non seulement avoir nul raport au sujet
dont il s'agit, mais, comme la loi de ces nombres est interrompué et qu'ils
sont meélés de deux progressions régulieres differentes, & savoir

de 1, 5, 12, 22, 35, 51, etc. et de 2, 7, 15, 26, 40, 57, etc,

il semble presque qu'une telle irrégularité ne sauroit trouver lieu dans 'ana-
lyse. De plus, le défaut d'une démonstration n'en doit pas peu augmenter
la surprise; vu qu'il seroit presque moralement impossible de parvenir i la
découverte d'une telle propriété, sans y avoir été conduit par une méthode
certaine qui pourroit tenir lieu d'une parfaite démonstration. J'avoué aussi
que ce n’a pas été par un pur hazard que je suis tombé sur cette découverte;
mais une autre proposition d'une pareille nature qui doit étre jugée vraie,
quoique je n'en puisse donner une démonstration, m'a ouvert le chemin
de parvenir a cette belle propriété. Et bien que cette chose ne roule que
sur la nature des nombres & laquelle I'analyse des infinis ne paroit pas étre
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applicable, c'est pourtant par le moyen des differentiations et plusieurs autres
détours que j'ai été conduit & cette conclusion. Je souhaiterois qu'on trouvat
un chemin plus court et plus naturel d'y parvenir, et peut-étre que la con-
sidération de la route que j'ai suivie y pourra conduire.

9. Il y a long-tems?) que je considérai, & l'occasion du probleme de la
partition des nombres, cette expression

=21 —2)1 -2 )1 — )1 —29)(1 — 251 — 2 (1 — 2°) etc.

La supposant continuée & l'infini, j'ai multiplié actuellement un grand nombre
de facteurs ensemble, pour voir la forme de la serie cui en resultemlt et
j'ai trouvé cette progression

1—z— o'+ 2° 4 87— 2" — 28 22 L 2% — 2¥ — 22 | ete,,

ou les exposans de x sont les mémes nombres qui entrent dans la formule
précédente; et aussi les signes 4 et — se trouvent dcublés. On n'a qu's
entreprendre cette multiplication et & la continuer aussi loin qu’on jugera &
propos, pour se convaincre de la vérité de cette serie. Aussi n'ai-je point d’autre
preuve pour cela qu'une longue induction que j'ai du moins poussée si loin,
que je ne puis en aucune maniere douter de la loi dont ces termes et leurs
exposans sont formés. Jai long-tems cherché en vain une démonstration
rigoureuse que cette serie doit étre égale & lexpression proposée
(1 —=2)(1 — (1 — 2% ete. et j'ai proposé la méme demande & quelques-uns
de mes amis®) dont je connois la force dans ces sortes de questions; mais
tous sont tombés avec moi d'accord sur la vérité de cette conversion, sans en
avoir pu déterrer aucune source de démonstration. Ce sera donc une vérité
connué, mais pas encore démontrée, que si I'on pose

s=(1—a)1 —a*)(1 — 2% (1 — a1 — 2% (1 — 2°) ete.,
la méme quantité s se pourra aussi exprimer de la sorte .
S=1—2—20 40"+ 0" — 2" — 2 L g2 2% — 2% — 29 | ete.

1) Voir le mémoire 158 de ce volume, spécialement la note p. 191. F. R.

2) Voir les lettres d’EvLeEr & Gorpsacm du 15 oct. 1743, Corrzspondance math. et phys.
publiée par. P. H. Fuss, St.-Pétersbourg 1843, t. I, p. 265, et & Nic. Bervouvrrr du 1° sept. et du
10 nov. 1742, L. Euvzzrr Opera postuma, t. 1, p. 527 et p. 533; les réponses de ces savants se

trouvent dans la Correspondance c1tee, t.1, p.270 et t.II, p. 698; Lronaarpr EULERI Opera ommia,
series III. F. R.

Lronnagor Evrert Opera omnia Is Commentationes arithmeticae 32
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Car chacun est en état de se convaincre de cette vérité par la résolution ac-
tuelle & tel point qu'il souhaitera; et il paroit impossible que la loi qu'on a
découverte dans 20 termes par exemple, ne soit point observée dans tous
les suivans. ‘

10. Ayant donc découvert que ces deux expressions infinies sont égales,
quoique ’égalité ne puisse étre démontrée, toutes les conclusions qu'on pourra
déduire de cette égalité seront de méme uature, c'est-h-dire vraies sans étre
démontrées. Ou, si quelqu'une de ces conclusions pouvoit é&tre démontrée,
on en pourroit réciproquement tirer une démonstration de I'égalité men-
tionnée; et c'est en cette vué que j'ai manié en plusieurs manieres ces deux
expressions, par ol j'ai été conduit entre autres & la découverte que je viens
d'expliquer, et dont la vérité doit étre aussi certaine que celle de l'égalité de
ces deux expressions. Voila de quelle maniere j'ai opéré. Ces deux expres- -
sions étant égales

L s=1—a2)1—a)1—2)1—2)1—2")1—2°)(1— ") ete.
I s=1—s—2'+"+4" —o" —2°+ 2" + 4% — 3 — 2% + etc,,
pour délivrer la premiere des facteurs, j'en prends les logarithmes, d’ol je tire
Is=101—2a) +1(1—2°) +1(1 —2°) + 11 — 2*) + I(1 — 2°) + etc.

Maintenant, pour éliminer les logarithmes, j'en prends les differentielles, ce qui
donnera cette équation

ds dx 2zdxz 82 dx 4xtdx  Satdx

s —1—x_l—x”_l—xs—l—x*_l—x"_etc'

que je divise par — dz et multiplie par #, pour avoir

zds z 222 345 At 545

La seconde valeur de la méme quantité s donne par la differentiation

V ds =—dx —2xdx + batdw + Tatdx — 122" dx — 15z dw 4 ete.,
de laqtfelle, en la multipliant par — « et divisant par sdwz, on tirera une autre
valeur de ——:—‘g qui sera

zds  z+22°—5a"—Ta"+ 12x‘2-}-715x1§7:2_‘2ai"i_—7 26 2% - ete.
sdx 1—z— a2+ 25+ 2'— 22— 2® + 22+ 2% — ete.
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: d N
11. Soit la valeur de —27° —1¢, et nous aurons deux valeurs égales pour

cette quantité ¢
x
1. t=1 + x2+ x3+ ;(;4_'_ x5+ s_l_.etc.

z4+ 20— 50— 72" 1222 - 15215 — 2222 — 26 2% - efe.
1—z—224 25+ 2"— 2 — a4 22 4 2% — ste.

II. t=

De la premiere, je résous chaque terme dans une progression geometrique
par la division ordinaire, et j'aurai

t=ax+4+ 2*4+ 2+ ot 2+ év“—l— 4+ 2 2 2 vt 2P - ete

+ 227 + 24 + 228 -+ 248 + 221 4 22" | etc.
+ 3a® -+ 38 + 32° -+ 3z" 4 etc.
+ 4zt + 448 4+ 4z -} ete.
+ 5 -+ Ha' —+ ete.
+ 64° 4+ 62 4 etc.
+ Tz,
-+ 848
+92°
+105"°
4 11z
122" - ete.

ou il est.aisé de voir que chaque puissance de x se trcuve autant de fois
que son exposant a de diviseurs, puisque chaque diviseur devient un coeffi-
cient de la méme puissance de z. Ainsi, recueillant tous les termes homo-
gbnes dans une somme, le coefficient de chaque puissance de z sera la somme
de tous les diviseurs de son exposant. Bt partant, exprimant ces sommes de
diviseurs par la préposition du signe ‘[: comme j'ai fait ci-dessus, j'obtiendrai
pour ¢ la serie qui suit:

t=f1-z+ (22" + /3. o+ (42t + 5 2+ [6- 25+ [T o + etc.

dont la loi de progression est tout & fait manifeste; et, cuoiqu'il semble que
l'induction ait quelque part dans la détermination de ces coefficiens, qu'on
considere 1'expression infinie précédente, on s’assurera aisément de la nécessité

de cette loi de progression. :
. 32*
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12. Substituons cette valeur au lieu de ¢ dans la seconde expression de
cette méme lettre ¢ qui, étant délivrée de fractions, se réduit en cette forme

t(l—o—2"+ 284 2" — ol gt gty gt etc.)
— 2 — 2% 4 ba’ 4 Ta" — 122" — 152" 4 222 + 262 — etc. = 0.

Maintenant, la valeur précédente de ¢ étant mise dans cette équation, nous
trouverons:

0=f1-+[2- 0"+ [3- 04 4. o4 [5- 54 [6. 04 1.2+ [B- %+ [0 -0+ eto. -
—x—fl-x*‘—f2.x=—f3-x4—f4-x5—f5.m°—f6-x7—f7-xs—fs.x”-—etc.
—2x’-——f1 -m”—f?-a;“‘—f3~xs—f4-w“——f5-x7—f6-xs—f7-a:°—etc.

+52°+ [1-2°+ [2- 0"+ [3.0°4- (427} ete.
+7x’+f1-w8+f2-x9+etc.

Ici, il est aisé d'observer que les coefficiens de chaque puissance de z sont les
sommes des diviseurs, premierement de l'exposant de cette puissance méme, et
ensuite des autres nombres plus petits qui résultent si I'on ote successivement
de l'exposant les nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, etc. Ensuite, si ’exposant
de la puissance de 2 est égal & un terme de cette serie numerique, alors ce
méme terme accompagne encore les coefficiens. En troisieme lieu, 1'ordre des
signes n'a besoin d’'aucun éclaircissement. Ainsi, on conclura en général que
la puissance z" aura ces coefficiens:

fn —f(n—ll) —f(n—?) +f(n—5) +f(n—-7) —‘f(n——\12)——f(n—15)+etc.,

jusqu ce qu'on parvienne u des nombres négatifs. Mais, si quelqu'un de
ces nombres devant lesquels se trouve le signe f devienf =0, alors il faut
mettre en sa place le nombre » méme, de sorte que dans ce cas, il y a
f 0=mn et le signe de ce terme suit l'ordre général des autres.

13. Puisque donc l'expression infinie du § précédent doit étre égale
a zero, quelque valeur qu'on donne & la quantité z, il faut de nécessité
que les coefficiens de chaque puissance & part, soient égaux ensemble & zero,
et partant, nous aurons les équations suivantes:
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L [f1—1=0, o f1=1,
I f2—f1—2—0, Jo=[1+2,

. f3—[2—f1=0, 3=/ 2+ 1,

IV. f4—[3—2=0, Ji=[3+/2,

V. f5—f4-f3+5=0, f5=f4+f3_5,
VI. fe—f5-—f4+f1=o, [6=f5+f4——f1,
VIL f7—f6—f5+f2+7=0, f7=f6+f5—f2—~7,

etc. etc.

et généralement nous aurons:

Jr—[tn—1) — [0 —2)+f(n—5)+[(n— 1) —[(n—12) — [ (n—15) 4- ete. =0

et par conséquent

So=f—1+[ln—2) —[(r—5)—ftn — 1) + [0 —12) + [0 —15) —ete.

qui est la méme expression que j'ai donnée ci-dessus et qui exprime la loi
selon laquelle les sommes des diviseurs des nombres naturels sont continudes.
Outre la raison des signes et la nature de la progression des nombres

1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, etc.,

on voit aussi, par ce que je viens d'avancer, la raison pourquoi, dans les cas
ou se trouve le terme f 0, il faut mettre en sa place le nombre » méme, ce
qui auroit pu paroitre le plus étrange dans mon expression. Ce raisonne-
ment, quoiqu'il soit encore fort éloigné d'une démonstration parfaite?), ne lais-
sera pas pourtant de lever plusieurs doutes sur la forme bizarre de 1'ex-
pression que je viens d'expliquer.

1) Voir le mémoire 244 de ce volume. F. R.
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Commentatio 191 indicis ENESTROEMIANI
Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 8 (1750/1), 1753, p. 125—169
Summarium ibidem p. 15—18 :

SUMMARIUM

Problema de partitione numerorum Auectori quondam a Cl Professore Berolinensi
NAupEO fuit oblatum, qui pro casu speciali quaesiverat, quot variis modis numerus 50 in
septem partes dispertiri possit. Problema hoc primo intuitu ita comparatum videbatur, ut
aliter nisi per inductionem resolvi non posset, quo fere modo pleraque problemata ad artem
combinatoriam pertinentia resolvi solent. Qui scilicet eius solutionem suscipere velit, primo
quaeret, quot variis modis quisque [numerus] in duas partes discerpi possit, ubi quidem nullam
difficultatem offendet; deinde procedet ad divisionem in tres partes, quod negotium etiamnunec
satis commode succedet. In divisione in quatuor partes fortasse iam haerebit neque statim
perspiciet, quomodo numerus partitionum cum numero partiendo increscat; inductione tamen
fretus et hanc progressionis legem divinabit. Quinque-partitio ipsi iam maiores creabit
molestias, ac nisi omni circumspectione utatur, verendum est, ne inductioni, utcunque certa
ipsi videatur, nimis confidens in errorem inducatur; quod eo magis est pertimescendum in
partitione in plures partes, uti etiam ipse problematis Auctor fuit seductus et pro casu
proposito in divisione numeri 50 in septem partes post taediosissimos calculos enormiter a
veritate aberravit; neque etiam alii insignes Mathematici hac via incedentes ab errore se
vindicare valuerunt. Qui autem actu omnes partitiones dinumerare voluerit, non solum in
immensum laborem se immergit, sed omni etiam attentione adhibita vix cavebit, ne turpiter

decipiatur. Cum igitur hoec problema tam insigne specimen contineat, quam parum in-

1) Vide etiam Commentationes 158 et 394 in hoc vol. 2 et in vol. 3 contentas nec non
L. Burert Introductionem in analysin infinitorum, Lausannae 1748, t. I cap. XVI; Lzovzarpr
Euvrerr Opera omnia, series I, vol. 8. F. R.
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ductioni vel maxime confirmatae sit fidendum, eo pluris est aestimendum Auctoris studinm,
quo certa methodo solutionem istius problematis investigavit, cum vix ulla alia via praeter
inductionem ad eam patere videatur. _

Nihil igitur inductioni tribuens Auctor ex certissimis Analyseos principiis eiusmodi
formulas hausit, quae pro quocunque numero proposito statim osteadunt, quot variis modis
is in tot, quot lubuerit, partes dividi possit, ita, ut etiam cirea maximos numeros nullum
dubium superesse queat. Problema autem hic geminum tractat, cuorum altero quaeritur,
quot modis datus numerus in tot partes inaequales tantum, quot requiruntur, dissecari possit,
in altero vero partium aequalitas non excluditur. Ita in exemplo initio memorato invenit
numerum 50 omnino 522 modis in septem partes inter se inasquales distribui posse,
aequalitate autem partium non exclusa numerum partitionum omnium esse 8946, qui ergo
numerus quaestioni primum propositae satisfacit. .

Pluribus aliis modis problema variari potest, dum scilicet singulae partes datae indolis
esse iubentur, veluti numeri impares vel quadrati vel termini progressionis geometricae
duplae ete. partiam numero vel praescripto vel secus; Auctoris autem methodus aeque
patet ad omnia huiusmodi problemata solvenda.

Subiungit denique Auctor tabulam satis amplam, ex qua responsiones ad plerasque
huius generis quaestiones sine ullo labore depromere licet; quae multo longius est con-
tinuata, quam in Auctoris Introductione in Analysin, ubi idem a-gumentum iam tracta-
verat, hic autem studiosius expolivit. Ceterum haec Dissertatio referta est plurimis tam
egregiis artificiis quam novis et notatu dignis observationibus circa naturam serierum, unde
eius usus multo latius patere videtur; neque ullum est dubium, quin ex eodem fonte plurima

alia argumenta felicissimo cum successu expediri queant. )

1. Problema de partitione numerorum primum mihi est propositum a
Celeb. Professore NAUDE®), in quo quaerebat, quot variis modis datus numerus
integer (hic enim perpetuo de numeris tantum integris et affirmativis est
sermo) possit esse aggregatum duorum vel trium vel quatuor vel in genere
quot libuerit numerorum. Sive, quod eodem redit, quaeritur, quot variis
modis datus numerus vel in duas vel tres vel quatuor vel quot libuerit
partes dispertiri queat, unde huic problemati aptissime partitionis numerorum

1) In editione principe hic sequitur index errorum, qui inveniuntur in commentatione. Qui
errores hac in editione correcti sunt. F. R.
2) Vide notam p. 178.  F. R.
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nomen est impositum. Bipartitum autem hoc problema a Viro Celeb. proponi
solet: primo scilicet eos tantum partitionis modos postulat, quibus singulae
partes, in quas numerus propositus resolvitur, sint inter se inaequales; tum
vero hac inaequalitatis conditione omissa omnes omnino partitionis modos
requirit, sive partes quaepiam inter se fuerint aequales sive omnes inaequales.
Perspicuum autem est hoc posteriori casu numerum partitionum plerumque
" multo esse maiorem quam priori, cum non solum omnes partitiones, quae
casui priori satisfaciunt, simul posteriorem resolvant, sed etiam plerumque
plures alii accedant, in quibus partes aequales contineantur.

2. Ut vis problematis huius clarius perspiciatur, nonnullos casus simpli-
ciores [afferam], qui actuali partitionum enumeratione facile expediuntur. 8i
quaeratur, quot variis modis numerus 6 in duas partes resolvi possit, statim
apparet hoc tribus modis fieri posse, cum sit

6=1+5=2-44=3+3,

siquidem partium aequalitas non excludatur. Sin autem partes tantum in-
aequales desiderentur, ultima partitio 3+ 3 est omittenda hocque casu
numerus 6 duobus tantum modis in duas partes inter se inaequales dispertiri
potest. Quodsi numerus impar, uti 9, proponatur in duas partes distribuendus,
quatuor prodibunt partitiones, quae sunt

9—=1+4+8=24T=38+4+6=445;

ubi cum partes aequales non occurrant, numerus 9 quatuor modis in duas
partes dispertietur, sive partes aequales excludantur sive secus. Si plures
duabus partes desiderentur, uti si quaeratur, quot variis modis numerus 12
in tres partes dispertiri possit, hoc sequentibus 12 modis fieri poterit:

12=14+1+4+10, 12=1+249, 12=1+4+3+38,
12=14+44 7, 12=14+5+6, 12=242+48,
12=2+4+34+ 7, 12=244+6, 12=245+35,
12—8+4+38+ 6, 12=3+4+5, 12=4+4+4.

Sin autem partes aequales excludantur, respondendum erit numerum 12
tantum 7 modis in tres partes distribui posse.
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3. Hinc facile intelligitur, si tam numerus dispertiendus fuerit maior
atque numerus partium, in quas eum resolvi oportet, ternarium quater-
nariumve superet, numerum partitionum tam fieri magnum, ut per enume-
rationem actu instituendam difficillime obtineri queat. Neque etiam in hoc
negotio inductioni multum est fidendum, quae, uti periculum facienti facile
patebit, plerumque fallit, si ab enumeratione pro casibus simplicioribus facta
ad magis compositos conclusiones formare voluerit. Sic ex methodo post
explicanda patebit numerum 50 in septem partes non exclusa partium
aequalitate dispertiri posse 8946 modis; sin autem partes aequales excludantur,
remanebunt tantum 522 partitiones. Numerus porro 42 mille diversis modis
in 20 partes omnino resolvi potest. At si quaeratur, quot variis modis
numerus 125 in 12 partes, quae sint inter se omnes inaequales, distribui
possit, reperietur hoc fieri posse 64707 modis.

4. Quemadmodum hic omnes numeri integri partium loca tenere possint,
ita hoc problema in infinitum variari potest, prout numeri partes constituentes
restringuntur. Ita aliud erit problema, si quaeratur, quot variis modis datus
numerus # in p partes, quarum nulla datum numerum m excedat, resolvi
possit. Partium quoque numerus omitti potest’), uti si quaeratur, quot
variis modis numerus 6 ex his numeris 1, 2, 3, 4 per additionem produci
possit, quod sequentibus 9 modis fieri poterit: '

6=1414+1+14141, 6=1-}F1-+4+1+3,
6=14+14+14+142, 6=141+414,
=1+14+242, 6=1+2+3,
6=2+4+242, 6—=2-44,

6 =3 3.

Vel etiam qualitas numerorum praescribi potest, qui partes constituant; uti
si partes debeant esse vel numeri impares vel quadrati vsl triangulares vel
alius cuiusque generis. Sic si quaeratur, quot variis modis datus numerus
possit esse summa quatuor quadratorum, quaestio ad hoc genus pertinebit.
Iam pridem quoque partitio numerorum omnium in partes, quae sint termini

1) Vide D. Maunke, Lrzmsniz auf der Suche nach einer allgemeinen Primeaklgleichung,
Biblioth. Mathem. 13, 1912/3, p. 29, imprimis p. 37, F. R.
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huius progressionis geometricae 1, 2, 4, 8, 16, 32 etc., est considerata et qui-
libet numerus observatus est anico tantum modo ex his numeris 1, 2, 4, §,
16, 32 etc. per additionem componi posse. Cuius quaestionis post STIFELIUM)
mentionem facit ScmoTENIUs?) in suis Exercitationibus, ubi ostendit pondera
1, 2, 4, 8, 16, 32 etc. librarum sufficere posse ad merces quotcunque librarum
ponderandas.”) Neque vero ad hoc ostendendum alia methodo praeter in-
ductionem utitur. Quamobrem non abs re erit veritatem huius effati rigorose
demonstrasse.

5. Quemadmodum ergo haec aliaque similia problemata resolvi opor-
teat, hic eiusmodi methodum certam ac tutam proponam, ut inductione, cui
vulgo ad solutionem istiusmodi quaestionum plurimum tribui solet, plane
non sit opus. Utor ad hoc sequenti lemmate notissimo:

Si istud productum
(1 + a2)(l + ba)(1 + c2)(1 + d2) (1 + e2) etc.,

sive factorum mnumerus sit finitus sive infinitus, per actualem multiplicationem
evolvatur, ut huiusmods forma prodeat .

1+ Az + Bé+ Ca*+ D2+ E&° + etc,,

erit coefficiens secundi termini A summa quantitatum omwium a, b, ¢, d, e elc.
Coefficiens vero B erit summa productorum ex binis harwm quantitatum inaequa-
libus. Coefficiens C erit summa productorum ex ternis istarum quantitatum in-
aequalibus; et coefficiens D erit summa productwu/m ex quaternis harum earundem
quantitatum, et ita porro. .

In huiusmodi enim productis eadem quantitas, puta a, vel quaevis alia
plus quam semel nusquam inesse potest. Unde hoc lemma mihi fundamentum
suppeditat ad partitiones in partes inaequales.

1) M. Srirew, Die Coss CHRISTOFFS Ruporrrs, Konigsperg 1558, fol. 11~ F. R.

2) Fr. v. ScHOOTEN, Exercitationum mathematicarum libri quinque, Lugd. Batav. 1657, lib. V
sectio VIIL, p. 410. - F. R.

3) Id quod iam docuit LEoNARDO PrsaNo; vide G. ExestrormM, Uber dic dltere Geschichte der

Zerfallung ganzer Zahlen in Summen kleinerer Zahlen, Biblioth. Mathem. 18;, 1912/3, p. 352.
F. R.
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6. Sin autem aequalitas partium non excludatur, adhibeo hoc lemma;:

Si ista formula
1
(1 —a2)(1—b2)(1 —co)(1 —d2)(1 —ez) ete.’

sive factorum denominatorem constituentium numerus 8it finitus sive infinitus, post
evolutionem denominatoris ope multiplicationis factam per divisionem in seriem ex-
plicetur hwius formae

14 Az+ Ba+ C&*+ D#* 4 E&° + etc.,

tum erit A quidem ut ante summa quantitotum a +b+c+d+e+etc. At
coefficiens B erit summa productorum ex binis harum quantitatum non exclusa
repetitione esusdem quamtitatis, erit scilicet

B=(m+ab+bb+ac+bc—[—cc+ad+bd—|—cd+id-{—ae—l—etc.«

Simili modo coefficiens C erit summa productorum ex ternis harum quantitatum
a, b, ¢, d, e eic. factoribus aequalibus in quovis producto ron exclusis.  Atque
eadem conditione adiecta erit coefficiens D summa productorum ex quaternis harum
quantitatum, et ita porro. '

Hincque istud lemma viam aperiet ad partitiones, in quibus partium
aequalitas non excluditur, absolvendas.

7. Cum autem in problemate proposito non de productis, sed de summis
numerorum quaestio instituatur, loco quantitatum a, b, ¢, d, e etc. substituo
potestates «?, 2%, 2", a’, o' etc. Sic enim in productis ex binis eiusmodi
occurrent potestates, quarum exponentes sint summae binsrum ex serie » g
7, s, t ete. Simili modo producta ex ternis constant eiusmodi potestatibus,
quarum exponentes sint summae trium numerorum ex eadem serie » ¢ 7, s ete.
Atque producta ex quaternis erunt potestates, quarum exponentes sint aggre-
gata ex quaternis horum numerorum, et ita porro. Sicque, quae ante de
productis sunt notata, nunc ad summas transferuntur et ita quidem, ut, si
lemma prius adhibeatur, summae ex partibus tantum inaequalibus conflentur,
sin autem lemma posterius in usum vocetur, partium aequalitas non exclu-
datur. Hoc igitur modo ambo lemmata ad solutionem quaestionum ante

memoratarum accommodari debebunt.
: 33%
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8. Aggrediamur ergo hanc primam quaestionem:

Invenire, quot variis modis datus numerus N possit dispertiri in p partes,
quae sint inter se inaequales.

Quoniam huc omnes numeri integri affirmativi ad partes constituendas
sunt idonei, pro serie superiorum exponentium accipienda est series numerorum
naturalium 1, 2, 3, 4, 5, 6 etc. Formetur ergo secundum lemma prius haec
expressio ’

s =1+ z2)(1 + #*2)(1 + 2°2) (1 + 2*2) (1 + 2°%) etc. in infinitum,
quae multiplicatione actu instituta evolvatur in hanc seriem

s=1+ Az+ Ba*+4 C# + D& + E2° + etc.,
eritque

A=2ao"+ 2* + 2 4 2* + 2° + 2° + etc,,

quod est aggregatum omnium potestatum ipsius #. Deinde quia B est summa
productorum ex binis terminis inaequalibus seriei 4, erit B summa potestatum
ipsius # omnium, quarum exponentes sint aggregata duorum numerorum in-
aequalium; et cum eadem potestas saepius resultare possit, ea unciam
habebit numericam indicantem, quot ea potestas modis sit productum ex
duobus terminis seriei 4 seu quot variis modis eius exponens possit esse
summa duorum numerorum inaequalium. Binis autem terminis seriei A re
ipsa multiplicandis reperietur

B = 2*+ 2*+ 2a° + 24° + 35" 4 32° + 42° + 44"+ etc.

Cuius seriei quilibet coefficiens indicat, quot variis modis exponens potestatis
ipsius # adiunctae in duas partes inaequales dispertiri possit. Hac igitur
serie in infinitum continuata ope legis post eruendae resolvitur problematis
propositi casus, quo partitio in duas partes requiritur.

9. Quantitas deinde C, cum contineat omnia producta, quae oriuntur
ternis terminis inaequalibus seriei 4 invicem multiplicandis, constabit ex
serie potestatum ipsius z, quarum exponentes sunt summae trium numero-
rum inter se inaequalium. Atque eadem potestas toties in ista serie C' occur-
ret, quoties eius exponens ex tribus numeris inter se inaequalibus per addi-
tionem resultare poterit, reperieturque

C=2°~+ 2" + 22° + 32° + 42 4 5o + T 4 82" + 102" + ete.
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Cuius seriei quilibet coefficiens indicat, quot variis modis exponens potestatis
ipsius & adiunctae in tres partes inaequales dispertiri possit; sic ex termino
84" colligitur numerum 13 octo diversis modis in tres partes inaequales
secari posse, quae sunt

18 =124 10, 13 =24 348,
13—=14349, 183=24 4471,
13—14448, 13—21 546,
18—14541, 18—8-14+6.

Ista igitur series C in infinitum continuata inserviet omnibus numeris in tres
partes inaequales dispertiendis. '

10. Quantitas porro D, cum contineat omnia producta ex quaternis ter-
minis inaequalibus seriei A4 — &'+ 2® 4 2® + 2* 4 etc., constabit serie pote-
statum ipsius x, quarum exponentes sint aggregata quatuor numerorum inter
se inaequalium; et in hac serie quaelibet potestas eiusmodi habebit coeffi-
cientem, qui indicat, quot variis modis eius exponens per additionem quatuor
numerorum inter se inaequalium resultare possit. Reperietur autem

D =z" + 2" + 22" 4 35" + 5™ + 62 4 92 + 112V + etc.

Haec igitur series in infinitum continuata ostendet, quot variis modis quisque
numerus possit esse summa quatuor numerorum inaequalium. Ex termino
quippe 92" cognoscitur numerum 16 novem modis in quatuor partes inter
se inaequales distribui posse. '

11. Si hoc modo ulterius progrediamur, patebit litteram E fore seriem
potestatum ipsius x ita comparatam, ut cuiusvis termini coefficiens indicet,
quot variis modis exponens ipsius # in quinque partes Inaequales dissecari
possit. Erit autem

E ="+ 2" 4 22" + 82" + 5" 4 T2* 4 102* + 132 + ete.

Simili modo valor litterae F erit series partitionibus in sex partes inaequales
inserviens et litterae G, H, I etc. pro partitionibus in partes septem, octo,
novem etc. valebunt eruntque
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F =™ + 2% 4 22 4 32 + 5% + 10 4 112%" 4 142® + etc,
G = 2% + 2% + 22% + 3% + 52 - Tx® 4 112™ 4 152% + ete.

ete.

Unde perspicitur primi cuiusque seriei termini exponentem esse numerum
trigonalem numeri partium propositi, tum vero tam huius quam secundi ter-
mini coefficientem esse = 1. Cuius quidem ratio facile intelligitur; minimus
enim numerus, qui est summa septem numerorum inter se inaequalium,
necessario est =14+24+34+4+5+64+T7= %7 -8 = numero trigonali ipsius
septenarii hicque numerus pariter ac sequens unitate maior plus uno modo
in septem partes inaequales dispertiri nequit.

12. Totum ergo negotium redit ad commodam serierum B, C, D, E,
F etc. formationem, ne id ipsum, quod quaeritur, scilicet partitionum nu-
merus, ad cuiusque seriei formationem adhibeatur. Ac primo quidem lex
progressionum 4 et B est aperta, cum prioris coefficientes sint omnes uni-
tates, posterioris vero termini seriei numerorum naturalium geminati; sequen-
tium vero serierum lex minus est aperta, et quousque eas hic continuavimus,
coefficientes ex ipsis cuiusque exponentis partitionibus constituimus. Alio
itaque modo valores istarum litterarum A4, B, C, D etc. investigari oportet,
unde haec exoritur quaestio:

Invenire valores litterarum A, B, C, D, E elc., ita ut swmma huius seriei
s=14 Az+ B# 4 C* + D2 + EZ* + ete.

aequalis fiat isti expressioni
s=1+22)1 + 2*2)(1 + 2°2)(1 + z*2)(1 4 °2) etc.

Hunc in finem igitur perpendendus est nexus, qui inter has duas
expressiones intercedit, et quemadmodum altera immutari debeat, si in altera
mutatio instituatur.

13. Quia utriusque expressionis idem est valor s, ambae inter se mane-
bunt aequales, si in utraque loco z scribatur quaecunque alia quantitas. Po-
namus igitur in utraque zz loco z et valor utrinque resultans vocetur ¢
. eritque primo . .
t=14 Azz -+ B2's + Cx*2* + Dats* + ete.;
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tum vero altera expressio transmutabitur in hanc
t =1+ 2*2)(1 + 2*2) (1 + 2*2)(1 4 2°2) etc.;

qui posterior ipsius ¢ valor si cum posteriore valore ipsius s comparetur,
quo erat

s =1+ z2)(1 + 2*2)(1 + 2°2)(1 + a*2) ete.,

mox patebit esse s = (14 22)¢. Quae relatio cum etiam in alteris valoribus
ipsarum s et ¢ locum habere debeat, nobis praebebit hanc aequationem

s=14+A4 z2+B #4+C 24+ D #— etc,
(14 22)t =1+ Awz 4 Ba's + C2*# + Da*s* + ete.
+ xz4 Ax's? + Ba*P 4 Catzt 4 ete.

Unde terminis homogeneis inter se aequandis fiet

x
,A= 1—z’
Ax? x®
B% 1—-2 (1—a)(1—2a%’
C— Ba® 8
T 1—2* (-2 —2)(1 -2’
p_ Ot _ &0
T 12 -2 —-2)(A—2)(1—2)
Da® o
= = =A== —7)
etc.

14. Series ergo, quae supra pro litteris 4, B, C, D, E etc. prodire ob-
servatae sunt, oriuntur ex evolutione fractionum, quas hic invenimus, unde
constat seriem A esse geometricam, nempe 4=z + o* 4 2° 4 2 + 2° + ete.,
quae, quod quidem est planissimum, indicat quemque numerum unico modo
ex uno numero integro constare. Reliquae vero series B, C, D, E etc.
sunt recurrentes, quarum scala relationis ex cuiusvis fractionis denominatore
per multiplicationem evoluto patebit. Ad hoc ostendendum negligamus tan-
tisper numeratores, qui sunt potestates ipsius x, quarum exponentes sunt
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numeri trigonales, earumque loco scribamus unitatem. Sit igitur
=14d 24+ 224y o° —l—d" ot Y =,
s=1+a" o+ 0"+ 9" 2°+ 0" ' + & 2° +-~—l—v”x"—i—---=%,
c=14+ad"2+4+ "2+ y"2° + 3"s" & 5_,____'_'_0,,,:6,,_}_“.:@,
w=1+c"o 4+ 8V 4y + et + eV o LV =

b

’

w%@ﬂbﬂeﬁwﬂ

o3

D
s=1+a" 24+ 8"+ 2+ 0"+ LoV =C
&

——=1+aVI.’D+ﬂVIx2+ VI$3+6\W1}4+SVIZG+"'+’I)V1x"+°“=
p] y

etc.

15. Solutio ergo quaestionis ad inventionem serierum %, B, €, D, €
etc. reducitur, quas patet singulas esse recurrentes. Ac primo quidem series
A, cum sit 2[———x, est adeo geometrica, atque o’'=1, F=1, =1,
d’=1 etc., quod per se est perspicuum. Series autem B, cum sit

1 1
B = A—2)1—2%) 1—z—a'+2°

erit recurrens scala relationis existente 41, 41, — 1; unde erit

o =1,
Fr=a 1,
y'=p+d—1,
"=y + 5 —
&=y — 4,
U= +d"—y"
ete.
Simili modo series € ob
6 — 1 . 1

A—2)(1—2)(1—a%) 1—z—2a*+2t+2°—2b
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erit recurrens et scalam relationis habebit 41, +1, 0, —1, —1, + 1.
Unde erit

o« =1,

Fr—d" 1,

Y=+ d

O =y B 1,

& =0" 4y +x—a”—1,

L= " 8w — 7 — 4 1,
W=k — 7+ o,
O =1+ L x— 0" —

ete.

Eodem modo series sequentes perspicientur esse recurrentes singularum-
que scalae relationis hoc modo assignari poterunt. FEtsi autem hoc pacto
istae series non difficulter formari possunt, tamen ista ratione relicta mox
multo commodiorem modum exhibebo harum serierum quamvis ex praece-
dente formandi, postquam observationem maximi momenti communicavero.

16. Cum sit B = (—1:—9??;_—_—50—,), patet in serie evoluta B quamvis potesta-
‘tem ipsius x toties occurrere debere, quoties ea ex potestatibus a', #* per
multiplicationem oriri potest seu quoties eius exponens ex numeris 1 et 2
per additionem produci potest. Ita cum sit

B =1+ 5+ 20" + 22"+ 3a* + 305+ -+ + 072" + ..,

ex termino 3z* intelligitur numerum 4 tribus modis ex numeris 1 et 2 per
additionem oriri posse, qui sunt

4=1+4+1+4+141, 4=14+14+2 et 4=24+2

In genere ergo terminum ¢”2" considerando coefficiens o” indicabit, quot
modis exponens # ex numeris 1 et 2 per additionem produci possit. Cum
igitur sit B = Bx®, in serie B habebitur iste terminus v"2"*%; qui cum in-
dicet numerum = -3 tot variis modis in duas partes inaequales secari

Leonmaror Evrert Opera omnia Iz Commentationes arithmeticae 34
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posse, quot unitates coefficiens ¢” in se complectatur, manifestum est nume-
rum 7 -+ 3 tot modis in duas partes inaequales distribui posse, quot modis
numerus # ex numeris 1 et 2 per additionem produci queat.

. . 1 . .

17. Deinde cum sit € = G—a—Zwi =2y patet in hac serie & quam-
vis potestatem ipsius x toties occurrere debere, quoties ea ex potestatibus
#', 2% & per multiplicationem oriri queat seu, quod idem est, quoties eius

exponens ex numeris 1, 2, 3 per additionem produci possit. Ita cum sit
€ =142+ 24" 4 32"+ 4a* + ba* + T°+ --- +- 072"+ -+,

ex quovis eius termino 52° cognoscetur exponentem 5 quinque modis ex nu-
meris 1, 2, 3 per additionem produci posse, qui sunt

B—141+414+141, B5=1+141+2, 5=14143,
5—=14+24+2, 5=2+3..

In genere autem terminum v"'z" considerando coefficiens ¢™ indicabit, quot
variis modis numerus # ex numeris 1, 2, 3 per additionem oriri queat. Cum
igitur sit C= €4°, in serie C habebitur iste terminus ¢”2"*%, quo indicatur
numerum 7 + 6 tot modis, quot unitates continentur in coefficiente +™, in
tres partes inaequales dispertiri posse. Unde consequitur numerum 7 - 6
totidem modis in tres partes inaequales distribui posse, quot modis numerus

n ex numeris 1, 2, 3 per additionem produci possit.

18. Non opus est, ut hoc ratiocinium longius prosequamur, cum hine
iam abunde perspiciatur quemvis numerum x -+ 10 tot variis modis in qua-
tuor partes inaequales dispertiri posse, quot modis numerus # ex his qua-
tuor numeris 1, 2, 3, 4 per additionem produci possit. Simili modo quilibet
numerus % -+ 15 tot variis modis in quinque partes inaequales dispertiri po-
terit, quot modis numerus # ex his quinque numeris 1, 2, 3, 4, 5 per ad-
ditionem produci potest. Generatim ergo numerus » - ﬂ"-‘i"—'i) tot variis
modis in m partes inaequales dispertiri poterit, quot variis modis numerus »
ex his numeris 1, 2, 3, 4, ... m per additionem produci potest. Quodsi
ergo quaeratur, quot variis modis numerus N in m partes inaequales dispertiri
possit, responsio reperietur, si casuum numerus investigetur, quibus numerus
N ——m—("%tl—) ex numeris 1, 2, 3, 4, ... m per additionem produci potest.



138-—140] DE PARTITIONE NUMERORUM 267

19. Hoc igitur modo resolutio quaestionis propositae de partitione cuius-
que numeri in quot libuerit partes inaequales reducitur ad solutionem alius
problematis iam supra commemorati, quo quaeritur, quot variis modis quili-
bet numerus ex aliquot terminis huius progressionis arithmeticae 1, 2, 3, 4,
5 etc. per additionem produci possit. Hacque posteriore quaestione resoluta
simul prior resolvetur. Quod ut clarius explicemus, nova signa ad commo-
diorem expressionem adhibeamus. Denotet ergo haec scriptio:

#»® numerum casuum, quibus numerus # ex duobus numeris 1, 2 per
additionem formari possit;

#® denotet numerum casuum, quibus numerus # ex his numeris 1, 2,
3 per additionem formari possit;

et 7" denotet numerum casuum, quibus numerus # ex his numeris
1, 2, 3, ... m per additionem produci possit. '

Cum igitur valores huiusmodi characterum fuerint deiniti, quod deinceps
praestabimus, problema propositum ita resolvetur. Si quaeratur scilicet,
quot variis modis numerus N in m partes inaequales dispertiri possit, nu-

. . , 1)\ .
merus casuum quaesitus exprimetur hoc charactere (N — 7—'&”—"‘—2) ", quippe

1.2
m(m—1)

quo indicatur, quot variis modis numerus N — 5— ©x his numeris 1, 2,

3, ... m per additionem produci possit.

20. Ad hanc eandem quaestionem quoque reducitur solutio alterius pro-
blematis a Celeb. NaubEo propositi, quamobrem expediet et hoc problema
ante resolvi, quam ampliorem characterum modo assumtorum evolutionem
suscipiamus; sic enim tria problemata, quae inter se maxime videantur di-
versa, una eademque opera resolvemus. Problema autem ita se habet:

Invenire, quot variis modis datus numerus N possit dispertiri in p partes
partium aequalitate non exclusa.

Quoniam hic partium aequalitas non excluditur, sequsntem formam con-
templabor, quae huius quaestionis solutionem in se contirebit,

1
ST a—w)= 2%2)(1 —a%2)(1 — *2) (1 — 2°2) ete.’

quae secundum potestates ipsius z evoluta praebeat hanc seriem

—1 + Az + B2+ C2* + Dzt -+ E&* + ete.,

34%
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eritque, ut supra (§ 6) notavimus, coefficiens 4 summa omnium terminorum
huius seriei x, o%, 2° o, 2° etc. seu A =2a'+2°+ 2* + 2* + 2° + 2° + ete.,
quae est eadem series, quam in solutione praecedentis problematis pro littera
A obtinuimus.

21. Deinde vero est B summa productorum ex binis terminis seriei A4
quadratis singulorum terminorum non exclusis. Hinc erit B summa omnium
potestatum ipsius z, quarum exponentes sint aggregata duorum numerorum
sive aequalium sive inaequalium; et cum eadem potestas hoc modo saepius
resultare possit, ea unciam habebit numericam indicantem, quot ea potestas
modis sit productum ex binis terminis seriei 4 seu quot variis modis eius
exponens possit esse summa duorum numerorum tam aequalium quam inae-
qualium. Ex hoc fonte reperietur

B =x"+ 2* 4+ 22* 4 22° + 34° - 327 4+ 42° 4 42° + ete.,

cuius seriei quilibet coefficiens indicat, quot variis modis exponens potestatis
ipsius z adiunctae in duas partes dispertiri possit. Hac igitur serie in in-
finitum continuata problematis propositi casus, quo partitio in duas partes
requiritur, facile resolvitur. :

22. Quantitas porro C, cum contineat omnia producta, quae oriuntur ter-
minis ternis seriei 4 sive inaequalibus sive aequalibus invicem multiplicandis,
constabit ex serie potestatum ipsius #, quarum exponentes sint summae trium
numerorum integrorum affirmativorum. Atque eadem potestas 2" toties in
serie C occurret, quoties eius exponens n ex tribus numeris sive aequalibus
sive inaequalibus per additionem resultare potest. Erit autem

C=2*+ 2* 4 22° + 324 42"+ 52® + T2° 4+ 82+ 10z + etc,,

cuius seriei quilibet coefficiens indicat, quot variis modis exponens potestatis
ipsius # adiunctae in tres partes sive aequales sive inaequales dispertiri possit.
Sic ex termino 8z colligitur numerum 10 octo modis diversis in tres partes
secari posse, quae partitiones sunt
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10=1+4+1+38, 10=2+4+246,
10=1-+42+4T7, 10=2-+43-+45,
10=1+3-+46, 10=2+44-+44,
10=1-+4-+5, 10=3+3+4.

Ista igitur series € in infinitum continuata omnibus numeris in tres partes
dispertiendis inserviet.

23. Simili modo quantitas D, cum contineat omnia producta ex quatuor
terminis seriei 4 =z + 2+ 2°+ 2* 4 etc. eiusdem termini repetitione non
exclusa, constabit serie potestatum ipsius #, quarum exponentes sint aggregata
quatuor numerorum sive aequalium sive inaequalium. In hac igitur serie
quaelibet potestas ipsius x eiusmodi habebit coefficientem, qui indicet, quot
variis modis eius exponens per additionem quatuor numerorum resultare
possit. Reperietur autem hinc

D =g+ 2%+ 22° + 32" 4- 5a® + 62° - 940 4 112 - ete.

Haec igitur series in infinitum continuata ostendet, quot variis modis quilibet
numerus in quatuor partes dispertiri possit. Sic ex termino 9z concluditur
numerum 10 novem modis in quatuor partes dispertiri posse, quae parti-
tiones sunt ,
10=14+14+1+47, 10=1+4+2+42-+}5,
100=1+142+46, 10=1+2+3-+14,
10=1+1+4+3+5, 10=1+3-+3+3,
100=1+1+4-44, 10=2+4+2+4+2+44,
10=2+4+2+3+ 3.

24. Hoc modo ulterius procedendo patebit litteram FE fore seriem
potestatum ipsius z ita comparatam, ut cuiusvis termini coefficiens indicet,
quot variis modis exponens ipsius # in quinque partes dispertiri possit. Erit
autem

E ="+ o8+ 22"+ 32° 4 5a° + Ta' -+ 102 -+ 132 -+ ete.

Pari modo valor litterae F' erit series partitionibus in sex partes inserviens
et litterarum &, H, I etc. valores pro partitionibus in partes septem, octo,
novem etc. valebunt; erit autem
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F=2a'4 2"+ 2284 32° 4 52° + T2 4 1122 4 142 4 ete.,
G =12+ 2*+ 22° + 82 + B + T2 + 112 + 152" + ete.
etc.

Si hae series cum illis conferantur, quas in solutione superioris problematis
pro iisdem litteris invenimus, mox patebit totum discrimen tantum in potesta-
tibus ipsius x constare coefficientesque solos utrinque similiter procedere. Ne
autem hic inductioni ullum locum concedamus, istam convenientiam sequenti
demonstratione evincemus.

25. Consideremus ut supra duos valores ipsius s, qui sunt

s=1+4 Az + B+ C2*+ Ds*+ E& + etc,
N 1 : .
S = =291 —70)(1—2°2)(1 —a*e) 1 —2°5) etc.’

qui, si loco z ubique ponatur xz, abeant in ¢ eritque

t=1+4 Axz + Ba*s* + C5*2? 4 Da*# + Ex°2® + ete.,
1

b= (1—2%)(1 — 2%2)(1 — 2%2) (1 — 2°%) ete.

Unde si posteriores ipsarum s et ¢ valores invicem comparentur, mox patet
esse § =

l_t - seu ¢ = (1 —w=2)s; quae eadem relatio cum quoque inter priores
litterarum s et ¢ valores locum tenere debeat, erit

=1+ Azz+ Ba’s*+ Ox*s*+ Co'*s' 4 Es’2* 4 etc.,
(l—xz)s—l—l— Az+ B2+ C#+ DA+ EZ 1} ete.
— x2— Axz?— Bz— Cx#— Dzxd®— ete.

Unde per coaequationem terminorum homogeneorum invenitur

z
—i % |
Az z*
B = 1—zz 1=—2)(1—2a%)’
C— Bz _ 8
1 -2 (Q—2)(1-2)1—2%’
Cx zt

AD=1—f=@—@@—m@—mu—m

etc.



144—145] DE PARTITIONE NUMERORUM 21

26. Ex his formulis intelligitur istas series non solum quoque esse re-
currentes uti superiores, sed etiam coefficientium utrinque eandem esse legem.
Quare si peglectis numeratoribus ponatur

ut sit
A= —1——, 4 = Uz,
1—z
1
3= =ma=ay =8,
1
C=a=aa=—ma=a C= 8,
) 1 : 4
@=(1—x)(1——w2)(1—x3)(1—x4) D=
‘ ete., ete.,

partitio cuiusque numeri in partes quotcunque sive aequales sive inaequales
pendet a formatione serierum U, B, €, D etc., quae, uti ante observavimus,
indicant, quot variis modis quivis numerus ex aliquot terminis initialibus
huius seriei 1, 2, 3, 4, 5 etc. per additionem produci cueat. Sic, cum sit
B = B4% quivis numerus » + 2 totidem modis in duas partes dispertiri potest,
quot modis numerus » ex numeris 1 et 2 per additionem prodﬁci potest.
Simili modo, cum sit C= €2’ numerus » -+ 3 tot modis in tres partes
dispertietur, quot modis numerus » per additionem ex numeris 1, 2, 3 com-
poni poterit. Atque generaliter numerus » -+ 