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VORWORT

Auch der vorliegende Band Ilis, der die zweite Gruppe von EULERS analytischen Ab-
handlungen, nimlich die Commentationes analyticae ad theoriam integralium pertinentes, zum
Abschluff bringt, hat mit mancherlei schweren Fiigungen des Schicksals zu kimpfen gehabt.
Urspriinglich war diese Gruppe von AUGUST GUTZMER und ALEXANDER LIAPOUNOFF zur
Bearbeitung iibernommen worden; das Vorwort zum vorhergehenden Bande Iis gibt hier-
iiber niheren Aufschluff. Leider aber war es keinem der beiden Herausgeber beschieden, die
Vollendung der iibernommenen Aufgabe zu erleben. Am 3. November 1918 starb Liapou-
NOoFF und am 10. Mai 1924 folgte ihm GuTzMER nach. Dieser hatte zwar, zusammen mit
AporLr KrAZER und mir, noch dabei helfen konnen, den Band Iis zu Ende zu fiihren, aber
fiir den von LIAPOUNOFF vorbereiteten SchluBband I19 fehlte nun die lefzte ordnende Hand
und vor allem die Uberwachung und Leitung des Druckes. Mit der Uneigenniitzigkeit, die
er so oft schon fiir die Eulerausgabe bekundet hatte, trat aber jetzt Krazgr fiir die ver-
storbenen Kollegen ein. Er erklirte sich auch bereit, in zusammenfassender Darstellung
eine Ubersicht tiber den Gesamtinhalt der Binde Irr—1I1s, also der ganzen zweiten Gruppe
der Commentationes analyticae, zu verfassen, um dadurch diese Gruppe als ein in sich ab-
geschlossenes Ganzes erscheinen zu lassen. Diese Ubersicht, die man im folgenden abge-
druckt findet, ist KrAzrRs letzter Beitrag zur Eulerausgabe und iiberhaupt seine letzte
wissenschaftliche Leistung. Es war ein schmerzliches Verhéingnis, daB er den Druck der
Arbeit, der er seine letzten Krifte gewidmet hatte, nicht mehr erleben sollte: Ein rasch
verlaufendes Leiden entriff ihn am 7. August 1926 seiner segensreichen Wirksamkeit. Sein
Tod bedeutet fiir die Eulerausgabe einen schwer zu verwindenden Verlust — nach STACKEL
nun auch noch KrazEr! Die Eulerausgabe aber und mit ihr die ganze mathematische
Welt wird die nachfolgende Darstellung als ein kostliches Vermichtnis KRAZERS alle Zeit
in Ehren halten und ihres Verfassers mit Dankbarkeit gedenken.



VIII VORWORT

An Krazers Stelle hat es nun GEORG FABER, der schon die Bearbeitung des Bandes
I15 und eines Teiles von Iis durchgefiihrt hatte, iibernommen, an den mehrfach verwaisten
Band die letzte Hand anzulegen und ihn zu Ende zu fiihren'), wofiir ihm an dieser Stelle
der herzlichste Dank ausgesprochen sei. FABER hat sich auch der nicht leichten, aber darum
um so verdienstvolleren Aufgabe unterzogen, die von KRAZER zuriickgelassene aber noch un-
geordnete ,,ﬁbersicht“, von der schon die Rede war, zu redigieren und in druckfertigen
Zustand zu bringen. So hat er das Erbe KRAZERS in doppelter Hinsicht geordnet. Bei
dieser Arbeit hat er sich von gréfter Pietdt leiten lassen und nichts gedindert, was nicht
durch die Aufgabe selbst gefordert wurde. Von groBeren Anderungen sei nur die folgende
hervorgehoben. KRAZER hatte den ganzen Stoff der Biénde 17, 18, 19 zunichst in sechs
Gruppen zusammengefafit. HEs zeigte sich aber, daB sich die Abhandlungen 391, 594, 651
670, 672, 673 und 674 scheinbar in keine der sechs Gruppen einordnen liefien, so daf
KrAZER fiir diese eine besondere Gruppe, die siebente, zu bilden sich veranlafit sah. Es
gelang nun aber FABER, diese siebente Gruppe aufzulésen und ihren Inhalt unter die zuerst
vorgesehenen sechs zu verteilen. Der Leser wird darin eine Vereinfachung und eine bessere
Ubersicht erblicken, fiir die der Redaktor dieser mithevollen Arbeit unsern Dank verdient.

Zollikon bei Ziirich, November 1927.
FERDINAND RUDIO.

1) Die FuBnoten, die der Band aufweist, stammen teils von A. Liapounorr, teils von
A. Krazer, teils von G. Faser und sind durch die Initialen A. L., A. K., G. F. gekennzeichnet.



UBERSICHT
UBER DIE BANDE 17, 18, 19 DER ERSTEN SERIE

EINLEITUNG

Eurer hat das Erscheinen des ersten Bandes seiner Institutiones calculi integralis, der
die Theorie der unbestimmten und bestimmten Integrale umfaBte, um 15 Jahre iiberlebt und
in dieser Zeit (1768—1783) 47 Abhandlungen iiber Gegenstinde der Integralrechnung ver-
faBt. In unserer Ausgabe sind diese Abhandlungen zusammen mit 7 schon vor 1768 er-

schienenen in den Binden Ii—19 vereinigt.

Schon bei der 10 Jahre nach dem Tode EULERS erschienenen 2. Auflage der Institutiones
calouli integralis wurde 1794 den drei Binden ein vierter unter dem Titel

Lzovaaror Evierr Institutionum calculi integralis volumen quartum, continens supplementa
Dpartim inedita, partim iam in operibus academiae imperialis scientiarum Petropolitanae impressa

beigefiigt, der in 11 Supplementen 27 Abhandlungen umfaBte, von denen aber nur 19 der Inte-
gralrechnung im engeren Sinne zuzuzihlen sind; 3 handeln von elliptischen Integralen (Supple-
menta VII und VIII)?), vier von Differentialgleichungen (Suppl. IX und X) und eine von der
Varia,tionsrechimng (Suppl. XI). Von den 19 Abhandlungen iiber Integralrechnung waren 11°%)

1) Es sind dies die im Bande Izt unserer Ausgabe verdffentlichten Abhandlungen 506, 581
und 676. )

2) Es sind dies die Abhandlungen 539 (Opera ommia lis, p. 83, — Inst. cale. int. IV, p. 8,
bier unter dem Titel De integratione formularum differentialium irrationalium). — 606 (Op. om. 11s,
p- 244, = Inst. cale. int. IV, p. 31, hier unter dem Titel De integratione formulae irrationalis

7
f "9z , mit den einleitenden Worten ,, Problema: Invenire integrale huius
V(aa —2bx + cxax)

N . z"ox
formulae irrationalis

- Solutio:* versehen und nur die § 1—9 der Ab-
V(aa —2bx -} cxx)
handlung 606 umfassend). — 421 (Op. om. Iw, p. 316, = Inst. cale. int. IV, p. 78).

Lronmarpr Evresr Opera omnia I19 Commentationes analyticae b
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schon frither erschienen, die iibrigen 8 wurden im 4. Bande der Institutiones calculi inte-
gralis zam ersten Male verdffentlicht.”)

Der nachstehende Bericht iiber die Abhandlungen der Bande Iir—19 behilt nicht deren
chronologische Reihenfolge bei, sondern ordnet sie sachlich in sechs Gruppen, um iiber Zu-

sammengehoriges auch zusammenhingend berichten zu konnen.

Die erste Gruppe umfaBt die Abhandlungen iiber die Integration rationaler Funktionen.
Es sind dies im ganzen drei, nimlich die friithen Abhandlungen 162 und 163, die beide un-
gefahr zu der gleichen Zeit wie die Infroductio in amalysin infinitorum, also 20 Jahre vor
den Institutiones calculi integralis, verfaBt wurden, sowie die rund 30 Jahre spitere Abhand-
lung 572 von 1775.

Bei der Integration rationaler Funktionen wird man auf komplexe Zahlen gefiihrt;
es sind daher in der zweiten Gruppe jene Abhandlungen der Binde Ii7—1s vereinigt, welche
von komplexen Zahlen handeln. An der Spitze stehen die beiden Abhandlungen EULERS,
168 und 807, welche durch den Streit zwischen LemNiz und JoH. BERNoULLI iber die
Logarithmen negativer Zahlen veranlaBt wurden. Bei den @ibrigen Abhandlungen, 656, 657,

707 und 721, leitet EULER der Gedanke, daB man eine Funktion, welche wie z. B. arctg z

durch ein Integral, f i—i_xa}—” dargestellt ist, auf Grund dieser Darstellung auch fiir komplexe

Werte ihres Argumentes berechnen kann.

Bs folgt dann drittens der Bericht tiber die zahlreichen Abhandlungen EULERS iiber
solche Integrale micht rationaler Funktionen, welche sich auf rationale reduzieren lassen,
oder welche, was auf dasselbe hinausliuft, sich in geschlossener Form, d. h. ohne unend-
liche Prozesse, durch rationale und Wurzelfunktionen, sowie durch trigonometrische und
Exponentialfunktionen und deren Umkehrungen ausdriicken lassen. Davon handeln die

Abhandlungen 539, 594, 606, 651 668, 669, 671, 688, 689, 690, 694, 695, 701 und 819.

— 463 (Op. om. Tz, p. 384, = Inst. calc. int. IV, p. 122). — 499 (Op. om. Ls, p. 23, = Inst. cale.
int. IV, p. 154). — 464 (Op. om. I11, p. 421, = Inst. cale. int. IV, p. 260). — 640 (Op. om. 118, p. 392
u. p. 424, = Inst. calc. int. IV, p. 295 u. p. 326; hier ist im Titel p. 326 das Wort smpraecedentem™
eingeschaltet, das auch im Inhaltsverzeichnis des Bandes 13 der Novi Commentarii, p.V steht, im
Titel daselbst, p. 3, und ebenso in Op. om. Iis, p. 424, fehlt). — 588 (Op. om. I1s, p. 178, = Inst.
cale. int. IV, p. 346). — 589 (Op. om. I1s, p. 190, = Inst. calc. int. IV, p. 358). — 594 (Op. om. Lis,
p. 209, = Inst. calc. int. IV, p. 378). — 391 (Op. om. 17, p. 289, = Inst. calc. int. 1V, p. 416).

1) Es sind dies die Abhandlungen 668 (Op. om. 119, p. 84, = Inst. cale. int. IV, p. 36). —
669 (Op. om. 119, p. 98, = Inst. calc. int. IV, p. 48). — 670 (Op. om. Iis, p. 110, = Inst. calc.
int. IV, p. 60). — 671 (Op. om. I1e, p. 129, = Inst. cale. int. IV, p. 188). — 672 (Op. om. I1g,
p. 141, = Inst. cale. int. IV, p. 194). — 673 (Op. om. L9, p. 168, = Inst. calc. int. IV, p. 217). —
674 (Op. om. Ty, p. 197, = Inst. calc. int. IV, p. 242). — 675 (Op. om. Lns, p. 217, = Inst. calc.
int. IV, p. 337).
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Sind alle bisher betrachteten Abhandlungen als zur Theorie der unbestimmten Integrale
gehorig zu bezeichnen, so folgen nun in den Gruppen 4, 5 und 6 die Abhandlungen tiber
bestimmte Integrale. Ihre Theorie ist von EULER begriindet worden, und wenn auch nach
ihm noch vieles und bedeutendes dazu gekommen ist, so gebiihrt ihm doch das allergrofite
Verdienst. k

Von den EULERSCHEN Abhandlungen iiber bestimmte Integrale sind diejenigen iiber
Betafunktionen (254, 321, 499, 500, 640, 752, 816) und tber Gammafunktionen (421,
629, 662, 675) abgesondert worden; iiber sie wird in den Abschnitten b und 6 berichtet.
“Alle anderen Abhandlungen, welche bestimmte Integrale betreffen (59, 60, 391, 462, 463
464, 475, 521, 587, 588, 589, 620, 621, 630, 635, 653, 670, 672, 673, 674), sind im
4. Abschnitt zusammengefaBt.

Bei dieser Einteilung sind die einzelnen Abhandlungen der Bénde 17, 18, 19 den
Gruppen zugeteilt worden, denen ihr Hauptinhalt entspricht. Es ist klar, daB nicht wenige
Abhandlungen auch auf andere Gruppen iibergreifen und daf die Zusammenhinge zwischen
den Gruppen 5 und 6 (Beta- und Gammafunktionen) besonders eng und zahlreich sind.

I. INTEGRALE RATIONALER FUNKTIONEN

Die Integration rationaler Funktionen verlangt deren Zerlegung in Partialbriiche.
EuLER scheint sich mit diesem Probleme, das bereits 1702 gleichzeitig von LEIBNIzZ!) und
Jon. BERNoULLI?) behandelt worden war, seit 1742 beschiftigt zu haben. In diesem Jahre

hat er den Satz, daB der Zihler 4 des Parfialbruches a_:}-éﬁ einer rationalen Funktion f-é

1) G. LeiBniz, Specimen novum analyseos pro scientia infiniti, circa summas et quadraturas,
und: Continuatio analyseos quadraturarum rationaliwm; Acta erud. 1702, p. 210, und 1703, p. 19;
Lemsyizens mathem. Schriften, herausg. von C. I. Germarpr, 2. Abt, 1. Bd, Halle 1858, p. 350
und 361.

2) Jon. Bernouwrwy, Solution d'un probléme concernant le calcul intégral, avec quelques abrégés
par rapport & ce calcul. Extrait d'une lettre écrite de Groningue le 5 aofit 1702, Mém. de P’acad.
d. sc. de Paris 1702, p. 289; Opera ommia t. 1, Lausannae et Genevae 1742, p. 393; lateinisch
unter dem Titel Problema exhibitum a Jon. Brrwovirr in den Acta erud. 1703, p. 26.

b*



XII UBERSICHT UBER DIE BANDE 17, 18, 19 DER ERSTEN SERIE

f Mda
aN
wir aus dessen Antwort vom 24. Oktober 1742') ersehen; und an GOLDBACH schrieb EULER

am 9. April 1743%), daB die Zahler 4, B, C, ... der Partialbriiche von

aus erhalten werde, wenn man darin « = — — setzt, N. BERNOULLI mitgeteilt, wie

b4 A B ¢
(pe—qr(ra—s)r... (ps—a)" + (pz—g)y™~1 + (pz—qy"~3 T

aus den Gleichungen

1 Q 1 42
4=0 B=m' z’ G=2!p’.ﬁ"'”

&l&.

in denen
M
(ra—s)"...

Q=

ist, erhalten werden, wenn man auf ihren rechten Seiten 2 = 1% setzt.

Eine ausfithrliche Darstellung der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen gab
EULER 1748 im 2. und 12. Kapitel der Introductio in analysin infinitorum (Opera ommia s,
p. 42 und p. 213), wo er die im wesentlichen auch heute noch iiblichen Methoden angibt.

Diese Beschiftigung war wohl auch die Veranlassung zu den beiden im gleichen Jahre
der Petersburger Akademie vorgelegten Abhandlungen 162
Methodus integrandi formulas differentiales rationales unicam variabilem involventes

und 163

Methodus facilior atque expeditior integrandi formulas differentiales rationales,
von denen die erste in ihrer Konzeption aber sicher frither anzusetzen ist (Opera omnia Iz,
p. 70 und p. 149).
EuLER nimmt den Fall, daB der Nenner der gegebenen rationalen Funktion fir =0
verschwindet, vorweg. Er gibt fiir die in diesem Falle eintretende Zerlegung
A+ Br+ Oa®+--  atbotcea’t.- A+ Br+Ca?o---
(e + Pz +yai+--+) z" e+ Br+yzi4---

explizite Ausdriicke fiir die Konstanten a, b, ¢, ..., % B, €, ... und kann sich daher
weiterhin auf den Fall beschréinken, daf der Nenner der zu zerlegenden rationalen Funktion

-+

fir # = 0 nicht mehr verschwindet; er sei

l+ex+pai+--=A+p)y(1 +qa)---

1) Correspondance math. et phys. publide par P. H. Fuss, St.-Pétersbourg 1843, t. 2, p. 694.
2) Ebenda t. 1, p. 216.
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Die Bestimmung der Ziéhlerkonstanten P, @, ... in der Gleichung

A+ Bzt Cal4--- P L@
14ex+pat+--- 1+4+px ' 1+4g=

wird von EULER durch Koefﬁzientenvérgleichung in den Entwicklungen der linken und
rechten Seite nach steigenden Potenzen von x erreicht und es werden ,per inductionem
certam® fir P, @, ... die Ausdriicke

A= Btz O— 55D oee ; a-tpyle—Lpy..
e P (e [

erschlossen. Den gleichen Ausdruck fiir P leitet EULER sodann nochmals ab, indem er in

P=

der aus

A4Bz+Co*+--- P +%+%x+@x2+-~-
1taz+pad+-0  14px 1+ax4baz?+4---

durch Wegschaffen der Nenner entstehenden Gleichung die Koeffizienten gleich hoher
Potenzen von z vergleicht, wobei er

A-—1pyleo_..
P= P P

1 2 3

TP

erhilt.

Dieses Verfahren der Koeffizientenvergleichung fithrt EULER im Falle mehrfacher
Linearfaktoren des Nenners der gegebenen rationalen Funktion zu dem Resultate, dafl die
Zihler der Partialbriiche mit den Nemnern 1 + pz, (1 +p2)% ..., (1 +pa)* durch den
Ausdruck

an-nY.
pn(n — 1)--~(n—m+1)7p;;—_-£—3

fiir m =1, 2,-.-n geliefert werden; es wird dabei, wenn —le die gegebene rationale Funk-

tion ist, mit 7 der Wert bezeichnet, den

Pp2n—1 . .Pp"_l(l __’_px)n
aQ n! Q
dx®

" 1 .
fir 2 = — ) annimmt.
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Auch fiir den Fall imaginirer Linearfaktoren erhilt EULER durch das gleiche Ver-
fahren explizite Ausdriicke fir die Konstanten P und £ im Zshler des Partialbruches

P+ O
14 px+ga®’

gibt aber selbst an, daB man leichter zum Ziele komme, wenn man den trinomischen Faktor
in seine konjugiert komplexen Linearfaktoren zerlege und die beiden ihnen entsprechenden
Partialbriiche berechne. Bei ihrer Vereinigung zu einem einzigen verschwinde das Imaginire
von selbst. Das gleiche Verfahren empfiehlt EULER fiir den Fall mehrfacher trinomischer
Faktoren. _

Den letzten Teil der Abhandlung 162 (§ 44—70) nehmen die Integrale f %’jl—d_w—x” mit der

Ausfithrung zahlreicher spezieller Beispiele und schlielich die Behandlung der Integrale
a® dx .
f m m Anspruch.
Wihrend diese Abhandlung fiir die Partialbruchzerlegung Methoden angibt, die EULER
vermutlich lange vor der Infroductio ersonnen hatte, schlieBt sich die Abhandlung 163

ziemlich enge an diese an.

Bei der Zerlegung der rationalen Funktion

M_ M P +£
N (p+qx)8 p+ez 8

wird fiir die Konstante P die doppelte Bestimmung aus den Gleichungen

M Mgdzx

und bei der allgemeinen

M A B K T

Grers Gty G Trere TS
die Bestimmung von A4, B, ... aus den Gleichungen
m 1 .M 1 M

=5 B=w@ts T P

durch Einsetzen des Wertes # — — 2 in dio rechten Seiten angegeben. DaB diese Grofen

A, B, ... die Koeffizienten in der Entwicklung von % nach steigenden Potenzen von
p + qx sind, hat EULER spiter in der 1775 der Petersburger Akademie vorgelegten Ab-
handlung 540 (Opera omnia g, p. 370) ausdriicklich betont.
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Bei der Behandlung der trinomischen Faktoren p — 2V/pqx cos ¢ + ¢2* nimmt die
Ausfiihrung der Zerlegung von Funktionen « 4- 2" und « + 2" + p2*” und die daran
sich kniipfenden Theoreme von COTES und MOIVRE einen breiten Raum ein. Beziiglich der
Partialbruchzerlegung wird auf die imaginéiren Linearfaktoren zuriickgegangen, wie es bei
diesen Fillen auch heute noch geschieht. Auf diese Weise werden die Integrale

" dx ™ dx
S et
ausgefiihrt.

Im wesentlichen den gleichen Standpunkt beziiglich der Partialbruchzerlegung nimmt
EUuLER auch in seinen 1755 erschienenen Institutiones caleuli differentialis ein, wo er sie im
* 18. Kapitel des zweiten Teiles (Opera ommnia lio, p. 648) behandelt.

Der 1768 erschienene erste Band der Institutiones calculi integralis nimmt die Partial-
bruchzerlegung der rationalen Funktionen als ausgefiihrt an und behandelt nur die Inte-
gration der einzelnen Partialbriiche (Opera ommnia Ii, p. 28). ~Auch hier werden insbeson-

f am~ldx

142"

ausfilhrlich behandelt und dabei die Resultate der Abhandlungen 162 und 163 wieder-
gegeben.

Erst die am 6. Marz 1775 der Petersburger Akademie vorgelegte Abhandlung 572

dere die Integrale

Nova methodus integrandi formulas differentiales sine subsidio quantitatum imaginariarum

(Opera ommia Iss, p. 113) bringt etwas Neues. Wiahrend nimlich EULER bisher zur Be-
stimmung der Zahler der Partialbriiche mit trinomischen Nennern (z — s)® ¢ stets die
komplexen Werte s+ ¢¢ benutzte, gibt er hier eine Methode an, welche das Imaginire
ganz vermeidet.

Wenn er dabei di.e rationale Funktion in die Form ; bringt, wobei aber P durch
# teilbar ist, so geschieht dies nur mit Riicksicht auf die spiteren Beispiele, bei denen
@ =1 4- 2" ist und deshalb ﬁdﬂxg fiir alle Werte von z, fiir welche @ = O ist, den gleichen
Wert — » annimmt. Der trinomische Faktor wird, auch mit Riicksicht auf diese Beispiele,
in der speziellen Form 2? — 22 cos @ + 1 angenommen, und es handelt sich um die Be-

stimmung von ez + B in der Zerlegung

P ox 4+ f

—_— = R
zQ x”—2mcosm+1+ !

aus der

P 22— 2xcosm+1

ax+ﬁ=~; 0 — R(2®* — 2z cosw + 1)
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folgt. Nun beweist EULER den Satz, daf fiir alle Werte von 2, fiir welche 2* — 2z cosw 4 1=0
ist, nicht nur jede ganze, sondern auch jede gebrochene rationale Funktion von z, also auch

P 2?—2xcosw+1
z Q

und die fiir alle solchen Werte von z mit ihr gleichwertige Funktion

dx
P-m-2(w——-cosm)

sich auf eine ganze lineare Funktion az + b reduzieren 1i8t, mit welcher dann, wie EULER
schlieft, der gesuchte Zdhler ¢z 4 § identisch ist.

Diese SchluBweise wird von EULER ohne nihere Begriindung wiederholt angewendet,
so in den Abhandlungen 656 und 657 (s. S. XIX) und bei der Bestimmung der Zihler-
funktion in Partialbrichen mit Nennern belicbig hohen Grades in der Abhandlung 728
(Opera omnia 1s, p. 465). Mit den EULERSCHEN Abhandlungen iiber Partialbruchzerlegung
rationaler Funktionen hat sich spiter CRELLE') eingehend beschiftigt.

1) A. L. CreLLe, Bemerkungen dber die Zerlegung gebrochener, polynomischer Functionen,
Math. Abh. d. Ak. d. Wiss. zu Berlin 1831, p. 1, und Mémoire sur la décomposition des fonc-
tions algebriques rationnelles, J. f. Math. 9 (1832), p. 231, und 10 (1833), p. 42. Auch DircksEx,
Uber die Zerfillung einer echt gebrochenen Function in einfache Parzial-Briiche, J. f. Math. 1 (1826),
p. 53, kniipft an die EuLerscHEN Abhandlungen an.
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II. KOMPLEXE GROSSEN IN DER INTEGRALRECHNUNG

Es miissen hier zunichst die beiden EULERSCHEN Abhaﬁdlungen 168

De la controverse entre Mrs. Lriswiz et Brrnovirr sur les logarithmes
des nombres négatifs et imaginaires

(Opera ommia 117, p, 195) und 807
Sur les logarithmes des nombres négatifs et ijmaginaires;

(Opera ommia Iis, p. 417) erwdhnt werden, von denen die 1etztere, welche der Berliner
Akademie am 7. September 1747 vorgelegt wurde, frither verfafit ist als die Abhandlung
168, die vielmehr als eine zweite Redaktion von 807 erscheint. iObwohl in 168 kein einziges
Integral vorkommt, wurde diese Abhandlung doch wegen ihres wiuntrennbaren Zusammenhangs
mit 807 in die Bandgruppe eingereiht, welche EULERS Abha.ndjlungen iiber Integrale umfaBt.

Bekanntlich hatte LEIBNIZ in einem Briefe an JoH. BERI:\IOULLI vom 16. Mirz 17127)
behauptet, daB die Logarithmen negativer Zahlen imagindr, d. h. nicht reell seien, wihrend
BeErNoULLI in seiner Antwort vom 5. Mai ﬁ) die Behauptung dagegen setzte, dafl
log (— @) = log @ sei. Uber die Griinde und Gegengriinde, welche von beiden in zwdlf
Briefen vom Mirz 1712 bis zum Juli 1713%) vorgebracht wurden, hat EULER in den beiden
Abhandlungen ausfithrlich berichtet; sein groBes Verdienst aber ist es, darauf hingewiesen
zu haben, daB die Schwierigkeiten, welche bei der Erklirung der Logarithmen negativer
Zsahlen auftreten, nur dann behoben werden konnen, wenn man den Logarithmen Vielwertig-
keit zuschreibt. EULER gelangt zu den unendlich vielen Werten des Logarithmus in den
beiden Abhandlungen auf verschiedene Weisen. In der fritheren (807) geht er von den

1) Virorum celeberr. Gor. Gur. Lrisnirir et Jon. BErNovzLIr commercium philosophicum et
mathematicum, t. 2, ab anno 1700 ad annum 1716, Lausannae et Genevae 1745, p. 268; vgl. auch
Liisniz, Observatio, quod rationes sive proportiones non habeant locum circa quantitates nikilo minores;
et de vero sensu methodi mﬂmteszmalzs Acta erud. 1712, p. 167; Leisnizens math. Schriften,
herausg. von C. I GeruARDT, 2. Abt., 1. Bd,, Halle 1858, p. 387.

2) Virorum celeberr. etc. (vide notam praecedentem), p. 275.

3) Virorum celeberr. etc., p. 268—315. Wie wenig sich tibrigens BerNourrr durch die Liems-
NizISCHEN Ausfihrungen von seiner Ansicht abbringen lieB, zeigt ein Brief vom 9. Februar 1728
an Eurer (Correspondance math. et phys. publice par P. H. Fuss, St.—Pétersbourg 1843, t. 2, p. 7;
Lzoxuaror Evierr Opera ommia 1111s), in welchem er diese Ansicht wieder ausspricht.

Leoxuarpx Buierr Opera omnia I19 Commentationes analyticae c
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Integralen aus, wobei dann die Vielwertigkeit des Logarithmus aus der Vielwertigkeit der
Arcusfunktionen sich ergibt. Durch die Substitution # = #¢ wird nimlich

V1+z-_ V1~ﬁ

1z + Y1+ %) =i arc sin =.

Setzt man nun z = sin @, so folgt daraus zunschst

oder

l(cos @ + 7 sin @) = 1
und daher, da diese Gleichung fiir alle Winkel ¢ gilt, welche den nimlichen Sinus und
Cosinus haben, allgemein

I(cos ¢ + ¢ sin @) = (¢ + 2n7) 4,

wo % eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bezeichnet.

Hieraus leitet EULER dann speziell die unendhch vielen Werte von 11, I(— 1), i,
I(—¢) und der Logarithmen aller Einheitswurzeln 17 ab.

In der anderen Abhandlung (168) kniipft dagegen EULER an die inzwischen erschie-
nene Introductio an. Aus der dort im 7. Kapitel (Opera ommia Is, p. 132) gewonnenen
Gleichung

hm(1+ )—ey

n=o

folgt insbesondere, wenn y =11 ist,
. y\* _
Jim (14 2)~ 1) =o0.

Indem man nun den links stehenden Ausdruck nach der im 9. Kapitel der Introductio
(Opera ommia 1s, p. 159) angegebenen Weise in Faktoren zerlegt und diese Null setzt, er-
hilt man zunichst

2% .. 2w
1+%=cos—n—izsm7 (*=0,1,2,...)

und hieraus, wenn % unendlich wird,
Y=+ 2imi, (A=0,1,2,..)
womit wieder die unendlich vielen Werte von {1 gefunden sind, aus denen sich dann sofort

diejenigen fiir jede positive Zahl @ ergeben. Derselbe Weg fithrt aber EULER zu den Loga-
rithmen negativer und komplexer Zahlen, unter denen er wiederum den Einheitswurzeln
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besondere Beachtung schenkt. Am Schlusse ist die Bemerkung angefiihrt, daB fiir jede
komplexe Zahl f+ g¢ diejenige Zahl z, fiir welche Iz = f 4 g¢ ist, durch
x = ¢/ (cos g + ¢ sin g)
gegeben wird.
Die Umformung eines Integrals durch eine imaginire Suhostitution, wie sie EULER in

der Abhandlung 807 vornimmt, findet sich schon 1702 bei Jor. BERNOULLI in der frither?)
genannten Abhandlung p. 399, wo dieser angibt, daf durch die Substitution

t—1
7=t
das Differential
a__iat
1+ 2 ¢
wird, so daf der Logarithmus der komplexen Zahl ¢ — z—i:; durch den Arcustangens des

reellen ¢ ausgedriickt werden kann. EULER hat diesen Gedanken, den Wert einer Funktion

fir komplexe Werte ihres Arguments auf dem Wege der Integration zu bestimmen, in den
Abhandlungen 656

De integrationibus maxime memorabilibus ex caleulo imaginariorum oriundis

und 657

Supplementum ad dissertationem praecedentem circa integrationem formulae
f 2" 19z
1 -

casu, quo pondatur £ = v (cos ¢ + ¢ sin @)

(Opera ommia Iss, p.1 und p. 45), von denen die erste und wahrscheinlich auch die zweite
am 20. Mérz 1777 der Petersburger Akademie vorgelegt wurde, aufgenommen.

Wenn Z eine Funktion von # ist, die in geschlossener Form integriert werden kann,

und es ist
SZdz= 4(2),

so kann man den reellen und lateralen Teil von A (¢) = P+ Qi dadurch bestimmen, daB
man in dem links stehenden Integrale z=2 +y¢ setzt. Wird dadurch Z= M4 Ni , 80 ist

P=[(Mdz — Ndy), Q= [(Ndz+ Mdy).

Aus der Existenz dieser Gleichungen folgert EvurLer, daf die auftretenden zweigliedrigen

1) Siehe Anm. 2 8. XL

c¥*
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Differentiale vollstindige sein miissen, wie er sie in seinen Institutiones calculi infegralis
(Opera ommia Ii1, p. 282) behandelt hat, daf also M und N den Differentialgleichungen

oM _oN oM _ 4N

ox ¢y’ —8'51_ ox

geniigen. In der spiter (S. XXX) genannten Abhandlung 694 folgert er aus den letzten
Gleichungen die nimliche Eigenschaft auch fiir die Funktionen P und @.

Nicht immer halt ibrigens EULER daran fest, daB die Integration der Funktionen
einer komplexen Verinderlichen # = & 4 y¢ = r (cos 6 + 4 sin §) auf die Integration zweier
vollstandiger zweigliedriger Differentiale fiihrt, sondern er bemerkt wiederholt (so in den
Abhandlungen 694, 707, 721), daB man nach Belieben eine der beiden Variablen , y oder
7, 6 bei der Ausfihrung der Integration konstant halten konne.

Nachdem EuLER die Richtigkeit der obigen Formeln an dem Beispiele

Zm+1/

fz"‘dz=m+1

gepriift hat, verwendet er sie, um den reellen und lateralen Teil von

arctge= | ——

dz
1422

zu bestimmen, indem er in dem rechts stehenden Integrale 2z = z + y¢ setzt. Aber schon
im folgenden Falle f I—% werden die Ausdriicke von M und N so kompliziert, dall die
Ausfithrung der Integrationen nicht durchfiihrbar erscheint. EULER sieht sich daher ge-
nétigt, ein anderes Verfahren aufzusuchen.

fz”"’ldz
142

fir komplexe Werte von # zu berechnen, benutzt EULER nicht die aus dem reellen Gebiete

Um ein Integral

her bekannte Partialbruchzerlegung des Integranden, er setzt vielmehr z = v (cos ¢ -+ ¢ sin @)
und multipliziert Zihler und Nenner des Integranden mit 1 4 o" (cos ngp — i sin ngp). Den
neuen Nenner 1 + 29" cos ng + 93" zerlegt er, indem er ihn nur als Funktion von v ansieht,
2v—1 .
okl w=20,1,2,..)) ist,
und hat jetzt die Aufgabe vor sich, eine rationale Funktion

in die trinomischen Faktoren 1 — 2v cos @ + v% wo o =

R
1 4 20" cos ng + 0"

in ihre Partialbriiche
r
1 — 20 cos o + o*
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zu zerlegen. Zur Bestimmung der Zahler r bedient er sich nun derselben Methode, die
wir oben 8. XVI erwihnt haben. Indem er n#mlich den Ausdruck

R(1—2v cos o + v?)
14 20 cos ng + 02"

fiir solche Werte von v, fiir welche 1 — 2v cos © + v? = 0 ist, auf eine ganze lineare Funk-
tion av + b reduziert, schliefit er, daf auch fiir alle Werte von v #» = av 4+ b ist.

In der Abhandlung 656 werden auf diese Weise die Integrale
f dz f d
142’ 14 2%
f ™tz
142"

berechnet und aus dem letzten speziell der Wert von

f dz
1428

abgeleitet, wihrend im ersten Teile von 657 in der gleichen Weise das Integral
. f = ldz
\ 1—2

bestimmt und in den einfachsten Féallen m =1, n=1,2,3,4 und m =2, n = 2 genauer

und das allgemeine Integral

ausgefiihrt wird.

Mit § 21 der Abhandlung 657 beginnt EULER eine andere Losung des Problems.
DaB er hier zu falschen Resultaten kommt, rithrt daher, daB er das Produkt zweier Linear-

faktoren 1— 2v cos (g%’—r - qJ) +vi=(v—0,)(v—v,), WO ¥, = 0§ (%— gp) + ¢sin (-2—;—3——@)
und v, = cos (m — (p) — ¢ sin (2%&5 — q)) ist, als Faktor von: 1 — 2" behandelt, wihrend

doch nur v — v, Faktor von 1 — 2" =1 — 9" (cos ng + ¢ sin mp) ist, » — v, dagegen den
Ausdruck 1 — v (cos np — ¢ sin ngp) teilt.?)

1) Mit den Schwierigkeiten, in die Evrer in der Abhandlung 657 geraten ist und die ihm
durchaus nicht verborgen geblieben sind (vgl. § 24), beschiftigt sich eine Abhandlung von N. Fuss:
Ewvolutio difficultatis ab Ill. Eviero in dissertatione de integralibus Memombilibus cx calculo imagi-
nariorum oriundis geometris propositac (Nova acta acad. sc. Petrop. 7 (1789), 1793, p. 175),
ohne aber den eigentlichen Grund der Schwierigkeiten zu erkennen oder gar sie zu {iberwinden.
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Den Gedanken, den Wert einer Funktion fiir komplexe Werte ihres Arguments durch Inte-
gration zu bestimmen, verfolgt EULER auch in der Abhandlung 707 vom 3. November 1777

De insigni usu calculi imaginariorum in calculo integrals

(Opera omnia Iis, p. 34D). Hier geht EULER von der durch die Substitution # ={¢ ent-

stehenden Gleichung
dz . dt

1+ '1<=¢

aus, welche durch Integration
_ _+_
arc tg & = g1
liefert. Mit Hilfe dieser Gleichung ist es moglich, sowohl den Wert des Arcustangens wie
auch des Logarithmus fiir ein komplexes Argument zu berechnen. Es wird dies insbeson-
dere fiir die bei der Integration rationaler Funktionen auftretenden Funktionen I(1+ 2),

1(1—2¢cos a + %), arc tg . — 2 sin o

Endlich behandelt EULER in der Abhandlung 721 vom 21. Mérz 1777

- ausgefiihrt.

De integrationsbus difficillimis, quarwm integralia tamen aliunde exhiberi possunt

(Opera ommia i, p. 369) in der gleichen Weise das Integral f V— bestimmt also

den reellen und den imaginiren Teil der Funktion arcsin#, indem er in dem Integrale
# = (cos ¢ + 4 sin ) setzt. Die Ausfithrung der auftretenden Integrale ist aber nur durch
wiederholte Substitutionen und nach Uberwindung ziemlicher Schwierigkeiten moglich. Der

Versuch, das Integral / —, von dem EULER weill, daB es sich durch Logarithmen

und Arcusfunktionen da,rstellen 158t (vgl. S. XXXII), auf gleiche Weise zu behandeln, fiihrt
zu dem Ergebnis, daf die Integrale?)

do sing do cos
- n—1 f n—1

sinng (sinn (0 — ) * sinng (sinn @ — ) *

sich auf Integrale rationaler Funktionen miissen reduzieren lassen. Hs gelingt aber EULER
nicht, dies auch nur in dem speziellen Falle #n = 3 wirklich auszufiihren.

1) Diese Integrale sind spezielle Fille jenes allgemeinen Integrals

f deo asinne -} fcos no
(

n—m 5 81 !
. 2-m yginne } ¢ cosnw
sinne) "

auf welches Eurer in der Abhandlung 694 gefiihrt wurde, iiber die im nichsten Abschnitt berichtet
werden wird.
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III. INTEGRALE NICHTRATIONALER FUNKTIONEN

EuLEr hatte im 2. Kapitel der Institutiones calculi integralis (Opera ommnia 11, p. 52)
einige Integrale irrationaler Funktionen angegeben, welche dy?lrch leicht ersichtliche Substi-
tutionen in Integrale rationaler Funktionen einer neuen Integrationsvariable iibergefiihrt
werden konnen.') Dieses Problem hat er in der am 1. Mai 1775 der Petersburger Akademie
vorgelegten Abhandlung 539 ‘

Supplementum caleuls integralis pro integratione formulorum irrationalium

(Opera ommia Iis, p. 83) wieder aufgenommen und hier angegeben, durch welche Substi
tutionen alle Integrale von der Form

S R(z,s)dx,
WO

a—|—bx”
f+ygz

s="i/a+bw oder 3=Va'—|- b’f/f-}—gx oder s =

ist und R(a,s) irgendeine rationale Funktion von z und s bezeichnet, und ferner alle Inte-

fR(x”, s)dz
I z —

1) Aus dem Briefwechsel zwischen D. Bernourr:, EurLer und GoLpeacH (s. EuLers Briefe
an GorpBace vom 17. Oktober und 9. November 1730 und Gorpsacus Brief an EurLEr vom
6. November 1780, Correspondance math. et phys. publice par P. H. Fuss, St-Pétersbourg 1843,
t. 1, p. 47, 52 und 48, Lronzarpr Evrerr Opera omnia, ser. III, vol. 12; vgl, aber auch die Briefe
zwischen Gorpsaca und Danier Berwourwr, Correspondance efc., t. 2, p. 146 u.£f.) sehen wir, da$ sich
diese schon 1730 mit dem Probleme der Transformation solcher Integrale in rationale beschiftigt
haben. Es handelt sich dabei im wesentlichen um die Integrale -

f dx a f o dy
m——— un Y
Vit am Vy o™

von denen das letzte durch die Substitution y*—" = x”‘ in das erste, dieses aber durch die Sub-

grale von der Form

stitution = #™ in das rationale Integral f P iibergeht. Doch hatte schon lange vorher

i
14 2™
Jomn. BernouLLr die Zurtickfiihrung des ersten dieser Integra,le auf das einer rationalen Funktion
den Mathematikern als Aufgabe vorgelegt (Acta erud. 1719; Jomannis Brrwovrz: Opera ommia,
Lausannae et Genevae 1742, t. 2, p. 417), worauf bald sein Neffe NigoLAus BERNOULLI eine
Lésung verdffentlichte (Acta erud. 1720; Jomannzs Bernoviir Qpem omnig, t. 2, p. 419). Noch
viel frither freilich hatte J. Nmwrox die Moglichkeit erkannt, dieses Integral auf ein rationales
zurfickzufithren; vgl. Anm. 2, 8. XXX,
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wo

s=%ﬂ3ﬁ<mrs;V%%§

ist und R(z" s) eine rationale Funktion von 2" und s bezeichnet, in Integrale rationaler
Funktionen transformiert werden konnen. Die Abhandlung schlieft mit der Aufstellung
der vier Integrale

(14 2% da J’ (1~z%de V1+atde f 2tdx
1—ad)Y1+a 14+20)VY1+at 1—at (1—2%) V1 +at

welche alle durch die nimliche Substitution

- — zV2
V1 42

in Integrale rationaler Funktionen von v iibergehen.

Die gleiche Substitution liefert
dov . é dxz
V1—ot V1 +at

EuLER entwickelt links nach Potenzen von v, rechts nach Potenzen von z# und integriert

beiderseits gliedweise zwischen O und 1; so erhilt er

dv 1 1 1-3 1 1-3-5 1
Jyime e s tras s trne T
1
dz ( 1 1 1-3 1 t-3-5 1
V2 Sty sy e )

Um den Zusammenhang der Abhandlung 539 nicht zu zerreifien, wird iiber diese
Uberlegung wie iiberhaupt iiber die letzten zwei sich auf bestimmte Integrale, z. T. auf
Betafunktionen beziehenden Paragraphen von 539 schon hier berichtet. EuLER setzt dort

ferner
1 1 1

1/1—-'1)4=]/1—02‘'1/1-}—@;2

und entwickelt den zweiten Faktor nach dem binomischen Satze; reduziert man dann in
hekannter Weise alle Integrale '
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auf das erste unter ihnen
i

dv. = =
Vi—ot 2 ’
0
so erhdlt man die neue Reihenentwicklung
1
m<1 12+12-32 1%.3%.52 )_ T dv

93, 42 2. 42,02 ")V A
2 27 2%.4%  22.4%.6 ¢ Vi—ot

1 1 1-3 1 1-3. 1
R U R S S W

2y

+ ..
und kann somit % als Quotienten zweier unendlicher Reihen darstellen.
- In einem Tagebuch?!) H, (1736—1739) (1, p. 441) setzt EuLER ferner
1 1 1

. H
Vi—ot Vi—ot 71—+

entwickelt wiederum einen dieser beiden Faktoren nach dem binomischen Satze und redu-

ziert die auftretenden Integrale

-

dn
T dﬁz, n=0,1,2,...
¥ 1—9
auf das erste unter ihnen
1
odw
J s
das als die zu % = 4 gehorige Betafunktion (1, 8) den Wert Z’L]/Q hat. Man erhilt so
dv ] ( (12 1%2.52  12.52.92 )
J Vi sttt agrgm )
[}

Der Abhandlung 651 vom 1. Juli 1776
Quatuor theoremata maxime notatu digna

(Opera ommia 1ss, p. 435) liegt folgende sehr anziehende Fragestellung zu Grunde: Ist
z=1u(9), y=y(p)

1) Von Enestrém ,,Notizbuch® genannt. Siehe G. ExesTrROM, Bericht an die Fulerkommission
der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft iiber die Eulerscheﬂ Manuskripte der Petersburger
Akademie, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 22, 1913, Zweite
Abt., p. 197.

Leonmarpr Euresr Opera omnia 19 Commentationes analyticae ‘ d



XXVI UBERSICHT UBER DIE BANDE 17, 18, 19 DER ERSTEN SERIE

in rechtwinkeligen Koordinaten die Parameterdarstellung einer ebenen Kurve, so wird, auch
wenn z(¢), y(p) sehr einfache elementare Funktionen sind, die Bogenlinge der Kurve nur
selten in geschlossener Form integrierbar sein. Die Aufgabe ist, Fille zu finden, in denen
eine solche Integration moglich ist. EULER packt sie am anderen Ende an, indem er sich
die Funktion f(p) in der Gleichung des Bogenelements

ds=f(p)de

gibt. Die Funktionen z(p), y(p) miissen dann die folgende Form haben, wo ® noch eine
willkiirliche Funktion von ¢ sein kann:

z =[f(p)cosody, y=[f(p)sinodyp, &

und die Frage, die EULER sich &fter!) gestellt hat, ist die: Kann man w(p) auf unendlich
viele Weisen so bestimmen, daf diese Integrale sich leicht auswerten lassen, beispielsweise,
daB sie sich auf Integrale ratiomaler Funktionen zuriickfihren lassen? EULER hat so alge-
braische Kurven bestimmt, deren Bogendifferential ds = f(p)dep mit dem eines Kreises,
einer Ellipse, einer Parabel ibereinstimmt.') In der Abhandlung 651 wahlt EULER

f() =sin"~'gp und f(p)=rcos""'g
und findet, da in beiden Fﬁlf;n die weitere Wahl

wo=mn+2v+ g, v=0,1,2,...
auf Integrale

Ssin"~'gp cos o dep, S[sin"~lgpsinw dg, Seos*~lpcoswdyp, [cos"'psinady

fithrt, die sich alle vier leicht in geschlossener Form auswerten lassen.
Der Fall f(p) = sin”~ ¢ ist von dem in der Abhandlung 645

De curvis algebraicis, quarum longitudo exprimitur hac formula integrali f 1/:)1——1%
— 0

(Opera ommia Ta1, p. 180) behandelten nicht verschieden, da durch die Substitution " =sin ¢

———vm__,___—ldv 1 d sin%t_1

Vi—o** n 4 4
wird, wie dort niher ausgefiihrt ist. Der Fall f(@) = cos® !¢ ist von EULER damals nicht
behandelt worden, und es ist bemerkenswert, daB dann fiir n = — %, also fiir

ds =cos tpdg

1) Vgl. die Abbandlungen 590, 638, 639, 645, 780, 781, 783 im DBande I21 unserer
Ausgabe.
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als einfachste dem Werte » = O entsprechende Kurve die gleifchseitige Hyperbel

P—a? =4

hervorgeht, so daB also alle dem Werte n = — % und »=1,2,3,... entsprechenden
Kurven das Bogenelement der gleichseitigen Hyperbgl haben, wihrend EULER nicht nur in
der Abhandlung 639 (Opera ommia Is1, p. 178), sondern sonderbarerweise auch in der nach
645 abgefaten Abhandlung 780 (Opera ommia Ia1, p. 241) sagt, daB es ihm nicht gelungen
sei, eine algebraische Kurve zu finden, die in ihrem Bogenele:%nente mit der Hyperbel iiber-
einstimme.

Zum Schlusse der Abhandlung 651 wird noch gezeigt, daB der Fall

f(g) =Va® cos®~2¢p + b? sin**~2p

sich in #hnlicher Weise behandeln 148t.
V1+ atdax

1—at

Anfang dieses Abschnitts besprochenen Abhandlung 539 erwihnt wurde, findet sich auch
in der Abhandlung 668 vom 16. September 1776

Die Transformation des Integrals in ein rationales, die schon in der zu

De integratione formulae f éx-}/_(i jﬁi, aliarumque eiusdem generis, per logarithmos et

arcus circulares

(Opera ommia Tis, p. 84). Dort erscheint das Integral als spezieller Fall des allgemeineren

/‘x”"zda& Va+ba" 4 ca®®
. a— cx2® ’
das dureh die Substitution

‘f/a + ba" -+ wa -p

x

rational wird und bei dem, ohne daf es diese Eigenschaft veﬂiert, der Imtegrand noch mif
einer beliebigen positiven oder negativen ganzen Potenz von p und von

_ (a—ca?n)? _

@="—pm— =" —b)’—dac
multipliziert werden kann.
Die folgende Abhandlung 669 vom 15. Mai 1777

Memorabile genus formularum differentialium maxime wrrationalium, quas tamen ad

rationalitatem perducere licet
d*
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(Opera ommia s, p. 98) geht von dem Resultate aus, daB durch die Substitution

X .
—_— = g
2i'/a-l- 2bx™

f dx _ dz

(a+ba") Va+ 2ba" < a+ b2t

also zum Integrale einer rationalen Funktion wird und gibt eine Verallgemeinerung dieser
Formeln dahingehend, daB durch die Substitution

x
n =4
11/(“ + b — b

j‘ am=1de 1 [ tde
(a+ ba") 'Y/ (a + bam) — bzt a1
wird, also in das Integral einer rationalen Funktion transformiert werden kann, sobald Ax
eine positive ganze Zahl ist; dabei kann man fiir m eine positive oder negative, ganze
oder gebrochene Zahl zulassen.

Auf das gleiche Integral fithrt auch der zweite Teil (§ 256—30) der Abhandlung 688
vom 26. Mirz 1777

Specimen integrationis abstrusissimae hac formula

ox
f(1 + 2)V/(22z — 1)
contentae

(Opera omnia Lis, p. 228), bei dem EULER von dem Integrale’)
f 1 —a"Y)dz
(1—a) Ya?r—1
ausgeht.

Im ersten Teile der Abhandlung 688 behandelt EULER das in ihrem Titel genannte
Integral. Es ist dies eines von jenen Integralen irrationaler Funktionen, auf welche EULER
wiederholt (so in den Abhandlungen 539, 688, 674 und 701) mit. Nachdruck hingewiesen
hat und welche dadurch charakterisiert sind, da sie in die Summe von je zwei Integralen
zerlegt werden konnen, von denen jedes einzelne in ein rationales Integral tibergefiihrt

1) Mit diesem Integral hat sich auch sein Schiiler A. J. LEXELL in einer Abhandlung

Integratio formulae cwiusdam differentialis per logarithmos et arcus circulares

(Acta acad. sc. Petrop. 1781 II (1785), p. 104—117) beschiftigt.
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werden kann, wihrend es keine Substitution gibt, welche dies bei dem ganzen Integrale
bewerkstelligt.
So wird das gegebene Integral zunichst durch die Substitution

p=— S (+3), v=ViTestsa

zdz
sz(l — 2%

iibergef'iihrt, dieses aber in die Summe Z = P + ¢ der beiden Integrale

in das Integral

1 dz 1 dz

P==3Jaraow =32 a=a

zerspaltet, welche nunmehr einzeln durch die Substitutionen

1-—z 142
v 7 v 2
in die Integrale rationaler Funktionen
1 dp 1 dq
P=3Ji—pw 9 3 )i g

tibergehen.
Das nimliche Verfahren wird in der gleichzeitigen Abhandlung 689

Integratio formulae differentialis maxime irrationalis, quam tamen per logarithmos et
arcus circulares expedire licet

(Opera ommia s, p. 251) auf die Integrale
f (1F2Hdz
(1 iz2)f/li6zg+z4
und weiter in der am 26. Mirz der Akademie vorgelegten Abhandlung 690

Ewolutio formulae integralis

f 02 (8 + 22) :
(14 28)V1+ 622 + o
per logarithmos et arcus circulares,

sowie in der am 28. April 1777 vorgelegten Abhandlung 695

Integratio succincta formulae integralis maxime memorabilis

j’ oz
(3+22)V/1+ 322
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(Opera omwia 119, p. 262 und p, 287) auf die in den Titeln angegebenen Integrale angewen-
det, von denen das Integral

j' o
(8—wz) V(1 — 37x)

sich auch im zweiten Teile der schon oben (S. XXII) genannten Abhandlung 707 findet.?)

Zu den Integralen,‘ welche durch passende Substitutionen in rationale tibergefiihrt
werden konnen, zihlen auch die binomischen Integrale Sz (a + ba")?dxz in den Fillen,
daB eine der beiden Grofien m;l; L oder m:: ! + p eine ganze Zahl ist. Dies war schon
NEWTON bekannt?), und EULER hat es zuerst in der im 5. Abschnitt wieder zu erwihnenden
Abhandlung 254 vom 18. August 1754

De expressione integralium per factores

(Opera ommia I, p. 233) und sodann im 2. Kapitel des 1. Bandes der Institutiones calculi
integralis (Opera ommia Ii, p. 61) ausgesprochen.®)

An diese binomischen Integrale kniipft EULER in der Abhandlung 694 vom 21. Mirz 1777

Ulterior disquisitio de formulis integralibus smaginariis

1) Es mag hier noch auf zwei einschligige Arbeiten eines Schiilers von EuLer, St. Rumovsk,

Integratio for aliarumgue nonnullarwm

0z
lae
3—2% i/ 1422

- )
8
oz of 3xl/1—x

(1—|—a:)'i‘/l——at:a 142

und

Integratio formularum

(Nova acta acad. sc. Petrop. 10 (1792), 1797 und 11 (1793), 1798) hingewiesen werden.

2) 8. den Brief Newrons an Lemxiz vom 24. Oktober 1676; Lemwizens mathem. Schriften,
herausg. von C. I. Geruarpr, 1. Abt., 1. Band, Berlin 1849, p. 122—147, insbesondere p. 128.
Vgl. a. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, Bd. 8 (1901), p. 185 und 283.

3) Vgl. a. die Abhandlungen 499 (Opera omnia I1s, p. 32), 694 (L1, p. 276), 752 (I,
p- 395). Den Beweis fiir die Richtigkeit der EvLerscaen Behauptung, daB es andere Fille nicht
gebe, in denen das binomische Integral auf ein rationales reduzierbar sei, hat erst TomEBYCHEFF,
Sur UVintégration des différentielles irrationnelles, J. de Math. 18 (1853), p. 106 (Oeuvres de
P. L. Tcursyonerr publides par les soins de M. M. A. Marxorr et N. Sonw, t. 1, p. 163, St.-Péters-
bourg 1899) erbracht. Es ist noch erwshnenswert, daB auch Gauss sich mit den binomischen
Integralen begchiftigt und am 10. Januar 1797 in seinem Tagebuch die darauf beziigliche Notiz
eingetragen hat: Criterii Evrkrian: rationem sponte detexi (Gavss Werke Bd. 10, I (1917),
p. 510).
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(Opera ommia T19, p. 268) an, deren Schwerpunkt gleichfalls in der Transformation irratio-
naler Integrale in rationale liegt. EULER geht davon aus, daB das Integral

fj"“‘di_
(@ + bem)»
durch die . Substitution E%’ =1{" in das Integral einer rationalen Funktion der neuen
Variable ¢ iibergeht und sich deshalb durch Logarithmen und Arcusfunktionen ausdriicken
liBt. Indem er z als komplexe Variable auffaBt, 2 = v(cos 6 + 4 sin 6) setzt und o allein
als veriinderlich ansieht, aber dann nochmals eine andere Variable @ durch die Gleichung
a+ b7 =s(cos nw + i sin nw) einfilhrt, erhilt er das Resultat, daB ein Integral?)

fu sinno + 8 cosnw dw

ysinnw +d cosnw

(sinnw) *

sich durch Logarithmen und Arcusfunktionen darstellen laft. Dabei sind o, B, v, 0 zunichst
nicht beliehige Konstanten; aber daB der Satz auch fir solche richtig ist, zeight die Sub-
stitution p = cos @ + ¢ sin @, durch welche das zuletzt angegebene Integral in die Summe

zweier Integrale von der Form

2n—1 2n—2h~1
g/q p%—mdp und £ a—m dp
(pzn_ 1) n (7,10"+ 6') (p2n___ 1) n (7’1075 + 3')
libergeht, welche durch die Substitutionen
2n
2n ___ = pldn __21_“ﬁ_ — py3n
p 1=22" baw. 1 Y

in Integrale rationaler Funktionen von % bzw. y iibergefiihrt werden kénnen.
Beide Resultate geben EULER am Ende der Abhandlung 694 Anlaf zur Formulierung
zweier allgemeiner Theoreme. Erstens, daB alle Integrale von der Form

f(P sin mo + @ cos me) d (sin nw)_"—,;

in welcher P und @ irgendwelche rationale Funktionen von sin 2n® und cos 2n® be-
zeichnen, und zweitens, daB alle Integrale von der Form

m—1 ot —
fw——«-——Px +QZ - dx,
(a+bam)"

in Welcher P und @ irgendwelche rationale Funktionen von 2" bezeichnen, in Integrale
rationaler Funktionen tibergefithrt werden konnen, wobei _]edesmal der von EULER hervor-

1) In speziellen Fillen hat EULER in der Abhandlung 721 (s. S XXII) die Reduzierbarkeit
dieses Integrales auf rationale Integrale gezeigt.
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gehobene Umstand eintritt, daf nicht das ganze Integral durch eine einzige Substitution
rational gemacht werden kann. Man sieht sofort, daf das zweite Theorem unmittelbar aus
den Sitzen iiber die Reduzierbarkeit der binomischen Integrale folgt.

Ankniipfend an das erste Theorem ist zu erwihnen, daf EULER in einer 1!/, Monate
spater, am 5. Mai 1777, der Akademie vorgelegten Abhandlung 671

De formulis differentialibus singularibus maxime irrationalibus, quas tamen per logarithmos
et arcus circulares integrare licet

(Opera ommia Trs, p. 129) weiter zeigt, wie man auch jedes Integral von der Form

(fsinigp +gcosigp) Ddop
i‘/(a sinng + bcosng)? ’

" in welchem @ eine beliebige rationale Funktion von tg ng bezeichnet, auf rationale Inte-
grale reduzieren kann, wahrend das zweite Theorem von EULER in der am 24. April 1777
der Akademie vorgelegten umfangreichen Abhandlung 701

Formulae generales differentialium, quae etsi nulla substitutione rationales reddi possunt,
tamen integrationem per logarithmos et arcus circulares admutiunt

(Opera omnia Tis, p. 297) auf die Integrale

f 2™~ 1dg (A + Bz"~™) fdw(A-I—Bx"‘m)ny(a—l-bx")m
(C+ Do) V(a+ ba™y" 2 (C + Da")

B+ o2

otz
allgemeiner Gestalt, aus denen EULER durch Spezialisierung der Komstanten «, f, ¥, 0 und

C, D die beiden folgenden
f de(1—"-1 (AL 42" "+ BA—2™) dz(A(1l + o™+ BA—2""™)
@A+ar—bA—a")Va(d +tey +b(—ry A=) Va(l+)Fb(1—2r

angewendet wird. Indem man in diesen z = setzt, erhilt man Integrale von sehr

herausgegriffen und unter der Annahme a = —;—, b=+ —é— fiir zahlreiche Werte von m und »
vollstindig ausgefiihrt hat.

Die Abhandlung 606 vom 4. September 1775%)

Speculationes analyticae super formula integrali

f ™ dx
?
Vaa — 2bx + czx

ubi simul observationes circa fractiones continuas occurrunt

N
1) Zum Teil unter dem Titel: De integratione formulae irrationalis f V—a;ljl—xr— im
aaq— x cxx

4. Bande der Institutiones caleuli integralis wieder abgedruckt (Opera ommia Iis, p. 244).
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(Opera ommia lis, p. 244) und die 14 Tage spiter vorgelegte Abhandlung 594

Methodus inveniendi formulas integrales, quae certis casibus datam nter se tenent relationem.

Ubi simul methodus traditur fractiones continuas swmmandi

(Opera omwia Iss, p. 209) haben in ihrer Anlage manches Gemeinsame. Beide gehen von
unbestimmten Integralen [2mg(x)dz, wo @(x) eine irrationale Funktion von z ist, aus
und geben Formeln zur rekursorischen Berechnung dieser Integrale fiir wachsende Werte
von m. In beiden Abhandlungen werden sodann die erhaltenen Rekursionsformeln durch
Einsetzen passend gewihlter Integrationsgrenzen vereinfacht, wodurch sich schlieBlich
Kettenbruchentwickelungen fiir die so erhaltenen bestimmten Integrale ergeben. Die Ab-
handlungen bilden somit gewissermafen den Ubergang vom vorliegenden Abschnitt zum
nichsten. In 606 gibt BULER zuniichst den schon in den Institutiones calouli integralis
(Opera ommia Iu, p. 52) angegebenen Wert des im Titel genannten unbestimmten Inte-
grals und leitet jene Reduktionsformel ab, durch welche die drei aufeinanderfolgenden
Werten von m entsprechenden Integrale P, @, R durch eine lineare Gleichung verkniipft
sind. Diese wird homogen, wenn als Integrationsgrenzen die Null und eine Wurzel der
Gleichung a®— 2bz 4 ¢2® =0 genommen werden; es 1Bt sich dann % durech 7? ausdriicken:

P _@m4+1b  m+1e
Q@ ma® T maiQ:R
bruchs entwickeln. Auf diese Weise entstehen Kettenbriiche, deren Werte Logarithmen oder

und durch Fortsetzung dieses Verfahrens % in Form eines Ketten-

Arcusfunktionen sind und aus demen bemerkenswerte einfache. Kettenbruchentwicklungen
von l% in § 22 und von arc tg% in § 27 erhalten werden, die zur angendherten Berech-

nung von !2 und = verwendet werden.
In 594 stellt sich EuLER die Aufgabe, in einem Integrale
T, =fa"-1dv
das Differential dv so zu bestimmen, daB bei gegebenen Konstanten @, b, «,  und passend
gewahlten Integrationsgrenzen

on -+ a

LT Bntb
wird. Er findet fiir dv den Ausdruck

2 lz.‘l:ﬁﬁ_1
av=2zx® (¢ —fz) ¢ daz
und als Integrationsgrenzen # =0 und 2 = —. Fir f=¢, a = 1, b =0 geht die Formel
in die Reduktionsformel der Betafunktion, fir e =1, =0, a =0, b=1 in die der
Gammafunktion iiber; diese ihm bekannten besonderen Fille diirften EULER den AnstoB zu
der allgemeineren Fragestellung gegeben haben. |

Leoxmarpr Borerr Opera ommia I19 Commentationes analyticae ‘ e
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Der im zweiten Probleme behandelte Fall

P o= (an+a)(dn +a)
O R e

liefert fiir 7, das Produkt bzw. den Quotienten zweier Integrale, z. B. im Falle

e=od=pf=f=1, a=¢ ad=—¢, b=b=0
den Quotienten zweier Betafunktionen (» — ¢, ¢): (, ¢).

Im dritten Probleme stellt EULER die Aufgabe, T, so zu bestimmen, daf zwischen
drei aufeinanderfolgenden Integralen T,, T, ., T, eine homogene lineare Relation von der

Form
(an+a)T,=(Bn+b) Ty + (¥ +6) Toys
besteht. Er findet
7 -1
7 Qz"~tdx
" «— B —ya®’
wo ¢ durch die Gleichung
4@ (a—bz—ca’)da

Q " s(a—pa—ya)

bestimmt ist, und die Grenzen der Integrale so gewdhlt werden miissen, daB an beiden die

Funktion @ verschwindet. Von der zwischen den drei Integralen T, T;, T; bestehenden
Relation beginnend, ergibt sich eine Kettenbruchentwicklung von (a + a) T, mit deren
Hilfe umgekehrt die Werte zahlreicher Kettenbriiche berechnet werden konnen, z. B. — als
Wert des bekannten BROUNCKER-WALLIS’SCHEN Kettenbruchs., Die Abhandlung enthalt eine
groBe Zahl von Kettenbriichen, deren Werte auf diese Weise ermittelt werden konnen.
Man wird damit die Abhandlungen 71 und 123 im Bande Iis vergleichen.

SchlieBlich ist noch eine der Abhandlung 819

Continuatio fragmentorum cx adversariis mathematicis depromptorum

(Opera ommia Ti9, p. 491) entnommene und mit J. A. EULER gezeichnete Notiz zu er-

wihnen: Wenn p und ¢ irgend zwei Funktionen von x sind und man setzt y — bp +ag

ap+bq’
. *dy Tef pdg—qdp
are sin y = — = VYa?—0b® .
Y le—y2 4 (ap +09) Vr*—¢*

Dies gibt fiir p = 1, ¢ = z die Formel

so wird

f—_d_w_—._ J— .,,7,1...,, -— are Sin é__i—_aﬁ .
) (a+b2)Y1—22 Va—0b a+bz
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IV. BESTIMMTE INTEGRALE

Die einzige sich mit Doppelintegralen beschiiftigende AbHandlung der drei Bénde I17—19
mége vorweg genommen werden; es ist Abhandlung 391 vom 18. August 1768

De formulis integralibus duplicatis

(Opera omnia 111, p. 289). Die Bestimmung der Integrationégrenzen und die Einfithrung
neuer Integrationsverinderlicher wird klar ausemandergesetzt Zahlreiche Volumen- und
Oberflichenberechnungen dienen als Beispiele. SchlieBlich leitet EULER eine allgemeine
Losung des sog. Florentiner Problems®) ab; es handelt sich hier darum, Teile der Kugel-
oberfliche anzugeben, die sich mittels der elementaren Funktionen berechnen lassen, d. h.
anders ausgedriickt, Gebiete zu finden, iiber die erstreckt das Doppelintegral

in geschlossener Form ausgewertet werden kann.
Fir die emfachen bestimmten Integrale verwendet EULER noch nicht die jetzt iibliche

Bezeichnung f f(z)dz, die erst von FouriEr 1822 in seiver Théorie analytique de la
chaleur (§ 231) eingefithrt wurde. EULER fithrt das bestimmte Integral mit den Worten ein:
»St post integrationem variabili quantitati determinatus valor tribuatur (Abh. 60), oder kurz
wposito  post integrationem z = b (Abh. 321), wobei der notwendige Zusatz ,quandoquidem
inlegrale ita est sumtum, ut evamescat posito x — a“ sich nur gelegentlich in spiiteren Ab-
handlungen 462, 463, auch 816 findet, in den meisten Fallen aber fehlt. In der Abh. 421
u. a. sagt BEULER ,inlegratione a valore x — a usque ad x = b extensa® , und erst von der
Abhandlung 499 an verwendet EULER die der jetzigen nahe kommende Schreibweise

Jt@as [ 270].

Unter den von EULER behandelten bestimmten Integralen sind an erster Stelle jene
von ihm zuerst angegebenen bestimmten Integrale rationaler Funktionen zu nennen, denen
spiter DIRICHLET ( Vorlesungen iiber die Lehre von den einfachen wund mehrfachen bestimmten
Integralen, herausg. von G. ARENDT, Braunschweig 1904, 2. Kap.; vgl. auch G. F. MEYER, Vor-

1) Uber dieses Problem siehe die Anmerkungen zu Iz, p. 306 u. p. 313.
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lesungen iiber die Theorie der bestimmien Integrale cwischen reellen Grenzen, Leipzig 1871,
II. Abt, 1. Kap.) ihre klassische Form gegeben hat.

Sie finden sich bei EULER erstmals in der Abhandlung 59 vom 6. September 1742

Theoremata circa reductionem formularum integralium od quadraturam circuli

(Opera omwia Ii1, p. 1), sind hier aber nicht aus den unbestimmten Integralén abgeleitet,
sondern aus der auch in der Imtroductio § 178 (Opera ommnia 1s, p. 190) angegebenen

Partialbruchentwicklung von Setzt man nimlich an diese ankniipfend

% sin—
n
m xn—m xn-l-m x?n—m x2n+m
§=—+ —_ —
m  nw—m nt+m 2n—m  2n4m ’

so daB fir 2= 1

7
§ =
.. mu
% s —-
n
wird, so geniigt s der Differentialgleichung
xds ™ arm
W ite Tite
aus der sofort die Integralformel *)
o g1 1
T gt T b4
) J — adr=——
0 1 _l_ z 7 sin %7-‘-
folgt. ‘
Hierauf wird in der gleichen Weise aus der Partialbruchentwicklung von —
(Introductio § 118, Opera ommia Ts, p. 191) die Formel?) nig=y
A 1 1 |
*m—-1__ gn—-m—
@) J z % dre
1—a" mm
) , ntg- -
gewonnen.

Der zweite Teil der Abhandlung 59 enthilt Formeln aus der Theorie der Betafunktion
(s. Abschnitt 5).

1) Diese Formel findet sich in den Abhandlungen 59 (Opera ommia T11, p. 9), 60 (I11, p. 58),
462 (I17, p. 375), 463 (I17, p. 388).

2) Diese Formel in den Abhandlungen 59 (Opera omnia I11, p. 11), 60 (I17, p. 62), 462
(I17, p. 380), 463 (I17, p. 388). Vgl auch den Brief Evrers an GorpsacH vom 30. Juni 1742
(Corresp. math. et phys. publiée par P. H. Fuss, St-Pétersbourg 1842, t. I, p. 131).
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Erst in der gleichzeitigen Abhandlung 60

De inventione mtegralium,'si post integrationem variabili quantitati determinatus
valor tribuatur

(Opera ommia 111, p. 35) werden in der uns gewohnten Weise aus den Ausdriicken fiir das
unbestimmte Integral, die EULER hier aber nicht ableitet, sondern als ,Lemmata® hinstellt,
- die Werte der bestimmten Integrale gewonnen. Einen Beweis der Lemmata hat EULER in
der frither (S. XII) genannten Abhandlung 162 erbracht.

Er findet jetzt zuniicht die Formel?)

o«

amt 7
®) Jirmie ="
. 0

n s1n——

1) Diese Formel in den Abhandlungen 60 (Opém ommia 117, p. 54), 254 (I17, p. 260), 589
(I1s, p. 201).

Die Ableitung der Formel (3) aus dem Ausdruck fiir das unbestimmte Integral findet sich
auch in § 357 des ersten Bandes der Inst. cale. int. (Opera ommia Ii1, p. 222). Ferner findet sich

~ fuBende Ableitung der Formel (8) in den Adnotationes

n sin —
n
ad calculum integralem Evizrr von Mascreront (Lzoxnaror Evierr Opera owmia 12, p. 476). Die
hier von MascuERONI beigefiigte Formel

eine auf der Reihenentwicklung von

00
am—1 F:4
1—z" do = mz
n

ntg

ist falsch, da das links stehende Integral nicht existiert; die an Stelle dieser Formel zu setzende
DiricHLETSCHE

-

gl — g =1 7 m'w
.fw1~m” dx—W(cot——ct—m%)

kennt EvLer nur in dem speziellen Fall m —l—m’ =n (siehe Formel (6)).

Da durch die Substitution z =
1/1 -9

f am=1ldax f ym 1 dy
& 14z '/ — yn)m
wird (vgl. Abh. 60, I17, p. 55, auch Abh. 816, I19, p. 448), so werden wir dieses Integral hei den
B-Funktionen wiederfinden, ebenso wie die gleichfalls in der Abhandlung 60 gewonnene Formel

f’exm-l x=(n-—m)(2n-——m,)(3n——m)--.((k—l)n-——m)' 1
(14 am 2030 (k—1)n nsin 22
n

die sich auch in der Abhandlung 588 (Iis, p. 188) wiederfindet.
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deren Ubereinstimmung mit (1) nachgewiesen wird. Sodann wird die Formel (2) abgeleitet
und schlieBlich gleichfalls aus dem Ausdrucke fiir das unbestimmte Integral die Formel ')

© n—m

x”“ldx 755111-—,'{—0
4) J1+2x”cos0+x2" )

nsin ™" . sin 6
n

Die Ableitung der Integrale (1) und (2) aus den Ausdriicken fiir die unbestimmten
Integrale und ihr Zusammenhang mit den unendlichen Reihen wird von EULER nochmals
in der Abhandlung 462 vom 10. Oktober 1774

De valore formulae integralis

zm—l izn—m-l
f 1+2" —dz

casu quo post integrationem ponitur z = 1

(Opera ommia 111, p. 358) erdrtert, die als eine Vervollstindigung der Abhandlungen 59
und 60 erscheint.

In der schon in dem Abschnitte tiber rationale Integrale S. XV genannten Abhand-
lung 572 erscheinen die Formeln in der etwas verinderten von EULER spiter benutzten
Form ?)

1

=Pt dx 1 a:" Pofogntp da; :t;"“’dx do _ 7
(5) roTry S e _ e e Rtad .
00_ .

1+ %" z 2. 1+ 2" 142" » 2ncos237—t
2n
1 o
P —grtr dxy 1 [arP—g"tP dx  m | pm
6 f___._._=_'/___m.*____t b
®) s 1—zi* z 2. 1—a%n z 22 B an’
1 o ]
f Zh P gt dz 1 /' a"P4artr dr /’ a"te dx
y 1+ 2a%cosb+ 2" & —26 14 2x%cos0 - 28" p 14 2z%cosf +22" =
(M
nsing—q
—_— — n .
= ox

# sin 0 sin =
n

‘1) Diese Formel in den Abhandlungen 60 (Opera omnia Iz, p. 66), 589 (Tis, p. 202).

2) Die Formel (5) in den Abhandlungen 463 (Opera ommia 17, p. 389), 572 (Lis, p. 132 u.
134), 587 (I1s, p. 170); die Formel (6) in den Abhandjungen 463 (Opera omnia Lz, p. 389), 572
(T18, p. 143 . 144), 587 (Lis, p. 170); die Formel (7) in den Abhandlungen 572 (L1s, p. 152 u. 153),
587 (Ls, p. 171), 589 (L1s, p. 203), 620 (I1s, p. 277 u. 280).
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Die Abhandlungen 588 und 589 vom 2. Mirz 1775
Investigatio formulae integralis
=t
(1424
casu quo post integrationem statuitur x = oo

und
Investigatio valoris inlegralis

f ™ ldg
1 — 22t cos 6 4 x**

a termino x = O usque ad x — oo extensi

(Opera ommia 1ys, p. 178 und p. 190) bringen nochmals die Ableitungen der Formeln (3),
(1) und (4).
An diese Abhandlungen schlieBt sich die Abhandlung 620 vom 28. Mirz 1776

Methodus facilis inveniend: integrale huius formulae

f@x 2" tP — 24" cos &+ g P
x 22" —2x"cos 0 + 1

casu qué post integrationem ponitur vel xz = 1 vel x = oo

(Opera ommia 1is, p. 265). Es wird hier zunéichst das im Titel genannte Integral durch
Partialbruchzerlegung eines Integranden berechnet und die Formel
1 . pmw—0)
_d_x xp—2cos§—|-x"f’__nsmm_'

_ _ (m—06) cos§
x a"—2co50F2"

. . k4 i
% sin 0 sin % 7 8in 6

0

abgeleitet, wo ersichtlich das erste Glied der rechten Seite dem Teile z? 4+ z~7, das zweite
dem Teile — 2 cos{ im Zihler des Integranden entspricht.

In dieser Abhandlung 620 und in der am gleichen Tage der Akademie vorgelegten
Abhandlung 635

Innumera theoremata circa formulas integrales, quorum demonstratio vires analyseos
superare videatur

(Opera ommia Lis, p. 373) hat BuLER die Reihe dieser Formeln noch durch die folgenden
erginzt, die er erhielt, indem er fiir p und 6 imaginire Werte g7 und @i (e? =f) einfithrte!):

1) Die Formel (8) in den Abhandlungen 620 (Opera ommia I1s, p. 279), 635 (Ls, p. 383);
die Formel (9) in den Abhandlungen 620 (I1s, p. 285), 635 (I1s, p. 382); die Formel (10) in
den Abhandlungen 620 (Is, p. 286), 635 (I1s, p. 385).
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1 9  _99
®) . cos (glz) dz = e"—e ™
J a4+ 2cos0+ 27" 1z " 2nsing ¢ _1%’
0 en —eg "
1 » _2
©) L e Y O i
n

] x”'l‘(f'l‘%)-l-x_” z (f—-f‘l)sin%&f

1 /4
(10) /. cos (gl %) dm_ 2w sm(wlf) ’
dot(f ) et © =) (E )

wozu noch bemerkenswerte speziellere Formeln kommen, welche aus (8) fiir 6 =0 und
0= % und aus (9) und (10) fir f =1 hervorgehen. Diese Formeln bediirfen zum Teil
einer strengeren Begriindung, als sie ihnen EULER gegeben hat (vgl. Anmerkung in Iss,
p- 278), aber sie diirften alle richtig sein. Wenn jedoch EULER schlieflich auch fiir % eine
imagingire Zahl einfiihren will, so gelangt er zu ganz falschen Resultaten (vgl. Anmerkung
in Iis, p. 288).

Ein ganz neues Hilfsmittel zur Gewinnung weiterer Integralformeln fand EULER in
der Differentiation und Integration nach einem Parameter unter dem Integralzeichen; ob
die hierbei vorgenommene Vertauschung zweier Grenziiberginge erlaubt sei, erschien weder
ihm noch seinen Zeitgenossen fraglich.

Eine grofe Anzahl neuer Formeln (die bemerkenswertesten werden unten angefiihrt)
gewinnt EULER schon in den beiden ersten Abhandlungen, in denen er den Gedanken der
Differentiation und Integration unter dem Integralzeichen auf bekannte und von ihm frither
gefundene bestimmte Integrale anwendet, nimlich in der Abhandlung 463') vom 3. Okto-
ber 1774

—o 4 ghto dg

73
De valore formulae integralis f ZIW o (I2)* casu quo post integrationem ponitur z=1

(Opera. ommia 117, p. 384) und in der genau eine Woche spiter der Akademie vorgelegten

Abhandlung 464 Nova methodus quantitates integrales determinands

(Opera ommia 117, p. 421). Bald danach, nimlich in der Abhandlung 475 vom 8. De-
zember 1774 Speculationes analyticae

(Opera ommnia I, p. 1) gibt er den vorkommenden Parametern auch komplexe Werte.
Die am 13. Mérz 1775 der Petersburger Akademie vorgelegte, aber erst 1785 ge-
druckte Abhandlung 587

Observationes analyticae in aliquot theoremata Wllustrissimi v 14 GrANGE

1) Diese Abhandlung ist im vierten Bande der Inst. calc. int. p. 122—154 wieder abgedruckt.



UBERSICHT UBER DIE BANDE 17, 18, 19 DER ERSTEN SERIE XLI

(Opera omnia Iis, p. 156) und die 1781 in den Mémoires der Pariser Akademie fiir 1778
abgedruckte Abhandlung 521

Théorémes analytiques extraits de différentes lettres de M. Evirr a M. le marquis de Conporcer

(Opera ommia Iis, p. 156) geben Zeugnis davon, wie EULER Ergebnisse seiner neuen Er-
findung ohne Beweis an die befreundeten Mathematiker LAGRANGE und CONDORCET mit-
teilte und wie es diesen gelang (und zwar LAGRANGE vollsténdiger als CONDORCET) die so
gestellten Aufgaben zu 16sen, worauf dann EULER in spiteren Briefen seine eigenen Be-
weise mitteilte.

Noch in mehreren spiteren Abhandlungen kommt EULER auf die Differentiation und
Integration unter dem Integralzeichen zurlick, sei es, daf er das Verfahren auf andere, ver-
wickeltere Formeln anwendet, wie in der im ndchsten Abschnitt zu erwéhnenden Abhand-
lung 500 und in der Abhandlung 621 vom 18. Mirz 1776

De summo usu calculi imaginariorum in analysi

(Opera ommia Lis, p. 291), sei es, daB er den Grundgedanken des Verfahrens und die friiher
gefundenen Ergebnisse wiederholt zusammenfassend darstellt; dies geschieht in der Ab-
handlung 630 vom 29. Februar 1776 -

Uberior explicatio methodi singularis nuper expositae integralia alias maxime abscondita investigands

(Opera ommia 1is, p. 335), in der oben (S. XXXIX) genannten Abhandlung 635 und in der
Abhandlung 653 vom 19. August 1776

De iterata integratione formularum integralium, dum aliqm's' exponens pro variabili assumitur
(Opera ommia 1is, p. 458).
Folgendes sind die bemerkenswertesten der von EuLER durch Differentiation und

Integration unter dem Integralzeichen gewonnenen bestimmten Integrale: Aus den oben
(8. XXXVIIT) mitgeteilten Formeln (5) und (6) findet er durch Differentiation nach p?)

3 n? sin 22
(11) w”“’—l—x“"f’ d:ﬂl 2n
Ry Tal e R
1+ z 4n? cos?LZ
27
o .
(12) fx_j_%__._;x=___"_;‘_
1—z » 472 cos??

n
und die weiteren sich hieraus durch wiederholte Differentiation nach p ergebenden Integrale.

1) Die Formeln (11) und (12) in den Abhandlungen 463 (Opera ommia I17, p. 391), 464
(Inr, p. 431), 630 (Lss, p. 368 n. 369), 635 (L5, p. 387 u. 389).

Lzonmarpr Evreri Opera omnia 119 Commentationes analyticae f



XLII UBERSICHT UBER DIE BANDE 17, 18, 19 DER ERSTEN SERIE

Ferner erhilt er durch Integration nach p aus (5) und (6)%)

1
g —g" P dp w(n -+ p)
(13) f Tre" ol 8T
ot
‘gr P gt P— 22" dx pr
(14) ./ 1 — %" zlx = L oos 2n

und durch Integration nach m aus (3)

Yot dg mm.
Endlich differenziert und integriert EULER die Formel (7) nach p; durch Integration findet

er so?)
1 p0

(16) f w—o? s @ fSi"Vd
. 2*+2cos0+ 2" xlx msing . pm D-
n

0 sin

Steht @ zu 7z in einem rationalen Verhiltnis, @ :7% = p:v, so kann das rechtsstehende
Integral in ein rationales iibergefiihrt und ausgewertet werden. Fiir die Werte v =2, 3, 4, 5, 6
und g < v hat EULER die Berechnung des Integrals ganz durchgefiihrt. Zum Schlusse be-
handelt er den Fall, daB » iiber alle Grenzen wichst.

Ferner schlieBt EULER aus der Formel

1
1

1) Die Formel (13) in den Abhandlungen 463 (Opera omnia 111, p. 417), 464 (111, p. 440),
500 (I1s, p. 68), 521 (I1s, p. 72), 587 (I1s, p. 171), 630 (I1s, p. 369), 635 (I1s, p. 387), 653
(18, p. 463 u. 467). Die Formel (14) in den Abhandlungen 463 (I17, p. 418), 464 (117, p. 440),
587 (I1s, p. 172), 630 (Is, p. 8367), 635 (I1s, p. 389); an den beiden erstgenannten Stellen
(T17, p. 418 u. 440) fehlt das letate Glied — 22" im Zghler 2" *+# + 2" ~# — 22" des im Integranden
an erster Stelle stehenden Bruchs, ein Fehler, der bei der Herausgabe des Bandes Ii7 iibersehen
wurde. Die Formel (15) findet sich in den Abhandlungen 500 (I1s, p. 68), 521 (I1s, p. 70) und

587 (I1s, p. 168); an der ersten Stelle, p. 70, Z. 3, muB es = ! tang 7—;% heifien.

2) Formel (16) in den Abhandlungen 621 (Opera ommia Tis, p. 291) und 635 (Lis,
p. 379).
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durch Differentiation und Integration nach dem Parameter w?!)

1

an fxnzxdx -—

0
und?) .

" — " m+1
(18) 6[‘ 1o dx=ln+1,

sowie die Verallgemeinerung von (18)%)

1
f(Ax“»i— Bof )% Al 4+ 1)+ BUB + 1) + - -+,
0

falls A+B+.--=0.

In der Formel (12) setut EULER insbesondere n =1, p = 0 und erhilt so*)

1 1
nt  (lwde 2. 4 6 _ LTI
5= ojl_x.‘,——;flx(l+x +at+ b+ )de=1 +22+42+6—2+
(wegen (17)). '

Durch wiederholte Differentiation der Gleichung (12) mach p ergeben sich genau so
die bekannten Beziehungen zwischen #?* und > (2;~—>§; (»=2,3,4,...). Unter der Vor-

n=1
aussetzung, daB Formel (6), auf der (12) beruht, durch Partialbruchzerlegung und unbe-
stimmte Integration mit nachfolgender Einsetzung der Grenzen abgeleitet und nicht etwa
aus der von EULER sonst zur Summation der Reihen Y (—2‘}”7,, herangezogenen Partialbruch-
n=0

zerlegung der Tangensfunktion gewonnen wurde, bedeutet das Vorstehende eine von den
fritheren ganz verschiedene Herleitung dieser Reihensummationen, die eine der schonsten
Entdeckungen EULERs in der Analysis bilden und auf die er wihrend seiner langen
Forschertitigkeit immer wieder mit besonderer Vorliebe zuriickkam.

Den speziellen Fall der Formel (18)

1
f”_ldx=12
g lx

hat BULER im Januar 1775 Lacranee (EULERS Opera postuma 1, p. 585 und Oeuvres de

1) Formel (17) in Abhandlung 463 (Opera ommia L11, p. 394).
2) Formel (18) in den Abhandlungen 464 (Opera ommia I17, p. 427 u. 434), 475 (11s, p. 9),
521 (Iss, p. 69), 587 (I1s, p. 159), 629 (Lss, p. 322), 630 (I1s, p. 336), 663 (Lis, p. 459); siche
auch Mascueronis Adnotatio altera (112, p. 495).
3) Diese Formel in den Abhandlungen 464 (Opera ommia 111, p. 438) und 500 (I1s, p. 55).
4) Diese Formel in Abhandlung 463 (Opera omnmia 117, p. 392).
f*
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Luacranee Bd. 14, p. 241) mitgeteilt. Die Antwort von LAGRANGE vom 10. Februar 1775
ist nicht erhalten; ihr Inhalt ist aber aus einem EULERSCHEN Briefe vom 23. Marz 17756
(Opera postuma 1, p. 586, Oeuvres de Lacraver Bd. 14, p. 242) und aus der im Zusammen-
hang damit entstandenen vorhin genannten Abhandlung 587 ersichtlich. LAGRANGE hat
nicht nur die ihm mitgeteilte Formel bewiesen, sondern EULER das allgereinere Theorem

b 13
j “”“xm.@=f(by_ay)d_y_=ﬁ
. lx z e/ Y m

o m+ =
(" —a2™ydx g

0 A+a7)lz tg(m_—;?l)—“

und die Formel

vorgelegt; fiir EULER war hiervon nur die Auswertung des Integrals f ®— a”)% neu, fiir
die es ihm aber nicht schwer fallen konnte einen Beweis zu finden. Diesen verdffentlichte

er in der Abhandlung 587 zusammen mit seinen frifheren Beweisen fiir das ihm auflerdem
von LaGrANGE Mitgeteilte (vgl. Formel (15) und (18)). Vorher stellt er zu Beginn der Abhand-
lung die Hauptregeln fiir das Rechnen mit bestimmten Integralen zusammen, insbesondere

ff(a:) dx = —jf(x) dz, ff(x) dx -}-bff(x)dx =fcf(x)dx.

Die Abhandlung 521 enthilt zunschst den Auszug aus einem Briefe vom ;‘:’: November
1775, in welchem EULER die beiden Formeln (15) und (18) CONDORCET mitteilt. In einem
weiteren Briefe vom 2. Februar 1776 hat EULER Beweise seiner Formeln angegeben. Den
Schluf der Abhandlung bildet der Beweis der Formel (18), den CONDORCET vor Empfang
des zweiten BULERSCHEN Briefes selbst verfaBt hatte. AuBerdem handelt es sich in diesem
Briefwechsel um eine Identitit zwischen Binomialkoeffizienten, die EVLER CONDORCET mit-
teilt und fiir die dieser seinerseits einen Beweis findet.

In der S. XL genannten Abhandlung 475 erhilt EuLer die Formel

1
(19) fs——-———m Z(:lx) dx =arctgn
0
(aus (18) fiir rejn imaginéres m und #n = — m) und weiter auf diesem Wege
1
fﬂ sin pla sinqlx==_1_ll+(1’:@,
J s 4 1+(p+)
1
adx 1 2p
P2 sin plz cos glo = —_ arc tg ————-
.o/‘ T ! g It

Fiir (19) gibt er auch einen Beweis ohne Benutzung des Imaginéren.
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Die innerhalb 4 Wochen der Akademie vorgelegten drei Abhandlungen: 672, vom
13. August 1778,

Theorema. maxime memorabile circa formulam integralem

f oo coslp
(1 4+ aa— 2acos )" +1

(Opera ommia Tis, p. 141), 678, vom 31. August 1778,

Disquisitio coniecturalis super formula integrali

¢ cosig

(e + B cos 937
(Opera ommwia I, p. 168), 674, vom 10, September 1778,
Demonstratio theorematis insignis per comiecturam eruli circa wntegrationem formulae

O oS i
(1 +aa—2acos p)*+1

(Opera ommia 119, p. 197) beschiiftigen sich, wie schon aus den Uberschriften hervorgeht,
mit dem néimlichen Gegenstand. In 672 stellt EULER ohne Beweis die Formel

7

d cosde
o/ (1—2acos g+ a2+l

=@ ()T O e ()0 D s

auf und entwickelt sie fiir spezielle Werte von # und 4. Dabei zeigt sich, daf} stets

7

b4
do cosde
. 2\ .
ofdfpcf’s}vfp(l 2a cos g + af) o (1—2acospa?)t?

= (;ﬁ) 1 - a“’)"‘ : <—— nl— 1) (1 —a?)-n-1

Die Abhandlung 673 beschaftigt sich damit, die Richtigkeit der in 672 aufgestellten
Formel an der Hand von Reduktionsformeln in speziellen Fillen zu priifen und im allge-
meinen Falle die ersten Glieder der Reihenentwicklung nachzuweisen. Aber erst in 674
erbringt EULER einen vollstindigen Beweis der in der Abhandlung 672 aufgestellten Formel
sowie der dort angegebenen Beziehung zu dem Integrale

ist.

Jag cos ip (1 — 2a cos @ + a®).
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Es bleibt in diesem Abschnitt noch eine Abhandlung zu besprechen, nimlich 670 vom
12. August 1779 '

De resolutione formulae integralis Sam=tdx (4 + am)* in seriem semper convergentem,
ubi simul plura insignia artificia circa serierum summationem explicantur')

(Opera ommia lis, p. 110). Es handelt sich zunichst um die niherungsweise Berechnung
des im Titel angegebenen Integrals unter der Voraussetzung, dafi 4 klein ist; als untere
Grenze wird die Null angenommen, wihrend die obere beliebig bleibt. EULER entwickelt

das Integral fir 1 — — -;u? in eine nach steigenden Potenzen von Tﬁf’ﬁ fortschreitende

Reihe. LAt man dann 4 =0 werden, so erhilt man unter der Voraussetzung u<m, n > 0%)
m ®

_m_ _ u(p+n) w(p+n) (u+2n)
m—p 1 +m+n+ (m+n)y(m+2n) " (m+n)(m-+2n)(m+3n)

BEULER leitet diese Gleichung nochmals mit Hilfe der Reduktionsformel der Betafunktion
ab (Formel (5) S. L) und zeigt, daB ihre Richtigkeit auch direkt nachgewiesen werden
kann, wenn man die Glieder der rechten Seite, vom ersten angefangen, nacheinander von der
linken Seite abzieht.

Dadurch veranlaft, wirft EULER die Frage auf, unter welchen Bedingungen das einge-
schlagene Verfahren der sukzessiven Subtraktion der Reihenglieder bei einer unendlichen
Reihe von der Form '

o «p pebr, .
A+B7+Ca'b+pa-boc+

zum Ziele filhre. Nennt man den Reihenwert % und setzt zwischen den Konstanten die

Beziehungen '
s=a+ At, a=p+Bt, b=y +Ct, ...,

1) Unter dem gleichen Titel hat N. Fuss am 24. August 1797 der Petersburger Akademie
eine beachtenswerte Abhandlung eingereicht, welche im 15. Bande der Nova acta acad. sc.
Petrop. (1799/1802), 1806 abgedruckt ist. Sie gibt zunéichst eine andere Ableitung der EULERSCHEN
Formel, weist darauf hin, daB aus ihr filr 4=1 eine bekannte Reihenentwicklung von arctgx ent-

auch aus einer von

steht, ferner, daB die von EvLer gefundene Reihenentwicklung von

Euvrer in der Abhandlung 681 (Opera ommia I2s) angegebenen Gleichung zwischen Binomialkoeffi-
zienten abgeleitet und auch noch auf einfacherem Wege als von EuLer gewonnen werden kann.

An die Abhandlung 670 schlieBt sich auch eine Abhandlung von J. F. Prarw, Observationes
analyticae ad L. Evierr institutiones calculi integralis, vol. 1V, Suppl. I et IV an (Nova acta
acad. se. Petrop. 11 (1793), 1798, p. 37 des Histoire“-Teils). In dieser gibt der Verfasser eine
auf die Reduktion der Integrale sich stiitzende Ableitung der EULERSCHEN Formel, der er noch
drei andere #hnliche an die Seite stellt.

2) Beweise fiir diese und allgemeinere Reihensummationen hat Evrer auch in der Abhand-
lung 685 (Opera omnia Iis) gegeben.
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so erhilt man durch Subtraktion der Reihenglieder von % nacheinander die Werte:

e B e« B 7

o
t’ t a’ t a ’e

I~

Konvergiert also das unendliche Produkt

gegen einen endlichen Grenzwert IT (oder auch gegen IT = 0), so ist die angeschriebene
unendliche Reihe konvergent und % tAt — IT ihr Wert. Der Fall I7 = 0 tritt immer ein,
wenn die Reihe g-&—g-l—g—i-m divergent ist. Als Beispiel fiilhrt EuLER die Reihe

3-15 3-15-35

8 3
d—— =l Sy

16-36 " 16.36.64 7

an.

V. BETAFUNKTIONEN
Das EuLERscHE Integral 1. Art ist durch die Gleichung?)

(1) @0 = f o1 - 2y s = [

6
definiert.

2P~ ldgx

Durch die Substitution 2" =y wird
1
1 2 _1 L1
(9 =;0fy -y dy.

Man kann sich daher auf den Fall n =1 beschrinken, wenn man fiir p, was bei EULER

1) Die Bezeichnung (p, q) findet sich erst in der Abhandlung 640, wihrend in der Abhandlung
321 und den Instit. calc. integralis das Integral (1) mit (lq)*) bezeichnet wird. Die Zahl n hat

Eurer nicht in seine Bezeichnung aufgenommen, die daher nur anwendbar ist, solange % in
allen auftretenden Integralen den nimlichen Wert hat; in anderen Fillen wiirde man etwa (2 9.
schreiben.
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ebenso wie ¢ stets eine ganze Zahl bezeichnet, gebrochene Zahlen zuldBt. Heute wird nach
dem Vorgange von BINkT?) als Betafunktion das Integral

1) B(a,b) = fmu—1(1 — #p-ldz

bezeichnet, bei welchem @ und b beliebige positive reelle Zahlen sind.

qA.—
Durch die Substitution z" = ; +n — erhilt man aus f 2?1 (1 —a™)" ‘Az die zweite

Integralform fiir die Betafunktion ?)

2P~ 1dz

@) (»,9) = -/1‘/(1+zn -

Den EULERSCHEN Integralen 1. Art begegnen wir zuerst in den Abhandlungen EULERS
iiber unendliche Produkte. An erster Stelle ist die Abhandlung 122

De productis ex infinitis factoribus ortis

(Opera ommia T1, p. 260) zu nennen, die zwar erst 1750 verdffentlicht wurde, aber schon
wesentlich frither verfaBt und bereits am 12. Januar 1739 der Petersburger Akademie vor-
gelegt worden war. Daraus erklirt sich, daf EULER ihre Resultate, nimlich die Entwick-
lung eines Quotienten zweier Betafunktionen in ein unendliches Produkt und daraus fol-
gende Beziehungen zwischen solchen Integralen, bereits in der schon S. XXXVI genannten Ab-
handlung 59 (Opera ommia L1, p. 1) benutzte, indem er sie hier ohne Beweis als ,Lemmata“
hinstellte. ' '

Eine Wiederaufnahme der Untersuchungen der Abhandlung 122 erfolgte in der Ab
handlung 254 vom 18. August 1754

De expressione integralium per factores
(Opera ommia Iir, p. 233). Auch sie enthdlt zahlreiche Darstellungen von Quotienten zweier

1) Bier, Mémoire sur les intégrales définies Eulériennes, J. de I’Ec. polyt. t. 16 (1839),
p. 123, Es ist also

(_20, q)=%B(%7 —z’)

B(a, b) = n(na, nd),

oder umgekehrt

so daB hier die rechte Seite von » unabhingig ist.
2) Vgl. die Abhandlung 254 (Opera omnia Iz, p. 236), auch Inst. cale. integralis (In, p. 220)
und die Abhandlung 60 (Iy7, p. 55).
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Betafunktionen durch unendliche Produkte, die sich teilweise mit denen von 122 decken.
EuLER zeigt hier weiter, daf auch umgekehrt jedes unendliche Produkt von der Form

ats)(e+s
r= I GEcE

bei dem a 4 ¢ = b + e ist, sich in mannigfacher Weise als Quotient zweier Betafunktionen
darstellen 1aBt. Durch Vergleichung verschiedener Darstellungen fiir das gleiche Produkt
ergeben sich wieder zahlreiche Beziehungen zwischen Betafunktionen. IL#ft man weiter
durch passende Wahl der Konstanten die unendlichen Produkte P in die bekannten zur
Darstellung trigonometrischer Funktionen dienenden ibergehen, so erhdlt man zahlreiche
Beziehungen zwischen solchen Funktionen und Betafunktionen.

Nachdem EULER in diesen Abhandlungen eine immer wachsende und allmihlich un-
iibersehbar werdende Anzahl sowohl von Produktdarstellungen fiir Quotienten zweier Beta-
funktionen als auch von Relationen zwischen solchen erhalten hatte, ging er daran, die Er-

gebnisse systematisch zusammenzustellen.

Dies geschah erstmals 1765 in der Abhandlung 321

Observationes circa integralia formularum

2.4
fxf""‘l(l — ") dgx
posito post integrationem z =1

(Opera ommia 11, p. 267), welche er am 16. Februar 1765 an LAGRANGE tibersandte?), ferner
1768 im 9. Kapitel der 1. Sectio des 1. Bandes der Institutiones calouli integralis (Opera
omnia 11, p. 228), sodann 1776 in der Abhandlung 640

Comparatio valorum formulae integralis
* 2Pl
”——:‘;
]/(1 —gm)n—e
a termino x = 0 usque ad x = 1 extensae

(Opera omnia Iis, p. 392) und endlich in der etwa aus der gleichen Zeit stammenden Ab-
handlung 816

Considérations sur quelques formules intégrales dont les valeurs pewvent éire exprimees, en
certains cas, por la quadrature du cercle

(Opera ommia lis, p. 439), welche zuerst 1862 im 1. Bande der Opera postuma und sodann

1) Vgl. den Brief EurLers an Lacranee in Euners Opera postuma Bd. 1, p. 566 oder in den
Ocuvres de Lacranes t. 14, p. 205.

Lroxuarp: Eviert Opera omnia Iig Commentationes analyticae g
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1880 nach einem aus dem Besitze LAGRANGES stammenden Manuskripte der Pariser National
bibliothek im Bulletin des sciences mathématiques’) verdffentlicht wurde.

Jeder Quotient zweier Betafunktionen von der Gestalt Ef ’g)) 1aBt sich in ein unend-

liches Produkt entwickeln in der Form?)

®) (7a) _r(p+ae) r+m)(pt+atn) (r+20)(0+at+2n)
(g »pir+a) (@+n)(r+e+n) (10+2n)(r+q+2%) ’

aus der fiir 7 = »n die Entwicklung einer einzelnen Betafunktion in der Gestalt®)

pt+qg n(p+g+n) 2n(p+a+2n)

®) ®O="0 Grn@tn G+ @+
hervorgeht.

Aus diesen Produktentwicklungen und den Integralformen (1) und (2) ergeben sich
nun folgende Beziechungen zwischen den zu dem nimlichen Werte von » gehdrigen Inte-
gralen (p, g).

Alle Integrale (p, ), bei denen p oder g grofer als » ist, lassen sich auf Grund der
Formeln %)

6) (p+n,4)=ﬁ!—(p,q), ®q+n)=

7

pﬂ(p,q)

auf diejenigen %* unter ihmen reduzieren, bei denen p und ¢ beide Zahlen aus der Reihe
1, 2,..., n sind.

1) Considérations sur quelques formules intégrales dont les valeurs peuvent éire exprimées en
cerlains cas por la quadrature du cercle. Mémoire de Lzonsrp Evrer, publié conformément au
manuscrit autographe par M. Cmarnes Hexry. Bull d. sc. math. et astron. t. 4,, 1% partie,
1880, p. 207.

2) Diese Formel findet sich in der Abhandlung 122 (Opera ommia I, p. 283), als Lemma 4
in der Abhandlung 59 (I17, p. 21), ferner in den Abhandlungen 254 (i1, p. 244 £), 500 (L1s,
p. 57), 640 (Lis, p. 400), 816 (I19, p. 452), auch in den Instit. calc. integralis (111, p. 282). Aus
der Formel (3) folgt leicht die in den Inst. calc. integralis (Opera ommia L, p. 239) und in der Ab-

handlung 816 (T19, p. 452) angegebene allgemeinere Entwicklung von ((1: ’g))
spezieller Fall in noch allgemeineren Entwicklungen enthalten, wie sie in den Abhandlungen 122
(Opera ommia Isa, p. 285) und 254 (I11, p. 247) angegeben sind.

3) Diese Formel findet sich in den Abhandlungen 122 (Opera ommia 114, p. 285), 254 (I,
p. 244), 321 (I, p. 271), 499 (I1s, p. 33), 816 (Iyy, - 451) und in den Inst. calc. integralis
(T11, p. 233). o '

4) Diese Formeln finden sich in den Abhandlungen 254 (Opera omnia Iiz, p. 240), 321
(I11, p. 270), 640 (L1s, p. 395) und in den Inst. calc. integralis (111, p. 218). Die Formeln (5)—(9)
auch in der Abhandlung 421 (Ia1, p. 343—344), die von der I Funktion handelt.

, und auch diese ist als
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Diese n® Integrale aber reduzieren sich weiter auf jene —%—n (n+1), bei denen p<g
ist, da auf Grund der Substitution 2" =1 — y"?)

(6) (@&, 9= 9
sich ergibt.
Weiter sind die Integrale bekannt, bei denen ¢ = # ist,

() (0, 0 = frrap= 1,

sowie jene, bei denen ¢ = n — p ist,?)

xf'”ldw e‘ozP—l dz P
(8) (p,n—p)= | / =
’ V(l x")ﬁ v 14 sin%—;f

Nimmt man zu den Integralen (7) und (8) noch die Integrale von der Form
(p, # — p — 1) hinzu, so lassen sich durch die 2% — 1 Integrale %)

(p,n), wo p<n; (p,n—p), wo2p<m; (p,n—p—1), wo2p<n—1

alle —— (n—l) (n—2) iibrigen (p, ¢), wo p < g < n, ausdriicken. So sind z B. im Falle
N = 4 von den 10 Integralen

“ldg
(2, 9 —fm (ra=1,23,4; p <)

4)4 q
die vier Integrale
LY=1, V-3, GH-3, @GH=7
und weiter die zwei Integrale
T
L) =T =T, (=g =T
T asn® 2V/2 4sini41‘ 4

1) Diese Formel findet sich in den Abhandlungen 254 (Opera ommia I17, p. 236), 321 (I,
p. 269), 640 (I1s, p. 397) und in den Inst. calc. integralis (I11, p. 240).

2) Diese Formel findet sich in den Abhandlungen 254 (Opera ommia I17, p. 260), 321 (I,
p. 271), 640 (I1s, p. 398), 752 (L1s, p. 396), 816 (I19, p. 454) und in den Inst. calc. integralis
(I1, p. 226); vgl. auch den Abschnitt IV, insbesondere die FuBnote 8 S. XXX,

8) Dies ist fiir die kleineren Werte von # von EuLer mehrmals durchgefithrt, so in den Ab-
handlungen 321 (Opera ommia I11, p. 274), 640 (I1s, p. 401), 662 (I19, p. 82) und in den Inst.
cale. integralis (I11, p. 249). Es ist noch weiter ausgefithrt worden von Lecexpre (Hzercices de-
caleul intégral, Paris 1811, 2™ partie: Des intdgrales FEulériennes, insbesondere in den Formeln
f—1, p. 227-230).

&

g
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bekannt. Bezeichnet man die beiden letzteren mit « und B, setzt also

—(1.8)=-"_ —-(2.9)=2
o ( ? } 21/57 ’3 ( J ) 4
und nimmt noch das eine Integral
1,2)=P

hinzu, so lassen sich die drei iibrigen Integrale durch diese wie folgt ausdriicken:

aP o
(1) 1)=?‘: (273)'___%7 (3)3)=ﬁ'
Hieraus ergeben sich nun alle Relationen zwischen den zu n=4 gehérigen Integralen (p, ¢);
z. B. sagt die Gleichung _
(17 1) = V2 : (17 2)

1 1

dx — dz
Jiam " i

0

aus, daf?)

ist, und aus

(1,2)-(2,3)=7
folgt, da (2, 3) = (3, 2) ist, die Formel?)
1
dz * 2ide

T
JVi—t J Y1 1

Die Beziehungen zwischen den verschiedenen, zum nimlichen Werte von % gehorigen
Betafunktionen lassen sich alle mit Hilfe der einen Formel®)

9) B -@+en=@nr@+nrnp)=0pF+p9

ableiten, mittels der die simtlichen von EULER angegebenen Relationen zwischen Beta-
funktionen bewiesen werden konnen, so nicht nur die Lemmata 6, 7, 8 in der Abhand-

1) Diese Formel wurde am 9. September 1741 von Eurer an GoLpeacH mitgeteilt (Corre-
spondance math. et phys. etc., publiée par P. H. Fuss, t. I, p. 107) und findet sich auch in den Ab-
handlungen 59 (Opera omnia I17, p. 23) und 640 (I1s, p. 408).

2) Diese Formel wurde am 20. Dezember 1788 von EuLEr an Jon. BerNouLLi mitgeteilt
(Bibliotheca mathem. 55 (1904), p. 291, vgl. auch den Brief Jom. Bernourris an Eurer vom
7. Miirz 1739, Corresp. math. et phys. efc., t. 2, p. 25) und findet sich auch in den Abhandlungen 122
(Opera ommia 14, p. 268), 59 (117, p. 34), 816 (L1, p. 458).

38) Diese Formel findet sich in den Abhandlungen 122 (Opera ommia Iis, p. 288), 59 (I,
p. 27, Lemma 5), 821 (I11, p. 272), 421 (I, p. 344), 640 (I1s, p. 401) und in den Inst. calec.
integralis (L1, p. 242).
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lung 59*) und die Formeln der Abhandlung 122 (Opera omnig I, p. 287f£), sondern auch
das Theorem 4 in der Abhandlung 254%) und nicht minder die zahlreichen Beziehungen
zwischen Betafunktionen und trigonometrischen Funktionen.

Von diesen sollen hier nur einige besonders einfache hervorgehoben werden. Setzt
man in (9) r =n — p, so folgt

0 9) (p+a,n—p)= (0, » —p) (% 9),

also wegen (8) und (7)%)
(10) BO@+e,n—p) =

B 4

. pmw
nqsmlL
n

Ebenso folgt aus (9)
Br—p—r—g)=0-p—q49@—pp),
‘also wegen (8) und (6)%)

1
wn—p—q
(11) | (¢ n—p—4q) sinp—nit,

wobei der linken Seite noch andere Formen gegeben werden kionnen, da nach (9)

(pn—p—a) _ (pa—p) _(n—p,p—20)
(,n—p—q) (—g¢qg—0p) (&2—q)

ist.
Fiir die folgenden Gleichungen wird % als gerade Zahl vorausgesetzt. Setzt man
dann % = 27, so folgt aus (9)
(r—op,7) (27‘ —p,p)="—pp) (r, 7);

1) Mit den Lemmata 6, 7, 8 stimmen Formeln der Abhandlung 122 (Opera omnia Iis,
p. 290, 288 und 289) i#berein. In Lemma 6 (I17, p. 27) sind vier Druckfehler: dreimal muB es
% statt b und einmal - statt — heiflen; die Formel lautet richtig so:

41 ./zb('%_")'ldz(l—zb)c-fzb(%“”")‘ldz(1_zb)—-%+’°
c41 L EED—1 g, a __zb)h.fzb(%+h+k)—1dz(1 __za)—%—k

2) Das Theorem 4 (Opera ommia L1, p. 257) sagt aus, da8

(a,¢) (@, 8—a—Db)
® o @ s—a—0)

ist, wenn @ 4 c="> - ¢=s ist; es wird am einfachsten bewiesen, indem man auf der linken Seite
Zzhler und Nenner mit (a +¢, s —a —b) = (b + ¢, s — a — b) multipliziert und hierauf die Formel
(9) anwendet.

3) Diese Formel in der Abhandlung 816 (Opera ommia Iis, p. 459).

4) Diese Formel in der Abhandlung 816 (Opera ommia I19, p. 463, 483).
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aber nach (8) ist

@r—pp)= “7, somit speziell (7, 7) = 22,
27 sin%7 r
alsot)
(1‘ — b r) . P
(12) =) = sin 5
Setzt man darin » — p = ¢, so folgt?)
(g, 7) _ qm
(). @r—o “Ter
und deshalb ®)
r=p, ) _ 4 2%,
(14) T ey,

Multipliziert man diese Gleichung mit?*)

(p, 1) (10 + 1) = (1) (2 7'; p) =

2rp
so folgt®)
15 il
(15) r—p,nr)(+p )= grp g%’

und, r — p = ¢ gesetzt,®)
(16) (67 2r—gqr) = ctg 2=
o S TTCERE T

Weitere Formeln aus der Theorie der Betafunktionen gewinnt EuLER durch Differen-
tiation und Integration unter dem Integralzeichen; so findet er in der schon S. XL ge-
nannten Abhandlung 475

1
— 19

(17 fdw 2% — (r, ﬁ)

zlz 14+ o (r, oz)

indem er links il—x’" nach Potenzen von # entwickelt, gliedweise integriert und Formel (18)
von S. XLIIT anwendet; dabei wird, wie vorhin, #» gerade = 2r vorausgesetzt. Fiir f=r —«
geht (17) in Formel (13) von 8. XLII iiber.

1) Diese Formel in der Abhandlung 59 (Opera omnia 111, p. 22).

2) Diese Formel in den Abhandlungen 59 (Opera ommia L1z, p. 24), 816 (L9, p. 460, 462).

3) Diese Formel in den Abhandlungen 59 (Opera ommia Iz, p. 26), 816 (19, p. 469).

4) Diese Formel in der Abhandlung 122 (Opera ommia Iis, p. 269). Im speziellen Falle
p=1, r=2 ist es die frither (S. XLII) erwshnte Formel (1, 2) (3, 2) = —:— .

5) Diese Formel in der Abhandlung 816 (Opera omnia I, p. 467).

6) Diese Formel in der Abhandlung 816 (Opera ommia I1s, p. 465).
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Durch #hnliche Uberlegungen erhilt EULER in der am 19. August 1776 der Akademie
vorgelegten Abhandlung 500

De valore formulae integralis

fx““ldw (=2 (1 —a)

lx 11—z

a termino x =0 usque ad x =1 extensae

(Opera ommia Iis, p. 51) die Beziehung

1a,—1dm (1_xb)(1— °) (a-l—b C) (a+0,b)
(18) f B I ey B YR

die fir a=p, b=¢q —p, c=n —p — ¢ in folgende iibergeht

1 gin 2%

. dw a? — af 4 a"~P — g~ n
J wlw 1— " gin 1%

n

(vgl. (14) S. XLII).
In der gleichfalls am 19. August 1776 der Akademie vorgelegten Abhandlung 499

De integratione formulae
f dxlx
V1—azx
ab £=0 ad =1 extensa
(Opera ommia Iis, p. 23) findet EULER aus (3) |
L(pym)—1(g, m)=1(m~+p)—Ip+i(m+p+n)—l(p+n)+1(m+p+2n)—1l(p+2n) + -
—l(m+q)+lg—l(m+q+n)+1(g+n)—l(m+q+2u)+1(g+2n) —

und

di(p,m) 1 1 11 + 11 PR S S
dp m+p p m+p+n p+n mtp+2n p+2n ' mtp+3n p+3n ’

also schlieBlich, indem er links fiir (p, m) das dadurch definierte Integral einsetzt und be-

achtet, daB die Reihe rechts gleich f ———(x—:i)dx ist,

1
(19) fxp—l(l __xn) P lxdx __fxp 1(1 x”)T do J'xz’—l(a;mx_ 1) o,
0
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Tm weiteren Verlauf beschrinkt sich EULER auf solche Werte der Zahlen m, n, p, fir die
auch das erste der rechts stehenden Integrale sich auf das Integral einer rationalen Funk-
tion zuriickfithren und daher durch bekannte Konstante ausrechnen 1i8t. Er findet so eine
Anzahl merkwiirdiger Integrale, z. B.

— 2 16
: Vl x

1 1
widxle 3w 7 2ddxlxs 8 (47
-5) T 2 12),

0
1 1 :
— 1 xdxlx L 7
dale 1—x"=——7—6—(—~+l2) f — _(13———_)
5f 4 4 \2 T VA= 3Y3 3Y/3
und als einfachstes das im Titel der Abhandlung 499 genannte

dxlx T
—=——EZ2°

V1—a?

Fiir dieses Integral suchte er noch einfachere Beweise, deren er zwei ganz verschie-

(20)

dene am Anfang der Abhandlung 499 den allgemeinen Uberlegungen, iiber die soeben be-
richtet wurde, vorausschickte. Bei dem ersten dieser Beweise machte er die Substitution
y =V1 — 4%, durch die das Integral auf der linken Seite von (20) ibergeht in

1

¥y oyt S dy
— _+__+.._+...
of(:z 476 Vi—g

und nach gliedweiser Integration in

w1 1-3 1-3-5
~TEtsmtiaet )
Andrerseits ist

mithin

1 1
dzlz 7 1 1 4
— == — — — —)ds=—=12.
‘.,/‘1/1—:1:;2 2 f(zl/l—z’ z) 2

0

Bei dem zweiten von der Theorie der Betafunktion unabhingigen Beweise der Glei-
chung (20) macht EULER die Substitution 2 — sing und erhilt

b4
1 dnl Kl
kel =flsin¢pdgo.
0

: Y1—2a?
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Fiir Isin @ setzt er (mit unzureichender Begriindung) die trigonometrische Reihe
. 1 1
ls1n¢p=—l2——cos2(p——Ecos4¢p—§cos6¢p—-n

ein und gelangt durch gliedweise Integration wieder zu dem Werte — —g—l2.
Den auf der Substitution y =7/1 —2? beruhenden Beweis iibertrug EuLER in der am
1. Mai 1780 der Akademie vorgelegten Abhandlung 752

De integralibus quibusdam snventu difficillimis

(Opera ommia 119, p. 390) auf das allgemeinere Integral

g ldals
of VA —ay
er erhielt so unter Benutzung von (8) aufs neue einen Teil der in 499 gefundenen allge-
meinen Ergebnisse.
Zur Berechnung eines Integrals (p, ) schligt EULER in der Abhandlung 640 (Opera

ommia Lis, p. 419) vor, das Integrationsintervall von O bis 1 in die beiden Teile von O bis

%71_— und 7,1/1—_ bis 1 zu zerlegen. Fithrt man dann im zweiten Integrale an Stelle der Inte-
2 2
grationsvariable z eine neue y ein durch die Gleichung 2" =1—gy* so erhilt man

L L
vz vz

. p— ld.X/' yq—ldy
® )= f= T )
oj n)n— JV(1~yn>n—p

wo sich nun nach Entwicklung der Integranden nach dem binomischen Satz gut konver-

gente Reihen fiir die beiden Integrale ergeben.

Leoxzaror Eurerr Opera omnia I19 Commentationes analyticae h
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VI. GAMMAFUNKTION

BEs war das Problem der Interpolation der Fakultitenreihe) 1, 2, 6, 24, 120, .. .,
welches EULER auf die Gammafunktion gefithrt hat. Er schrieb am 13. Oktober 1729 an
GoLpBAca?), daB das m'*® Glied dieser Reihe durch das unendliche Produkt

11—n2n 21—n3» 31—n4n
14+n 2+4n 3+n

geliefert und dadurch fiir andere als ganzzahlige positive # definiert werde, und kurz darauf
findet sich in der am 28. November 1729 der Petersburger Akademie vorgelegten Abhand-
lung 19

De progressionibus transcendentibus, sew quarum termini generales algebraice dori mequewnt

(Opera omnia 1, p. 19) fiir dieses allgemeine Glied neben dem ebengenannten unendlichen
Produkte (Iis, p. 2) auch die Integralform (I, p. 12)

f dz (— la),

auf welche EULER hier durch den Grenziibergang

slzif% {gn—jxf-l(l —xf)"'dx} =6fwf—1(l -i—)ndx

von der Betafunktion her gelangt war.

1) Eurer nennt diese Reihe wiederholt, so in 594 (L, p. 217), progressio hypergeometrica
Warziisi; vgl. auch Abhandlung 368

De curva hypergeomelrica hac aequatione expressq y = 1-2-3 .-z,

Novi comment. acad. sc. Petrop. 18 (1768), 1769, p. 8 (Opera omnia sz, p. 3).

2) Correspondance math. et phys. publice par P. H. Fuss, St.-Pétersbourg 1843, t. 1, p. 3.
Gorppacu hatte bereits am 18, November 1728 an Daxier Berwourn: geschrieben ,c'est ainsi
que je crois pouvoir dommer le terme général de la swite 1+1-2+1-2-3+41-2-3-44----
(Corresp. t. 2, p. 273).

3) Der wesentliche Inhalt der Abhandlung 19 findet sich auch in einem Briefe EULERS an
GorpeacH vom 8. Januar 1730 (Corresp. t. 1, p. 11).
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Diesen Ubergang von der Betafunktion zur Gammafunktion hat EuLEr spiter in
der Abhandlung 421 vom 4. Juli 1771

Euvolutio formulae integralis

m
Jur-1dz (1z)»
wntegratione o valore =0 ad z =1 extensa

(Opera omnia iz, p. 316) nochmals ausfiihrlich dargestellt und aus ihm die Haupteigen-
schaften der Gammafunktion hergeleitet. Diese finden sich dann wieder in der Abhand-
lung 662 vom 30. September 1776

De vero valore formulae integralis
1\~
Ja @ )
@ termino x = O usque ad x = 1 extensae

(Opera omwia 119, p 63) und in der schon oben (S. XLIX) genannten Abhandlung 816
(Opera ommia 119, p. 439), wihrend die Institutiones calculi wntegralis die Gammafunktion
noch nicht kennen.

Da durch die Substitution 2/ = 2

1 1
fxf‘1<l—1—)ndx =L fl (i)ndz
z et z
0 : 0
wird, so kann man sich auf den Fall f=1 beschrinken und das EULERSCHE Integral
2. Art oder die Gammafunktion durch die Gleichung?)

1

) | [n] = f (z -;-)"dx

definieren; dabei muB » > — 1 sein.?)

1) Die Bezeichnung [n] fiir das Integral (1) findet sich erstmals in der Abhandlung 421
(Opera ommia I, p. 341). Der Name EurErscHES Integral 2. Art oder Gammafunktion und die
Bezeichnung des Integrals (1) mit I'(n + 1) riihrt von Leeenore her (Eaercices de caleul intégral
t. 2, 1814, p. 4). Gauss hat dafiir die Bezeichnung I1(n) gewshlt (Disquisitiones generales circa seriem

infinitam 1 +j‘+f z+ -+, Comment. Gott. vol. 2, 1813; Werke BA. 3, p. 145),
2) Diese Bedingung bei EuLer in der Abhandlung 421 (Opera omnmia I17, p. 332); in der

Abhandlung 662 dagegen setzt EULER auch # = ——z—, ——25— usw., wodurch er zu unrichtigen Glei-
chungen gelangt (I19, p. 71). DaB die Definition der Gammafunktion durch das unendliche Pro-
dukt (3) auch fiir beliebige nicht ganzzahlige negative Werte von » giiltig bleibt, hat BuLer nicht
angegeben.

h*
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" Durch die Substitution # = e~? erhilt man die zweite Integralform fiir die Gamma-
funktfion?)

@) [n] =0f yr et dy.

Dazu tritt noch die Darstellung der Gammafunktion durch das unendliche Produkt,
der auch EULER bereits die Form?)

. 1.2.
(3) [#] = L ,,{(1+n)(2+n) ) (m + 1}
gegeben hat.

Jede Betafunktion 148t sich durch Gammafunktionen darstellen in der Form?)

_[p—1][g—1]
)] B(p,q9) = [p+a—1]
Aus (3) oder (4) folgt*)
© [n][—n] = 22—

Was die Werte der Gammafunktion angeht, so ist zunichst fiir jedes positive ganz-
zahlige 7 %)

(6) [#]=1-2-3..

1) Diese Form in der Abhandlung 675 (Opera ommia L1s, p. 220), vgl. auch die Abhandlung
594 (Opera ommia Lss, p. 217). Die drei Ausdrucksformen der Gammafunktion (1), (2), (3) finden
sich auch in der oben (Anm. 1, S. LVIII) genannten Abhandlung 368.

2) Brief an Gorpsace vom 13. Oktober 1729 (Corresp. t. 1, p. 4) mit der Bemerkung:
,,Communicavi haec cum Clar. BERNoULLI, qui peculiari modo eundem fere postremum erutt terminum,
in hoc a me diversum, quod aliam potestatem loco (m + 1) adhibeat“, die sich auf die Bemerkung
Danier, BERNOULLIS in seinem Brief an Gorpsace vom 6. Oktober 1729 bezieht, wonach das all-
gemeine Glied der Fakultitenreihe aus

(A +—a2£)m I'I—T-w‘2-?-m'“4—f+m
fiir unendlich groBes A entstehe.
3) Diese Formel findet sich in den Abhandlungen 421 (Opera ommia 11, p. 390), 662 (L1,
p. 68) und 816 (T19, p. 489). Durch sie werden die Relationen zwischen den Betafunktionen, von
denen im vorigen Abschnitte die Rede war, identisch erfiillt.
4) Diese Formel findet sich in den Abhandlungen 352 (Opera omnia I1s, p. 82), 721 (I,
p. 342), 816 (L1, p. 487).

5) Diese Formel in den Abhandlungen 421 (Opera ommia I, p. 322), 662 (L, p. 63),
675 (I19, p. 220).
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Da weiter fir jedes beliebige 7?)
™ : e+ 1] = (n +1)[n]
ist, so geniigt es, [#] zu berechnen fiir alle Werte von # = 0 bis # = 1 oder von # = — 1
bis n = 0.

Es ergibt sich zuniichst®), da nach (7) [%]=—;—[—% und nach (5) [‘%] [— —;—:|= —Z—
ist,

) 1 - 1 1
® [-3)-v7 wa [F]-3va
und daher wegen (7) weiter?)

2n4+1] 1-3-5---2n+1
) [ 2 ]” 2223 /™

Fir ein positives gebrochenes Argument %’ mit beliebigem positiven ganzzahligen
Zabler m und Nenner n hat EULER in der Abhandlung 421 die folgende Formel abge-

leitet, welche die Gammafunktion I:%] durch die zur Zahl » gehorigen Betafunktionen (1, m),
2,m), ... (n—1, m) ausdriickt?)

m’| m =»
(10) I:—n—‘i —-=—n—1/n"""(m—1)!(1, m)(2,m)...(n—1,m)

1) Diese Formel in den Abhandlungen 662 (Opera ommia I19, p. 67), 816 (L9, p. 478).

2) Diese Werte finden sich in den Abhandlungen 19 (Opera ommia 14, p. 11), 122 (L1,
p. 264), 352 (Lss, p. 84), 421 (Tur, p. 325), 521 (Iss, p.77), 594 (I1s, p. 217), 662 (I19, p.71),
816 (I19, p. 478). Den einfachen Beweis, daB durch die Substitution —y?

fw”e“””dx = 2fy2"+‘e“ﬁdy,
] 0
also fiir = —1
[—3]= 2fe“”’dac=1/;
0
wird, hat EurLer nirgends angegeben.

3) Die Formel [—";'—]=—;L[—;—]=%—g V= schon in der Abhandlung 19 (Opera ommia I,
p. 11), die allgemeine Formel in den Abhandlungen 421 (Opera omnia Iz, p. 333), 662 (I1s, p.71),
816 (I19, p. 478).

4) Opera ommia I1v, p. 348; in dieser Abhandlung ist in den Fillen #=2 bis n=28, in
der Abhandlung 816 in den Fillen #=2 bis # =15 die Formel speziell ausgefiihrt (I17, p. 344 £,
Tis, p. 479). Die Formel ist identisch mit jener, welche EuLer schon in den Abhandlungen 19
(Opera ommia I, p. 20), 122 (I14, p. 262) und in dem Brief an GoLpBacH vom 8. Januar 1730

(Corresp. t. 1, p. 15) angegeben hat.
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und aus ihr in der Abhandlung 816 die Formel?)

w Ry

gewonnen.

Eine erste Gruppe der aus der Gammafunktion abgeleiteten Integrale behandelt EULER
in der Abhandlung 675 vom 30. April 1781

De valoribus integralium a termino variabilis x = O usque ad % = oo extensorum

(Opera omnia Tie, p. 217). In der Gleichung?)

oo

(12) b fon-tetrdg = 4

0
setzt EULER fiir % die komplexe Zahl p + ¢¢ ein und gewinnt dann durch Trennung des
Reellen und Imaginiren die beiden Formeln

©

A4 cosnb g 4 sin n6
13 g"~1le=?% cos qrde = ——— 2*~le P singqrdr =
( ) Bf q 3 ) b[‘ : q f )

in denen 6 = arc tg L und f=Vp:+ ¢ ist.

Fir n= = ist 4= V=, und es gehen aus (13) die Formeln

a4 fe—px cosgx@__.}@]/fzo, j:e ”“squd—x—V“Vf-i_p
[} ) ; Va

hervor, in denen als spezieller Fall (p =0, ¢ = 1) die folgenden

(15) cosxdm V__ smacda: V_

enthalten sind. Auf diese Integrale wurde EULER, wie er am Anfange der Abhandlung
auseinandersetzt, durch die Frage nach jener Kurve gefiihrt, fiir welche der Kriimmungs-
radius der Bogenlinge umgekehrt proportional ist.?)

1) Siehe Opera ommia I19, p. 483. Diese Formel ist ein spezieller Fall einer erst von Gauss

a-f

aufgestellten allgemeineren Formel (Disqm'sitiones generales cira seriem infinitam 1 4 iy -+
Werke Bd. 3, p. 150, Formel [57)).

2) EuLer setzt in dieser Abhandlung p. 221 4 =1-2-3.--(n—1).

3) Auf diese Kurve hatte schon Jacos BerNouLL! in einem nachgelassenen Aufsatze

Invenire curvam, cuius curvedo in singulis punclis est proportionalis longituding arcus; id est,
quae ab appenso pendere flectitur in rectum
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Fiir # = 0 geht ans der zweiten Formel (14) die Formel

o0

—aw g az _ q
(16) fei" smqacv—x——arctg—p—,

0

also speziell fiir p =0, ¢ =1 die Formel

oo

sin @ b7
17 s Lz =

0

hervor.
Es ist auffallend, daf EULER den Wert % = 1 nicht hervorhebt, in welchem aus (13)
die Formeln

© -]

» - q
18 e P% o8 X AL = —— e P gin qrdx = ——
( ) f ’ q p2+q2’ 6f q p2+q2

0

hervorgehen, von denen die erste durch Integration nach ¢ gleichfalls die Formel (16) liefern

wiirde, wihrend aus der zweiten die Formel

, m__ L, 1—cosqx _ 1 ( _g";)
(16)) (fe:n_x dz =5 1(1+%
hervorgeht. Die Formeln (16), (16") hat EULER in etwas anderer Form in der S. XL ge-
nannten Abhandlung 475 (Opera ommia Iis, p. 4 und 5) erhalten.

Die EuLerscHE Konstante?)

(19) C = 057721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 . . .

(Opera, Genevae 1744, p. 1084) hingewiesen. Eurer hat ihre Koordinaten durch die sogenannten

FresnenscreN Integrale
‘cospdy ‘singdg
x=c f — . ye=c f Sk o
¥y Ve ¥y Ve

dargestellt, die sich somit lange vor Fresser bei Eurer finden. Spiiter wurde die Kurve von
A. Cornu: Etudes sur la diffraction; méthode géoméirique pour la discussion des problémes de
diffraction (C.R. 78, 1874, p. 113) benutzt, um eine deutliche Darstellung der Diffraktions-
erscheinungen zu geben. Von E. CrsAro: Les lignes barycentriques (Nouv. Ann. 5, 1886, p. 511)
wurden ihre Eigenschaften untersucht und ihr der Name Klothoide gegeben. Vgl auch G. Loria,
Spezielle algebraische und tramszendente ebeme Kurven. Theorie wnd Geschichte (Leipzig 1902,
p- 457).

1) Vgl. die Anmerkungen zu I1¢, p. 431 und zu I, p. 115.
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tritt bei EULER zum ersten Male in der Abhandlung 43
De progressionibus harmonicis observationes

(Opera omwia 11, p. 94) auf, wo sie als Grenzwert der Differenz
1 1 1 )
(1+?+?+“'+7{ —ln+1)
fiir unendlich werdendes n definiert und auf 6 Dezimalstellen

¢ = 0577218

berechnet ist, von denen aber die 6. falsch ist.
Sie kehrt dann wieder in der Abhandlung 47

Inventio summae cuiusque seriei ex dato termino generali

(Opera ommia Tss, p. 118), in der sie auf 16 Dezimalstellen richtig berechnet ist, wihrend
sie in den Abhandlungen 393

De summis serierum numeros Brryouvriianos involventium

(Opera ommia 115, p. 115), 432
Exercitationes analyticae

(Opera omnia 1, p. 137), 583
De numero memorabili in summatione progressionis harmonicae naturalis occurrente

(Opera ommia Tis, p. 569) und in den Institutiones calouli differentialis (Opera ommia I,
p. 339 und 612) iiberall mit der falschen 16. Stelle 5 statt (aufgerundet) 9 angegeben ist.
Ebenso sind von 17 in einem Briefe EULERS an JoH. BERNOULLI vom 20. Juni 1740 (Bibl.
mathem. 6,, 1905, p. 65) angegebenen Stellen die 16. und 17. falsch.)

1) Mascueront hat in seinen Adnotationes ad calculum integralem FEuiEri (Ticini 1790;
Lronaarp1 Evierr Opera ommia 112, p. 431) den Wert der EvLErscHEN Konstanten C auf 32 Stellen
angegeben, von denen nur 19 richtig sind. Es folgt dann SorpNER (Théorie et tables d’ume mouvelle
fonction transcendante, Munic 1809, p. 18), der C auf 22 Stellen richtig angegeben hat. Unabhingig
davon berechnete Gauss ebenfalls 22 richtige Stellen, wihrend die von ihm noch angegebene 23.

falsch ist (Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 + ‘;f 2 4 -+- Comment. Gott. vol. 2,

1813, Werke Bd. 8, p. 154; vgl. auch den Brief von Gavss an Besser vom 18. November 1811;
Briefwechsel zwischen G-avss und Brssez, Leipzig 1880, p. 159); ferner hat auf Gauss’ Veranlassung
F. B. G. Nicorar C auf 40 Stellen berechnet, die sich alle als richtig erwiesen haben (s. Gauss, Werke,
Bd. 3 p. 154). Es folgte dann OETTINGER (Uber die richtige Wertbestimmung der Konstante des
Integrallogarithmus, J. f. Math. Bd. 60, 1862, p. 875), der C auf 42 Dezimalstellen berechnete,
von denen 41 richtig sind, hierauf W. Smanks (On the calculation of the numerical value of
Euvzers Constant; Proc. R. S. London 15 (1867), p. 431, mit 3 Nachtrigen ebenda 16 (1868),
p. 154 u. 300, 18 (1870), p. 49), der C zuerst auf 65 und sodann auf 80 Stellen berechnete,
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Auf die Darstellung der EULERSCHEN Konstante durch das Integral *)

1
0=[(1iw+i%>dx

war EULER schon in den vorhergenannten Abhandlungen 393 und 583 gefithrt worden.
An diese kuiipfte EULER in der Abhandlung 629 vom 29. Februar 1776

1

Evolutio formulae integralis | oz (—— + 1Y & termino % =0 usque ad x =1 extensae
1—2 lax

(Opera ommia Tis, p. 318) wieder an, aber die Reihenentwicklungen, welche EULER hier auf
Grund- dieser Integraldarstellung fiir C gibt, gehen weder formal noch sachlich fiber die-
Jenigen hinaus, welche schon von den fritheren Abhandlungen her vorlagen,

von denen aber nicht mehr als 59 richtig sind. Sodann hat GrarsHEr (On the caleulation of Evizrs
Constant, Proc. R. 8. London 19 (1872), p. 514) C auf 100 Stellen berechnet, von denen 99
sich als richtig erwiesen haben, und dann wieder Smanks (On the mumerical value of Euvrzrs
Constant, Proc. R. S. London 20 (1872), p. 31) auf 110 Stellen, von denen aber nur 101 richtig
sind. Endlich hat J. C. Apams (Note on the value of Evizrs Constant, Proc. R. S. London 27,
1878, p. 94) C auf 264 und 265 Stellen ausgerechnet, auf zwei verschiedene Weisen, von
denen 263 Stellen itbereinstimmen,

1) Der Zusammenhang dieses Integrals mit der logarithmischen Derivierten (1) der Gamma-
funktion, fiir welche Gauss (Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 -+ %%gx +- ., Werke,
Bd. 3, p. 159, Formel [77]) die Darstellung

1
v =/ (g5

gegeben hat und nach welcher 0= — (1) ist, ist von Eurer noch nicht bemerkt worden.
ADOLF KRAZER, GEORG FABER,
Karlsruhe. Miinchen.
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DE INTEGRATIONIBUS MAXIME MEMORABILIBUS
EX CALCULO IMAGINARIORUM ORIUNDIS

Convent. exhib. d. 20. Mart. 1777

Commentatio 656 indicis ENESTROEMIANI
Nova acta academiae scientiarum Petropolitanae 7 (1789), 1793, p. 99—133

Summarium ibidem p. 42—43

SUMMARIUM

En considérant une formule différentielle représentée sous la forme générale Zaz, ou
Z marque une fonction quelconque de la variable 2z, telle cependant que lintégrale [Zaz
puisse étre assignée au moins par des logarithmes et des arcs de cercle, on aura f Zpz=L/N:g,
ot A désigne une certaine fonction de z. Que si maintenant on donmne a4 2 une valeur
imaginaire z +y}/—1, la fonction Z pourra étre représentée sous la forme M+ N V—1 et
lintégrale A:7 se laissera toujours réduire a la forme P+ @}/—1. Tout revient donc
déterminer les quantités

P~ [(Mox — Noy)
Q= [(Nox + May),

ce qu'on pourra effectuer toutes les fois que la forme [Z3z sera intégrable pour une valeur
réelle de z, quelque compliquée que soit d'ailleurs cette intégrale.

Clest d’aprds cette observation générale que M. EULER s'est conduit dans la recherche |
des intégrales des formules

0z 0z Mm=1py
et

N
02, 14227 1428 14270

Lronsarpr Eviert Opera omnia I19 Commentationes analyticae 1
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pour le cas od £ =2+y}/—1, ou bien, en mettant
z=wvcos.p et y=wvsin g,
pour la valeur
2 =v(cos.p +}/—1-sin. p).

L’intégration des trois premieres formules n’est pas, a dire la vérité, sujette & beaucoup de
difficultés, mais la dernitre, qui est fondée sur la décomposition en fractions partielles, en
présente de plus d'une espéce, qu'il est intéressant de voir s'évanouir en partie et céder aux
efforts du plus grand Analyste.

1. Considero hic in genere formulam differentialem quamcunque Zde,
cuius integrale saltem per logarithmos et arcus circulares exhibere liceat, quod
per characterem A :z designo, ita ut sit

fZ@z=A:z.

Tam loco 2 scribo quantitatem gquamcunque imaginariam, scilicet 2—x -+ y¥ —1,
unde functio Z transmutetur in formam M + NV —1. Hoc modo forma
differentialis evadet

(0 + dyVY —1)(M + NV — 1),
cuius producti pars realis ergo erit

Mox — Noy,
imaginaria vero

(Noz + Moy)V — 1.

Tum vero ipsum integrale, quod est A:(z + yV —1), transmutari poterit in
similem formam P4 @V —1. Quare cum quantitates reales et imaginariae
seorsim inter se conferri debeant, hinc duplex integratio orietur:

I P— [(Mox— Noy),

L Q— [(Noz+ Mboy),

quae ergo duae formulae semper erunt integrabiles, etiamsi binas variabiles
z et y involvant. Erit scilicet per notum integrabilitatis criterium tam
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(3315) (2—1:) quam (2—1;) (aM> ) Unde intelligitur ex qualibet formula
differentiali proposita binas deduci posse integrationes eo magis notatu dignas
et arduas, quo magis integrale fuerit complicatum, quamobrem plures casus

evolvisse operae erit pretium.

I. EVOLUTIO FORMULAE DIFFERENTIALIS 2"dz.

2. Cum igitur sit

si loco #z scribamus x4+ yV —1, hae potestates binomii, in usum vocando
characteres, quibus iam saepius uncias designavi®), evolutae dabunt

(x+yV—l)”=x”+<71—2)x”"1y1/—-1—(%)x”‘*yy—-(’—) n3 3V—l—l—etc

Hinc colligitur fore

e (2ot ()= (oo e

W (Dt (Gt (D)o

Simili modo pro forma integralis erit

et

(”+1)P=fﬂ"+1“<ﬁ—;l>x"'lyy+(n1_1>w""sy4—-<n—_g—l—)$"—ay6+etC.,

(n+1)Q= (ﬁf—l> 8 (n—;_ ’1> m Pyt <n+ l)x"'”"‘yf’ — ete.

1) Confer Commentationem 694 huius voluminis, A K.

2) Eurerus hanc notationem primum usurpat in Commentatione 575 voluminis Iy5. Vide
etiam Commentationem 600 voluminis I7, imprimis notam p. 409 adiectam, necnon praefationem
voluminis I7, p. XXVL G. F.

1*
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3. His valoribus determinatis binae integrationes, quas hinc adlplSClmllI’,
ita se habebunt:

, f @x(xn_(%)mn 2 2+( ) nodgt <%) e 6+etc>
(Bt () ()

quae forma quemadmodum ipsi P aequetur, per partes videamus. At est
.’L’"+1
L [aow—"—
quod cum primo termino seriei § 2 pro P inventae convenit. Tum vero

sumatur
L f () se ()

hinc ex parte priore sumto y constante oritur integrale

_ (’95”—_‘1 vY

ex parte vero posteriore sumto x constante orietur

Y 1YY
(1)”” 2’

quae duae expressiones manifesto sunt inter se aequales, scilicet

_ P
=— 3% yY.
At vero secunda pars ipsius P est
1 n 4+ 1\ .1
i (),

quae ob

_I_
() ="

manifesto fit
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Sumatur nunc
III. f(%)x"“y‘@x —|—f<—g—>a;”‘3y38y.

Hic ex parte priore' concluditur integrale

n—l— 3(%)37"_3?/4’
L.
(5)=-G)=

hae duae formulae manifesto sunt inter se aequales et integrale erit

ex parte autem posteriore

Quoniam igitur est

Pars tertia autem formulae pro P datae est

n :— 1 <’%_1> x"—3y4’

<n+1)=n+1'n‘n-—1.n——2
4

quae ob

1 2 3 4

manifesto illi est aequalis. Simili modo convenientia sequentium membrorum
ipsius P ostenditur simulque facile intelligitur pari modo consensum formu-
lae ¢ ostendi posse.

4. Quoties igitur exponens » est numerus integer positivus, veritas
nostrarum formularum manifesto in oculos incurrit. Verum si # fuerit vel
numerus negativus vel fractus, tum formulae pro litteris M et N, item P
et @, in infinitum excurrerent; unde his casibus calculum alio modo instrui
oportet. Scilicet loco # et y binas alias variabiles in calculum introduci
conveniet statuendo V (zz-yy)=v et quaerendo angulum g, ut sit tang. cp==-?;—;
tum autem erit

x=wvcos.p et y=vsingp
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ideoque differentiando

0% = 9v €08. ¢ — VI Sin.
et

Oy = dv sin. ¢ + vd¢p cos. .

His autem positis erit

@+ yV —1r=1v"(cos.ngp +V —1-sin. ng),
unde colligitur -
M=v"cos.np et N=1"sin neg.

Deinde vero pro integrali erit

Zn-l-l — Q)"'l'l(cos. (/n _I._ ])(p + V— 1 . Sin. (n + 1)(])),
unde habebitur

__v*tleos.(n+1)g ot Q__v"“siin.(n—{—l)q;_
o n+1 o n+1

h. Cum nunc invenerimus
P— [(Mox— Noy) et Q—[(Noxw+ May),
facta substitutione fiet

P=f(v"3v cos. (n + 1)p —v"**d¢ sin. (v + 1)¢)
et

Q =f('v"8v sin. (n + L) + v**'d¢ cos. (n + 1)¢).

Ambae autem hae formulae manifesto integrationem admittunt, cum ex priore fiat

,vn+1

n+1

cos. (n+1)¢p et Q——n— sin. (n -+ 1)¢;

P= n+1

quae cum sint obvia, ad maiora progrediamur.
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II. EVOLUTIO FORMULAE DIFFERENTIALIS 1 _T_Zgz
CUIUS INTEGRALE EST A tang.z

6. Cum hic sit

posito s —=a -y V —1 erit

Z = .
14 2zy)Y—1+z8—yy

Hic ante omnia denominatorem ab imaginariis liberari oportet, quod fit
numeratorem et denominatorem multiplicando per 1+ xw —yy — 2xyV —1,
fietque
g ltzz—yy —2zyY —1
(1 +zz—yy)* + dzzyy

sicque erit

U= 1+zx—yy
(1 +zz—yy)* +4xzyy
et
N— —2xy .
1+ 2z —yy)’ + 4zzyy

Hinc igitur pro integrali P4 @V —1 impetrabimus

P=f (L +zz—yy)ox+ 2aydy
(1 +ax—yy)* + 4zayy
et

Q=f(1+a:x-yy)8y—«2xyax,
(L +zz—yy) +4zzyy’

hasque ambas formulas iam certo scimus esse integrabiles.

7. Consideremus accuratius denominatorem, qui evolvitur in hanc formam

(@ + yy)' + 2(ze —yy) + 1,

quae porro reducitur ad
(wz +yy +1)'—4yy,
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quae ergo est productum ex his duobus factoribus
@z 4+ yy + 1 4 2y) (@2 + yy + 1 — 2y),

qui ergo factores sunt xx + (y + 1)’ et 22 + (y—1)>. Hanc ob rem ambae
illae fractiones resolvi poterunt in binas fractiones, quarum alterius denomi-
nator sit x4 (y--1)° et alterius zx4 (y—1). Ad hanc resolutionem
faciendam utamur resolutione generali fractionis?) -1‘,5'—0 in has duas fractiones

—?— + %, ubi numerator F reperitur ex formula % ponendo 7= 0; alter vero

G ex formula % ponendo U =0.%)

8. Pro formula priore erit
8 =1+ 2w — yy)dz + 2zydy,
T=zx4y+1)" et U=zz+ (y—1)7%
quamobrem pro priore fractione !f littera F definiri debet ex fractione

A +zz—yy)ox+ 2zydy
zz+(y—1)°

ponendo zx + (y + 1= 0. Quare cum hinc sit &z — — (y + 1), hoc valore
tam in numeratore quam in denominatore substituto, ubi quidem z occurrit,
reperietur

—20z(yy+y)+2xyoy _

1 1
4y gax(y+1)—~2—xay.

Simili modo pro fractione % numerator G definiri debet ex bac fractione

1+ zx—yy)ox + 2xyoy
zx+(y+1)>°

1) In editione principe loco litterarum 7 ot U litterae P et @ usurpatae sunt, quibus autem
iam alia significatio est. A L.

2) Haec transformatio non satis definita est, quia F et G hic non constantes, sed functiones
binarum variabilium « et y esse debent. A L.
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ponendo zwx -+ (y — 1)’ =0, unde fit zo = — (y —1)’, quo valore substituto
reperitur

G — 202(y—yy) +22yy _

1 1
iy ——géx(y—l) 4 Ewﬁy.

Hinc igitur habebimus

xx+(y+1)° 2J wx+(y—1)7

P 1 fax(y—i- )—zdy 1 [ox(y—1)—xdy
)

9. Nunc autem integratio harum formularum nulla amplius laborat
difficultate. Si enim pro priore statuamus y + 1 =1z, erit dy = tdx + xdt,
unde haec formula integralis transmutabitur in

Lo 1 —_ 1 y+1,
—’gfm—_?Ata;ng.t— 2Atang. z
Pro altera formula ponatur y —1 = wz, ut sit dy =wudx 4 x0u, eaque abibit in

1 u 1 _1 y—1
= ﬁm_EAtang.u~2Atang. pou

quocirca adepti sumus valorem litterae P, qui est

1 y—1 1 y+1,
D o= 5 A tang. = 5 A tang. p
Cum nunc sit
A tang. @ — A tang. b = A tang. ff—————‘;l%,
erit

1 22
P=—§Ataung.m_—_—£

10. Simili modo procedamus pro valore ¢ inveniendo eritque

S=(14 2z —yy)dy — 2wydx
atque
T=zxx+@y+17 et U=zw+ (y—1),

unde pro fractione % numerator F aequabitur fractioni

8 (+zz—yy)oy—2xydx
U~ xz+(y—1) ’

Leoxuarp:r EviLerr Opera omnia Iig.Commentationes analyticae 2
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si quidem statuatur zz 4 (y 4 1)’ =0 sive sz = — (y + 1)>. Erit igitur

_+2ay(yy+y)+2xyax__ 1 1
F= iy ——é-ay(y—[-l)—l—gwaw.

Tum vero erit numerator G ex fractione

1 +2zz—yy)oy—2zyox
zz+(y+1)*

statuendo 2 = — (y — 1)’ hoc modo expressus

G — —20y(yy—y)—2ayér

1 1
iy —;8y(y——1)-—5x8x.

Hinc ergo fiet

0L (vt 1)+_x_8_:f___lf8y(y—1)+xax
T2 zz+ (y+1)* 2 zz+(y—1)y7 "’

ubi in utraque formula valor [numeratoris] est dimidium differentiale deno-
minatoris, sicque valor quaesitus

Q= Fils+ W+ 1) — gllas+ v — 1) — AT EEL

11. His igitur valoribus pro P et ¢ inventis valor integralis quaesiti
erit P+ @V —1, unde, cum formulae propositae integrale sit A tang. s, nunc
certi sumus, si loco z scribamus z 4 yV—- 1, tum arcum circuli, cuius tan-
gens est formula imaginaria z 4y — 1, semper aequari huic formulae

Y—1,zz+(y+1)>*
+ 4 lxx—l—(y—l)’

1
—5 A ta,ng.m_l_yy__l

12. Neque vero opus fuerat hos valores pro P et @ per integrationem
quaerere, sed immediate ex integrali cognito A tang. (x+yV —1) deduci
possunt. Si enim ponatur

P+ QV—1=Atang. (z+yV—1),
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erit signo imaginarii mutato
P—QV —1=Atang (x—yV—1).
His iam formulis additis prodit

2P = Atang. (v +yV —1)+ Atang. (x —yV —1)

2z
= A tang. Tw
ideoque
1 2 2z
Pe g Atang g0 = — A tang

Deinde subtractio illarum formularum praebet

2QV —1=Atang. (x+yV —1)— Atang. (v —yV —1)
29 —1

= A tang. Trooty

Quia vero est

A tang. ul/——l—fauv 1—]/ fl—uu_ _1l1+“

1—uu 1—u’

2y

TTzz5 9y’ erit

hinc, cum nostro casu sit u =

1/ 1, zz-+(y+1)>
20V —1— Lot (y—D¥
ergo
1 xx+ (y+1)%
4 zz+(y—1)"

prorsus uti invenimus. Hoc autem imprimis pro aliis casibus est notandum,
ubi, quoties integrale [ Zdz per logarithmos vel arcus circulares exprimere
licet, quoniam posito z = x + y ¥ — 1 hos in partes duas resolvere licet, alteram
realem alteram simpliciter imaginariam, inde valores quantitatum P et @
assignari poterunt, quantumvis ipsae formulae integrales pro his litteris re-
sultantes fuerint perplexae et abstrusae.

2*
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III. EVOLUTIO FORMULAE DIFFERENTIALIS i j_zzs

CUIUS INTEGRALE CONSTAT ESSE

1 1 1 V3
El(l—l—z)—ElV(l—z-{—zz)—!—%Atang.;—:—z__

13. Ponamus igitur hic 2= 4+ yV —1 eritque

7 1 _ » 1 .
142° 1+a:3+3xxy1/—1~—3xy?/~—y31/“1’

ubi cum denominator sit
14+ a°—3ayy +V — 1Bxzy — y°),

multiplicetur supra et infra per

142 —3zyy —V — 1(8zay — ¥°)
fietque
g 1+2—3ayy—Y— 1322y —y°)
1+ 2z(zz—3yy)+ (z2+yy)*

Hinc ergo adipiscimur _ :
M— 1+2°—3zyy
1+2z(zx—3yy) + (zx +yy)*

et
S3zxy—y®

e N T T EACEETT)R

14, Ex his iam valoribus, si integrale quaesitum designemus per
P+ QV —1, pro utraque quantitate P et @ sequentes obtinemus formulas
integrales ’

P_f(l +a%—3zyy)ox+ Bzry—y®)dy
= 1+22(@z—3yy) + @a+yy)
et

o= ¢ +2*—3zyy)oy—(Brzy—y’)ox
= 1+ 2z(zz—3yy) + (2 +yy)°

quas ambas formulas iam in antecessum novimus esse integrabiles, etiamsi
evolutio harum formularum sit difficillima, cum factores denominatoris non
pateant; interim tamen valores harum litterarum P et @ ex ipso integrali
principali per z expresso derivare licebit.
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15. Quoniam in his formulis duae variabiles 2 et y insunt, pro lubitu
alterutram tanquam constantem tractare licebit. Ita si « pro constante su-
mamus, ponendo z==a pro litteris P et ¢ has habebimus formulas integrales

P_f (Baay—y’)oy
~J 1+2a(aa—3yy)+ (aa+yy)

Q=f (1+a*—3ayy)oy ,
1+2a(aa—3yy)+(aa+yy)’

et

Simili modo si y pro constante accipiatur, ponendo y = b pro iisdem litteris
sequentes valores prodibunt

P___f (1+2*—8bbx)ow
T J 14+ 22(zx—3bb)+ (bb+ zx)®

Q__/' b —3bra)ox
T J 1+ 22(xx—3bb)+(bb +ax)®’

et

qui valores, si calculus rite instituatur, congruere debent. Verumtamen sem-
per tutius erit uti formulis principalibus, in quas ambae variabiles z et y
ingrediuntur, propterea quod, si his posterioribus formulis uteremur, adiectio
constantis in errorem praecipitare posset, si scilicet in prioribus littera a, in
posterioribus vero littera b in constantem induceretur.- ‘

16. Ob has summas difficultates ergo non parum mirandum est valores
horum integralium nihilominus revera exhiberi posse; tantum enim opus est,
ut in integrali per z expresso loco z scribatur z 4y} —1 atque singula
membra in binas suas partes resolvantur, alteram realem, alteram imaginariam;
tum enim partes reales iunctim sumtae dabunt valorem ipsius P, partes
autem imaginariae valorem ipsius @.

17. Quoniam enim in memorato integrali tantum logarithmi cum arcu
circulari occurrunt, sufficiet duas sequentes reductiones®) nosse:

- L Up+qV—1)=1V(pp+qg)+V—1 Atang. -
et

: 1 2 —1 1)2
1. Atang. (p+gV—1) =5Atang.1___mf_qq+v4 lﬁﬁiggtlgg

1) Vide Commentationem 168 voluminis I17, imprimis p. 218 necnon Commentationem 170
voluminis Ig, imprimis p. 134 et 144, G. F.



14 DE INTEGRATIONIBUS MAXIME MEMORABILIBUS [108—109

Hinc cum prima pars sit %l(l + 2), posito 2=+ yV —1 erit
WA +o+yV —1)=1Y(A+ 2" +yy) +V —1-Atang. 2.
Pro secunda parte, quae erat — %l(l — 2+ 22), ob

1—z+zz=1——x—l—xw——yy-l-V—l@xy——y),
consequenter
p=1—z+t20—yy e qg=22y—y,

et Il — 2+ 22) =1V (& + yy — 2)' + 200 — yy — 22 + 1)
+V —1.A tang. I%y:%
Denique tertia pars erat ]—/%A tang. -z—‘i—'o’;, ubi ergo
e _ z+yV—1 _ 2z+29V—1—szz—yy
5—¢ 2—w—g)—1 @—a+yy

unde pro superiore formula erit

Hinc ergo pro hac parte erit

V'3

_1 2(2z —2z—yy) (@ —2*+yy)V3
2—z_?A tang. @=

2P+ 2yy(2 —2) —3(2—2) zx+62yy(2—a)—12yy—2y*

V—1,pp+(q+1)°,
T lpp+(q—1)2’

A tang.

quae expressiones cum tantopere sint prolixae, in ultima parte litteras p et
g retinere maluimus; quamobrem multo minus valores pro P et @ hic ex-
hibemus, cum sufficiat nosse partes reales iunctim sumtas praebere P, imagi-
narias per V —1 divisas Q; atque ob hanc causam manifestum est, cur evo-
lutio actualis superiorum formularum non successerit.
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IV. EVOLUTIO FORMULAE DIFFERENTIALIS z;" ;‘:j

CUIUS INTEGRALE PASSIM EVOLUTUM REPERITUR
SI QUIDEM EXPONENTES m ET » FUERINT NUMERI INTEGRI

18. Ex hactenus traditis clare intelligitur longe aliam viam hic esse
ineundam. Statim igitur statuamus

z=vco8.¢ et y=wvsin ¢,

ita ut loco binarum variabilium z et y statim binas alias v et ¢ in calculum
introducamus; tum enim erit

#" = v™(cos. mp + V — 1 - sin. mg)
et
144 =1+"(cos.np+V —1-sin. ng).

Quare fractionem propositam supra et infra multiplicemus per
140" (cos.np — V¥ —1-sin. ng)

hincque prodibit denominator 1 + 2v" cos. ng + v*~

19. Pro numeratore cum sit

1oz ——=%3. = 7—:‘-3. o™ (cos. mep + ¥V — 1 - sin. mg),
at vero in genere |
9.(cos.w +V —1.sin.w) = dwV —1(cos.w +V —1-sin. ),
erit facta evolutione
7"~ 10z — v~ *9v (cos. mg + V — 1 - sin. me)
+v" 9V — 1 (cos.mgp + ¥V —1-sin. mg)

sive
198 = 0"~ (cos.mg +V — 1. sin. mg) (9v + vV —1).



16 DE INTEGRATIONIBUS MAXIME MEMORABILIBUS [110—111

Hanc ergo formulam insuper multiplicari oportet per

1+ v*(cos.ngp — ¥V —1-sin. ng),

pro qua operatione notetur esse

. (cos. &+ V —1.sin. &) (cos. § — V —1-sin. )

=cos. (¢ —B) +V —1- sin. (« — g);

hinc ergo noster numerator erit

o™~ (cos. mo +V — 1 sin. mep) (dv + vdgpV —1)

+ o™+ (cos. (m — n)p +V — 1 - sin. (m — n)gp) (0v +vdpV —1),

cuius ergo pars realis erit

o™~ 10 cos. me + v™ "~ 9v cos. (m — n)¢

— V"0 sin. me — v " dg sin. (m — n) @;

pars vero imaginaria erit

V"~ 90Y —1-sin. mg + "9V —1- cos. mg
+ om0 — 1. sin. (m — m)g + 0" +*99Y — 1 cos. (m — n) .
20. His praeparatis, si formulae nostrae differentialis integrale quaesitum

statuamus = P+ @V — 1, utramque partem per sequentes formulas integrales
reales inveniemus expressam:

P_fv"‘—lav (cos. m @ 4 0" cos. (m — n) @) — v™ d @ (sin. m @ + v* sin. (m — 1))
o 1+2v*cos.ngp + o2 -7

Q ___j’v’"“‘@v(sin.m«p + " sin. (m —n) @) + v™ 0 @ (cos.m @ + v" cos. (i —n) @)
— 1+ 2v"cos.n @ + v2*

Haec igitur integralia ex ipso integrali principali per z expresso derivare
licebit, uti ante iam observavimus, siquidem totum integrale partim ex lo-
garithmis partim ex arcubus circularibus, quorum tangentes dantur, compo-
nitur. Interim tamen videamus, num methodo consueta haec integralia
investigare liceat.
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INVESTIGATIO FORMULAE INTEGRALIS

P_fv"‘"‘@v(cos.mq;—i—v”cos. (m —n) @) —v™ 0 @ (sin. m @ + v* sin. (M — n) )
” 1+ 20" cos.n g + v

21. Totum ergo negotium huc redit, ut ante omnia denominator in suos
factores resolvatur eosque trinomiales, quandoquidem ad nostrum institutum
omnes factores debent esse reales. Ponamus ergo factorem huius denomina-
toris esse 1-—2vcos.w -+ vv atque necesse est, ut posito hoc factore — 0
(unde fit » = cos.w + V' — 1 - sin. w) etiam ipse denominator evanescat. Quo-
niam igitur hinc fiet

v =cos.nw +V —1.sin. nw
et
v*" = 08. 2nw +V — 1. 8in. 2nw,

his substitutis denominator induet hanc formam
1+ 2 cos. ngp cos. nw + cos. 2nw +V — 1 (2 cos. ne sin. nw + sin. 2nw),

cuius ergo tam pars realis quam imaginaria seorsim nihilo aequari debet. Ex
imaginaria igitur haec oritur aequatio

2 cos. n sin. nw + sin. 2nw = 0,
unde per 2sin.nw dividendo prodit
€o8. n¢p + cos. nw = 0.

At vero ex parte reali deducitur
14 2cos. ne cos. nw + co8. 2nw = 0,
unde, quia 1 4 cos.2nw = 2 cos. nw?, erit
cos. ng -+ cos. nw = 0,

prorsus ut ante. Unde patet angulum w ita accipi debere, ut fiat

CO8. Nw = — C€OS. N,

Lzoruaror Evierr Opera omnia 119 Commentationes analyticae 3
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cui conditioni infinitis modis satisfieri potest, sumendo vel
nw=n-+np vel no=3n+np vel nw=>5n-+neg

atque adeo in genere nw = (2¢ + 1)7 + ng. Atque hinc adeo # valores
diversi pro w obtinebuntur; totidem vero nobis est opus ad denominatorem
implendum. Forma igitur generalis anguli w erit

CIES L

et: quicunque huiusmodi valor ipsi w tribuatur, denominatoris factor erit
1—2v cos. w 4 vv, quo evanescente simul ipse denominator evanescet, fiet-
que scilicet v** = — 20" cos. ngp — 1.

22. Inventis iam omnibus factoribus denominatoris ipsa formula propo-
sita in totidem partes resolvi poterit, quarum denominatores sint isti ipsi
factores trinomiales 1 — 2v cos. w 4+ vv; quamobrem pro quolibet tali factore
fractlonem ei respondentem, hoc est eius numeratorem, investigari oportebit;
qui cum ex numeratore ipsius formae propositae deduci debeat, ponamus
brevitatis gratia numeratorem formulae integralis propositae

Rov + Soep,
ita ut sit
R = v"~'(cos. mg + v" cos. (m — n)qp)
et
S = o™ (sin. mg + v" sin. (m — n)@).

Iam primo evolvamus fractionem
R

14 20" cos.n ¢+ v?*’

quam involvere fingamus hanc fractionem simplicem

r
1—2vcos.oa+vv’

pro cuius numeratore » constat eius valorem derivari debere ex fractione

R(1—2vecos.0 +v0)
1+ 29" cos.ng + 03"

posito 1 — 2v cos. w + vv =0, ubi operationem ita institui oportet, ut pro r
quantitas integra obtineatur.
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23. Quoniam autem casu 1—2vcos.w + vy =0 tam numerator quam
denominator evanescit, notum est?) hoc casu istam fractionem

1—2vcos. @+ vv
1+ 2v"cos. ngp + v

aequari huic
v — €0S. ® V0 — v cos. @
no** = Lo ~lcos.ng  nv*(v* +cos.ng)’

cuius denominator ob »** —= — 2¢" cos. np — 1 dabit — no" cos. ngp — n; nume-
rator vero ob vv = 2vcos.w —1 erit v cos. w — 1 ideoque fractio

_ —ves.o+1
T n(vcos.ng +1)

Ex denominatore autem nihilo aequato fit v"— — cos.ng +1 —1.sin. ng?),
qui valor in hoc denominatore substitutus dat

1—vecos.o i 1—vcos. o

—ncos.ng?+n) —1-sin.ngcos.ng+n o nsin. ng (sin.np +} — 1 cos. nyp)

Numerator vero posito v — cos.w +1V —1-sin. w abibit in
sin. o (sin. 0 —V — 1 - cos. w)
sicque tota haec fractio erit

sin. o (sin. @ —) — 1 - cos. @)
nsin.ng(sin.ng +J —1-cos.ng)

1) Vide G. F. pe r’Hosprrar (1661—1704), Analyse des infiniment petits pour Vintelligence
des lignes cowrbes, Paris 1696, p. 145. Confer porro L. BuLert Institutiones caleuli differentialis
[Berolini] 1755, partis posterioris cap. XV; Lronmaror Evizr: Opera omnia I, p. 564. G. F.

2) Editio princeps:

v=cos.ng+V — 1-sin.ng,

qui valor in hoc denominatore substitutus dat

1-—wvcos. o veos.m — 1

neos. ngp?+n) —1.sin. ng cos.ng —n " nsin, ne (sin.ng — Y — 1. cos. ng)

Inde denique formula definitiva huius paragraphi erat

— o 8in. (0 — np) —sin. ng
nsin. n @

Correxit A. L.
3*
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Nunc haec fractio supra et infra ducatur in sin.ng—V —1-cos.ng prodibitque

__sin. o (cos. (@ +n9) + ) —1-sin.(@ + ng)
7 sin. 0 )

Verum imaginaria, quae hic adhuc supersunt, nostrum negotium prorsus tur-
bant. Interim tamen hoc incommodum tolli poterit, si quantitas v in nume-
ratorem introducatur. Ponamus igitur numeratorem esse 4v 4 B, ita ut 4
et B sint quantitates reales; unde cum sit

Av+ B=Acos.w+ B+V—1.4sin o,
partes reales et imaginariae seorsim aequentur sicque esse debet

A sin. @ = — sin. (w + n¢) sin. o,
unde fit

= — sin. (w + ng), .
quo valore substituto partes reales dabunt

— ¢08. w sin. (w + n¢g) + B = — sin. w cos. (w + ng),
unde fit
B =sin. ne,
- sicque fractio nostra erit

—vsin. (@ +ne) +sin.ne Y
nsin. ne

24, Nunc igitur tantum superest, ut ista formula multiplicetur per R,
eius scilicet valorem, quem accipiet posito

vv—2vcos.w+1=0.
Erat autem

R = o™ '(cos. mg + v" cos. (m — n)gp),
quod posito v = cos.w +¥ —1-sin. w abit in

cos. mg cos. (m — 1)w + cos. (m — n) ¢ cos. (m +n — 1) w

+V —1(cos. mg sin. (m — 1) w + cos. (m — n) ¢ sin. (m + n — 1) w),

1) Vide notam 2 p. 19. G. F.
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cuius loco, ut imaginaria extirpemus, scribamus Cv - D sive

Ccos.o+D+V—1.Csin. v,
unde erit

O — o5 Mmy sin. (m — 1)w + cos. (m —n) @ sin. (m +n— 1)
o sin. @
et hinc

P — Cos.m@sin. (2 —m)e + cos. (m —n)psin. (2—m—n)o
sin. @

25. Inventis nunc valoribus litterarum A4, B, C, D erit numerator noster
quaesitus r = (4v + B)(Cv + D). Quia autem hic adhuc inest quadratum
vy, eius loco scribendum restat 2v cos.w — 1 sicque erit valor iustus

r=2A4Cvcos.o —AC+ (4D + BC)v + BD.

Consequenter pars integralis huic factori respondens pro variabili v erit

[ rov
J 1—2vcos.0+vv

Simili modo pro altera variabili ¢ fractio partialis ex fractione

S

1 — 29" cos. n + vi*

derivari debet; quae si statuatur

s
1—2vcos. 0+ vv

atque quantitas S redigatur ad formam FEv + F, simili modo feperietur
s=(4v + B)(Ev+ F),
ubi autem insuper loco vv scribi debet 2v cos.w — 1, quo facto pro variabili

¢ habebitur formula
f sop .
1—2vcos.0+vv
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26. Quodsi iam haec colligamus, pars integralis ex quolibet denomina-
toris factore 1 — 2v cos. w - vv oriunda erit

f rov+sdp .
1—2v cos.w—l—vv’
ubi imprimis notandum est hic criterium notissimum') circa integrabilitatem

formularum duas variabiles involventium certe locum esse habiturum. Suf-
ficiet autem plerumque alterutram tantum variabilem considerasse.

27. Hic quidem ad valorem litterae P inveniendum sufficere posset

formula
J‘ rov
1— 2vecos. + 00’

in qua sola v ut variabilis tractetur, cuius integrale, uti constat, per loga-
rithmos et arcus circulares exhiberi potest. Interim tamen hoc idem inte-
grale etiam erui debet ex altera formula

J' sogp
1— 2vcos.m+m)’

in qua solus angulus ¢ cum angulo w ab eo pendente variabilis assumitur,
quae integratio eo magis est notatu digna, quod plura multipla anguli ¢ in
ea occurrunt neque adhuc methodus tales formulas tractandi satis est exculta.
At vero haec nimis sunt generalia, quam ut ea, quae in iis sunt contenta,
clare perspicere queamus; unde haud parum lucis nobis accendetur, si quos-
dam casus simplicissimos contemplabimur.

APPLICATIO AD FORMULAM DIFFERENTIALEM 2
UBI EST m—1 ET n—1

28. Cum huius formulae integrale sit I(1 4 2z), posito z—ao +yV —1
seu potius, uti in genere fecimus,

1) Vide A J. Lexern (1740—1784): De criteriis integrabilitatis formularum differentialium,
Novi comment. acad. sc. Petrop. 15 (1770), 1771, p. 127; confer porre L. EvLer: Institutionum
calewli integralis vol. tertium, Petropoli 1770, appendix § 95; Lroxzaror Evrerr Opera omnia 1is,
p. 411, G. F.
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#=v(cos. ¢ +V —1-sin. p)
integrale
I(1+wvcos. g+ vV —1-sin ¢)
evolvitur in formam

P+ QV—1
existente
P=1V (14 2vcos. ¢ + v0)
et
@ = A tang. 5 o

+vcos.(p'

29. Nunc igitur eosdem valores per integrationem eruere conemur. Po-
sitis autem m =—n =1 formulae generales pro P et @ exhibitae sequentes
induent formas

P_f 7v(cos. @ + v) — vo@sin. @
o 1+ 2vcos. + v
et

Q__favsin.(p + vog cos. @ + vVop
o 1+ 2vcos. @ + v ’

ubi formula prior manifesto habet integrale

—%—l(l + 2v cos. ¢ + vv),

posterior vero integrale habet

vsin. @

A tang. 7 +veos.p”

quemadmodum differentiatio manifesto declarat, ita ut hic non opus fuerit
alterum angulum o in calculum introducere.

APPLICATIO AD FORMULAM DIFFERENTIALEM T—i—i—z
UBI m=1 ET n=2

30. Hunc casum iam supra evolvimus, ubi vidimus posito 2=z + yV —1
integrale esse

2% 1/-—1la:aa-1—(y+1)2

1 .
Atang.(m-{—yV—-—U=—-§Atang-m+yy__1+ 4 zz+ (y— 1)
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Hinc ergo, si ponamus
r=vco8.¢p et y=vsin ¢,

erit pro integrali P+ QV —1

_ 1 2vcos.¢p_}_ 20 cos. @
P= 2Atang.———vv_1 = 5 A tang. o

et
Q—i ll + 2vsin.g + vv
41— 20sin.g + v

Hos igitur valores videamus quemadmodum per integrationem eliciamus.

81. Cum igitur hic sit m =1 et »n =2, formulae generales praebebunt

P_f@v(l + vv)cos.p — vip(1 — vv)sin. P,
T 1+ 2vvcos. 2¢ + ot

Q ¢v(1 — vv)sin. @ + v5p(1 + vv) cos. 5.9
- 1+ 2vvcos. 2¢ + ot

ubi notetur denominatoris binos factores, ob

€0s. 2w = — €08.2¢ = ¢08. (1 + 2¢) hincque vel w =90°+ ¢ vel w = 90°— ¢,

esse
1+42vsin.g +vv et 1—2vsin ¢ 4 vo.

Hinc ad resolutionem expediendam consideremus in genere fractionem

S
1+ 20vcos. 29 + v*’

quam resolvi ponamus in has partes

F + G
14 2vsing 4+ vy 1 — 2vsin.g + vv

’

ubi novimus hos numeratores ita definiri debere, ut sit

S ) )
F=1_2vsin.(p+w posito 14 2vsin.¢ 4 vv=0

et
S

G=1 + 2vsin. @ + v

posito 1—2vsin. ¢+ vo =0
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32. Quoniam nunc tam pro P quam ¢ binas habemus partes, alteram
per dv, alteram vero per d¢ datam, sit primo

S = (1 + vv) cos. ¢,
unde fit

P (1 4+ vv)cos. g

1 — 2vsin ¢+ vv pOSitO 1 +‘U’U= — 2v sin. @,

unde statim fit

— 2vsin, g cos. @ 1
= = — COS. @,
F — 4vsin. @ g COS- ¢35

similique modo erit

G — (1 + vv)cos.

1+ 2vsin. @ + ov pOSitO 1 +U?J=+2v sin.(p

sicque erit
1
G =+ 5 cos. ¢;

quamobrem pro P pars integralis elementum dv continens erit
.P———if 8vc'os.q> +_1_j' a‘vc.os.(p ]
2 1+ 2vsin.p 4 vv 2 1-— 2vsin. @ 4 vv

33. Pro parte autem, ubi ¢ est variabile, habebimus

§S=—v(l—vv)sin. ¢,
unde fiet

P v(1 — vv)sin. @

i g Tre—— posito 14+ vv=—2vsin.¢ ideoque vvo =—2vsin.p — 1,

unde fit

1 .
-5 (1 + v sin. ).
Simili modo erit
G—— v(1 — vv)sin. @
T 14 2vsing + o0’

posito scilicet 1 +4 vv = 2v sin. ¢, quo facto fit
G=—1 (1 — v sin. ¢)
2 Q).

Leoxnaxpr Eurerr Opera omnia I19 Commentationes analyticae 4
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Hinc igitur valor completus quantitatis P ex utraque variabilitate erit

P__ifavcos.(p—}—(1+vsin.(p)aw+lfavcos.q)—(1—vsin.«p)atp'
2 14 2vsin. @ + oo 2 1 — 2vsin. @ + v

34. Pari modo pro quantitate @ primo habemus
S=(1—vv)sin. ¢
ideoque fiet :

Fe (1 — vv)sin. @
1—2vsin.@ 4 oo

posito 14 vv = — 20 sin. ¢,

unde fit
e _ 1+vsm.”¢£.
20

Hic autem v ex denominatore extrudere oportet; quem in finem multiplicetur
supra et infra per v -+ 2sin. ¢, ut denominator fiat 2(vv 4 2v sin. ) = — 2;
numerator autem tunc erit

vy sin. ¢ + v 4 2v gin. ¢* 4 2 sin. ¢
ideoque
1 .
F = - (v -+ sin. g).
Simili modo erit

G — (1 — vv)sin. @
14 2vsin. @ 4 vy

» posito scilicet 14 vo=2vsin. ¢,
quo facto fit

1—ov
G ="

et ob 1= 2vsin. ¢ —vv erit .

1, .
G = (sin. ¢ — ).
Sicque pars prior pro ¢ variabilem v continens erit

Q__}_f 2v(v + sin. @) _I_l‘/' ¢v(sin.p —v)
T 2J 14 20sing+oo ' 2J 1 — 20sin.¢ + vv

Pro altera vero parte variabilem ¢ habente erit

S=v(1+ vv)cos. ¢



119—120] EX CALCULO IMAGINARIORUM ORIUNDIS 27

hincque colligitur

F e v(1 4 vv) cos. @

T— Sosing oo POSItO 14 2vsin. g 400 =0 sive 1+vv=—2vsin. ¢,

unde fit
1 .
F= 5 ¥ CO8. ¢;

tum vero erit

G — v{1 + vv) cos. @
1 + 2vsin. @ + vo

posito 1+ vv =+ 2vsin. ¢

ideoque

-

G =-vcos. ¢

Dy

sicque valor completus ipsius @ erit

Q= _l_fav(v-i-sin.tp) +vaq)cos.(p+lfav(sin.qo—v)—l—vaqmos.qo
T2 1+ 2vsin. @ + v 2 1 — 2vsin. @ + vv

35. Incipiamus ab evolutione posterioris valoris @, utpote facillima,
quoniam in utraque formula numerator manifesto est dimidium differentiale
denominatoris, unde statim obtinetur

Q= 1 ll+2vsin.¢p+vv

41— 20sin.g + v’

qui valor prorsus congruit cum supra dato. Pro littera P autem notetur esse

f fov _f A tang. . v sin. @

1—2vcos.w +vv sinw —veos.o’

unde, cum nostro casu pro parte priore sit

f=cos.¢, cos.o=—sin.¢ et sin. o= cos.q,
erit :
ov cos. @ v COS. @
.f1 F Sosm g £ o0 — A0 T

4%
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si quidem angulus ¢ ut constans tractetur. At vero ex eius variabilitate
non prodit altera pars, quae est

2¢(1 + vsin. )
14 20sing + oo’

sed eius loco differentiatio praebet

— vo@sin.p — vV
14 2vsin.p + vv

In hunc ergo dissensum accuratius inquiri conveniet.

36. Primo quidem nullum est dubium, quin differentiatio formulae

v o8, @
A tang. 1+ vsin. @

pracbeat partem priorem; sed idem contingeret, si constans quaecunque ad-
iiceretur; quare cum in hac integratione angulus ¢ pro constante sit habitus,
ista constans utique adhuc ipsum angulum ¢ continere potest. Hanc ob rem
in genere statuamus integrale quaesitum esse

A tang. : v CO8.

+ vsin. @ +f‘ﬁ9(p

existente & functione ipsius ¢, et iam huius formulae differentiale posito v
constante erit

—vopsin.@ —vVigQ
1+ 2vsin.p 4 v

+ Bop=0¢ (D + 20D sin. ¢ + Bvyv — vsin. ¢ — vo);

ubi si sumatur & ==1, ipsum nostrum differentiale prodit

(1 + vsin. )
1 + 2usin. g + oo’

ita ut ista pars sit

-+ A tang sin. g

v cos. @
A tang. T “oong’

- v COS. @
THosmy + ¢ = A tang. .

+ v sin.
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qui duo arcus contracti praebent

sin. @ + v
€08, @

A tang.

haecque formula differentiata ipsum producit integrale datum.

37. Pro altera autem parte ipsius P, quae est

f@v cos. ¢ — (1 — vsin.@)og
1—2ysin.@p + vo

cum haec forma a priore tantum in hoc discrepet, quod angulus ¢ sit nega-
tive sumtus, idem discrimen in integrali introductum dabit

v — sin. @
cos.

A tang.

Sicque completus valor quantitatis P erit

v -+ sin. @ 1 v — sin. @
Cos. @ + 2 A tang. cos.p '

'P=%Ata,ng.

qui duo arcus in unum contracti dabunt

20 cos.
A tang. lvf‘_)sv—f

P=

’

1| =

qui valor pariter perfecte congruit cum supra dato.

APPLICATIO
AD CASUM QUO m =1 ET » =3 SEU FORMULAM DIFFERENTIALEM

o2
1428

38. Quodsi hic ponatur

2=cos.¢ +V—1-sin. ¢
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et integrale inde resultans statuatur

2
1428

ex formulis generalibus supra datis erit

P _f@v (cos. @ + v3cos. 2¢) — VO (sin. o — v*sin. 2 )
o 1+ 2v%cos. 3¢ + 0°
et

Q __f@v(sin.tp — v3sin. 2¢) 4 v0@ (cos. ¢ + v°cos. 2¢p)
1 4 20%¢os. 3¢ + ©°

39. Hic igitur denominator tres habebit factores trinomiales; quorum
forma si ponatur 1 — 2v cos. w + vv, debet esse cos. 3w — — cos. 3¢p. Aequa-
bitur ergo 3w vel 7+ 8¢ vel 71— 3¢ vel 3n— 3¢, unde ergo oriuntur hi
tres valores ipsius w:

w=60"4+¢, w=060"—¢, o=180"—¢.
Nunc igitur in genere consideremus hanc fractionem

S
1+2v8%cos.3¢p+ 0%’

cuius una fractio partialis sit

F .
1—2veos.0+ vv’

atque, ut supra animadvertimus, valorem ipsius F' derivari oportet ex forma

S(1—2vcos. @ + vv)
1+20v%cos. 3p+ 0%’

si statuatur 1 —2v cos. w + vv — 0; tum autem ista fractio reducetur ad hanc
formam
' S(vv—v cos. @)

308+ 3v%cos. 3¢

Cum autem sit

$=—2v°cos.3¢9p —1,
denominator erit

—3(v*cos. 3¢ + 1),
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numerator wvero
S(v cos. w — 1),

sicque fractio resolvenda erit

S(l——vcos.a_&___F
3(v¥cos.3p+1)

postquam scilicet ex denominatore quantitas v fuerit elisa.

40. Quoniam igitur per hypothesin habemus

v=cos.w+V—1.sin o,
erit
v* = co8. 8w +V —1-5in. 3w,
ubi notetur esse
c08. 3w = — €08. 3¢;
tum vero erit
sin. 3w = +-sin. 3¢p.

Scilicet pro primo valore, quo =60°4¢ sive 8w —180° 4 3¢, erit
sin. 3w = — sin. 8¢p; pro secundo valore, quo 3w = 180°— 3¢, erit
sin. 3w = 4- sin. 3¢; pro tertio casu, quo 3w = 3w — 3¢, erit etiam
sin. 3w = + sin. 3¢. Hoc autem valore posito denominator noster erit

8(—cos. 3¢" +V —1-sin. 3¢ cos. 3¢ -+ 1),

ubi signum superius valet pro valore tertio et secundo anguli w, inferius
autem pro primo. Hic denominator etiam hoc modo concinnius exprimi potest

8 sin. 3¢ (sin. 3¢ 4+ — 1. cos. 3¢).

41. Nunc igitur tam numeratorem quam denominatorem ducamus in
sin.8¢ -V —1.cos. 3¢ eritque

S(1—vecos.w)(sin.3¢ FJ —1-cos.3 )
Fe , .
v 3sin.3¢
At si etiam loco » scribamus cos. w +V — 1. sin. w, fiet

- Ssin. o (sin.w—) —1-cos. ) (sin. 3¢ F )/ —1-cos. 3¢)

¥ 3sin. 3¢




32 DE INTEGRATIONIBUS MAXIME MEMORABILIBUS [122—123

Hinc si bini factores imaginarii numeratoris in se invicem ducantur, reperietur

P Ssin. @ (F cos. (0 +3¢) F Y —1-sin.(w + 3¢))
o 3sin. 3¢ ’

ubi imaginaria non amplius curamus, quoniam, uti supra vidimus, introdu-
cendo litteram v, ea rursus tollere licet.

41a.') Nunc autem pro S quatuor habemus valores ad binas litteras P et
Q definiendas. Primo enim pro P et elemento dv erit

S = cos. ¢ + v* cos. 2¢,

ubi loco ¢* scribamus valorem iam ante usurpatum — cos.3¢ 47 —1-sin.3¢,
unde fiet

S = cos. ¢ — ¢08. 3¢ ¢08. 2¢p -V — 1 -sin. B¢ cos. 2¢
= sin. 3¢ (sin. 2¢ + V' —1 - cos. 2¢),

sicque erit valor noster

[y

F— - sin. o (sin. 2¢ 4V — 1- cos. 2¢) (F cos. (w +3¢) FV — 1 - sin.(w + 3¢)),

3
qui valor pro signis superioribus erit

F=+4 % sin. w (sin. (0 + @) —V —1-cos.(w+ ¢))),
at pro signis inferioribus prodit

F= +%sin.  (sin. (@ — ¢) —V — 1 cos. (w — @)).

1) In editione principe numerus 41 per errorem iteratur. G. F.
2) Editio princeps:
= — > sin. o (sin. @+ 9) + / — 1+ e0s. (@ + 9),
unde formula definitiva falso:

F= ——;—veos. (0 +q>)+-;—cos.(2m + @)
Correxit A. L.
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42. Nunc autem necesse est imaginaria hinc secludi, ad quod efficiendum
statuamus
sin. (w + @) —V —1-cos.(w+ ¢) = Av -+ B

—Acos.w +B+V —1-4sin. w,

unde manifesto deducitur

g _ sty . p_cos9

. . 2
sin. @ sin. @

sicque habebimus pro priore casu

1 1
F = — 2 vcos. (o + ¢) + 5 cos. p,

pro posteriore vero
A cos. (w0 — @) ot B o 59

sin. @ sin. o
ideoque ‘

1 1
F=—3vcos. (0 — ¢) + 5 cos. ¢.

Verum non opus est ulterius progredi, quoniam evolutio horum casuum spe-
cialium nobis iam viam sternit ad formam generalem evolvendam, quam ergo
in sequente problemate prosequemur.

PROBLEMA GENERALE

Si ponatur z = v (cos. p +V —1.sin. ¢), investigare integrale huius formulae
f Zgm— 1 oz )
142"

SOLUTIO

43. Cum ob valorem ipsius z imaginarium integrale quaesitum pariter
esse debeat imaginarium, id sub forma P -+ @V — 1 complectamur, ita ut P
et @ sint quantitates reales; hanc ob rem erit facta substitutione indicata

em—19z
f1+z" =P+ QV-1.

Leonmarp: Burerr Opera omnia Iis Commentationes analyticae 5
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44. Cum porro sit

2= (cos. ¢ +V —1.sin. ¢),

erit
# =1v"(cos.ngp +V —1-sin. ng)
et
0z ov

Hinc igitur formula proposita abibit in hanc

o™ (cos.me + Y —1-sin. mg) (%2 ‘o) — 1)
1+v*(cos.ng+) —1-sinng)

’

ubi pro sequente ratiocinio notetur denominatorem evanescere, si ponatur

1 .
Pt = — = — COS. % YV —1-sin. ne.
cos.np+ ) —1-sin.ng 9+ ¢

Nunc vero ut denominator ab imaginariis liberetur, supra et infra multipli-
cetur per 1 v" (cos.ngp —V —1.sin. ng) et formula differentialis, quam per
oV designemus, erit

v™ (cos.me + ) —1-sin. mg) (?g+3¢p1/— 1) (14 v"(cos.np — Y — 1 -sin.ng))
oV =— 14 20" cos.ngp + v2* )

Numerator autem reduci potest ad hanc formam
" (%” +2gV— 1) (cos.mg +V—1-sin.me-v" (cos.(m—n) g4V —1. sin.(m — n) ?)>

cuius partes reales et imaginariae ita a se invicem segregabuntur, ut sit
pars realis '

V"~ 19v (cos. mg 4 v" cos. (m — n)g) — V"I (sin. me + v" sin. (m — n)g),
pars vero imaginaria per ¥ —1 divisa

V"1 9v (sin. mg + ¢" sin. (m — n)g) 4 v" I (cos. mg -+ v” cos. (m — n)¢p).
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45. Ponamus nunc brevitatis gratia

R = cos. meg + v" cos. (m — n)g
et
S = sin. me + v" sin. (m — n)eg,

et ambae quantitates quaesitae P et @ per sequentes formulas integrales

exprimentur:
P Rom—19v — Svmép
T J 1420"cos.ng + v

Q__f Svm—19p + Rv™og )
T J 14 2v"cos. ng + 02"

et

Totum negotium ergo huc redit, ut primo denominatoris factores trinomiales
investigentur, tum vero ex singulis fractiones partiales eruantur.
46. Ponamus igitur denominatoris factorem quemcunque esse
1—2vcos.w—+ vv

atque necesse erit, ut posito 1 — 2v cos.w 4 vv — 0 etiam denominator eva-
nescat, id quod ante iam animadvertimus fieri casu

"= —cos.np +V —1.sin. ne.
At vero cum sit v = cos.w +V —1-sin. w, erit hinc
v" = cos. nw +V —1-sin. nw,
unde manifestum est esse debere
cos. nw = — cos. ngp et sin. nw — -4 sin. ng.

Hinc patet angulorum #w et ng summam aequari debere angulo ¢z deno-
tante ¢ numerum imparem quemcunque, ita ut nw =in — n¢ ideoque

w=——0q.
w ¢
Evidens autem est hoc modo pro w tot diversos valores reperiri, quot ex-
ponens # habet unitates. Singuli enim isti valores prodibunt, si loco ¢ su-
5#
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mantur numeri impares 1, 3, 5, 7 etc. usque ad 2% — 1; quamobrem singulik
isti factores totidem producunt fractiones partiales idque pro singulis parti-
bus, quibus litterae P et @ exprimuntur.

47. Ad hanc resolutionem instituendam consideremus in genere fractionem

N
1+ 20" cos. ng + vir’

unde pro factore 1 — 2v cos. w + vv oriatur fractio partialis

F

=1—2vcos.w—|—m)’

reliquae vero partes omnes designentur per £2, ita ut sit

N F
1+ 20v"cos.ngp + 03" 1 —2vecos. @+ v + £,

unde colligimus

Fe N(1—2vcos. @ +vv)
T 1+ 2v"cos.ng 0"

—&82(1 —2v cos. w + vv).

Ex quo intelligitur valorem ipsius F ex sola parte priore elici posse, si sta-
tuatur 1 —2vcos.w 4 vv=0. At vero tum prioris partis tam numerator
quam denominator evanescet, unde secundum regulam notissimam ') differen-
tialia substitui debent, quo facto fiet

N(2v—2 cos. @) N (v — cos. o)
F= = .
2nv* =14 200"~ leos.ng  nv"~1(v" +cos.ng)

48. Cum autem casu, quo ista evanescentia numeratoris et denomina-
toris evenit, sit
v=cos.w+V —1-sinw
et
V"= —cos.ng +V —1.sin. ng,

his valoribus substitutis fiet

Nsin. @ Nusin. @
no"~lsinng  notsinng

1) Vide notam 1 p. 19. G. F.
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Nunc igitur tantum opus est, ut loco N diversae partes, quae supra in nume-
ratoribus formularum P et @ occurrerunt, substituantur hincque ope aequa-
tionis vv — 2v cos. w + 1 =0 singulae expressiones infra secundam potestatem
ipsius v deprimantur.

49. Hunc in finem in usum vocetur sequens lemma;:
Si fuerit
v —2vcos.w +1=0,
semper erit
v* 8in. w = v sin. Aw — sin. (A — 1) o,

cuius veritas haud difficulter demonstratur. Tantum autem opus est, ut pro
littera. N gemini valores evolvantur, qui sunt N = Rv"~' et N = Sv"~!, qui-
bus deinceps adiungi debebit sive dv sive vd¢p. Sit igitur primo

N = Rv"~'=v"""'cos.mg + v" """ cos. (m — n)¢p
eritque

" sin. © cos. m e + o™ sin. @ cos. (m —n)p
nsin. ng ’

ubi secundum lemma habebimus
V""" sin. @ = v sin. (m — n)w — sin. (m — n — Nw

et
0" sin. w = v sin. mw — sin. (m — 1)w,

unde ergo conficitur

1 + vsin. (m —n) @ cos. me —sin. (m—n—1) @ cos. m
7 sin. ne {

+ vsin. me cos. (m —n) g —sin. (m — 1) w cos. (m — n) @
50. In hac expressione littera v ducitur in formulam
sin. (m — n) w cos. m¢ + cos. (m — n) ¢ sin. mw,
pro cuius resolutione notetur esse

COS. nw = — cos. ngp et sin. nw = -+ sin. ne,
hincque fiet

sin. (m — n) w = — sin. mw cos. ngp — €o8. mw sin. ney,
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tum vero

€08, (m — 1) = cOS. Mg co8. By -+ sin. me sin. n ¢,
quibus valoribus substitutis quantitas litteram o afficiens erit
— sin. ne cos. m(w + ¢).

Hinc autem pars reliqua oritur, si mutato signo loco mw scribatur (m — 1)w,
sicque integer valor quaesitus erit

F=-—%vcos.m(w4—¢)+%cos.((m—1)w+m¢).

. qe iw . mix .
51. Supra autem vidimus esse w + ¢ — -~ ideoque m(w - ¢) = ——, cuius
loco scribamus &, quo facto pro casu praesente, quo N = Rv™"', fractionis
quaesitae numerator erit

F— —%(v cos. £ — cos. (§ — w)),

quem igitur duplici modo adhiberi convenit; namque pro littera P is multi-
plicari debet per dv, pro littera @ vero per vde.

52. Simili modo pro casu

N=8v"'=v""'sin.me 4 v"** ' sin. (m — n)gp
oritur
Fe Y™~ " gin. © sin. M@ + V™ sin. @ sin. (M —n) @
o nsin. ng

Jam loco potestatum ipsius v scribamus valores supra assignatos ac prodibit

1 vsin. mesin. (M —n) @ —sin. me sin.(m —n—1)o
nsin. ne

+ vsin. (m — n) @ sin. mo — sin. (m — ) @ sin. (m — 1) @
Cum iam sib

sin. (m — n) w = — sin. mw €os. ng — €os. mw sin. ne
et
sin. (m — n) ¢ = sin. me cos. nep — cos. mg sin. ny,
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littera v affecta est hac quantitate
— gin. ne sin. (¢ + w)m = — sin. ne sin. £,
unde integer valor erit

F—— %(v sin. § — sin. (§ — w)),

qui valor pro P duci debet in —vd¢p, pro @ autem in -+ Jv.

53. His igitur valoribus inventis singuli anguli w, quorum numerus est
= n, dabunt totidem partes pro quantitatibus quaesitis P et @, scilicet valor
w=""—¢ existente = —{ dabit)

P l‘/'av (v cos. § — cos. (§ — @)) — v2¢ (vsin. { — sin. ({ — ©))
o n 1—2vcos.0 4+ vv

et

Q—— _l_fav(vsin.g—sin.(guw)) —I—vaq)(vcos.z;‘——cos.(g—w)).
»n

1—2vcos.c0+vv

Ubi quidem d¢ adhuc multiplicatur per vv, cuius loco scribi posset 2v cos.w —1;
verum omissa hac substitutione nullus error committitur.

54. Videamus nunc, quomodo ipsa harum formularum integratio institui
queat. Ac primo quidem angulum ¢ pro constante habeamus, ut sit

1 ("9 (v cos. { — cos. (§ — )
n 1—2vcos. e+ vvy

P —

et ,
1 [ov(vsin{—sin(—w)
n 1—2vcos. 0+ vv

Qz_

Ponatur igitur

_ [3v (v cos. £ —cos. (§ — o))
M_f 1—2vcos. 0 -+ vv
eritque

1) Notandum est per has formulas non totas quantitates P et @ exhiberi, sed solam unam
earum partem. A L.
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M — cos. 1V (1 — 20 cos. w + vo)
=fav(v cos.f—cos.(§—w)  [*(veos.§ — cos. § cos. @) dv

1—2vcos.w+vv 1—2vcos.0 +vv
_f 8 (cos. § cos. @ — cos. ({ — @) dvsin. §sin. @
o 1—2vcos. 0+ ov T 1—2vcos. 0+ vv
sicque integrale erit
. v sin. @
— sin. § A tang. e v——
ideoque
. vsin. ®
M = cos. L1V (1 — 20 cos.  + vv) — sin. £ A tang. .= =2
consequenter habebimus
cos. & sin. & ‘vsin. @
P= — lV(l — 20 co8. w -+ vv) + . Atang.lwvcos.m

55. Hoc valore ex sola variabilitate ipsius » orto videamus, quomodo
cum angulo variabili ¢ consistat. Hunc in finem differentiemus hanc ipsam
formulam inventam statuendo solum angulum w variabilem, siquidem dw = — d¢
ob angulum { constantem, eritque differentiale

(vsin. { —sin. (§ — ) vd @
1—2vcos.00+ v

—vd@sin. @ cos. §+v0@ (cos.w —v)sin. §
1—2vcos. @ + v o

1 1
n n ’

quod prorsus convenit cum forma proposita, ita ut iustus valor pro P sit

v sin. @
1—vcos. o

sin-§ tang.

n

P=—%—8'§ZV(1~2vcos.w+vv)+

56. Eodem modo procedamus pro valore @ sitque

M=fav (vsin. § — sin. (€ — w))

1—2vcos.0+vv

eritque
M — sin. ClV(l — 2v cos. w + vv)

=fav(vsin.§— sin.(§—w))  [*(vsin. { — cos. wsin. §) 2 v

1—2vcos.0 +vv 1—2vecos.® -+ vv

¢vcos. §sin. vsin o

= = co0s. { A tang. —
1—2vcos.® + vv ’ C g 1—vecos.o
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unde manifesto colligitur

Q'=—s—’i%'§ll/(1——2v cos. w -+ m))—conig A tang. vsin. o

1—vcos. @

quae expressio variabilitati ipsius ¢ etiam est consentanea.

57. Nunc igitur casum formulae f Iqa_z—z—,, quem iam bis frustra sumus
aggressi, facile expedire licebit. Cum enim hic sit m —1 et n =23, pro lit-
tera ¢ tres sumi debebunt valores 1, 3 et 5, unde pro nostris formulis inte-
gralibus sequentes valores emergunt:

i 1 3 5
® 60° — ¢ 180° — ¢ 300° — ¢
sin. w sin. (60° — ¢) sin. ¢ — sin. (60° 4 ¢)
COS. w cos. (60° — ¢) — COS. ¢ cos. (60° + ¢)
g 60° 180° 300°
sin. £ —lgj 0 — 1;3
cos. & % —1 —;—

58. Ex his iam ternis valoribus tam pro P quam @ ternas partes adi-
piscemur, quae erunt:

Pro P
« 1 1 v sin. (60° —
Pars I — g 1V/(1 —2v cos. (60— g) + 00) + 2y 108§ _S;ncog. (60° f)4;‘0)’
Pars II. + %lV(l + 29 cos. ¢ -+ vv) + 0,

1 , 1 vsin. (60°+ @)
Pars ML — Z1V/(1 20 c0s. (60°+ ¢) + v0) + 1 & tang, 25200 40)

Ubi notasse iuvabit partem primam et tertiam ita coniunctim exprimi posse

— 115 l(l — 2v cos. ¢ + 200 (%— -+ cos. 299) — 20° cos. ¢ -+ 04)

1 2vcos.<;o]/3—vv]/3.
+ 23 A tang. 2 — 20 cos. o — v

Leoxaarpt Elurerr Opera omnia Iys Commentationes analyticae 6
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Pro @
Pars I 573 IV (1 — 2v cos. (60°— @) + vv )— - A tang. ;— - (60°— )’
: 1 v sin. @
Pars II. —0O + 3 A tang. 14+wvcos. @

v sin. (60° + @)
—wecos. (60°+ )

Pars 1II. 4 2——117—3: 1V (1 — 20 cos. (60° + ¢) + vv) + % A tang. ;
Hic iterum partes prima et tertia contrahi possent, sed praestabit formulis
primo inventis uti. Hinc iam istam tractationem sequenti Theoremate con-
cludemus. ‘

THEOREMA
59. Posito

z=v(cos.p 4V —1-sin ¢)

0%
fm_:P"}’ QV—‘l’

st statuatur

hae quantitates P et @ 