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CAPUT L
DE

NATURA AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM' QUIBUS:
FUNCTIONES DUARUM VARIABILIUM DETER- -
MINANTUR IN GENERE.

Problema 1.
1.

Si z sit functio quaecunque duarum variabilium x et y, deffhire
indolem aequationis differentialie, qua refatio differentialium Jdz, Jy
et 0z exprimitur.

Solutio.

Sit Pox -+ QJy 4 Rgz—0 aequatio relationem differen-
tialium Oz, Jy et 0z exprimens, in qua B, Q et R sint. functio-
nes quaecunque ipsarum x, ¥ et 2. Ac primo quidem necesse.
est, ut haec aequatio nata sit ex differentiatione aequationis cujus-
piam finitae , postquam differentiale per quampiam quantitatem fue-
rit divisum. Dabitur ergo qunidam- multiplicator puta M, per quem
formula POx -+ Qody—+ R)z multiplicata fiat integrabilis; nisi enim
talis multiplicator existeret, aequatio differentialis proposita foret abe
surda , nihilque cmnino declararet. Totum ergo negotium huc re-
dit, ut character assignetur, cujus ope hujusmodi aequationes diffe-

*e
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rentiales absurdae nihilque significantes a realibus dignosci queant.
Hunc in finem contemplemur aequationem propositam Pz + QJy
—+ RQ0z—0 tanquam realem. Sit M multiplicator eam reddens
integrabilem , ita ut haec formula

MPdz 4+ MQJy + MRJzZ

sit verum differentiale cujuspiam functionis trium variabilium =z, y
et z; quae functio si ponatur — V, haec aequatio V — Const.
futura sit integrale completum aequationis propositae.. Sive igitur
x, sive y, sive z accipiatur constans, singulas has formulas

MQpy + MRdz, MRJz -+ MP3z, MPdz + MQdy,

seorsim integrabiles esse oportet; unde ex natura differentialium
erit

G -Gy =0, = (“"’:—_o,
(3 MP) (aa ): 0,
unde per evolutionem hae tres oriuntur aequationes
L MG +2@H—ME—r@H=
I MG+ RrREH—ME)—2 =0
n M) +PEG)—MGD—eGD=

.quarum si prima per P, secunda per Q et tertia per R.multipli-
cetur, in summa omnia differentialia ipsius M se tollent, et reliqua
acquatio per M divisa erit

PED-PEH+2G)—-23)+REH)—-R(ED =0

quae continet characterem, aequationes differentiales reales ab ab-
surdis discernentem , et quoties inter quantitates P, Q et R haec
conditio locum habet, toties aequatio differentialis proposita
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Podx 4 Qoy + Rdz = 0

est realis. Caeterum hic meminisse oportet, hujusmodi formulam
uncinulis inclusam (a ) signiﬁcare valorem g-% , 8i in differentiatione
ipsins Q sola quanutas 2 ut variabilis tractetur; quod idem de
caeteris est temendum, quae ergo scmper ad functiones finitag re-
ducuntur.

Corollarium f.

.2. Proposita ergo aequatione differentiali inter tres variabiles
_ Pox 4+ Qoy -+ Roz — o,
ante omnia dispiciendum est, utrum character inventus locum hae
beat, nec ne? priori casu aequatio erit realis, posteriori vero ab-.
surda et nihil plane significans, neque unquam ad talem aequatio-
nem ullius problematis solutio perducere valet.

Corollarium 2,

- 8. Character inventus etiam hoc modo exprimi pot-est
PBQ 081' oan OP — PORy ___
( ) 4+ (BR5R20) 4 (R —Fy

quandoquidem uncinulae . non quantitates- finitas afficiunt, -sed solam
differentiationem ad certam variabilem restvingunt.

Corollarium. 3.

4. Simili modo si aequatio haee characterem continens per
PQR dividatur, ea hanc formam induet

(Raz) (Paw) (Qay>_°

quae ctiam nta exprmu potest

Raz

0.
Qby

Pbx
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Scholion f. ]

5. Quemadmodum omnes aequationes differentiales inter binas -
 variabiles semper sunt reales, semperque per eas relatio certa inter
ipsas variabiles definitur , ita hinc discimus, rem secus se habere
in aequationibus differentialibus , quae tres variabiles involvant, at-
que hﬁjusmodi aequationes _

Podz 4+ Q0y + Roz = o’
non- certam relationem inter ipsas quantitates finitas z, y et z de-
clarare , nisi quantitates P, QQ, R ita fuerint comparatae, ut cha-
racter inventus locum habeat. Ex quo intelligitur infinitas hujus-
modi aequationes differentiales inter ternas variabiles proponi posse,
quibus nulla prorsus relatio finita conveniat, et quae propterea ni-
hil plane definiant, Pro arbitrio scilicet hujusmodi aequationes for- .
mari possunt, nullo scopo propositv ad quem sint accommodatae ;
statim enim ac certum quoddam problema ad aequationem differen-
tialem inter ternas variabiles perducit, semper necesse est charac-
terem assignatum ei convenire, cum alioquin nihil omnino signifi-
caret. Talis aequatio nihil significans est exempli gratia
202 -+ 2dy 4+ yodz — 0,

neque pro z ulla quidem functio ipsarum =z et y cogitari potest
quae isti aequationi satisfaciat; quin etiam character noster pro
hoc exemplo dat — x — y — z, quae quantitas cum non evanese
cat, absurditatem illius aequationis declarat.

Schblion 2. : .

6. Quo character inventus facilius ad quosvis casus oblatos
accommodari queat, ex aequatione
Poxz 4+ Qdy +—"Rdz —= 0
primo evolvantur sequentes valores:

GD—GH=1. G —GD=m, &H—EY=N,
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et ;charscter :nester bac :coatinebitur expressions

LP 4+ MQ 4 NR,
quae si evanescat, aequatio proposita erit realis, et aequationem
quandam finitam- agnoscet; sin autem.ea ad nihilum non redigatur,

aequatio proposita erit absurda, atque de e¢jus :integratione .ne co-
gitandum quidem erit. Ita in exemplo- supra posito erit

~

P—=2z, Q =z, R—1y,
hine ' ‘ ] 4
L—=—4t, M—=—1, N—= — 4,
unde character — 2 — y — z absurditatem indicat. Proferamus
vero etiam exemplum -aequationis realis
0x (yy -+ nyz-}-2z) — x (y -+ nz) oy — xza; =0,
in qua ob '
P—yy +nyz+zz, Q—=—aye~—nzrz ¢t R—= — 2z,
erit : :
L=—nzx, M=—8z—ny et N =3y} 2nz,
unde )
LP-+MQ-+NR
=— nx (Yy -+ nyz -+ 22)+x (Y + nz) (3z2-+ny) — xz(3y <+ 2nz)
— z[—nyy—nnyz—nzz+3yz+3 nzz+nyy;|-nnyz—~3 Yyz—2nzz]=0,
quare cum hic character evanescat, aequatio haec differentialis pro
reali est habenda. Simili modo proposita hac aequatione

20z (Y -2) 40y (x 3y -}-22) -0z (x 4-y)=—0, ob
P—2y+2z2, Q=x-}3y+4+2z, R=x 4y, fit
=2e—i=i, M={—2—=-1, .6t N=2 —4—2"11,
hincque
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LP+MQ+NR—=2y+22~2 —3yw=—234+24y=—0,

unde ista aequatio differentialis erit realis.

Problema 2.

7. Proposita aequatione differentiali inter ternas variabiles
~ x, Y, 2z, quae sit realis, ejus integrale investigare, unde pateat,
" qualis functio una earum sit binarum reliquarum,

Solutio.

Sit aequatio differentialis proposita
Pox +~ Qoy 4+~ Roz — o,

in qua P, Q, R, cjusmodi sint functiones ipsarum z, y et z, ut
character realitatis ante inventus satisfaciat. Nisi enim ista aequa-
tio esset realis, ridiculym foret, ejus integrationem tentare. Sumae-
mus ergo hanc aequationem esse realem, atque dabitur relatio inter
ipsas quantitates x, y et z, aequationi proposifae satisfaciens, ad
quam inveniendam perpendatur, si in aequatione integrali una va-
riabilium, puta 2z, constans spectetur, ex ejus differentiali nihilo ae-
quali posito nasci debere aequationem

Pox -+ Qoy — o.
Vicissim ergo una variabili puta z ut constante tractata, integratio
aequationis differentialis '

Pox 4+ Qoy — o,

quae duas tantum variabiles continet, perducet ad aequationem- in-
tegralem quaesitam, si modo in quantitatem constantem per in-
tegrationem ingressam illa ‘quantitas z- rite involvatur. Ex quo
hane regulam pro integratione aequationis propositae colligimus.
Consideretur una variabilium puta z ut constans , ut habeatur haec
aequatio Por - Qdy — 0, duas tantum variabiles x et y impli-
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cans ; tum ejus investigetur aequatio integralis completa, quae ergo
constantem arbitrariam C complectetur. Deinde haec constans C
consideretar wut functio quaecunque ipsius 2, atque hac z nunc
etism pro variabili habita, aequatio integralis inventa denuo diffe-
rentietur ; ut omnes tres x, y et z tanguam variabiles tractentur,
et aequatio differentialis resultans comparetur cum proposita

Pdx + Qdy + Roz — o,

vbi quidem functiones P et Q sponte prodibunt, at functio R cum
ea quantitate, qua elementum 0z afficitur, collata determinabit ra-
tionem , qua quantitas z in illam litteram C ingreditur, sicque ob-
tinebitur aequatio integralis quaesita, quae simul erit completa, cum
gemper in illa litterae C pars quaedam constans vere arbitraria
relinquatur, cum haec determinatio ex differentiali ipsius C sit
petenda.

Corollarium 1.

8. Reducitur ergo integratio hujusmodi aequationnm differen-
tialium tres variabiles continentium ad integrationem aequationum
differentialium inter duas tantum variabiles, quae ergo quoties li-
‘cet per methodos in superiori libro traditas, est instituenda.

Coroliarium 2.

9. Haec ergo integratio tribus modis institui potest, prout
primo vel 2, vel ¥y, vel x tanquam constans spectatur. Semper
autem necesse est, ut eadem aequatio integralis resultet, siquidem
sequatio dnﬁcrcntmhs ﬁxent realis. : C .‘

Coroliarium 3.
10. Quodsi haec methodus tentetur in asequatione differens

tiali impossibili, determinatio illius constantis C non ita succedet,
Yol. IIL 2



40 : CAPYT 1

ot cam varxab:lem, quae pro constante est habita, solam mvolvu 3
atque etiam ex hog criterium realitatis peti poterit. -

‘Scholion.

11. Quo haec operatio facilius intelligatur, i:ericulum facia-
mus primo in aequatione impossibili hac
20x -+ 20y + yo0z = O,
hic sumta z pro constante erit

202

20z - 20y — 0, seua — —+ 0y — o0,

cujus integrale est zlx -~y =— C, existente C functione ipsins z.
Differentietor ergo haec aequatio sumendo etiam z variabile, posi-
toque 0C — D9z, ut D sit etiam functio ipsius z tantum, erit

z20x

208 - 0y + 0zlx — DoJz, seu

202 + 20y + 9z (xlx — Dzx) — 0:
deberet ergo esse zxlx — Dx=—y, seu D = Iz -—%—, quod est
absurdum.

Deinde in aequatione reali
202 (Y +2) +0y @+ 3y +32) + 3z (x+y) =0
operatio exposita ita instituatur. Sumatur y constans, ut sit
20x (Y +2) + 9% (x 4+ ) — 0, seu :jfy—-}- ,3:‘ — 0,
cujus integrale est
2l(x+y)+1(y+z)—c

ubi C etiam y involvat. Sjt ergo 9C == DJy, et sumto etiam Y
variabili, differentiatio praebet

2dx 429y 9y 433 ___
ey -+ S4m = Doy, sen




CAPUT I. 1t
202 @+ 2+ 204+ 2 0y (®4y) 4 9z(z + ¢

=Dy @+ (y+2),

quae eiprésaio cum. forma proposita collata praebet D —o0, id-
coque 9C == 0, et C fit constans vera; ita ut integrale sit

@ -+ ¥° (y + 2 — Const.
Hujusmodi igitur exempla aliquot evolvamus.

Exemplum {.

12. Huyjus aequationis realis

0 (y +2) 0y +2+0dz@4y)y =0

_ integrale investigare.

Primo quidem patet hanc aequationem esse realem, cum sit

P—=y42,L—=1 =1 =0,
Q—mz4+~2, M— 1 — 1 — 0,
R=z~+4+y, N—=41 —1 =0,

saumatur igitur 2 constans, et aequatio prodibit
07 (Y 4+ 2) 0y (x+2)— 0, seu ;?_,‘_"-}-’fgz::o ’
cujus integrale est :
l(x+z)+l(y+z):f:z
Statuatur ergo |
@+ 2@ F 2 =2,
ubi natura functionis. Z ex differentiatione debet @rui. Fit autem
0z (Y - 2) - Iy (2 +=3) ~~ 03.(® -y - 22y =0,
a qua si proposita auferatur, relinquitnr 2 29z =— 6"2; hine

Z'— 2z C, ita ut sequatio integralis: completa. sit
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(x +2) @+ 2) =2z C, sen 2y - xz24y2=C;
quac quidem ex ipsa proposita '
© YO - 20% - 20Y 4z oY - 29z ydz — 0,
facile elicitur , cum bina membra juncta sit integrabilia.

Exemplum 2.

18. Huyjus differentialis aequationis realis _
ox (ay — bz) + 0y (cz — az) +-0z bz — cy) — O
aequationem integralem completam invenire.

Realitas hujus aequationis ita ostenditur. Cum sit -
P—ay — bz, erit L — 2¢,
Q —=c¢cz — ax, M= 25,
R—=—bx — cy, N=—2a,
hincque manifesto LP 4~ MQ - NR == 0., Jam sumatur z con-
stans ; -ut habeatur
] ray—_lg

9% 0y o
cz—¢a+cy—ba—o » g0 ol sz —ax

=f:z,

statuatur ergo 17—:: —Z, et differentiatio praebet

cg—
a9x(ay—bg)+ady({cs— ax)+4-adzs(dx—cy) __ 0Z .
(CB — 63). - ’

ex cujus comparatione cum proposita fit 0Z—10 et Z—=C, ita ut
aequatio integralis completa sit

ay—bs ___ —
FE'-‘—-_T:.—"’ seu ay:-l—uam__(b—i-nt‘_)z-

Quodsi acquatio integralis ponatur
Az +- By - Cz =< o0,

hac constantes ita debent esse comparatae, ut sit
Ac +~Bb 4-Ca — o0,

sicque constans arbitraria concinnius inducitur,
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Corollarium.

$4. Haec ergo aequatio integrabilis redditur, si dividatur
per (¢z— az)", atque ob eandem rationem etiam hi divisorcs
@y — bz et bz — ey’

idem praestant. Vi

enim mtegralis hi divisores constantem inter
s¢ tenent rationem.

. —_bz .
Namque si ——-——a; —=n, erit
bpg—cy _ —b—nmc
ey —bz = ng

bx—ecy __ —b—mnec
._"—‘z —— ’

Exemplum 3.

4 6. Hyjus aequationis differentialis realis

oz (yy + Y2+ 22) + oy (33+ T2+ zx)+ay(zz+z'y+yy)'— o
aequationem integralem investigare.

Realitas hujus aequationis inde patet, quod sit :
P — yy+yz-+2z, hincque L =224 X—2—=—2y ==2(3—y),
Q —zz-+ rz+ 27, M=+ y—y—2z2=—2(x — 2),
R —zx+2y+yy, N=2y4z2—2z2—22—2(y— x),
unde fit '

LP+MQ-+NR—=2(2%— %) +2(2? —2H)+ 2y’ —2%)=0.
Ad mtegrale ergo investigandum sumatur z constans, eritque
' o=

9y
:s+zs+ss+y:y+yz+sl o,

cujus integrale est e
ﬁ;Ang.tang..:_:.-t-m,sAng tang. -?'————-"__’_"—f %,
quae per collectionem horum angulorum abit in
2% -y 4-29)VS ___ o,
ﬁ-iAng.tang.’L_‘_“_*_ﬂ_z’_f.z.
Statuatar ergo mﬁ:’_’:_;:%’, = Z, haccque aequatio differen-
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tietur sumtis omnibus tribus », y et 3 variabilibus ,\ ac prodibit

8z02( yy+yz-|-zz‘+gzay(zz+ats +ax)—2x0z(23+y247Y) —sybz(zz-l-:p—i—:z) —3Z
TR B ¥ (m.’.n_’_” _..;y)’ ‘e RS . < ’

cum igitur ex aequatione- proposita sit PRI
o0z (yy + Yz +22) +ay(zz+xz+xx)_..—az(xx+zy+yy),
erit facta substitutione

— 2202 (xx - x5 4 yy) — 223z (22~ yz 4~ yy) — 2792 (23 -2z &%) _ —2Z,
(222 -~ %2 ~~ y2 — )%

sen , :
= 20z (x22 - x%z +Jyz - yzz - 2%y HAyy+32y%) __ o7 '
(223 x5 + yz— X3)* - ”
quae in hanc formam reducitur

— 20z (x4 y + 2) (xy +-xz4-9yz) ___ JZ
(232 =+ 2z =~ y2 —xy)? - >

— Xyt azym .
A ob Z—= = Eeaye—wy? oMt

— 2220z (x4 y —4-2) ___az sen :a_Z-__ gaz(z_{-y-!-_x_) .
xy = xz 1+ 9% 4 2Z T xy—+t+xz49yz

Necesse ergo est ut etiam ‘53;’1"_'__’7”_%"3—” sit fanctio ipsius z tantum,

quae vocetur X, ut sit — g—::’—gz . Verum ex sola forma

functionis Z negotium confici oportet; quod ita expediri potest.
Cum sit '

—_— 2y -2z 4~ vz . —_— 2% - 2axT 4~2y2
= 222 - X% 4~ YT —xy ? erit 4 +72 — T 92% 4 X% + YyZ—Xy ?
hinc - ';' 2 — m-_%-y? , cujus valoris ope quantntates T ety

ex aequatione differentiali eliduntur, fitque
— a Z pusand _S__. S) o L:-—’-_z .
zZzZ oz XY x4y T 0z . 1z ? unde
-—0Z L] —aJZ dZ

omenme 0 emmne

ZG+2) — = — "z +
et integrando Iz —17~-] .+z + la.

1~=2Z

Ergo 5= = 7 e 2 — “»

ita ut aequatno mtegrahs guaesita. sit

e
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s-—.—c =mg-::;:2¢y » Seu xY -7z +yz = x4y +z)

quae simplicissimu forma statim colligitur ex aeguatione
sz(x+y—+s2) __ 14+Z __ =

:y—i—az-{-—ys—‘ T T e

Corollarium.

16. Cum aequationis propositae integrale completum sit

XY 4 2T + Yz = (T + Y +.2) seu %%f::'—? = Const.
éx hujus differentiatione etiam ipsa aequatio proposita resultare
deprehendntur Unde patet aequationem propositam integrabilem

reddi, si dividatur per
(z 4y -+ 2)% vel etiam per (2y -~ 2z - y2)"

Scholion.

17. Ex hoc exemplo intelligitur, determinationem fonctionis
per integrationem illatae interdum haud exiguis difficultatibus esse
obnoxiam ; siquidem hic functionem Z non sine ambagibus elicui~
mus.  Verum et hic ista investigatio multo faciliug inetitui potuis-
set; statim enim atque invenimus

Mzz:;:z_;';’:zy = Z="f:2z,
"hanc ipsam expressionem concinniorem reddere licuisset. Nempe
cum sit

— 223 = 22 -y — 2y
_ &Yy =23 I3
1 az(x4-y-+-2)
1 + z — #—l_-;-_i:yz’ ldﬂﬂquc
x4y . 2Z3
x4y—4z3 T 142
Relicta ergo functione Z statim ponatur
sytxzs+y3 ___ — .
s+y+s T T =1:z,

y erit

N

:_"f.z.

et sumtis differentialibus per se liquebit, fieri 93 == 0, ideoque
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3 —Const. Adhuc faciling hoc problems resolvitur, si etiam sum-
to ¥ constante cjus integrale quaeratur, tum enim e¢imii modo per-
venitur ad hujusmodi aequationem

ATy
e =Y ="f:y;

quare cum haec expressio aeque esse debeat functio ipsius z atque
ipsius g, necesse est, ut ea sit comstans; eritque propterea aequa-
tio imtegralis completa

Yy -+ 22 - yz — a (x 4+ y 4 2).

Exemplum 4.
18. Hujus aequationis differentialis realis
0Z( XL — YY 4 2Z) = 220y + 202(y — Z) -'l—’—:-‘ Yy—=zx)—0
acequationem integralem completam investigare.

Realitas hujus aequationis ita ostenditur.
" Ob P—axx—yy+zz, erit L:-—sz—?
Q= M""-—3z+L dxz

3
R—z (y--z)+ Yy =~ 2xx), N—— 2y,
" wade calenlo subducto formula LP - MQ -4 NR evanescit.

Sumamus jam z constans, et habebimus hanc aequationem
o0x (xz — Yy ~} 22) — 220y — o0,
cujus quidem integratio mon constaret, nisi perspiceremus ei oaus-
facere particulariter y — ». Hinc autem ponendo y — x +
integrale completum eruere poterimus ; fit enim

3-7—‘(22—--’%—”—;5—323:04- 0
hincque au—--"%"?-"_ax,
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—x |
quae per e ** multiplicata pracbet integrale
=xx Tx=
e** v—=[e?** Jzx 4 f:z;

——XK
ubi quidem notandum est in integratione formulae [e¢ 22 Jz quan-
titatem z ut con:tantem tractari, csseque v :5—_2__3; ita ut sit
—_—X X
—=x Tzz
—= e z2z
fe=®* 0x= -+ Z.
y—x
Quodsi jam hanc aequationem differentiare velimus sumta -etiam =z
—_— XX

variabili, difficultas hic occurrit, quomodo quantitas fe—zTax dif-
ferentiale cx variabilitate ipsius z oriundum decfiniri debeat. Hic
ex principiis repeti debet, si fuerit 0V —=S0x -4 TJdz, fore
g{) = (Z—:), ideoque si z constans sumawr, T =9 (g—: . Jam
nostro casu est ‘
—x= —xx

S—e =2z et V= [eex 0z, sumta z constante;
quare cum sit

78 —r® 2% 2 ==z

G)=e=®* .G erit T=5fe 22 zx0=

—=*x

Quocirca quantitatis fe zz Qx differentiale plenum «ex ‘variabilitate
utriusque z et z oriundum est

—x= oz p — %
¢ 22 dx—~+ 3= fe=2 zxox,
_-—_—_xx
. e %% oz .
cui aequari debet alterius partis — +-Z differentiale, quod est
Yy—x
T*L 123z zzdy4zzdx XTO®— > XTI
= < z zZ3 ] — .
R I = so—n ) o

vol. IIL : 3
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—
Turbat vero adhuc formula integralis fe 25 zzdz, in qua =
—'z-'
pro constante habetur : redugi autem potest ad priorem [e z= J =z,

si ponatur - .
—x2 =X —x=
fers zxdxr—Ae 2z 24 Bfezz Oz,
prodit enim sola x pro variabili habua, diflercntiando
A o
zxdxr—AJdx — 3——’” * 4+ Box; crgo
. A— —1zz, et B...—A::%zz
ita ut sit
—_xx —x= —xx
fezs zxdrx=—fezz xz +izzfe =2z Jux:

quare cum sit

—xx
—x=x € 22 o3 .
fe z% oxr— ——+Z erit
Yy —x
—_—xR
—xx _==x e_z;.—z‘
e 2% xxJr———7}€ 22 X3 22
i 2G-o) +1iZ
Facta ergo substitutione haec orietur aequatio differentialis
—_—xx
T o x02z 202 Zaz
ex= Qo =7+ 75) + 7,

_— X
- 2202% 220y 220X 229 XX
e zz (- — T Ny o g o D y4
G = =0+ boap — 5—a T i0,) T 9%
quae transit in hanc formam i
—xx

ezz (9% y+x)_zzax - 220y __zdz __x{y+x)d> zaZ—ZF)-
r—= =2 * (=% = z(y—x) s
scu
—xz
e 22

awx(JJ’-T-’&‘- )+ 232 oJ‘--B-(J~$\_~*(JJ :I:x)]' zi'—zaa“

T



CAPUT I 19

qua cum proposita collata evidens est, csse debere
. 202 — Z9dz —— 0 secu Z — nz;

ta ut acquationis propositac intcgrale completum sit
. —xx
-—xx e 2% 22

fewz 0 = "~ + nz,
y —=x
. —xx
siquidem in integrali f¢ =%~ J 2 quantitas 2 pro constante ha-

beatur.

‘Corollarium.
19. Aequatio ergo proposita intcgrabilis redditur, si multipli~
-_—XxXx
cetur per ,——— € *® ; ac wum intcgrale est -ipsa aequatie,

quam invenimus.

Scholion 4.

20. Exemplum hoc imprimis est notatu dignum, quod in cjus

solutione quacdam artificia sunt in subsidium vocata, quibus -in prae-
' —zxx

cedenubus non erat opus. Per formulam autem .fe 2% Jdx inte
grale noa satis determinatum videtur. Cum cnim in ea = constans pona-
tur, constans per mtegrationem introducenda per nz non definitur, 3ie

—X X
quidem lex non praescribitur, seccundum quam integrale jc 22 gz
capi opcrteat, utrum ita ut evanescat facto x == 0, an alio quo-
canque modo ? Dubium autem hoc diluctur, si aequationem inven-

-_—xx
- _ . L — - ox .

tam per z dividamus, ut formula integralis sit [e®% - ; ubi cum

. x . < e . ’ . . x
2% it a.~z-, ev.dens cst ca exprimi functionem quandam ipsius -3
=

. x . .
ac si ponatur — —=p, furc aequaticnem nostram integralem

*

fe'—Pf’()p + Const. ——= e— P2 ’—__—;
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neque hic amplius conditio illa, qua in formula integrali quantitas

z pro constante sit habenda, locum habet, sed integrale perinde

determinatur ,, ac si aecquatio duas tantum variabiles contineret.

Hanc' circumstantiam. si perpendissemus, plenum differentiale formu-
—_—X X

lae fe—"zﬁax,. ex variabilitate utriusque x et z nullam difficulta-

tem. peperisset. Postquam enim pervenimus ad acquationem
—_—X X —XX

fe*® Jdx —— e
eam. ila repraesentemus
— —_—xx —_—xx
ox

2% _®z_
2 L y—zF+ f:iz2,

Sem g =fe % a.%:e—;‘;.;f_——z.{_z‘,
ubi cum in formulam integralem etiam variabilitas ipsius z sit in-
ducta, s ea differentietur sumtis omnibus x, y et z variabilibus
orictur
— XX 9% 20z —X* 5z 29x — 23y ‘2x0x . axxdz
e (z—wm)Te® (52 p=n Tao—m T amp—n)+ L
seu

— XX

—_—XX"
e 7z (Ox(y+x) _ _zdx zag_'___xaz(y-j-_af}____az_)__az
zy—x) -2 O—x)r 22@O0—x) y—ax/ T
quae reducitur' ad hanc formam.
—_xXx’

ezz

unde patet esse debere 0Z == 0 et Z = Const.. sicque elicitur ae-
guatio integralis. ante inventa.

Scholion 2.

21. TIdem integrale prodiisset, si loco z altera reliquarum
z vel y pro constame fuisset assumnia; ubi in genere notari con-
venit , ‘' si. hujusmodi aequationem
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Pdx 4+ Qdy 4+~ Roz —= 0

sumta z constante tractare licuerit, etiam resolutionem, quaecunqmue
trium variabilinm pro constante assumatur, succedere debere, etiam-
si id quandoque minus perspiciatur. Ita in aequatione proposita si
y pro constante habeatur, resolvenda erit haec aequatio

0x (xx + 22 — YY) — 202 (x—Y) — ’-i—z (xzx — yy) — 0,
quae per z multiplicata cum in hanc formam: abeat
(20x — x03) (xx + 22 — YY) + Y29z — 0,
facile patet, eam simpliciorem reddi ponendo x——pz, tum enim od
29x — 02 —— 220p
prodibit
Ap ppzz + 22 — yy) + ydz = 0;
sit porro z_—=gqy, fietque
or (PPgq + 99 — 1) 409 = 0,
cui cum satisfaciat ¢ — % , Statuatur ¢ — % —+ —, habebiturque:
ap(?r’i-;—g—$+1,ié+f,—’r+;'r -—-g:—i—:::o , seu
op (2ppr +p® + 2r +p) —por — 0, vel
or — ﬂg—(’;f’—"—"—) =op(pp+ 1),
quae multiplicata per F'i’ e— PP et integrata dat

—pp T — fe—pp , 220 PP,
g — /e 73

__pp 0P — Y
At fe PP;E_-—'C PP% — 2/6 ”ap;
— r — — "
unde e~ (5 + ) == — Se ¥ 9p.
Cumr nunc sit
.

—_ r s s . z{x—9 .
P__" et'._,.——;_————————) et
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e xY r ___ 9z r 3 '
T —— T — et - —_— .
z(x )" pp T x(x-2) =i
Unde aequatio nostra iategralis erit
— xx T —xx

Lo 2% X — 5,22 2 . .
e 0. e Ly iy,
cijus differentiale, si etiam y pro variabili habeatur, cum -acqua-

uone proposita comparalum , dabit ut ante f.:y — Const.

Cacterum cum ‘in his exemplis variabiles z, ¥, z ubique eun-
dem dimensionem numerum impleant, mcthedum .generalem hujus-
madi .acquationes tractandi exponam.

Problema 3.

22. Si in aecquatione differentiali

Pozr + Qdy + Rd=z = 0
functiones .P, Q, R fuerint homogeneae ipsarum x, 'y ¢t 2z ejusdem
numeri dimcnsionum'; €jus integrationem , si quidem fuerit realis,
investigare,
Solutio.

Sit n numerus dimensionum, quas ternae varibles z, y et
z in functionibus P, Q, R eonstutuunt; ac posito z —— p=z et
y == ¢z, fict '

P—2z="5,Q — z"T et R — "V,

ita ‘ut jam S, T, V,
bilium p et ¢. Cuwmn jam sit
da == pds. -+ =dp et dy = g3 —+ 249,

futurae sint functiones binarun tantam varia-

aequatio mostra hanc induct formem
Dz (S + T +- V) 8z9p +Tzlg=—20, seu
2z, Sap=-To1 — g
e P psq4gr 4V T
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quaec aequatio realis esse ncquit, nisi formula differentialis binas
variabiles p ct g involvens Sdp -+ Toq per se fuerit integrabilis;

PS 4+ qT 4 V.
qued evenict si fuerit
ERY . (28 T . /3T
T+ V) (6—‘1) +pT <¢ﬁ) — (S +V) (a-p) —q8 (3——3)
Vs Ve
—S(aq) +T(0—};)——0'
Quoties ergo hic character locum HKabet, nostra aequatio erit rea-
lis, ejusquc integrale erit
. SAp + Togq __
Iz -+— -/PT—-}_—_(]T::--_V- — Const.

ubi tantum opus est, ut loco litterartum p et ¢ valores assumti

£ et Z restituantur.
[ Y .

Corollarium ¢.

23. Ita im nostro primo. excmplo (§. 12.) cum. sit

P—y +2, Q=2 42, R =2 4y, erit
- 8 —qgqg+1, T=—= p4+1t, V=p <4+ g et
a?z +(q+v)ab+(p__+')aq' 0;

. 2Pq + 1p + 29 —
cujus integrale est '

Iz +§1(pg+p+¢q)=1l(xy +az-yz) =C, seu
rzy +x2+yz —C.

Corollarium 2.

24. In secundo exemplo (§, 13.) est
P—ay —b=, Q—=cz— ax, R = bx — cyy,. hine
S—aqg —b, T=c—ap, V—=1bp—cq.

os 4 (aq——-b‘ag-:-(b'——ag)aq —

Ergo —

a3
hincque ‘ ¢

@g — ) Ip 4 ¢ —ap)dg = 9,
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et integrando
| 184—8 — jar==¥z _ ¢

c— ap ¢z -—ax

LCorollarium 3.

25. In tertio exemplo (§. 14.) fit _
S—=g9+q-+1, T=pp+p+1, et Y—pp +pqg+ qq,
hincque .

93_{_ W (qa+aq—+1)+0)ipp=4-p 4+ 1) __ 0
z Ppq + Pqq -+ PP+ 3pq+ 93 P —+q T ’

qui denominator est —— (p +~¢ -+ 1) (g +~p—+ ¢), unde haec
fractio resolvitur .in has duas
—dp —9q e 9 (9 4= 1) 4099 (p =4 1) .

P+q—+1 . Pq+ P+ q -
.ex quo integrale a logarithmis ad numeros perductum .oritur
zPa+p+a) _ @+ _ o '
P+ q—+1 - x4 y+=z 7

‘Corollarium 4.
26. In excmplo quarto (§. 48.) fit
S=pp—qq+1, T=—1, V=q —p +p(99 —pp).

‘hincque

[}]
ideoque

dg = op (pp — qq = 1)

Cum crgo satisfaciat ¢ ——p, ponatur ¢ —= p - : , fiet
or — 2prdy Z= gp; et integrando
e PP r — fc_‘?f’ Dp\ — e PP ., q.__':.‘.’,

a @it integrale sit
—_—Xx -—XX

2z . = fc—“_() . - <+ Const.

e 2% g
T
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Schellien.

27. Cum igitor sequationes differentiales tres variabiles “ind
volventes nullam habeant difficultatem sibi propriam, quoniam es-
rum resolutio, siquidem fuerint reales, semper ad aequationes diffe-
rentiales duarum variabilium reduci potest ; hoc argumentumh fusius
non prosequor. Quod enim ad ejusmodi aequationes differentiales
trium variabilium attinet, in quibus ipsa differentialia ad pluru di-
mensiones ascendunt, veluti est

-

Poz" + Qoy* + RIzZ" +- 28020y + 2Tdxdz <+ 2Voydz — 0,

de iis generatim tenendum est, nisi per radicis extracliomem ad
formam

Pdz -+ Qdy + Rz — o,

reduci queant, ¢as semper esse absurdas. Quomodocunqué enimh
acquatio integralis esset comparata, ex ea valor ipsius z ita defl-
niri posset, ut z aequetur functioni binarum variabilium z ¢t g,
unde foret 9z —— podx -} qoy; neque hae variabiles £ et y ullo
modo a se penderent. Hic ergo valor pdx —+-qdy loco 9z it
aequatione differentiali substitutus , ita satisfacere deberet, ut ommnes
termini 8¢ mutuo desuruerent, quod autem fieri non posset, si ex
acquationis resolutione 0z ita definiretur, ut differéntinlia dx et Jy
signis radicalibus essent involwta. Hinc aequatio ila exempli oco
sllata , cum per resolutionem det

3z — =Tz — Yy £V [((TT — PR) 3=* + (TV.—RS)

realis esse nequit, ni'si' radix extrahi queat, hoc est nisi Ipsa aequa-
tio in factores formae '

Pz 4+ QJy + ROz,

résolvi péssit. Atque etiamsi hoc eveniat, et hi factores nihito ae-
quales statuantur, tamem aequatio mom erit realis, nisi criteriem su-

pra tradium locum habest Ex his perspicuut aet, Be ejusmodi
Vol. IIL . 4



20 CAPUT 'L

quidem aequationes, quae quatuor' pluresve variabiles iavolvant,
plus dificultatis habere,

Problema 4.

- 28. Si V sit functio quaecunque binarum variabiliom x et g,
i formula autem integrali /Vox quantitas y pro constante sit ha-
bita, definire hujus formae /Vdx diffeventiale, si practer x etmn
v variabilis assumatur. , e

‘Solutio.

"Ponatur ista formula integralis /'Vox —Z, eritque Z utique
functio ambarum variabilium x et gy, etiamsi in ipsa integratione y
pro constante habeatur. 'Evidens autem est, si vicissim in differen-
tiatione y constans sumatur, fore 9Z — VQz. Quare si ctiam y
variabilis statuatur, differentiale ipsius Z —= /'Vox hujusmodi ha-
bebit formam

0Z —= Vox -+ Qoy,
et quaestio huc redit, ut ista quantitas Q determinetur. Quia au-
tem forma Yoz —4-QQy est verum d:ﬁ‘erentiale , necesse est sit

G—) aQ) hincque oz (ag)"" ox ( ) At oz (g—%) est diffe-
rentiale ipsius Q ; 8i ¥ pro constante habeatur unde Q reperietur
i formula a:r:(a Y) ita integretur, ut y tanquem constans tractetur,

geu erit Q —/ Bz‘ (gv) Quocirca formulae Z — /Vox differen~
tiale ex variabilitate utriusque z et y oriundum erit

92 =Yz +dy . o= (33).

Corollarium 1¢.

. 29. Quoniam V est functio ipsarum = et y, & ponatur
oV —=Roz 450y, erit S_-::(g-;); unde fit .
0Z = 3 ./V0x = Vox + oys/89=,
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seilicet in formulae f Sox integratione, perinde ac formulae f? 93
sola quantitas z pro variabili est habenda.

Corollarium 2.

30. Si V fuerit functio homogenea ipsarum x et y existe

numero dimensionum - —= n, posito 0V — Rox < Soy, erit

Rz <~ Sy —= nV, ideoque S — 3‘5 —_— —l;—:', hinc

Jsdz = 5 [Voz - ~[RxO.
At ob y constans est Rdx — 9V, hinc
fRzdz = [z0V = Vx — [Vo=z, ideoque
fsax__”""fVa AL I

=0 .[Vax =Vozr — "’g’+ CrID [vda

Corollarium 3.

3¢. JIdem facilius invenitur ex consideratione quod functio
Z—[VOx futura sit homogenea n+ 1 dimensionum, quare posito
0Z — Vox + QOJy, erit Vo 4 Qy == (n-1)Z; ideoque
Q = ‘————l—z v;: , ut ante,

Scholion.

32. Problemate jam ante, et in praecedente quidem libro,
sum usus, neque tamen abs re fore putavi, si id data opera hic
tractarem, quandoquidem hic liber in functionibus binarum plurium-
ve variabilium occupatur. Praecipuum autem negotium non in
ejusmodi acquationibus differentialibus, quales in hoc capite integrare
docui, versatur, quod quidem brevi esset absolum, sed cum diffe-
rentiatjo functionis binarum variabilium 2 et y duplices formulas

57";) et (‘3 5) - suppeditet, existente V hujusmodi functione, hoe loco

cjusmodi quaestiones potissimum coniemplabimur, quibus talis funotio
-~



28 CAPUT L

V ex deta quacunque relatione harum duarum formularum (g;) et
(g—:) est difinienda. Relatio autem haec per aequationem inter
istas formulas et binas variabiles = et y, quam etiam ipsa functio
quaesita V ingredi potest, exprimitur, ex cujus aequationis indole
divisio travtationis erit petenda. Problema scilicet generale, in quo
solvendo ista sectio est occupata, ita se habet, ut ea hinarum va-
riabilium x et y functio V inveniatur, quae satisfaciat aequationi
cuicunque - inter quantitates x, y, V, (g-::) et (3—;) propositae.
Quodsi in hanc aequationem altera tantum binarum formularum dif-
ferentialium (g-%) vel (g-}') ingrediatur, resolutio mon est difficilis,
atque ad casum acquationum differentialium duas tantum variabiles
involventium reducitur ; quando autem ambae istac formulae in ae-
quatione proposita insunt, quaestio multo magis est ardua ac sae-
penumero ne resolvi quidem potest, etiamsi resolutio aequationum
differentialium duas tantum variabiles complectentium admittatur: in
hoc enim negotio , quoties resolutionem ad integrationem aequatio-
sum differentialium inter duas variabiles reducere licet, problems
pro resoluto erit habendum. Cum igitur ex aequatione proposits
formula (g—;') aequetur functioni utcunque ex quantitatibus z,y, V et (g-:f‘)
conflatae, ex indole hujus functionis, prout fuerit simplicior, et vel
solam formulam (g—:) » vel praeter eam unicam ex reliquis, vel
ctiam binas, vel adeo omnes comprehendat, tractationem sequentem
distribuemus. Hoc enim ordine servato facillime apparebit, quan-
tum adhuc praestare liceat, et quantum adhuc desideretur. Praeter-
qa vero nonnulla subsidia circa transformationem binarum formuila-
rum differentialium ad alias variabiles exponenda occwrrent.

Divisio hujus Sectionis,

Quo partes , quas in hac sectione pertractari conveniet, cla-
Hus oonspectel expopantur, quoniam hac guaestiones circa functiones
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binarum variabilium versantur, sint z et y binae variabiles, et 3
ecarum functio et data quadam differentialium relatione definienda,
ita ut aequatio finita inter x, y et z requiratur. Ponamus autem
oz — pa:t: ~+-9dy, ita ut sit recepto signandi modo p_( 2) et
g= (a'), atque ideo p et ¢ sint formulae differentiales, quae in
relatwncm propogitam ingrediantyr. In gepere erga relatia iste
erit aequatio quaecunque inter quantitates p, q, x, ¥ et z propo-
sita, atque haec sectio perfecte absolveretur, si methodus constaret,
ex data aequatione guacunque inter has quantitates p, ¢, X, ¥ et 2
eruendi aequationem inter x, ¥ et 2; quod autem cum in genere
ne pro functionibus quidem unicae variabilis praestari possit, multo
minus hic est expectandum, ex quo eos casus tantum evolvi conve-:
riet , qui resolutionem admittant. Primo autem resolutio succedit,
si in aequatione proposita altera formularum differentialium p vel
g plane desit, ita ut aequatio vel inter p, 2, y et 2z vel inter ¢,
z, y et z proponatur. Deinde aequationes, quae 8olas binas for-
mulas differentiales p et ¢ continent, ita ut altera debeat esse
functio quaecunque alterius, commode resolvere licet. Tum igitur
sequentur aequationes, quae praeter p et ¢ unicam quantitatem fini--
tarum 2 vel ¥ vel z complectantur, ex quo genere cujusmodi casus
resolvi queant videamus. Ordo porro postulat, ut ad aequationes,
quae praeter binas formulas differentiales p et ¢ insuper binas
quantitatum finitarum, vel x et y, vel x et 2, vel y et z, invol-
vunt, progrediamur ; ac denique de resolutione aequationum omnes
litteras p, ¢, z, y et z implicantium, agemus, subsidia transforma-
tionis deinceps exposituri. '




| C APUT IL
D B
RESOLUTIONE AEQUATIONUM QUIBUS ALTERA FORMULA

'DIFFERENTIALIS PER QUANTITATES FINITAS
. UTCUNQUE : DATUR,

L.
]

Problema 4.

33.

Investigare -indolem functionis z binarum variabilinh 2 et y, at
formula differentialis (‘;—:) — p sit quantitas constans ——= a.

Solutio.

. Posito ergo az pox. +qby, ea funcuoms z indoles quae-
m.ur, ut sit p—a, seu 9z ——ajdx 4 qdy: ad quam inveniendam
sumatur y pro constante, erit 02=aodx, et integrando z=ax -+ Const.
ubi notari oportet hanc constantem utcunque involvere posse quane
fitatem y.. Quare ut solutionem generalem exhibeamus , erit
2 —ax-}-f:y, denotante f:y functionem quamcunque ipsius ¥,
quae per se nullo modo determinatur, sed penitus .ab arbitrio mno-
stro pendet. Quod etiam differentiatio vicissim .declarat; si enim
hujus functionis f:y differentiale per dyf/:y indicemus, erit utique

0z == adx + odyf:y;
ideoque (g—:) — a, prorsus uti “gquaéstio "postulat ; "unde patet hoc
casu alteram formulam diﬁ‘erentialem 9= G—;—), functioni solius y
sequarj, cum sit ¢ ——(a,)
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Corollarivm 1.

34. Si ergo cjusmodi quacratur functio 2z binarum varis-
bilium x et y, ut sit (az) = a, ent z—ax -} fy, et altera for-

mnia dnﬁ‘erenuahs z) necessaria aequatur functioni ipsius y
taptum.

Corollarium 2.

36. Si “talis requiratur functio, ut sit (a’) == 0, ea necessa-

Tio cnt functlo Jpsius y tantum, seu quanhtatem z plane non in-
volvet- cum enim a vauauonc ipsius z nullam mutationem pati
debeat, baec quantitas z gquoque in ejus determlnatlonem plane non
ingredietur.

Corollarium 8.

36. ' Hinc etiam patet aequationem differentialem
0z — adz -+ ¢goy
realem esse non posse, nisi ¢ sit functio ipsius y tantum; quod
et.am character supra expositus declarat, aequatione enim ad hanc
formam adz -}- gdy — 02 —= 0 reducta, ob P—a, Q—g¢q, et
R——1, erit L=, M=o, et N=— (39, ideoque
realitas postulat, ut sit

d
a@)+GD=o.
At per hypothesm g non pendet a z, unde ob (a:)— 0, erit
(32) =0, ideoque etiam ¢.ab x non pendet.
Scholion &,

37. Ex allatis satis patet hanc operationem, qua functionem
8 determinavimus, veram esse integrationem, qua uti in vulgaribue
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integrationibus sliquid ihdetérminati introducitur. Hic scilicet in-
gressa est functio quaecunque ipsius y, cujus indoles per se nullo
modo determinatur ; eam quoque ita concipere licet, ut descripts
" ecurva quacunque, Si ejus abscissae per y indicentur, applicatae ex-
hibeant ejusmodi functionem ipsius y. Neque vero opus est, ut
~haec curva sit regularis et aequatione quapiam contenta; sed curva
quaecunque libero manus ductu descripta eundem praestat effectum,
etiamsi sit maxime irregularis, et ex pluribus partibus diversarum
curyarum conflata. Hujusmodi functiones irregulares appellare licet
discontinuas seu nexu continuitatis destitutas; unde hoc imprimis
notatu dignum occurrit, quod cum prioris generis integrationes alias
functiones praeter continuas non admittant, hic etiam functiohes
discontinuae calculo $ubjiciantar, quod plunbus insignibus Geometrig
adeo calculi principiis adversari est visum. Verum integrationum in
hoc secundo libro tradendarum vis praecipua in eo consistit, quod
etiam functionum discontinuarum sint capaces; ex quo per hunc quasi
novum calculum fines Awalysecs wmaxime proferri sumt ecensemdi.

8¢holion 8.

88. Quemmadmodum deinde in wvuigaribus integrationibus con-
stans arbitraria ingressa, semper ex indole problematis, cujus solu-
tio eo perduxerat, determinatur, ita etiam hic natura problematis,
cujus solutio hujusmodi integratione absolvitur , semper indolem
functionis arbitrariac per integrationem ingressae determinabit. Ita
8i cordae tensae figura gquaecunque imducatur, eaque subito dimitta-
tur, ut oscillationes peragat, ope principiorum mechanicorum ad
quodvis tempus figura, quam corda tum sit habitura, definiri potest,
hocque fit ejusmodi integratione, qua fanctio quaedam arbitraria iu-
troducitur ; quam, autem deinceps ita determinari convenit, ut pro
ipso ffiotus Tattio ipsa ifla figara cordaé inducta prodebt; ‘et cum
solutio debeat esse gedbraT:s, ut satisfaciat ‘ﬁgut&e chicangue mxhah
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sccesse et nt etiam ad eos casus pateat, quibve cordae imitie
figura irregularis nunllo coutinuitatis mexu praedita inducatur , quod
fieri nmon posset, nisi per iategrationem ejusmodi functio arbitrie
noswro relicta ingrederetur, quam ctiam ad figuras irregnlares adap-
tare liceret. Hujusmodi functiones arbitrarias, prouti hic feci, cjus-
inodi signandi modo f:y indicabo, unde cavendum erit ne littera
f pro quantitate habeatur, quocirca ipsi colon suffigere visum est.
Simili modo in sequentibus haee scriptio f: (z—y) denotabit funec-
tionem arbiwrariam quaatitatis  + y; ac ubi plures tales functiones
in calculum ingredientur, praeter litteram f etiam his characteribus
P, V, 8, etc. cum simili significatione utar.

Problema 5.
39. [Investigare indolem functionis z binarum variabilium =
et y, ut formula differentialis (g:) — p acqualis fiat functioni datae
ipsius z, quae sit X, ita ut sit p —X. '

Solutiae.

Posito dz2—pdz - ¢dy, ob p =X erit 9z = Xox -+ ¢9¥;
quia jam hujus differentialis pars XJz est data, ad integrale ine
weniendum accipiatur y constans, et cum sit dz —— XJx, erit intee
grando z — /X9 x -} Const. quae constans cum etiam quantitatem
y utcunque implicare possit, pro ea assumere licebit functionem
quamcunque arbitrariam ipsius y, eritque ergo integrale quacsitum
z2—/ X0z +f:y, quae per differcntiationem praebet

0z — Xodx + d0yf : g,
ita ut sit ¢ —=1f":y, atque (3:)::)(, plane ut requirebatur.

, Corollarium {.
40. Aequationis ergo (3—:):X , existente z functione due-
sum variabilium = et g, integrale est 2 == /Xox 4-f:y, ubi ob
. Vol 1L ' 6
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X datum, formula integralis /X QJx- datam functionemr i?aiiu- =
denotat ; quandoquidem constans hac- integratione ingressa- in fmcf
sione arbitraria. f:y. comprehendi- potest. ~

€orollarium 2.

4ii. Hino sequitur aequationem differentialem.
0z — X0x 4+ g0y
pealem esse non. pesse , nisk ¢ sit functio ipsius y; quod quidem
cum hac limitatione est intelligendum, nisi ¢ etiam involvat quanti-
tatem z; quem casum autem. hinc removemus..

Sc-h"olion{

42. Si enim ¢ etiam a z pendere queat, aequatio 0z=Xozx-+-qdy
realis erit, si ¢ fuerit functio quaecunque binarum quantitatum
2—/X0x et y; id quod hinc facillime patet, si ponatur z—/Xox =y,
ita ut jam ¢ futura sit functio binarum quantitatom u et y. Tum
enim aequatio differentialis, quae fit du — pdy, duas tantum con-
tinet variabiles u et y, ideoque certv est realis; et quomodocun-
que ejus integrale se habeat, inde semper u aequabitur certae
functioni ipsius y, unde fit ¥ ==z — /Xox —f:y, prorsus ut ante.
Quoties ergo esse debet (g—:) — X, etiam ne hoc quidem casu ex-

. cepto, quo forte ¢ ipsam quantitatem' z implicat, integrale erit.
z=/Xozxz 4 f'y,

neque unquam zlia solutio locum habere potest. Erit ergo Hoc in-
tegrale completum, propterea quod. functionem arbitrariam involvit,
id quod pro certissitmo criterio integralis completi est habendum.
Hic igitur ad integrale completum requiritur, ut non tamconstans
quacdam arbitraria, sed functio adeo variabilis arbitraria ingrediatur;

ita si quis pro casu (g—::) —axx cxhibeat hoc integrale
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z2=—=}ax’4 A + By +} Cy’ ~}-etc.
‘id “tantum. efit partienlare., -etiamsi .plures constantes arbitrarias A,
B, C, etc. ac fortasse infinitas compleotatur; .verum enim inte-
grale completum
z _—_-'“ga:r:3 -+ f:y

infinite latius patet; .id quod ad .sequentia.recte intelligenda probe
notari oportet. Occurrent autem .utique casus, quibus ob defectum
methodi integrale completum investigandi, integralibus particularibus
contenti esse debemus, quae etiamsi adeo infinitas constantes arbi-
tratias comprehendant, tamen pro .solutionibus particularibus tantum
sunt habenda. Hanc observationem in sequentibus perpetuo me-
minisse oportet, mne circa ' integralia particularia et completa .un-
quam decipiamur.

Pyoblema 6.

43. Si z debeat - esse ejusmodi functio binarum -variabilium
x.et 3y, ut formula differentialis (%‘: — p aequetur functioni cui-

piam datae ipsarum x et ¥, definire .in genere indolem functionis
quaesitae z. :

Solutio.

Sit 'V functio “ista data ipsarum x et y, cui formula differen-

rentialis (g;) ——p aequalis esse debet, ac posito
0z —.pox ~+ qoy

requiritur ut sit p— V. Jam ad formam -functionis z inveniendam
consideretur quantitas y tanquam constans, eritque 0z =— VJdz. In-
tegretur igitur formula /'Vodx spectata sola x ut variabili, quia y
pro constante sumitur, ita ut in hac formula unica insit variabilis
x , ideoque ejus integratio nulli obnoxia sit difficultati, id tantum
est tenendum, constantem jntegratione ingressam utcunque involvere
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posse alteram quantitatetn y, sicque pro funedone qmsﬁa Z haeg
habebitar expnemo
= /V02 +f: y

integrali fV ax‘lta sumto, quasi quantitas y esset constans solaque
« variabilis; at f:y denotat functionem quamcunque arbitrariam
fpsins &, ne exclusis quidem formis discontinuis, quae nullis ex-
pressionibus amalyticis exhiberi queant; atque ob hanc ipsam funce
tionem arbitrariam integratio pro completa est habenda.

Corollarium {,

44. Cum V sit functio data ipsarum x et y, formula inte-
gralis /'Vox erit etiam functio cognita et determinata earundem
quantitatem z et y, quod enim per integrationem arbitrarii ingre-
ditur, in altera parte f:y comprehenditur.

Corollarium 2,

46. Hinc etiam differentialis 90z altera pars goy ex varia-
bilitate ipsius y oriunda definitur. Nam per §. 28. est formae
J VO x differentiale ex utraque variabili x et y ortum

Vox 4 dy/fox (d— ;
ac si functionis {:y differentiale indicetur per 9y f':y, erit

0z —Vaz+ayj‘ax(a )+ayf .

Corollarium 3.

46. Cum ergo posuerimus 9z — pax <+ gdy, sitque
- p ponnnd V’ erit

q-——fax( )+f, Y,
ubi ob V functionem datam ipsarum x et g, etiam (a-) erit functie

dsia, et in imtegratione /o x (a -) sola & pro- variabili Debetwe
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Exemplum ¢,
47. Quaeratur ejusmodi functio z ipsarum x et y, ut sit
G = rwTrn

Ob V :7-(;;!-775’ erit /Vor—y (zx +yy), dev-

que habemus
z= Y@z +yp + 1y,

unde fit _
(g—;) -9 = 7(,",__'),_,_77 -+ ‘.‘, Y,
id quod etiam per regulam datam prodit. Erit enim
ov\ _ —_—zyY
dy) — @z + yyi'
hinc sumta y constante

ov x9x Yy
dz (—) =— - = e,
f * ax) yf (@x+yyi Y (@x <+ yy)

Exemplum 2.

43. Quaeratur ¢usmodi functio z ipsartm x et y, ut sit
y .

Ay
0x) = VG —=9)"
Cum sit V — ;,—(—BZ:;B, orit
SVozx = y Ang. sin.%;
hincque
Z2 —— y Ang. sin. ;_—}- f:y9

eujus differentisle ex ipsins g varigbilitate orinndum, si desidere-
mus, ob
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B,V - — erit
=Gy — zan’

Joz @V) _/ (y;iax:)i —,/ v (yy-—:cx) yyf(w zz R’

jdeoque

jax (g*;) :-'A'ng.sin."-;- S— V-zy—f_-_—-;—s. [

g = Ang. sin, % — V5 —=% + :y.
Idem reperitur ex differentiatione expressionis pro z igventae

0z == 0y Ang. sin. +77?;;_’:% +oyf : y,

-unde pro g= (g;') idem valor prodit.

‘Exemplum 3.

-49. Quaeratur ejusmodi functw z ipsarum x .et y, ut st

G =
S T

— a .
Ob V= YV(sa—yy—zxx)? erit

Sy ox -_—a Ang. sin. ','T(—aai_-_m ’ i

~unde functionis z forma quaesita est

2 == @ Ang.sin, _".7(‘—::_—;—,’3 4+ f 2y
ADeinde quja
ov ay
) @ — vy — x-‘&‘)" -erit

V) ay x
—ay,/‘(aa—yy-—xx)l aa—yy V(aa—w—xx)'
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idéoque
axy

L Y- . e
(5"';) =9 = TV G —3r— + oy
quae cadem expressio etiam ex ipsa differentiatione ipsius z eruitur.

Schoelion- ¢&.

60: In hoc calculd tamen adhuc quaedam incertitudo relin-
quitar , qua valor quentitatis ¢ afficitut. Cum emim valor ipsius
z2=—=/VO0x - f:y sit determinatus, quandoquidem integrale' fVozx
respecta ipsius -z ita fuerit determinatum, wut pro- dato - ipsius "z
valore etiam- datum -valorem: obtineat ;. adeoque in ejus differentiali
pleno nulla incertitudo inesse potest, sed necesse est,” ut valor ipsius
p aeque prodeat determinatus atque' ipsius p: ‘interim tamen. for-
mula integralis- /o= (a ) non determinatur, sed novam’ fuﬁctionem’
arbitrariam a  prieri" non péndentem introdicere "videtur. Ut ‘igitur
talis significatus vagus evitetur, spectari oportet corditionem , qua:
integrale: /¥ g'x determinatur’, eademque’ conditio in formulae:
fax(g—:)'"integrati'one- adhiberi debet. Nam pomamus integrale /'Vox
fta capi ut evamescat’ posito x — a', sitque ejus valor determinatus
SVox — 8, isque- igitur “potentia saltem’Habebit factorem @ — =
seu a® — z™; qui cum nom contineat y, etiam (aD eundem facto-

rem continebit, ideoque (a’) evanescet posito x ——a.

Est. vero ( =[O0z (
ex quo persplcxtur, si. integrale be x- ita eapmtur ut evanescat
posite  —— a, etiam alterum integrale /9 = (5) ita capi debere,
ut. evanescat posito z. —— a.- In allatis binis postremis exemplis,
utraque integratio ita est instituta , ut evanescat posito =10, in
primo autem nulla hujusmodi rcgula est observata ; sin- autem. ean~
dem. legem adhibeamus, habebimus
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ijx-_—_;/(a:x—'-yy)-—y e? ft)z (g;):;-(—”lm -1,
unde quidem eadem solutio emergit; quia ibi — y eontinetur in
f:49, et hic —1 in { : y. Perinde autem est quacunque lege
prior integratio determinetur, dummodo eadem lege et in poste-
riori utamur. '

Scholion 2.

81. Principium hujus determinatiosis isto inmititur Theors-
mate aeque eleganle ac notatu digno:

Si S sit ejusmodi functio binarum variabilium x et y, quae
evanescat posito x — a, fueritque 0S —Podx + QQy, tum etiam
quantitas Q evarescet posito x — a.

Unde simul colligitur, si S evanescat posito y—»5&, tum etiam
fieri P == 0 si ponatur y — b. Hic autem probe observandum
est, quac de simili determinationc binarum formularum integralium
[Vox et [ox (g;) sunt praecepta, tantum valere si valor a ipsi
x tribuendus fuerit constans; neque etiam superius Theorema lo-
cum habet, si verbi gratia functio S evanescat posito  — y, inde
enim neutiquam sequitur, eodem casu quantitatem () esse evanitu-
ram. Etiamsi enim functio S factorem "habeat x —y vel z" —g*,
minime sequitur, formulam (g—;s) seu Q eundem factorem esse habi-
turam, quemadmodum usu venit, si factor fuerit x—a seu z"—ag®.
Dixi autem non opus esse, ut talis factor revera adsit, dum modo
quasi potentia in functione S contineatur. Veluti si fuerit

S—a—z+y—yYQ@aa—zz+yy,

quae functio posito x —— a utique evanescit, etiamsi neque factorem
z — a neque z® — a® contineat ; simul vero ¢tiam

L L —
(d_:) =1 - 1(¢¢'—-a’m+’”
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posito = — a evanescit. In hujusmodi ergo calewlo,, quo in his
problematibus utimur’, ubi integrale formula¢ /'VQ 2 exhiberi debet,
id semper ex duabus partibus compositum speetamus, altera inde
terminata per functionem. f:y indicata, altera autem, quam praprig:
per /VQx exprimimus, determinata, quae scilicet posito Z;== q ,
evanescat’; hicque semper perinde est qualis constans pro. @ ﬁsq,
sumatur , dum dxscnmen perpetuo alten paru indeterminatae in-
volvitur.

.

Pyoblema 7,

P Y ar- - )

52. Si z debeat ita determinari per binas variabiles ‘».et g,
ut formula differentialis (a— == P aequatyr datae cuipiam functioni

|psarum Y et z, guae sit V dcﬁmrc in _genere mdolcm functlonw
Z perx ety -

N - . . DI BN IR E TS , 1wl e (4

Solytioe.

" Curh posite’ Pz = pax-;-an, sit’ p::V - 81’ qﬂantlta'téth v*
pro constante capiamus, erit 0z =—VJz, ‘tbi ciim V sit funttic dhtd’
ipsarum y et z, et y pro constante -habeatyr, aequatio 9,,4_—_—_63
erit 'mtcgrabijis, ex cujus - integratione. completa oritur

4z ___ . . _

v —x 4+ f:y, . : L
qUa ‘aequdtione relatio intet ‘ternis Variabités %, gf ev 2 “ita- im-ged
nere exprimitur, ut eX éa z per x et .y definiii; ind"o}e‘sqw fane<
tionis z assignari possit.

.
LTI

- Quodsi hing’ alteram® quogue’ differciitiakis phrtém gDy séu’ fanc-
tionem ¢— ( ) y) mdagare vehmus, ponam‘u’s mt‘egrale jﬁ“ S ub?‘ y'u’t“

constans spectatur, ‘ita capi ut evanescat posito z..rc, ptque

qnantxtatcm ]‘ v ‘dénuo differentiando” ut etiam Y vanabnli‘ as at’&l‘a
VQl III. ‘ sva ! LI : 6“ . IO S 15 T
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2. / _—_-az—-a iy a,>,

obi in integrali [ = a‘) quantitas gy iterum pro constante habe-

tur, hocque mtegrale ita capi debet, ut pesito z2'==c evanescat,
Quo facto cum aequationis inventae diﬁ‘érentiale sit

9z ~- % AV o

¥ —0y[mGy) = d= + oyt : 7,
pro forma proposita habebimus

v

0z = Voz 0¥ (Vf (63)+Vf’:y)',

unde quantitas ¢ innotescit. . :

' " Corollariem f{.,

§3. In hoc ploblemate facillime definitur, quafis funcno quan-;
titas = futura sit bmarum reliquarum y et 2z, cum sit P

] f 2 S5y,
slquu;em V.per y et 2 detur Perinde autem  est sive z per
et Y, sive, & per y et z determmetur.

el e €Corollarium 2. .

754. Cum relatio inter ternas variabiles z, & et = ita sit
determinata, ut fiat (gz) =V functioni datae ipsarum Yy et z, b
a-x__%! sumto y constante erit z ejusmodi functio ipsarum y et

Z5 ut m(g-:):%, ideoque-,(gg)m(g—:)zt.. N EE TR
) A N T +

P

Scholiom_

-+:.-55, Tn generq suiem, quaccunque .rglatio:inter ternas waria-
!y,lcs x, .y ‘et z proponatur, unde unaquaeque per-binas relignas.
determman Et tanquam earundem functlo spectarl possit , semper

ernt (a ’_,) (g’): t. Ponamus emm aequatxonc xlhm relauoncm

ce e
"\ s

exprnmente daﬁ’er;ntnata prodlre SO

.
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Pz QoY + Rz == 8,: = _

ac mamfcstum est sumta Y. pso constante forc‘ - :‘)

' Pax—{—Raz: 0, C : oo

:deoque tam (g—-:) = 'i\—g quam (BD — Ti—-; slm'le sutem modo

eru:‘ STt st
== G =3, O=R0

AR
unde propositum patet, etiamsi relauo inter plures tribus variabiles

locum habeat. Caeterum hic .Gasus a p;aecedentlbus differt , quod

hic natura functionis z, quatcnus ex binis reliquis = et y formatur,
-non explicite. .exhibeatur , sed per resolutioner :démum aequationis
inventae definiri debet, cujus rei allquot exempla. ewoluisse juvabit.

E xemp lum {,
56. Quaeratur eJusmodz functzo z ipsarum z et y, ut sit

o =21

Cum ergo sit Jz — ":‘, erit y pro constante sumendo
202 — yox et 22 — xyY + fiy.
Pro ¢ inveniendo dxﬂ‘erentletur haec aequatno generaliter

. 803 _yax+x3y+a!{f' Y

oy g

eritque i
quod idem per regulam datam reperitur. Nam ob V=2, erit
=0

22— y , integrali ¥a sumto ut evanescat posito z

vero ob (a J)_,.. , efit
Al zaz —_— 3% .
(8 — J yy —/ ayy?
cadem integratwms lege observata. Hinc fit
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=2, ﬁz(_...tf' h) et g = Q-’-Y"‘y.

22y

quae expressio cum praecedcnte convenit; ex comparauone emm 13

Ay = 2 Ayl ¥

¢ .

lmde x aequatur ut arte quantltat: ?—;-: una’ cum l’uncuone ipsius y.

Hoc tamtum motetur, quod ad eonsensum. pwfect,uln luc pro f:¥

lcrxbcre debmssemns 'yf Y-

.

o Exemptum 2.

2%y o Y(yy — 2%
. --y, ‘ut ﬂt,(a—i .._“-“('—Z-;—-.—'
Cum ergo sit o
az_—_a’“"“ ?-z) + 93y,
© suMita ‘¥ constante fit C

ox — },—(%)-, et integrando

r=y —y @y —za> — .y,
unde v1cnssm1 dnﬂelenuando oritur
53y + 20z

ax:ay = Yoy

— 0yt 1y, seu

dz — au/\yy ZZ)_l__ay{y._.V(”;—_-z—?-)(t.*f'?z)L

Per regulam autem datam ob V :Z-(Ly——zz—) , est

) fv——y—l/<yy——~>,

BT Qmemtur cmsmodc JSunctio = bmamm vanabdwm £ et

‘mtcgvah ita sumto ut evanescat posxto Z2—=0. Jam verp est

oVN_ ¥ _
o0y) 2y (yy — ==z (c)v) <yy- wy — )t”

hinc '
0%z OV ___ y .
F VY (a_y) == Y (yy — 5&) 1,

’
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integrali eadem lege smmto. -Quocirea colligitur

—Y(Or- N vYiyy—
=R Gt ) =T ),

.prorsus ut ante.

Problema &.

68. Si z ita debeat determinari per binas variabiles x et
gy, ut formula differentials (g—;)-':‘:.,p‘ aequetur functioni cuipiam da-
tac ipsarumr x et z, quae sit —— YV, definire in genere indolem
functionis z per x et y.' ' "’

Solutio.

Ponatur dz — pox -4~ ¢y, et cum sit p —V, sumatur quan-
titas y constans , eritque dz — Vox — 0, quae aequatio duas tan-
tem quantitates variabiles x et 2z continens, integrabilis reddetur
ope cujusdam multiplicatoris , qui sit — M, ita ut Mdz —MVox
sit differentiale verum cujuspiam functionis ipsaruvnr xz et z, quae
functio sit — S, quantitatem 7 non involvens. Ex quo #equatio
nostra integralis erit S—1f:7, unde indoles functionis z quemad-
modum per x et ¥y determinatur , innotescit. Differentiemus hanc
aeqliationem sumto praeter x et z etiamr y variabili, eritque

0S = MJdz— MVoxr — oyf’:y, seu
az:Vax;-}-%% iy, ita ut sit g = /1y

Corollariuvm f,

59. Multiplicator etiam M formulanr dz — Vox .integrabileme
seddens , -quantitatem 2z non continebit, quia in functione data V
nort inest y, Statimr autema hoc ‘multiplicatore .in¥ento, valor ipsius
g—5 {’: y colligitur.
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- Corogllarium 2., = . < ot
60. Si -formulae _differentialis MJz — "MVdz fii:te»g'raﬂe
fuerit 5 functio ipsarum =z et z, pro solutione problematis “habebi-

mus 5 == f:y, unde patet constantem, quam quis forte ad S adji-
«ere voluerit, jam in functione arbitraria f:y contineri.

Exempium f{. . , )

61. 'Quaeratur ejusmodi functio z ipsarum x et y, ut sit
oz __ nuz ’
a—x) — =

Posito 9z =— "—’f—x -+ g9y, sumto % constante erit az—-’%a—’ =0,
.quae aequatio per —;— multiplicata fit integrabilis, ita ut sit multipli~
cator M= ", hincque integrale S—1lz —I2": ergo aequatio
nostra integralis quaesita .erit /5 ==f:y; unde etiam % acquabi-
tur functioni cuwicunque ipsius y, ita ut sit z —— z"f: y.

Exemplum 2,

62. Quaeratur ejusmodi functio z binarum variabilium x
et y, ut sit formula differentialis (g——:) —_—nr —z.

Posito dz—= (nx — 2)dx + 9oy, sumto Yy constante erit
0z +- 202 — nzdx == 0, quaec ope multiplicatoris M — e* dat

S =€z —nfc*xdx == e*z— ne*zx - ne*;

unde aequatio quaesitam relationem inter T, Yy et z exprimens est
€Z — ne*zx - ne* — f:y, sive
4z::n(x-—i)+e“‘f:‘y,
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tum vero erit A
— (3% — —= .
T = (33) = e r Y , )
Exemplum 3.
68. Quaerafur ejusmodi functio z binarum ifariabih'um x" et
y, ut sit formula differentialis (a N = Pt
. . — %20
Ponatur ergo 0z — e ~F gdy, et posito y constante
quaeratur mtegrale hujus aequationis differentialis
oz xzdx
zZ — x2 4+ 22
quae infegrabilis redditur ope cujusdam divisoris, qui ‘ob homoge-
neitatem reperitur scribendo x ct z loco dnﬁ‘crenttalmm dx et az
Lta ut hic divisor sit : :

= e,

xxT z'__
z—::x—i-zz_xx-l—zz'
hincque multiplicator M :::'Ex—::—zf . Quare erit _
’ — (:cx-i—zz!z)az ©x .
s B= T w Meoge -
—_— XX . : ’
s = % 4 1s;
unde acquatlo nostra quaesita erit '
z — XF 2 __ .
~ 222 f y et '[ T xx A4 a3 Fry,y
ex qua cum posito Iz — % u sit u—f:y, et'xam vicissim

concludi potest fore yy = f:u,

Problema o.

64.. .8i 2 ita debeat determinari per bimas variabiles 2 et
¥y ut, farmula diflerentialis: (3—;) acquetr functioni- cuipiam: datae
omuestues .varinbiles: z, - et' z implicanti, quae sit - _.,_V definire
in genere indolem functionis: 2. per .z et y.- e L
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Solntio.

Cum sit 9z = Vox 4+ g9y, si sumamus ¥ constans, erit
0z—VYV0x, quae ergo aequatio duas tantum continet variabiles = et
z, litteram autem y functione V involvens. Dabitur ergo multipli-
cator M hanc aequationem integrabilem reddens, ita ut sit

Moz — MVozx — 08,
unde aequatio integralis relationem inter , yet z exprimens erit
S —=f:y: e

uci S erit functio certa ipsarum .x, ¥ et z, fierique potest ut
etiam M .omnes has tres litteras comprchendat. Convenit autem
functioni 8 per integrationem inventae valorem determinatum tribui,
quoniam pars indeterminata -in functione arbitraria f: y includi-
tur. Ponamus ergo S ita capi, nt evanescat si ponatur x —a
et z —c. -

Quod si hinc aequationis differentialis propositae alteram par-
tem gy invenire velimus, dnﬂ'elcntlemus functnonem S sumto ‘etiam
y variabili, sitque

08 = M9z — MVox +Qdy=—0yf:y,
abi cum sit
GO = G vl (D =~ @,
erit sumto iterum y constante
2 (G0 + 0z G =22 () — 2= B3

quae formula certo erit integrabilis. Capi autem Q oadem lege
debet, qua 5 sumsimus, ita ut evamesoat _posito = a et'z—c¢,
atque inventa hac quantitate Q, cwm. habeamus
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3z—Vax—-ga—’-'+-a—1f’:y, erit

Haee determmauo 1sto nititur f'undamento, quod si S fuerit ejusmo-
di functio ipsarum z, ¥ et 2, quae posito x — a et 2—c eva-
ncscat, etiam formula differentialis (83) eodem casu evanescat.

Corollarium {.

65. Reducitur ergo resolutio hujus problematis ad integra-
tlonem aequationis differentialis

0z — Voz — 0, )
in qua quantitas y ut constans spectatur, etiamsi V contineat om-
nes tres litteras x, ¥ €t z. Dabitur ergo utique multiplicatur M,
qui hanc aequationem integrabilem reddat, ut sit

MJdz — MVox — 98,
existente 8 certa quadam functione ipsarum =z, y et z.

Corollariuvm 2.

66. Invento autem hoc multiplicatore M indeque integrali 8,
quantitas 2z ita per binas variabiles x et y definietur, ut sit
S—f:y, ubi f:y denotat functionem quamcunque ipsius y sive

continuam sive etiam discontinuam, ob cujus naturam mtegrauo pro
completa est habenda.

Corolla‘rium 3.

67. Cum hoc modo relatio inter z, x, y, fuerit definita,
erit ea ita differentiata, ut omnes tres litterae z, y et z variabiles
sumantur

0z = Vdz - (L22=09 54,

ubi quantitas Q ex suo differentiali
Yol. IIL.
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—— AMy\ .MV
0Q = 0:2. (a'y) —( Oy
definiri debet, sumta y constante, integrationem ita temperando, uts
si 3 evanescat. casu x=a et z=c, etiam Q eodem casu evanescat..

Scholiom:
68.. Hic ergo ad insigne hoc Theorema deducimur :
Quod si fuerit 8 ejusmodi fiinctio ipsarum =z, y et z,. quae
evanescat ponendo. x — a et z=——c, tum. eliam. pro: eadem posi«
tione formulam (333) esse evanituram..

Yeluti- si’ fuerit
S — Axx -+ Bxyz 4+ Cz2z — Aaa — Bacy — Cece,

erit %—; — Bxz ~— Bac,

quarum utraque expressio casu z "= @ et. z2==c¢ evanescit. Pluni-
bus autem hujusmodi exemplis evolutis veritas Theorematis ita pa-
tet, ut demonstratio splennis. non desideretur. Interim hujusmodi
functio semper, quantitates solam y continentes a. reliquis separando,
ita. evolvi potest, ut in- talem formam transmutetur:

S — PY <+ QY 4~ RY” -+ ete.
ubi per hypothesin. P, Q, R, etc, sunt functiones ipsarum =» et =
tantum+, et talés quidem- quae ponendo x —.a et 2 ——c singulae

evanescant. Hinc jam perspicuum est fore
S Y ! X
(%):P.g—yq—g-.%—l—lt.%; 4 etc.
quae: forma. manifesto snb iisdem conditionmbus evanescit. Quomo-
docunque autem functio S hac indole praedita: fuerit complicata,
tam formulis irrationalibus quam transcendentibus, eam semper- in
ejusmodi formam evolvere licet, quae-etsi in infinitum progrediatur,
haec demonstratio tamen vim suam retinet:.
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Exemplum 4,

'+ '69. Quaeralur ejusmod: -functio s duarum vakta}ilium x -dt

Yy, ut sit formula differentialis (a”) = —y

:zax

--{-qay, et ‘sumta g constante

‘Ponamus ergo 9 z ~—=

habebitur aequatio dz-— “a' — 0 , ut sit V—22 ot -maltiplice-

-8y - py?
tor erit M — —;—:; unde Bt
=12 _zmta
aay
-t mequatio ‘integralis -completa functionem z determinans erit

l__+aa;a—‘-yxx__‘f y

Porro ad quantitdtem ¢ inveniendam, ob M:% et MV — %.,
erit JQ — 0 et Q=107 ‘unde fit ¢ —zf :y. Hic idem autem
valor .ex differentiatione . aequationis inventae .eruitur, .quae praebet

Iz __ 2% . Huf .y , ideoque

% . ay

Bz—-’za’—{—zayt" 2y, ita ut sit- qg==zf :y.

Exemplum 2,

0. Quaeratur binarum variabilium z et Yy ¢usmodi jfunctio
z., ut sit (az)__x_i_z

Cum sit V= + » habebitur sumto y constante haec aequaucl

ad cujus multiplicatorem inveniendum, multiplicetar primo pet
xz 4 z, ut prodeat ' :
a-‘az+zaz—y&'c— 0, seu OF ~— ’zj_..f—:—‘-r

”"°
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z
quae multiplicata per ¢ 7 integrabilis evadit, proditque
. - 2 202 - —_—=
e Yyzx=fe ¥y, =—e¢ rz-4f¢ rdz,

hincque )
Z

z 2z )
e rx——e rz—Yye 9y +4+C,

Quocirca erit multiplicator
1 hd 2 4-2) — Z
M::(x-;-z).—--;—.e Iy :»—(—;-)c y, et

z —
y(x+z4yY —e y(@a+tcHy,

S —e o
ex quo aequatio integralis completa erit

[
Y@4+c+y="F:y.
- .

z

e y(r 4=z -'-l—y)_—e—

Nunc porro cum sit MV —= — ¢ 7, erit
5 B3 £
M,__ ~T 5 /x+= z (x4 2) ™ 1 =
—_—e Y (= - 20y — y 2)(— — =
(ay) (yy 53 e (x + 2) >y ya)! et
z
9.MVy __ " % .
(»éy—) —=-—e -7 . %, hincque
2
— dx
Q—c¢ YPz@x+3)(=—2 2z
2Q 0= @ +2) G5 — )+ 551
sumto y constante , unde integrando obtinebitur
— Z c
v (X% z Z% v [ c
—e Y (Z+1 4= 4=)— Y (= + -
Q (yy MEIE ¢ (y Tyt
hine ,
L=~ . %
— 2 y+t® _ actcedey+IN _ Yy e
q_y+x+z e ( y(x++3) x+ze f Y,

ita ut sit’
— 9%
22 = 1% + 10w
Aequatio autem iaventa si differentietur dat
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] v 2
— o (x+2) 9z N %
—p 3'£-—~;~ - i€ -'_’Bx—l—e 73y(1+’+”+”
[
— Yy(d+% +c§‘—’£i)):ayf’:-y,

unde idem prorsus valor pro ¢ concludltur. .

Exemplum 3.

71. Quaeratur binarum variabilium % et y ejusmodi functio
” y-—i—zz .
z, ut sit (a = e

Yy 22 a -+ g0y, sumatur quantitas y con-

7y +=
y (yy - 22) 0% — -
stans, et cum sit 0z — —————” a 0, evidens est mult_xghcato

Posito 0z —

rem idoneum esse M =— 5'37:*- — unde cum sit
_'yaz _ . — 0
T R u

erit per mteglatxonem
(c—aly

— k3 ' yz—%xy
8 — Atang. 2 A tang. + C — Atang. 57 -'.-At‘ng‘aﬂ.,y )
et functio quaesxta z hae aequatione deﬁnletur 5
ylE—=) __ —ay — ¢, ‘
A tang. P Atang “__l_” j__.f' ..y.
Cum porro sit MV — F—'T—Tx’- erit
(BM —_ 22T . 9. .MV ., XTIy,
- ()’y-i-zz)’ oy """’’(y_y--i-;ac“':t:_)-s ’
hincque ) e
B {
aQ — (zz—yy) 02 (xx——yy)ax
— Oy+=zz)? (o +=)* 7 o
sumto y constante. Ergo e B A HE N B
: : t
0o — '—"Z . c . I
= w+zz + yy+ z T oyxa T we’

et q ___‘:—Q"' . qui idem valor 'etiam ex .diffexgniiationd: brodnt.
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Cacterum cum constantes @ et c -pro lubitu accipi queant,

sumtis #s nihilo aequalibus, sen saltem ¢ == a, erit acguatio -in-
-tegralis

‘A tang. ";5‘_*_‘:) =f:y,

unde erit etiam’

y.(z—'x)..,- o« g1 . P R S ..
Sy = iy N TE = fry,

quae functio ,si .dicatur Y habebitur

Schold1on.

'72. 'Vix opus est motari, saepe fieri peosse, -ut -solutio hujus-
modi quaestionum superet vires analyseos, quande -scilicet aequatio
dtfferentialis resolvenda artificiis adhuc cognitis integrari nequit. Ve-

luti si proponatur casus ( ) = = +m, unde sumto gy constante

fieri debet yydx = zxdz + 220z, cujus integrationem nondum ex-
pedire licet. Interim quia integrale per eeriem exhiberi _potest,
modo id fiat complete, etiam solutio per seriem obtinebiwur. Posito
.gcilicet x — ﬁa » et sumto elemento 0z comstante , oritur haec
.aequatio differentio - differentialis

y*00u + uzzdz? — o,
-unde per series integrando reperityr

_ 28 mé #3
U—A(— 3404 3.4_;59—-etc.)+Bz(i-ZT5;+4———.5.8,9’.--—

ubi pro A et B funciuones quaecunque ipsius y accipi possunt.
Quare .si ponatur A-—‘f 1y, erif

%3 . ¢
_yyf: y.- Goa—3 4 73" +ete.) — yy(1 — ﬁw—etc.)

= ) =t 2% ‘9
f~.’l‘.( 1- 3.4y° ""‘,3.‘_,7,3’- "'etc') +z(1_'4.5y4 + 4.5.8.978 _'et'c')

etcy),
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qua acquatione functio- quaesita z per binas variabiles x et y ge-
wneralissime exprimitur. Quoniam ergo methodos aperuimus aequa-'
tiones differentiales quascunque. per approximationes integrandi, id-
que complete ; his methodis in subsidium vocandis, omnia proble-
mata  huc pertinentia saltem pesx approximationem sesolvi poterunt.
Caeterum in hac parte Analyseos sublimiori resolutionem aequatio-
num differentialium ad” priorem partem Analysis pertinentium pre
concessa assumere possumus, omnino uti, quo longius in Ana-
lysi progredimur, ea semper quac ad partes praecedentes perti-
nent, etiamsi non penitus sunt evoluta, tanquem confecta spectare

solemus.
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DE

RESOLUTIONE AEQUATIONUM QUIBUS BINARUM FORMU-
LARUM DIFFERENTIALIUM ALTERA PER ALTERAM
UTCUNQUE DATUR.

Problema 10.

73.

Si z ejusmodi esse debeat functio binarum variabiliom z et y, ut
formulae differentiales (g-:) et (g—;) inter se fiant aequales, indolem
istius functionis in genere determinare.

Solutio.

~ Ponatur (g;):p et (g-; —gq, ut sit dz=—podx 499y,
‘haecque formula podz —~ g9y integrationem sponte admittat. Quo-
niam igitur requiritur ut sit ¢ —p, -erit 0z —=p Az +0y), et
posito & -y — u, fiet 0z —pou, quae formula cum debeat esse
per se integrabilis, necesse est ut p sit functio quantitatis variabilis
u, nullam praeterea aliam variabilem involuens; hincque integrando
ipsa quantitas 2 — /p du aequabitur functioni ipsius u . seu prodi-
bit z—=f:u, quae functio omnino arbitrio nostro relinquitur, ita
ut pro =z faunctio quaecunque ipsiue u sive continua sive etiam dis-
continua assumta problemati satisfaciat. Quare cum sit u—z-+y,
erit pro solutione nostri problematis z —f:(x +y). Quae forma,
quo facilius appareat, quomodo conditioni praescriptae satisfaciat,
fit 9.f:u—ouf':u, ideoque ob u == x —4-y erit
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Prae@zrsr-dY F:@e+pz=oxrf: (m-»,o-.-aww
ideoqtle ‘¢t
) DD._p—f’ (x-—t—y) et (:’)_q‘::f’ @+,
ac properes (3?)"-(3)’ seu g.—p, omnino uti problema po-
stulat.
. . Corollan,g,m i.

. 4. Quaécunque ergo functio quantitatis X +y fomehn,
Pro ‘2 ‘hssudita pradsiriptam’ habebit proprictatem, ut sit ( ):(;-L')
Talém ‘sotem Tunctioném. ‘ldicamus akno £:(z -l-y), Ha d!
o f: (49 .

, Corollarium 2,

76. Geometrice haec solutio ifa referri potest. ?bescripta
super axe linea curva quicunque sive regulari sive irregulari, -«
abscissa exprimatur per x —-y., applicata semper idoneum valorem
pro functione 2z exhibebit.

Corpllarium &

76. Universalitas hujus soltionis per integrationem erntes ¥
hoc consistit, quod quantitatis z -y functionem qualemcenque sive
continuam sive etiam d:sconunuam pro 2 lmfenenmus qulppe qnae
conditioni problemhns ‘sémper sahti‘acxt

Scholion 1.

Y. -“PusHinsenton settionis hoc mititer principio, . quod fok-
mule “diffesentalis pow inegrehilis . esee ;naqueat, .nig Quantitps, p
#it funetio - .;psmo W, vel vicissim u- functio ipsius p, ita .ut nulla
alia veriabilis...in -computym mgtednaun' Ruin ctiam quahtcunque

Yol, IIL . 8



b8 A PDTY AID

feetit:p funetio ipsius u, integrale nis- actu lexhiberi; ‘eemper .tamen
concipi potest; si enim u denotet abscissam, et p applicatam cilr-
vae cujuscunque Sive regularls sive 1rregulans, qua, ratione utique
functio quaecunque npsms z in’ sensu latissimo’ repraesentari potest,
ejus curvae area [pdu praebet valérem formulde igtegralis /pdu;
quae iterum ut functio ipsius u spectari potest; ex quo vicia$imy
functio quaccunque ipsius % naturam formulae integralis [pou ex-
haurit. Quod autem functio "dﬁaecuhé;ue quantitatis x +y pro z
asmumta sati¢faciat opnditioni,. ut jn. diffarentiali . gz==pozr—4-¢dy
fiat p—g¢, seu (3—:)::(%'-; y ita.'pér “sg- est- perspicwum,. -ut.illys
stradone:;per exempla . non egeat. .. $i .enim. . vesbi .gratia ponatur: - -
' z—aa-i-b(x+y)+(x+y)’::aa+bx+by+xx+2.x:y+'yy,
erit dlﬂ'erentlando ‘

) =bt2z42y et (3")—b+2x+ 29, .
qui ,v,alores inter se:utique sunt aequales.

' . - ’
L i . 2

Scholion 2.

78. Cum z sit finctio binaruni 'variabilium z et Y, ac po-
matat Jz—pox ~+-qgoOy, ut sit ) .

i (az)_p et (gﬂ)_q’ S )

in hoc* caplte ejusmodl quaestlones evoluere est proposnmﬁ, in qui-
bus aequatio quaecunque inter p et q praescrnbltur, in -qham relis
quarum variabilum x, y et z nulla mg,rcdnatur. Proposita ergo
aequauone quacunque inter binas formulas p et ¢ et constantes,
quaeri 0pomt indolemr® famctionis 3 - bimarnm vamabmmn =-et y.

ut’ formulis inde -per differentiationem - natis p._,.( et .g ..\_(5—)

'praescrlpta. illa conditio conveniat. Quam tractauonem quidem ekorsi

“sumus ab exemplo’ simpficissimo p = ¢, cujus solatio'etiam ope pria-
b SN |
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“eipii modo expositi. confici potest.' At vero idem principium suffi-
cit problemati sequenti latius patqnu resolvendo. )

.Problema . tt.";

79. % = qnsmédi esse debeat ., functio. ‘binsfuni variabilium

z et y, ut fat a(33)+ ﬁ(;—)—'Y, indolem. istiag, Anaetionis. %
in genere definire, ‘ . T AL

Solutio.

- Posito: az_._paa:-{-qby, requiritur ut sit ap—l-ﬁq_..

Hinc cum sit ¢ — —pf—_?, erit

'9"z_pax+g———”ay seun
az_'yay—kg\pax—aay),
quam formulam integrabilem esse oportet. = Cum autem pars %a Y
per se sit integrabilis, altera pars etiam integrabilis sit, necesse est;
unde posito Bx— ey ——u, ut altera pars fiat g- ou, evidens

est, p functionem esse debere ipsius u, indeque etiam intggrale -
proditurum esse functionem ipsius w— px—ay . Quare ponamus

fpBoxs —adyp) =f:Br—ay), - SR

eritque | ' - e

z:z- y+3f:Bz—ay),

seu aequatio quaeslta indolem functionis z determmans erit .
Bz=vyy+f:Bx—ay,

denotante signo f: functionem quamcunque sive continuam sive diseon-

tinuam formulae suffixac Bz~—ay. Atque mdlcando formulae fiu
differentiale per duf :u, erit . ‘. Y
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pr=f: Br—ay) et g —-goﬁ (pq-uy),
unde manifesto resultat ap -4~ ¢ = .

Catrollarium t.

: 80. FEodem solatio redit, si pro p ejus valorem p--_f’.‘l
substituamus,- wade fit . '
- dz=Xaz+L(eay—Bax,
hincque eodem modo
z=2% 4 = f: (ay—-—@x)-
Etst enim haec forma a pmecedeme differre videtur, tamen fac:le
¢o reducitur, ponendo ibi
f:(Bzr—ay =2CI—N 4 B g (@y—Ba)

quae forma utique est functio ipsius 32 e g z.
Corollarium 2.

8. Si ergo in forma dz=—pdz +qoy dc_bg:af esse
p+qg—=1t, ob a=—1t, =1 et y=—1, solutic huo redit,
ut fiat

iy A-fi{r—y) .

Constructa ergo curva quaeunque, 'St abgcissae- 2 <~ respondeat
applicata v, erit z2—y —-v.

Scholiton.

82. Si alia proponatur relatio inter p et g4, eadem methodo
solutionem obtinere non licet; aed -alio principio uti eenvenit, cujus
quidem veritas ex primis. calouli m&asr&lu slemsntis ﬁ‘l manifsxa,
Notari scilicet oportet esse - Rt

[Pox—=px—fx0p, L e
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T
Yoy =qy—sSyoq - -

ita ut cam &t . > - ¢ - _ Vo

z:f(pax—{—qay).

faturum sit

z_—_px+qy—f(x3p +~ydg: '
Quomodo autem hoc principiuar ad''solutionens hujusmodi. qusedtio~
num, quae ad hoc caput sint referendae, applicandum sit, in sequen-
tibus problematibus docebitur.

" Froblems, {Z ra

83. Si z ejusmodi esse debeat functio binarunr varisbifinm.
x et y, ut posito Jz—=pIx-+qoy, fiag pg==1, -indolen
istius functionis z in genere definire.

Solutio.

'Ex pringipio anig 'r»t;i_bi"i't_? notemus forg S
FomPx gy —/(xdp+ YD . e
Cum jam ob pg—1 sit ¢ = 3o erit ’ '

-—Px-i——,—-f(:aap a Ptp

Integrabilis ergo esse debet haec forma / (x—- )ap, at imr ge-
nere formula fudp integratignem nom admlmt, nisj git u fpuctlo
ipsius p.  Quare in nostro casy necesge est sit quantitas x-—-ﬁ'
functio ipsius p. taptyny, unde etiam integrale /0 p('zz—-—) erit
functio lpalua P tapium, quae sL mdlcelm per f p eJusque lhﬂ‘bl'tm'
tiale per 3pf tp, eri ; CoL S
z=pe 4T —fp et x.-—,%,::!ff:ps- RN
Quare ad problema nostrum solvendum, nova variabilis p introducd
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debet, ex qua cum altera y conjuncta binae reliquae » et z deter-.

minentur. Sumta scilicet variabili p ‘ejusque. funchonc quacunque

f:p, indeque per differentiationem derivata £ :p, capxatur primo . -
{ . - -

= P+ f':p, indeque erit "' - .
y+p f: P —f: P, Q
qiak -es solutio problcmws quaesna gencrahs

ST P e s
Corollarium '¢.  ° = - 7

84. Hic igitur functio qiaesita 'z per ipsas variabiles z et y
exp{‘:atg evolpi -nequit ; propterea quod quantntatem p ex aequatlone

z — 3-—1" =piin genere per, & et y, deﬁmre non licet,

P

Corollarnum 2.
‘1 1 .
85. Nihilo vero mijnus solutno _pro idonea et completa est

habenda, quoniam mtroéucendo novam variabfleni p, éx’ binis y et p
&_se invicem non pendentibus “ambhe reliquae & et z definiuntur.

. Corollatium 3.

Y 01 o " ~ oo . i tae

o '86. S sumamus f':p-:::a--—l—--p*, erit .

ST pep—wp—e B et (p — __.B+y : \
. f:p—ap i (x —a) = - PP ’ : \

hinc p =/ B—'_'_'_'—’ unde functio quaesita’z ‘ita se habebit |

z__a_)"}’(x—a)+ ‘ay4+PBx’ ay-{-ﬁz_—gap
- Y B+ Ya—a)(+2)  YE—@+)’

seu z2—=2 ) (x ~—.0) ¥+ ﬁ)., guac. et _ soluuo p,artxculanﬁ et
simplicissima_est 22— .2 ]/ zy. .

. et
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N B S T jS,c:h.oLi'.qp, cdes oy ag ety

P R |

37. Quémadmodum’ solatio 'hijus’ problemiatis ex “affo “piia-

cipio est deducta, ita etiam forma so!uuoms a praccedentibus dis-
crepat, quod hic acquationem”™ fmer x; ‘y et z explicitam exhibere
non_liceat, sed nova variabilis p introducatur. Cum igitur ante
una.' aequatlo mter t,emas variabilés x, y et z sblutlonem contmuls-
set, nunc, accedente” nova variabili P, soluno qemmam aequauorlem
mter has’ ﬂ'uﬂuor varnabllcs postulat swquc plojnostro ca_L_su in-
venimus’ RN de

b TN N - >

'z:px—l———f pet x-—-—;’—P::.f’:p,

e . T , . ! ron
P - . . 1S
i

)

[ S .4,
LY B .

a°fp—apf' Ps,-

a

ubi functionis signum mdeﬁmtum f: quod etnam functlones dlscontl-
nuas admittit, universalitatem solutionis praestat. Quod si hin¢ 'lit-
teram p eliminare liceret, - aequatio evoluta inter Z, y.et z obtine-
retur ; haec autem ellmmauo _succedit ,, quotles pro f:p functio al-
gebraica lpsms P assumntur, in genere ‘autem nullo modo speran
potest. Nihilo veto minus ope ‘curvae pro ubitu assumtae proble-
ma construi potest : sumta enim curva quacunqué sive regulari sive
irregulari, ponatur abscis§a.—p, ' sitque applicata f:p—r, erit
f:p = /rop erea-ejus curvae, quae si dicatar —s, aequationes binae

- existente

x — ;—"’_—:r.et z = px +--l.,—- Sy

solutionem completam probfematw praebebunt. Scilicet sumto pro
x valore quocunque, erit y_.pp (@ —rY, hmcque fit

z':..sz-—pr-l-s,' o

in qua solutnone mhll ad praxm spectans desnderan potest. Hinc
patet etiam fortasse fieri posse, ut duae“ movie “vdriabiles sint m-
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troducendae, ac tum solufio ¥iBus’ defuationibng contineatur ; neque
§Hiam  tpm quicquam deerit ad.usum practicum.

I AT L NI R A SR o

a1, ey g o _ Scholion 2.. e ,

T '88. 'Cum pro formula D'z:'pax—{-—qa'y'réqtﬁfai'ur ut sit
pq =1, introducendo angulum indefinitum ¢ alia solutio concin-
nior chcn potest.  Posito enith p::.tang D erit g=-cot. (b €t ad
3z_axtang P +dycot.(P, fiet per reductionem supra mdncatam

. z=xztang.P 4 yeot. O — faP(_~ T
unde patet formulam “—s%— —_— :—m’-@—, esse debere functionem apsms
@, quae si ponatur f: D, et formula mtegrahs

rRG.¢:o=1>1:0, .-.‘ .

bmae aéquatloncs solutionem contmentes erunt

in Q’ )

' m'@_ tm.@z‘—- 24 et g —tang (I)-t—yoot.(p_.f ¢,
unde _jam pro lubitu = ﬁel y eliminare licet. Quin etiam unam-

?ue elxmmare _possumus , ac per binas variabiles % et @ bmae ré-
iquae x et y ita expnméntnr

P a:__a.,zcot.@—a-geot o .f: 4)+gcos<])' £f:9,

|y =jztng. P+ ftang. Do £: D — 3 6in. . 1 ).
Quodsi igitm’ hinic difféfentialia capiantir , ac “penatar dy—o, ex
., Posteriori dabitur relatio inter 0z et 9@, unde si ipsius 9@ valor
“in Ppriori substJtuatur, necesse est plodeat

0z — Bz‘ tang (D H ) )
simili autem modo si ponatur Bx_ 0, ex altera onetur .

3z:ay cat. .

y o
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89. Si z e_]usmodn esse debegt -functio !ﬁnamm_vgnabnhum
x et y, ut posito az_pax-—j—qay fiat ppt+gg=1, indo-
lem istius functionis z ip generq .investiggre.

. ..

Do o Sobutios T
Cum per reductionem fiat - L ta e sl

2=pEr 9y —/ (@op-ty a '9s
ut irrationalia evitemus, ponamus s
—_—TT ar .
p"“:-—}-rr et G~—3iFrrr .o
siquidem hinc fit pp-+gg—1. Erit autem R 1!
Vp= (.——.}ﬁar)r-; & Jdg="T = i,r_(,'_ ﬁ,T'.Q.,
hincque fit .

(1—rr)x4-ary 2x279r—y3r(1—r7)
14717 +2f (i47rr)* ’

quae forma integralis cum sit functio ipsius r, statnatur ea =f:7,
<jusque differentiale ' — Jdr f':r, ex quo obtmebxmm. Tooue

z =

ax‘r—y(l-—-'rr)__ / .
G f':1r et
(1—rr)x—t-ary oo
z2= Toeer ~+2f:r

'-Undq si ehcxamus

= '_2:,')’-}—('4'") f/:r, erit
— rr)y 1-—r4 .
2= — = 0 ‘ird2f: r.

Corollarnum 1.
90, Si mratlonahtatem non pertxmescamus ob
g=VyV (4 —pp) et aq_},(lp ’), erit

L EEPEEYY PP —SIP (T
Yol. IIL 9

[ XN
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Posito ergo 2 =p = +gy (2 —pp)~£:p, erit
”"'V(--—_‘S:" p. '

Corol[arfum y AR

9¢. Solutio mmphcxssnma sine dubio prodit sumendo f p=0,
wade cum sit ‘”—;/(. ——), erit |

P =gy o VPP =i
hincque .

z_;,’::‘—""’})—;/(xx-{-yy).
£x quo valore fit

(3:) Vizx Fin—b ¢t (61) m{?&—ﬁ:”
ideoque pp - qq— 1.

Corollarium 8. .
92. 8i ponamus p—sin., erit ¢g— cos. O, hime
2=z sin. Y 4 ycos. Q— /9 P (x cos. P — ysin. D),
eritque hoc integrale — f: ), ejusque differentiale D(D f:9. Ex
quo habebimus

z—=xsin. P +ycos. p —£:P et xcos.¢—-yam.¢::f’:¢.

Problema 14.

93. Si z cjusmodi esse debeat functio binarum variabiliom
x et y, ut posito dz——podxr 4qgoy, quantitas ¢ aequetur fun-
ctioni datae ipsius p, indolem hujus functionis z in genere investi

gare.

Solutio.
. Cums ¢ it fanctio data ipsius p, ponstwr Jg=—=rJdp, et
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ethant 7 fomctio data ipsins p. Acquatio ergo -nostra m& obu:
tenay suppeditans ‘induet hsve formam :
c L EImPpE gy — fOP (X 4T Y, '

vnde patet integrale /9 p (x - r y) fore functiogem rpuus-p. qeae
o ganorstima;per €2 p cxponamr, cjusque differentisle per. ap.f s B
habebmus PRI Ll

P z-rarx-*lvqy-—-f poet x+ry'—f.m ;

quae duse: aeqmtiones solutianem problematis umiversalissime cw
plectuptur, siguidem, f ;2. fanctionem quamcunque ipsine p give eomy
ficuam sive daacontnuam denotare potect. ' , .

_ i
Corollarnnm_ .

\

94. Cum sit ¢ fumctio data ipsius p, indeque r — %’,, 8
functio indefinita ipsivs p ponatur f:p=—=P, ob f p:%—;, solutio
his acquationibus continebitur : '

z2—=px~4+qy—P et .20p4-ydqg=—0P.

Corollarium 2.

98. Si ad constructionem utamur curva quacunque, in qua
s abscissa capiatur ——p, applicata sit —f":p, area ejus curvae
dabit valorem ipsius f:p. Sin autem applicata indicetur per f:p,
tam f:p exprimet tangenmtemm anguli, quem tangens curvae faciet
cum axe.

Scholion.

96. Duplici ergo modo curva quaecunque ad libitum descripta,
sive sit continua seu aequatione quapiam analytica conteata, sive
libero manus ductu wtcunque delincata, ad constructionem proble-
matis adhiberi potest. Vel enim abscissa per p indicata, applicata
sumi potest ad f:p vel ad f':p exprimendum, nec facile dici potest,
utrum ad praxin commodius sit futurum? Ubi auwtem hujusmodi



és GCAPUT" D

proBlcmiata 1Mlin: Godresar , rbliquae cireumetantise solistiondm detéry
minare solent, unde pro quovis tast condtrtictio.maxime idpnea. facile
~ eolligetur. Problemata autérnr -ncebatiica hane celeuli .inteywalis par-
et pobtalaritia Fetper ad formylas -diftmeritin]es . seetmdr -nlorbme
qle londinisn: deducunt, 'qowpwm resolitio ‘me suscipi -jquidone. posse
ante videtur, quam methodus pro formulis differentialibus primi gra-
dus foerit patefdctal - Huotehus qoident problemdta -proposita abso-
W@ Ircanivans dicuity nimc kiteqs quando’ onditio: prasscripta. rels:

Wtk n? "B rih ittt J@l’) e’ (g y: Per reﬁquhs variabiles zy- gusc's’

definit, negotiumr in generé nor? dittplits *suctedit; ntst rélhfio" praet
scripta unicam tantum ~Variabilem cum blms, formulis differentialibus
conjungat.

SO T S 5. T vty -

S PR e . .
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RESOLINTONE- AFQUATIONUM QUIBUS RKELATIO INTER
BINAS FORMULAS DIFFERENTIALES ET UNICAME-i ‘I
TRIUM QUANRITATUM FARMBIEIUM = =

PROPONITUR. -
€ mirrxs.ioate U
sz, ! » : !gn:q"bl‘e’m .85, :
- .. SN SRR I S H
97.

Si = ejusmodi esse debeat functio biﬁarum.:vaﬁpbilipnj,.x et ¥, ~ub
posito dz—=pdx—+qdy sit gz=2Z, Mndplaw -hujus fanctionis
in genere Ipyestigare. .. L. ¥

et e e . - vev
R . AN .

:.‘S‘G&ﬁtfd‘. PPV S I M =z el

Cum sit T yiig fa

azv-pﬂx—h’xay—px( -+ 3—‘-’),,,- P
hoéque -formmla - esse debeat. integrabilis, ‘meeesse @st. ut per-ap
proinde etiait- 'z, dit: functis’ quanfitatis Tz 2. - QJbabe ‘sefutis
nostri problematis, i ‘genere :ith. 8¢ .habebit,, - ut-8it " .. - _

z=f:(lzt+2 et pz=r:(lz+DH, . v s
suntenido - 4gilicét pewpetu @ fru=Fud {y. P autem erit

p=3f:(z+2) et g=f:(lz+2), Tl ek
sicque ¢ — £ ommino uti réquifibo -t LT
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Corollarium .
- 98. Cum sit
z=pzx—/fzp + 2= pstsrp=(X -2,
hinc alia solutio deduci potest. Si enim ponamus
. a N -
jpz(a—.l—--,!)::f:e ~1Ip), erit px =0 :(2~1p),
indeque ' i v ' i - .
z’.:.f’:(-’.—.--lp)+!‘:(f —~1p)
Corollarinm 2.

99. Hac ergo solatione nova introducitur variabilis p, eox
qua cum g conjuncta definitur primo
x:}(’:({——lp),
tam vero ipsa functio quaesita
Huic autem solutioni praecedens sine dubio antecellit, cum illa quan-
titatem z immediate per x et y exprimat.

Scholion.

100. Quo has duns solutiones inter se comparare queamus,
quoniam funétio aerbitraria in’ wtraque diversae est imdolis, gtisam
charactere diverso utamur, Cum jgitur prima pracbeat

z2=f:C+iz) et por—F:F 412,
altera vero .. ' S . i
czmmFi—lp) + ¥~ lp) e pe =5 :(F —~1p),
patet fore e ‘ o .l
,f:e-ﬁ-la:):l":e—r:_‘?)ﬂ L
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P:@+12) =F: G —Ip)+F:@C —1p)y

unde non solom relatio inter utriusque functipnis, £ et-F indolem
defimitur, sed etiam inde sequi debet, ibre
px—=rF:C+1z);

#d quod non parum videtur absconditum. Verum ob hoc ipsum
istud problema eo magis est notatu dignum, quod solutic alterm,
qua nova variabilis p introdacitur, congruit cum priore, ubi z per
Z et y immediate dcfinitur, neque tamen eonsensus harum solutio-
num perspicue monstrari potest. Quamobrem quando ad ejusmodi
solutiones pervenimus, utf in problematibus posterioribus capitis prae-
cedentis usu venit, in quibus nova variabilis introducitur, nonm omnem
statim spem ejus eliminandae abjicere debemus, . cum isto:casu. aliera
solutio ad priorem certe sit reductibilis, etiamsi methodus reducendi
mon perspiciatur, quam tamen infra § 419, exhibebimus.

-~ .

Problems 16.

20f. - 8i z ejusmodi esse debeat fumctio biparum variabilium
xety, w posito 0z—pdx--qgdy, sit q__.pX—i—T existen-
tibus X et T functionibus quibuscunque ipsius x, mdoiem mstius
functionis z in genere investigare.

Solution
Cum  ergo st dz—=pdx+pXJdy+ T3y, statuatur
p__r—,—‘- ut prodeat s
0z = rbx—-——’-}-— Xay_—'ra'—t-rX( +3y)_
qua reductions facta perspicuum est, tam r X quam
f:x(‘;f...ay) fore functionem quantitatis y+[a{. Quare &
ponamus -
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er«?-Fbﬂ)*F*(y-'-f") et ol 7
el }X"“f’ (y+f . .' .. ‘..‘ R o

A.' . ¢

ac tum functio quaesita erit
»vg- .z':- Ta:+f (y +f
guac obh funqtloncm mdcﬁmtam f: est compleu. Tum vero erit’
S ’i’“‘i"xfy (y+_/'x“) et . S ‘.
LRI TR L a . R . .
i 9—f'(y+f’°) . oon s
_%dq patet., fora utigue, g._pX+T Quomam vero X et T sunt
Junctiones: datae ipsiys x, formulae mtegrale; f 9= f Toz colu-
tionem- non- turbant. . - . :

P -
. anee 1Y

Cp;rollarxnm. 1.

102. Solutio aliquanto facilior redditur sumendo ex condi-

tione praescrlpta p= ;" ;, unde fit ’

q—a-—-f”ufq(ayﬁ")
Jam manifesto est . : L.

r] °
J9(Qy—+ 'xf):f:(y'/.""f,ilf_’
sicque ipsa solutio praecedens resultat.

St

Corollarium 2. ..

103.- Eodem inodo. regolvitur -problema, g pJ.onnatur con-

‘ditio q —=pY 4V, exlstcntxbus Y et V- functionibus datis lpsnus Y.
Tum enim erit’

8z_pax-j¢pfia~y 4 V-dy, et z*fvay'—l-\fp(bz‘»bY~ay)
Hic ergo fit . St
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Jp Oz 4+ Yoy) =f:(x -+ /Yoy,

et solutiv erit

2—=/Voy +f:(x-}+ /Y0y

unde fit .
p=1r:(x4/Yoy) et g =V4 Y :(x+/YoU).

Scholion.

104. Ex forma solutionis hic inventae discere poterimus,
quomodo problema comparatum esse debeat, ut ejus solutio bac ra-
tione perfici, et functio z per binas variabiles x et y exhiberi
queat. Sint enim K et V functiones quaecunque ipsarum x et ¥,
indeque differentiando

0K — Loz ~}- Moy et 0V — Pox -~ Q0y.
Jam a solutione incipiamus, ponamusque
z2 =K 4 f:V,
eritque differentiando
- 9z2== Loz 4 Moy 4~ (Pox -+ Qo) £ : V.
Cum jam hanc formam cum assumta
0z = pox - gdy
comparando , fit
P=LA4P{:V et g=M4+Qf:V, erit
Qp — Pg = LQ — MP.
Quare si hoc problema proponatur, wut posito
0z — pox -+ qoY,
‘ fieri debeat :
g=2pr+M =5 |
solutio erit z — K ~-f: V; dummodo M et L itemque P et Q
ita sint comparatac, ut si
Yol 1IL 10

e
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Loz -+ My — 0K et Pozr +- Qoy—24aV,
* yerum hi casus ad sequens caput sunt referendi.

Problema  17.

105. Si z ejusmodi esse debeat functio binarum variabilium
x et y, ut posito 0z — pox +qay, sit ¢ — Px - II existentibus
P et II functionibus datis ipsius p; indolem istius functionis z in
gewmere investigare. '

Solutio.

Cum igitur sit -
0z == pox + Pxdy + Ildy, erit
z = pz -/ (Pxdy —+ [loy — x9p).

v

Sumatwr Pz Il —v, ut sit z — _:r;,g , fietque

z=px 4/ (0y — 2L +F
Quare cum P et IT sint fnncttones ipsius p, ideoque formula f Zop
data, habebitur

o
z=pz+[5 + vy — _
unde patet tam v quam f v (()y —_— QP?) functionem esse debere for-
mulae y — f 2} . Ponamus ergo

fr@y—P)="f:(y— D), eritque
v=PrAM="1:(y—[%).

x':_—_l,ll+%f':(y—-far?),
tem vero

=TT 2 )k —fD)-

et hinc
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Corollarium {.

.

106. In solutione hujus problematis iterum nova variabilis p
introducitur, ex qua cum ¥ conjunctim primo variabilis xz, tum
vero ipsa functio quaesita z determinatur,

.

Corollarium 2,

107. Neque vero hinc istam novam variabilem p ex calculo
elidere licet, uti ante usu venit; propterea quod hic P ¢t II func-

tiones ipsius p denotant, quarum indoles jam in ipsum problema
ingreditur. -

Corollarium 3.

-108. Simili modo problema resolvetur, si permutandis x et
y, quantitas p ita per y et ¢ detur, ut sit p—Qy =, deno-
tantibus Q et Z funetiones datas ipsius gq.

Scholion,

109. In hoc capite constituimus ejusmodi problemata trac-
tare, quorum conditio aequatione inter binas formulas differentiales
g’i) =p,; (3—;) ——gq et unam ex tribus variabilibus x, y et z ut-
cunque exprimitur. Problemata autem bina evoluta ex hoc genere
certos casus complectuntur, quorum solutio peculiari methodo expe-
diri potest, simulque ad formulas simpliciores perducitur. In po-
steriori quidem relationem. inter p, ¢ et x ita assumsimus, ut sit
g —Px -1II, seu ut in valore ipsius ¢, per p et & expresso,
quantitas x unam dimensionem non excedat; in prigri vero ita amt
sit g—pX 4T, seu ut in valore ipsius ¢, per p et = expresgq,
quantitas p unicam obtineat dimensionem. In genere autem no-

tasse juvabit, tam quantitates p et x quam g ety inter se esse
permutabiles. Cum enim sit -
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fpdx = px — [xdp,
foco

2 :f(Pax + qay)o
erit

z==px + f(goy — zIp>
Simili medo est

z = qy + S(poz — Yo,
tum vero etiam

z=px 4 qy — f(xdp + yogx
Quibus erge easibus una harum quatuor formularum integralfune
redditur imtegrabilis, iisdem ternae reliquae etiam iategrationem ad-
mittent. €um igitur in superiori eapite primam formulam resolve-
rimus, 8i p vel ¢ quomodocunque detur per x et y; ita eodem
modo resolvetur formula secunda, 8i ¢ per p et y, tertia autem
si p per x et ¢, at quarta si vel o per p et ¢ vel y per p ct
g utcunque datur; quae quaestiones cum generaliter expediri que-
ant, cas in sequenti problemate evolvamus.

Problema 1{8.

110. Posito 9z —pdx +qdy, si relatio inter p, g et =
gequatione quacunque definiatur, indolem functienis z, quemadmodums
ex binis variabilibus = et y determinctur, in genmere investigare.

Solutio.

Ex aequatione inter p, ¢ et =z proposita quaeratur valor'
ipsivs x qui functioni cuipiam ipsarum p et ¢ aequabitur. Cum
jem sit

2 =px 4 qy — [@dp + ydqg,
quoniam x est functio data ipsarum p et ¢, formula xdp mtegre~.



CAPUT 1V, 7
wur sumix quantitate ¢ constante, sitque

fdp =V +f:gq,
et erit ¥ functio cogmita ipsarum p et ¢, qua differeatiata prodeat

oV — z0p + S9¢,

wbi S quoque erit functio data ipsarum p et ¢. Quia jam forma
S (@op—+y0dq) integrationem admittere debet, acquabitur formae
V 4 f:¢, unde differentiando concluditur

zdp + ydg = = + 53¢ + 9,
ideoque
y—8S-+r:qet z2—pr—4qy—V-—f:q, sew
z2—px—~+48¢q4-qf':q—f:qg—1V.
Solutio ergo ita se habet: primo ex conditione praescripta datur
x per p et g, tum sunia ¢ eonstante sit V— fagp, et vicissim
oV —=x0p -4 S0¢; inventis autem V et 8 per p et ¢, reliquae
quantitates y et z ita per easdem exprimentur wut sit
y—S8+fgetz—pr+8¢+¢gf:qg—f:9g—-V,
.quae solutio, quia f:g functionem quamcunque ipsius ¢ sive con-
tinuam sive discontinuam denotat, utique pro completa latissimeque
patente est habends.

Aliter.

tit. Vel ex aequatione inter p, ¢ et x data, queeratur
valor ipsius p per x et ¢ expressus, ita ut p aequetur functioni
cuipiam datae binarum variabikum & et ¢, per quas etiam reliquas
quanmates y et z definire conemur. Ad hoc utamur formule

A= qy + SPIz — yd®,
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et quia p est functio ipsarum x et ¢, dabitar éarundem’ejusmodi
functio V ut sit

oV — pox -+ Roq.
Statuatur ~ergo .

[@ox — yo¢) =V 4+ f : 4,
eritque .
y —=— R — ' : g et z—=gqy +V +1f:gq

Coro~llariur.n~ 1.

112, Utraque solutio aeque commode adhiberi potest, si ex
relatione inter p, ¢ et z proposita, tam quantitatem x quam p
aeque commpde definire liceat. Sin autem earum altera commo-
dius definiri queat, ea solutione, quae ad istum casum est accom-
modata , erit utendum. ' ‘

o I . N
L)

Corollarium 2,

' 148. Sin autem neque p neque x commode elici queat, tum
nihilo minus hic ‘resolutio aequationum cujusque ordinis , quin etiam
transcendentium tanquam concessa assumitur. - Cacterum etiamsi ¢
facile per p et z_definiatur, hinc calculus nihil juvatur,

Corollarium 3. _

114. Ex hoc problemate utpote latissime patente etiam bina
praecedentia resolvi possunt; sgolutio’ autem hinc inventa a praece-
dente discrepabit, cum illa ex methodo particulari sit deducta: ope-
reae -autem pretium -er, has duplioss solutiones infer & compmrare.
R T A E.xgmplmzm 1.

A

116, Sz'fuerth = pX + T, existentibus Xet T functﬁbﬁfbus
ipsius z , indolém funclionis z tmvestigare. °
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=3

—
.

Hic solutione utendum est posteriori, pro qua est p — “5—;

nunc posita ¢ constante prodit _ \
V=/pdz =qf ¥ —[F

hincque
—"y0Vy ___ rOx.
R — (a"&) -—-/ x’
unde solutio his formulis continetur -
g —=pX+T, y:-—j%—f':q, 2= — fi’f..‘.qf”;q-i-f:g,
solutio autem superior ita se habebat
—_— —_ o —_ Tox . ox
g —=pX 5T, q__.f’-.(y-l—ff) et 2 —=— »—-+f:(y+f-5(~)-

Scholion.

, 116. Consensus harum duarum solutionum ita ostcndi potest,
ut ex ea, quam hic invenimus, antecedens per legitimam consequen-
tiam formetur. Cum enim sit

fligq——y— o=,

statuatur brevitatis gratia y —- f %é_c: v, ut sit f:q == — v, erit
ergo vicissim ¢ aequalis functioni cuidam ipsius v, quae ponatur
g — F :v, unde fit 39 —OvF”:v, ergo
09f :q =—vovF’:v=—=—vd.F:v,
¢rgo integrando
fiqg—=—fvd.F:v—=—vF:v+fov.Fiv ——vF :v+F:v.

Quare cum sit
z:—f'-lz—t—qf':q—}-f':q, erit
z:—f%-}—vF’:v—vF’:v—{-F:v, seu .
s=— [T +F:+[D, | . .

quae est ipsa solutio praecedens.
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Exemplum 2.

147. 8 fuerit ¢ — Px 11, existentibus P et 11 functioni-
bus datis ipsius p, indolem functionis z, ut sit
0z = poz -+ qay ’

investigare.
Hic solutione priori utendom, cum sit = =— 1T, Sumto
ergo ¢ constante quaeratur .
V=ysz0p = ¢/ — s,
tmde fit °
@AY . A3
5 = (a—li) -— f -2,'.
Soluti9 ergo praebet
9 .
y=sS L4 :q et
—Pq __ pH 3 3
=R =l /Pt g —fig—qfR /52,

— pla—m M)
z.__?(l, 4 [t 4gf g —1:q.
Solutio autem ejusdem casus supra (106.) inventa erat
—_=O '
S—T +—l,—f’:(y—-f%')‘°t q:‘_P.’D-Q—H,

atque : .
=S TR E— D1y —[3).

Scholion (.

. 148, Videamus guomodo solutio hic invents ad Superiorem
reduci queat. Cum ibi invenerimus

y — féjig =f:q,
viciesim ¢ acquabitur functioni quanmtitatis y — / a-;? + ponatur ergo
1=~ [P,
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mtque mmn LT - """ ',-,'_;‘_.’.'. A
{ x._.."—+ l"' (y f?;p); t
sit brevitatis gratia y — f P —UV.a ut.ﬁa{_
g=F:v et v=—_:q, erit ]
F:v—=—[g0v—uygv - fuaq_.qv ]'Dq( q'
Ergo F:v —quv—f:g, ita ut sit
f.q_..q(y—fa:)-—F..(J-—-f%,z), seu
f:q_:.(y-—fapp)F’:‘(y—fa—l,'—?) —F:(y —
Quibus valoribus substitutis habcbimus
x:‘:—"-l}—"F"(y fap)
z::it—f———F’ (y — jap)—+f ~+(y -——faP)I" (y_..{ "}
=BT DF D),
R I SOy L e

quac .est- 1psa solutio .antc inventa.

Schohon 2

\

ug Hoe conscnsu ostcnso -etiam -consensum _supra observa-
tum § 100 demonstrare -‘poterimus, -qui multo mag:s ‘abscunditus
videtur. Altera autem soluuo ibi mvcnta -erat

pr— F’:(’ lp) et z..._px +4F: (.. - 1},),
.ex qusrum formula priori patet, fore vicissim i -—lp functlonem
ipsius pz; hinc -etiam %— —~ Ip 4-dpx sen ..3_" ~=d2:. aequabitue
fanctioni ipsius p:c Dcnuo ergo vncmsnm px aeqpabntur funcuom
_ cuipiam ipsius 2 4 I x. '
2.F:(% —lp)=(2 -E’ F (—’-.-—zp). esit
Yol. 1. t

-8 )
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TG =D =2 Z D—pE ey i
= fpx (a’ + '19 ..;_;px '
Jam pro- pz substituto val'me Fpre (7 +['r), obtinebitur °
F:(Z — ) =—pz-+ /(2 2 LN (2 —+—I.L)_.——px—+-f (2 -+ i),
fta ut hinc fiat z — f: (7 + lx), quae est ipsa solutio altera.

Hac igitur reductione haud parum Iuminis accendntur ad alia my.
steria hujus generis investiganda. Summa autem hajus ratiocinii
huc redit, .ut si.fucrit r -— (*:s, fore etiam r == F : (s 4 R) de-
notante R functionem ipsius r, quod guidem per se cst evidens,
guia utrinque r per s determmatur.  Cum ergo sit

: s—r—=F:(—4 Ry, erit _ :

£: s=/0sF:s 4+ [ros—=/r(ds 4+ 0R —9JR)

=/S@s+0R)F :(s+R)— froR,

ideoque S .
frs—%:(¢¢ 4+ R) — froR;
unde, loco functionum quantitatis s, functiones quantitatis s <4~ R in-
troduci possunt. Scilicet si it r —f : s sumti potest

r—F: (¢ -+ R)
existente R functione quacunqgpe ipsius r, tum vero erit -

fi:s=F:( +— R) — fROR.

Exemp!um ‘3.

£20. Posito 0z —pdx -+ qdy, si x aequetur: functzom ho-
s " mogeneae n dimensionwin ipsarum p et g, mdo(em June-
tionis z investigare..

o Curﬁ x detur per p et ¢, utendum erit solutione priori, et
eb x — functioni homogeneae n dimensionum ipsarum p et g, po-
natur p.== ¢, fletque ¥ = ¢" R, existente ‘R functione ipsius 7

LI
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untum. Sumatur nunc g constans, et’ qaaerauu-

V_fxap St RBJ' qb ao.-qar. SO S
eritque ’

"“"q"'*"fRar. ‘ .
quod’ mtcglale datur. Hinc differentiando erit

oV — —q na Ror 3 n - l)q angBr
‘quae ut cum

OV — 29p -~ 839 = ¢" Rdp -+ 8¢
comparari possit, quia ob Jgp == qor —4-roq est .- -

| OV — ¢+ * ROr + ¢"Rrdqg — Sdq, erit

$ — — q"Rr 4-{(n 4 1) ¢"/ROr;
unde fit

g—=—q"Rr+ (4 1) ¢q"/Ror 4-1": ¢, et z = ¢*R,
atque '

z_—ifzq"+1fRBr+qu:q— f:g, existente p = gr '

Corollarium 1.

. m . : ) .
121, Sit x::——m, ‘et posito p = qr erit x — r™  ideo-
que n—20 et R —r™; wunde fit

y:—r’"+'-1-.-m+ +f: q_;+‘r’"+'+1' g et

1 - A
Quare ob r == a™, eit g=_ "2 ™ 4 g '\

Corollarium 2.7 .

22. Rodem casu ergo Quo x;::.,.-aeqmbimr ¢ -funetiodi
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quantitatis y -+ m_":;" -
g—=F :z, ut-sit v=F:q, ekt
f:qg—/ 97t :q =/ wvF”:v, ob aqzavF”:v

ande' concluditur

. quae quanhtas si ponatur —=r et

N ’ ﬂ+|
fig—v v—E vt z;:F.v...F (y-(—m+‘x » ).

.Exemplum 4.

123.. Duarum tvuriubilium x et y cjusmodi functionem z hn
vestigare, ut posio

Jz. == pdx -+~ ¢y fiat p3 4~z — 3pgz.

Considcretur- forma
'z = qy -+ S Wox — Yoy,
ubi jam formulam pdx — ydq integrabilem reddi oportet. Statua-
tur p—ux, et conditio praéscripta dat '
z (4 + ud) — 3qu;
ande fit.
3qu

.= ;—_1—_;; et P = —

tum vero:
ox —

393 (1 — ou’) .
() + 1 + uw’

sicque: habebitur-
ou (1 — ey s
— qy + [ (Pl ) .91"_2%_ — yd9), at

1 Hud)e (14 u®)?
9997u (* —2w®) __ 399 (2 4 4u?) 39 (1 +4u?
j (‘+'J)‘ — 2(1 __*__u;),‘ —-Of It +::)')aq

Ergo
—ees. (4 4u
s _qy ls-qq._‘.';f)n) faq(y+l+u

: 3 . e
Quare neccsse est esse ;' functionem- ipsivs ¢ tantum’, quse
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W= — ({:q, unde fit

G+ 4
y—=— ,_i.‘-';—.—f’ q et z—qy+’:’(,+‘.?—',9+£=¢.
seu z —= -’35!;5:_;};) qf’ g4 f:q, existente z_.\:';",. Ex

qmbus tribus acqmtnombus si eliminentur binae quantitates ¢ et u,
orietur aequatio inter z et x, ¥, quae quaeritur.

Corollarium ¢,

124. Ex sequatione pro y inventa colligitur _: 5 "”;( i
-aequatio autem pro z inventa abit in hanec
z— _39_ —_— 911

yfiserr n(‘¥ﬁ—qf/:q+f:q,
quae eliso u transmutatur in hanc
2= —qy —2qf:q—f@Ir:g) 4 f:g;
tum vero est
z—=—u(y+1{:9),
unde reperitur u —

prart hincque
2 =39 @+ PPy

Corollariom 2.

$25. 5i sumamus f':g—a, erit f: q_..aq 48, et po-

strema aequatio raebet qg = 2 —(y+a)? : . Cum deinde pro hoc
casu fiat

s 2=—qy —aq —j(y+aF +b, -
proveniet loco ¢ valorem inventum substituendo:
65 (¥ + a) — (y - a)’ — ax*

2 — LA

Cor'ollgrium 3.

£26, Cum in genzre sit
2=y y+-3¢g4+F: 9,
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ponamus f': g —a — 3q, ideoque f:g=—05 3-iag.-—~ Jgq., ut: &a!

(Y 4+-a— 3¢)* _5_*_ , eritque
V. =V .
Y+ a—3q~¢;:_—d et q:'l(y+-a) W(J:-T)"
Hinc ergo prodit : -
xVx

. £ "‘—VTF+0V y et
fig=b +‘—(’_3+—“2 —5;,56—&; -3 (y+a)' +.; x/x(y +4a) — 3-0%:_—.)

R aa—yy xyV= '
seu f:g—b-4—5 +3}/J+a) s(y-t-—'T
xtquc; .
=—iy (y+a)+ SV(J_i 2aq+6qg— ;TJE_—*_;)' +b+ag—13qy,
J— xV. x? .
seu z — —,y(y+a)+“70:_n) ,Uf—;).—‘"l‘*'?"l‘?'
et facta reductione

2=b+ iy +a) —3z)r @y +a.

Corollarium 4.

127. Quocdsi hic sumatur a—0 et 6 =0, erit per ex-
pressionem satis simplicem
'z = jyy — )y
quae quomodo conditioni praescriptae satisfaciat, ita apparet. Per
differentiationem colligitur _
L0 . JEY: I 2V
ZED=—Vay et g =G =}y — 5,5
hincque
pP 4+ 2 = — xy)ry 4+ 2%; st
3pg — z> — yyxy, ideoque
Spgxr — =’ — ayyzy. ergo RN
'3 + x’ fmand 3qu' - ..
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S8cholion.

.

£28. Successit ergo solutio, quando aequatiié quaecunque in-
fr p, q et z proponitur, etiamsi casibus, quibus inde neque x
neque p ¢lici potest, difficultas quaedam restat, quae autemr resolu-
tionem acquationum finitarum potissimum afficit, quam hic merito
concedi postulamus. Interim ex postremo exemplo perspicitur, quo-
modo operatio sit instituenda, si ope substitutionis idoneae aequatio
proposita ad resolutionem accommodari queat, cui autem negotio
hic amplius non immorvor. Neque etiam eos casus, quibus inter p,
g et y relatie quaedam praescribitur, hic seorsim evolvam, cum ob
permutabilitatem ipsarum x et y, qua etiam p et ¢ p’ermutahmr,
hi casus ad praccedentes sponte revocentur. Superest igitur ea-
sus, quo aequatio inter p, ¢ et z proponitur, ubi quidem statim
manifestum est, in aequatione 0z — poxr —- goy quantitates p et ¢
non uti functiones ipsarum z et y spectari posse, quoniam etiam
a z pendent, neque ergo earum indoles inde determinari poterit,
ut formula pdxr <+ g9y integrabilis evadat. Verum sine discrimine
conditio ea est definienda, ut aequatio differentialis. '

oz — pdxz — goy = O

fat possibilis; ad quod ex principiis supra stabilitis §. 6. requiri-
tur, ut posito

E=r, —CH=M, et G5) — GD=N, st
tpatty—¥=0, s pGD=9GE+GI—CD=0.

Quare proposita aequatione quacunque inter p, ¢ et z, ecas condi-
tiones in genere investigare oportet, ut huic requisito satisfiat.
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Problema 19,

129, 8i posito 9z — pdz 4 qJy dcbeat esse p 4-q— =

- e [ 4
relationem functionis z ad variabiles xr et ¥ in genere investigare.

.Solutio.

Cum sit ¢ == >- — p, .aequatio nostra hanc induet formam
a N .
z — — 29y
0z —— pox poy + *7, scu
. — @3z —23y . _ (9% __ P
p@r — Oy) = =—F—= = 2 (3 a:)
Quoniam igitur ambae formulae
0z ay
ox — QJy et Z -2
per se sunt integrabiles, ob
0z 9 —— P .-
"z-""';'-—-—z‘(ax‘-—ay),
necesse est ut -s sit functio quantitatis & — g, ponatur ergd .

-E:f’:(x-—-y), ut fiat [z — %: f:(x— .

Definiri ergo potest z per x et y, et cum sit el (x—2) etiam

functio ipsius x — y, si ea ponatur —— F: (z — y), eri

R4
z—ea F:(x —y), undc fit
; oy .
(a;) —=p—=e*F:i(xz—y) et

0Ty . %F’-' ' ::'F.'
-—;)._q__—z =yt get Fi(e—y);

p+g= -:-e-‘_.F:(x—- ==,
uti requiritur,
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Corollarium 1.

4130.. Ex hoc exemplo intelligitur, quomodo certa functio ip-
sarum p et ¢ quantitati z aequari possit, etiamsi p et g sint
functiones ipsarum x et y. Simul scilicet ratio mtegrahs formulae

0z = pox + ¢goy

introducitur in calculum.

Corollarium 2.
2
.134, Forma e® F:(x~—y) pro valore ipsius z inventa

per functionem quamvis ipsius xz —— y multiplicari potest. Si crgo

multiplicetur per’
x—-—Yy x

e-8 | fit z:e_‘rl-‘:(x—-y).

Sin autem multiplicetur per
xr— . 24y . -
e , fit z—e? F:(x=—19,
quae formae problemati aeque satisfaciunt.

Probl'ema 20,

132. $Si posito dz2—poxr -+ 9oy, quantitas z aequari- des
beat functioni datae ipsarum p et ¢, indolem, qua z per = et g
definitur, in genere investigare.

Solutio.

Ex formula proposita habemus ay-‘l“ ~2 z’; statuatur p=g¢r,
ut sit = aequahs functioni ipsarum ¢ et r, et ex oy — %’3 — rox

elicitur

y_;-m+/%+xar)

Vol. III, 19
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quam formulam integrabilem reddi oportet. Cum igitur 2z sit func-
tio data ipsarum ¢ et r, posito r constante quaeratur integrale

209 .
- itqu

f’fg"——v+f-r,

unde differentiando prodeat
oV = =T 4+ Ror,
ac Jam patet esse debcre #—R +4-f':r, indeque obtineri
y___%—Rr—rf’r—-}—V—{-—f.r,
"quibus duabus aequationibus relatio inter quantitates propositas de-
terminatur. Prime igitur posito p = ¢r, datur z per ¢ et r. De-
inde sumto r constante integretur formula ’%’ , Sitque mtegrale re-

formulae

sultans V — f =dq | quod etlam per g et r datar; undc sumto ¢q-
constante colligitur R — ) Quibus inventis erit

z=—R-4f':r et y__———rx—i—V—l-f r,
sicque omnes quantitates per bmas variabiles ¢ et r determmantm'.

Corollarium ¢.

133. Quia permutatis x et ¥ litterae p et ¢ permutantur,
simili modo nostram investigationem mcxpexc potunsaemus ab ae-

quatione ,
— % __ 2

similisque solutio prodiisset, quae quidem forma diversa at re con-

gruens esset. '

Corollarium . 2.

134. Jam scilicet positd q—ps, ut sit
ox — ?-; — S0y, erit
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& =3 — sy + [(SL + yos).
Jam sumto $ constante ponatur f z%a::U, quac quantitas per p et

$ determinatur, ex ea vero prodeat (gy) —S, erit

Yy=S5—+f:s et = ——-—-sy-]—U-l—fs

iﬂxemplum 1.

136. Si esse debeat p —-q — %"—, solutionem pro hoc casu
exhibere. ‘

Posito p=—gqr, erit z — ag (4 -r), nunc sumto r con-
stante erit

V= ’fq a(l +rlg et R— (g:)::alq.
Hinc rcpentur
alq—i—f' r, et y_.71-~arlq——rf" r+adi +r)lq+fr seu
y—=a({l +nr—alg—rf: r+f r.
Si hinc q elidere velimus,
quationibus continetur
x:al‘—(:f_rT) +f:r, et
y:“lT.:'-T) +ald 1) —rf'ir4-f:r.

Unde sequenti modo praecedens solutio elici potest, ex forma
priori est

ob g = W—i-_r) solutio his duabus ae-

_a’f___z“ —l(1+))+ f : r = funct. r,
ex ambabus vero

y—zxz—=al(l—4+r—U 4rf:r34f:r—=funct. r.
: x

x )

Cum ergo tam — — /=, seu ze ©, quam y -z sit functio

ipsius r, "altera forma aequabitur functioni alterius; unde statui
potest
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. o
-

L 4
ze —F:(y—x), seu z2—e°

F:(y-—-:a:).

quae est solutio ante inventa,

Exemplum 2.

136. 8i posito 0z —pdx -}~ qJy debeat esse z == apq, rela-
tionem inter x, y et z investigare.

Posito p — qr erit z—aqqr, et sumto r constante sit
V— iqaq—q — agqr, hinzcque R — (g—:) —aq. Quocirca .habebimus
x—aqg—4f:r et y—agr—rfir+4-f:r,
T . .
seu ob r— aaq erit
- 3 % -3 %

—— . el — -— « ‘2 - %2 .
x_aq—t—f’.m'et e aqqf'.aqq—l-f.aqq

Hic in genere notemus si sit f: 7 —=v, ponamusque r —F’:v, ob

or —ouF”:v, fore
f:r—=/0rf:r —= fvovF”:v—=vF:v—F:v, seu
f:r—ovF:v —F:v, hincque
f:r—rf:r—=—"F:w

Quare cum sit £ :r —z — ag, si 'ponamm r=VF:(x—agq), erit
f:re—rf:r—= —F:(x=—aq) et
Yy = aqF :(x — ag) — F : (x — aq), -atque
z2 —=aqq¥ :(x — aq).

Scholion.

137. Hae postremae formulae ita statim ex eouditions quse-

" ationis elici possunt. Nam ob p = L erit
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: az_—zax-l—qay, ctbf/-——-—Eg’—’
hincque - !
—_ % 20q —_—
y'—' q +f( —-"?1 —+qu(aq )
ubi mamfestum est esse q— functionem quantitatis g — —2. Quare
_ posito

%:F’:(q-—- =), erit

. =

y=7 +F:(g— 7).
Quin etiam indidem alia solutio deduci potest ponendo

oz = 3 (9z — qo),
quaec posito z—gqv abit in

0z =— - (vdg —4 qdv — qgdy), unde

z = aq + [T Qv — .
Quare ponatur _
L =ef : (v — y), eritque

x —ag 4+ f: @ — g.
Jam restituto valore v — -;5 habebitur

eqq9 - __ - (2 J— . . '

-—z-_____f'.(—q-—-y) et = -—aq__f.(—"; — ).
Prima autem solutio ad eliminanda ¢ et r est aptissima in exem-
plis. Si enim ponatur

f':r::—r—}—c, erit £ : 7 = 2b)/r 4 or + d;
hinc )

2= agr et T =aq + >~ + ¢,
atque

Yy = agr 4 byr + d.

—_—
Jamobr mﬁt

x—aq+bq]/—»+-c et y___%-!--%-]/};—i—.d.
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Hinc
x —c=q(a+ {’7’,;‘) et y — d:a—’;(a-}-%";‘). :

et multiplicando iliditur ¢, fitque '
(=@ —d)="(a+ =04V a2,

ita ut sit :
b+yaz=y@@—0o@y—ad,

et proinde
z

— (x—0) (y—d) —2bY (z—¢) (y—d\-l—bb
——— a 9,

quae si b==c==d=—0 dat casum simplicissimum z—"32.
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DE

RESOLUTIONE AEQUATIONUM QUIBUS RELATIO INTER
QUANTITATES (}3, (3—;) ET BINAS TRIUM VARIABI-
LIUM =z, y, z QUAECUNQUE DATUR.

Problema 2f.

138.

Si posito az == pdx - gy, debeat esse pr + qy = 0, functionis
z indolem per x et ¥ in genere investigare.

Solutio.
Cum sit ¢ — — %’5, erit
—_— 0y 0% d
B 0z — pax —_ &__px(?—f), seu

0z — PY (— -f- %’) o py : f y !
Unde patet py esse deberc functionem lpsms;f “ac si ponatur

py = ' : ',forez""fy ‘ .
Perpetuo scilicet in designandis functionibus hac kege utemur, ut sit

o.f¢: v = = oJvf : v, o

sieque porre ) ' e
0.F:v=0vf”:v et J.¢: 2V = ovf s, etc

At £:= denotat functipnem quamcunque homogeneam 1psarnm z et
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y nullius dimensionis, ac si z fuerit talis functio quaceunque, et
differentiando prodeat 0z — pdx - ¢dy, semper erit

pPr 4+ gy =

Corolla ium (.,

139. Quod51 ergo z fuer:t funcuo homogenea nullms dimeg.
sionis 1psarum z et Y, obi - -
p=G e g =@, i
x (ax) + ¥ ( — 0, -

quam veritatem quidem jam supra elicuinms.

Corollarium 2.

140. Tum vero cum sit _
I x — *
= - f: 2 = —f =
P y iy et g £%3 f Y’
erit p functio homogenea ipsarum =z et y mnumeri dimensionem

——1, et si sit q:—;’x

s ipsa functio 2 reperitur ex integra-
tione z::fpya.}- -

Scholionm,
144. Simili modo solvitur problema, si posito -
2z =pdz +,90y,
fieri debeat mpx +-ngy —a. Tum enim ob g — 2 — 2 erit

. ady mprdy i
0z == -—+pax—-—;-, seu
P Z) m .
=P 4B RS ok
ande solutio praebet
ym ¥ )
'.x%{—‘s—— ';m etz —ly.l—f
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Quin etiam hoc generalius problema resolvi potest, quo esse debet
PX 4 gY —— A, existente X Tunctione ipsins &, et Y ipsius y.

Cum enim inde fiat ¢ — -:,- —_ %‘ , erit

o P ;
32":.-‘7’--{—}’3::—- — ’+pX(x a—%).
Statui ergo debet
— . (%2 )
PX = £ : (f2 — [2).

indeque fit
2= A} + (T - D
Problema 22,

142. 8i posito 9z —= pdzx 4-9Jy, debet esse % aequale
functioni datae cuicunque ipsarum z et y, indolem functnoma z in
genere investigare.

Solutio.

Sit V ista functio data ipsarum z et y, wut sit g—pV, et
habebitur 9z —p (dx + Vdy). Dabitur jam muliplicator M itidem
functio ipsarum =z et y, ut M (dx -+~ Voy) fiat integrabile. Pona-
tur ergo M (dx —+ Voy) =— 98, ac dabitur etiam S functio ipsa-

. $0S
ruim x et y. Cum ergo sit dz — 5,
4

tem - aequari debere functioni ipsius 8, quare si ponamus %:f' 3 8,

fiet z— f:8, indeque erit
p=Mf:8 etg =MV : S8,

perspicuum est, -quantita-

Corollariom 1. '
139

§48. Hoc ergo casu functio quaesita z statim mvcmmr per
x et y expressa, quoniam 3 per x et y datur. Fieri autem po-
test, ut S prodeat quantitas transcendens; quin etiam ut per’ metho-
dos adhuc cognitas multiplicator M ne inveniri quidem “possit.
Vol. 1II. 13
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s »

RSP ;; g Goreldlarium 222 - -

~

X e-s . RN
!44 SL U snt ftmcno ‘nullius’ dlnh.nsnoms npm‘mm Z et y',

erit M — _*_——&. Seu posno .’I:__LJ, fiet V- funclio 1psms v, et
'35 M v+ Dy Vo). © X

Capiatur M — 5—(—1,—:;,'5, evitgpe _ * - . . . | ‘
38 — @y?’. ~+ 'u_%; unde 1epeutur

Pr—. .
PR -

z—:'f'([y+]v+v

Schohorx.

-
-

. (46 Ob permutabnhtatcm lpsarum p et x item qety, si
‘mili mode’ ‘sequentia probremata. resolvi possunt -

' I. Si debeat esse ¢ — xV, existente V functione quacunque
jipsarum p et g, consideretur forma
: v--pz'—kf(qay—wap)—-l’x-i-fx (Voy — 3p)-
-Qua:ratur multiplicator M, ut sit

M (Voy — op) — 03,

-evit $-functio ipsarum p et ¥, atque

21015 % PE +fm.’

ex quo colligitur haec solutio

.i::_f’ _S.et z_.-_thf-:S—{-'i:S..

II. Si debeat esee y— pV, existente V- fanctione quacun-
que ipsarum z et ¢. Consideretur forma
o z—-qy+f(P3x—-yaq>"qy-f-fp(ar—vaq’)
‘g‘u_aeratur nmluphcator M, ut sit

. Mz — Vig) = 98,

<t . .
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crit 8 fadetid ipsarum z= *tig, ket Tl srtey rtaesun
— as . . gV
z — qy +fpu—‘ R ) . * . LR ‘:).
Quare fit - :
-:— =V :8 et 2z =qy + T: 3’ ' _ T
seu ob p — 2, erit ‘ wo

'y = MVE :S et z = gMV{ : S 3 .8 -
. AN |
IL- - Si debeat esse y — a2V, existente V ‘functione quagus-
que ipsarum p et ¢, consideretur haec forma .
z = px + qy — J (@0p + xVog). SERIERY
Quaeratur multiplicator M, vt fiat’
M 9p <+ Vdq) — 08,
erit 5 functio ipsarum p et g, et _ ey
3. - L .-
z=pzr + gy — [33
unde haec solutio naschur - e
\_%,:.f/..s ctz_px+qy —-f S. s
Omnes hi casws huc redeunt, .. quatcmarum \qnamutatam Py Xy,
y, vel i, vel L, el —"1 » vel 2., acquetur fudctiont -ouigungee
bima runr reﬁqnarnm. RV P St L L uanh
o
Problema 23.., %
146. 8i posito, 0z —=.pdx -}- 49y, requiratur ut st

g — pV -+ U, existente tam V quam 'U” functione quacunque bi-
narum ‘vVarighifiam 2 -et - g, rindelens fmottanmw M gdikete inve-

}t!gare- A . net N RS Jh W HELY
S VAN TRV S SN S T AT I AR B S YL R YR T

PRSP TN B R .t-:dg.oii ":.t..i.'&’ 9 Mg v jod
Cum ob ¢ — pV 4 U it pEARE LT

0z = p 0z + Voy) + Uoy,



feo : CAPUT V.

quaeratur primo multiplicator M formulam dx —}-Voy reddens in-
tegrabilem , sitque

M @z 4 Voy) — 08,
crunt M et S functiones ipsarum x et i, fetque

0z — ’:s —+ Udy. _
Cum jamr sit 8 functio ipsarum x et y, inde = per g et S defi-
niri potest, quo valore introducto fient U et M functiones ipsarum
y et 8. Nunc sumto S constante, integretur formula Uay, sitque

fUay::T-l-f.

oT — Uay + WoS, fiet
P=W4f:5 e 2=T4f:8,
sicque omnia per binas variabiles y et S exprimentur,

ac posito

Corollarium {.

147. Datis ergo binarum variabilium x et y fanctionibus V
et U, ut sit g—pV - U, solutio problematis primo postulat, ut
- multiplicatcr M investigetur formulam 0x -~ VOy iutegrabilem red-
dens, quo invento habetur functio S8 earundem variabilium z et
Yy, ut sit

8 = /M (Ox —+ Voy).

Corollarisum 2.

448. In hunc finem considerari conyeniet apquationem diffe-
rentislem Jdr -+ Voy — 0, haec enim si integrari poterit, simul
inde colligi potest multiplicator M, ut formula M (dy + Vdy)
fiat verum dnﬂ‘erentule cujusdam funcuoms S, quae propterea hinc
invenietur. -
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Corollarium 8.

149. Inventa porro hac functione S, quantitas x per y et
S exprimi debet, ita ut x aequetur functioni ipsarum g et §, quo
valore in quantitate U substituto, quaeratur integrale /Udy— T,
spectata $ ut constante, sicque obtinebitur T functio ipsarum y et 8.

Corollariom 4,

~ 450. Denique inventa hac functione T, sit W — C;"s)

unde tandem colligitur solutio problematis his duabus formulis

contenta
%:—_W-{-f':s, et-z2 =T 4 f:8;
ubi cum 8 sit functio ipsarum x et y, pro Z statim reperitox

functio ipsarum z et ¥.

Corollariuvm 8.

164. Si U sit functio ipsius y tantum, non opus est ills
expressione ipsius z per y et S, sed T — /UJdy erit quoque
functio ipsius gy tantum, hinc \V':.(g-’—:): 0. Hic autem casus
manifesto reducitur ad praecedentem ponendo z loco z— fUgy.

Exemplum {.

162. Si posito 9z —pdz -+ qdy, debeat esse ¢ — L+.‘?‘_‘
indolem functionis z investigare.

Hic ergo est
— X — .
V= —,— ece U — %'
unde ob

oz 4 Voy — 3z + =2,
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erit multiplicator M == gy, <t 08 — ydx'4-xdy, hinc S — zy,
sicque habebitur '

P S

— — . ’ .
) w.—’;‘ 'et U—"s— B . .
Jam erit ‘ :
K —— ] na— .a’ v—l—.y y' -
T = fUoy = 27 = f5. &t W = Fr- - -

Quare pro solutione hujus exempli habebimus

—9y3 . 3
=G5+ s, ez =5+ 1:8,

seu ob Si— xy erit
z = ;% -+ f: zg.

Exemplum 2,

163, & posito 0z— pox ~ qoy debeat esse
pr 4 gy = ny @z ~+ yy),
indolem functionis z investigare.
Cum hic sit q:'%ﬂ+-; V (xx +yy), erit
— =% 4 U — =
V = 5 e U= 7 V (xx + yy).

Erge 08 =M (0z — ’—i—y), quare capiatur M:::;—, ut flac
— 9= __ %y — =,
08 — 5 e 8 =3

Hinc oritur
=38y, et U =—=ny (4 4 85);
adeoque posito S constante erit

T = /Uy = nyy/(1 +58), et W —(3") —-vrfﬁfsg

ita ut solutio nostrae quaestionis sit
s :

PY= 7y 4048, et 2= gy (L4 55 4115,

Cum igitur sit S._;, erit, R R
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o s=aY G 453
nbx"'f_: = denotat functxonem quamcunque nulling di menuonis lpu-
rum x et y.
T " " Exemplum 3.
164, Si posito 0z — pox -}~ qay debeat esse
prx =+ qyy — nxy,
Sunetionis z indolem investigare.

— —pxx _y n
Cum sit ¢ — >y +y, erit
V==""et U= =-
k& 3 .
Quare ob 95 == M (3z — =777), ecapiawnr M =3, vt fet
— 12—y
=3 x — xy " Hinc erit
| S ] — y
; — 7 —— S, et »x —— -:-'3—59
ideoque U= — s} Sumto igitur 8 constante habebimus
T — (MY

—g =— sl — 8, a

—_— n n
W=+ 5710 — Sy)+§r£.§;;.
Consequenter ob
— 22 —
S_.—.,;—eti—Sy_g'
solutio praebet
2= =14 f:222

Scholion.

t55. Ex solutione hujus problematis etiam haec quaestio Ia-
.tius patens resolvi potest. Smt P, Q, item V, U functionesé quaecun-
. que datae ipsarum Z et y, et quaeri oporteat fanctionem z, nt"nt

dz.== Pax.. Qoy .~ L (Vdz.4 Udy);
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seu quod eodem redit, functio L investigari debet, ut ista formuls

differentialis integrationem admittat. Ad hoc praestandum quaera-
tur primo multiplicator M formulam Voz 4 Udy integrabilem efi-
ciens, ponaturque 9S — M (Vdx -+ Ugdy)-, unde functio 8 reperitur

pPer x et y expressa. Ex ea quaeratur valor ipsius » per y et
8 expressus; et cum sit '

3z = Pdz 4+ Qy + &,
hic ubique loco z valor ille substituatur; sit autem inde dz=Edy + Fd8,
unde ctiam E et F innotescent, eritque

Ju— — 198

| 0z = EPdy - Qoy =+ FPoS 4 -
Sumatur quantitas S pro constante, sitque

T = J (EP 4 Q) 9y, writ

2=T 4+ f:8,
4quod quidem ad solutionem sufficit ; sed ad L inveniendum, diffe-
rentietur haec expressio

92 = (EP + Q) Jy + 35 . (33) + os¢ : 8,
a0 necesse est fat
FP - 2 = () 418,
ideoque
L=—FMP 4+ M &) + Mr-s
Caeterum <©b permutabilitatem ipsarum p, x et ¢, y, etiam hine

scquentia problemata resolvi pogsunt, quae propterea strictim per-
eurram,

Problema 24.

$186. Si posito dz = pox - qOy requiratur, ut sit
¢ = Vx -+ U, -existente tam V quam U functione quacunque data
ipsarum p et y, investigare indolem functionis quaesitae z.
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Solutio.

Utamur formula
z = px -+ [ (qdy — xop),
et cum loco ¢ valore substituto sit
S(qdy — zdp) = S (Vzdy — zdp + Udy),
kanc formulam integrabilem reddi oportet. Sit ea brevitatis gratia
P, et cum sit

b — = (Voy — 0op) -+ Udy,
guaeratur primo multiplicator M formulam Ydy — Jp integrabilem
reddens, ponaturque

M (Voy — 9p) = 08, .
sicque S dabitur per y et p; unde p cliciatur per y et S expres-
sum, quo valore ibi substituto erit
— X0S

0p = 7 -+ Uoy.
Jam sumto S consiante sumatur integrale

SUdy — T - f: S, eritque

2= +r:5, e b =T+ f:8
Solutio igitur per binas variabiles y et S ita sc habebit

x = M(g%) +Mf’: S, et z — px 4+ T ~+4-f:8,
wbi nunc quidem S pex p et y datur, '

Problema 25.

157. Si posito 92 —= pox -+ gQy requiratur, ut sit
p— Vy—4 U, existentibus V et U funcuonibus datis ipsarum =
et g, indolem functionis z investigare.

Solutio.

Utamur jam forma

2 = qy ~+ SPox — yiy), '
Vol. IIL 14
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ponaturque- formula ad integrationem perducenda:
. S (pox — yog). —. P..
Hinc pro- p- valorem assumtum substituendo erit
0b = Vydz + Udxr — yag = y (Vox — 9g) -+ Udz..
Quaeramus multiplicatorem M, ut fiat
M (Vo — 0¢9) — 0S,
ac tam M quam S erunt functiones ipsarum x et ¢, ex quarum

posteriori. valor ipsius ¢ per x et S expressus eliciatur, in se-
quenti operatione pro ¢ substituendus. Scilicet cum nunc sit

ob — ?ﬁ—s- —~+ Uox,
sumto- S constante quaeratur T — fUdx , sitque:
P =T 4+ f:8,,
unde- colligitur-
% = (?—S') S8, et z—=qy 4+ T4 f: 8.

ac nunc quidem pro: S valorem: in' & et ¢ restituere licet.

Problema 26..

168. Si posito 0z —pdx -+ gy requiratur, ut sit y=Vz4 U,
existentibus V et U functionibus: quibuscunque datis 1psarum P et q,
indolem functionis 2. in genere investigare..

Solutio.

Hic utendum est formula
= pzx + gy — [ (xdp =+ yo39)-

Statuatur f (xdp 4-ydg) = b, eritque pro y valorem praescriptum
substituendo

81} — xdp + Vzdg <+ Udqg.
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Quaeratur jam -multiplicator M, formulam .9p 4~ Vg integrabilem
reddens, sitque '

M (p 4+ Vog) — 08, -
ubi M et 5 per p et ¢ dabuntur; et ex posteriori -eliciatur -valor

ipsius p per g et S expxessus, ‘quo -deinceps uti -oportet. Scili-
cet -cum 'sit

ab —_ SaS + -an, -

:sumto 'S 'constante mtegretur formula Udqg , sitque T — /Udg, erit
P=—=T-4-1:8 hmcque .
T:':(as) +T:8, et 2—=pzxr 4 gy— T—1:8.
Omnia -ergo per p et g, unde M, S et T cum (3%) dantur., ita
determinabuntur ut sit
0
:M(d—'ls‘) +Mf:S, y—=Vz—4 U, et
z2—=pr—+4qgy—T—f:8.

Exemplum.

169. Si posito 0z —pdx — qy debeat esse px+ qy = apq,
indolem functivnis z investigare.

Cum ergo sit
y = "_';L’E -+ ap, erit

s =2 U — ap.

q
Quia nunc esse debet

M (op — 13?-) — 08,
capiatur M ':_—;— fitque

S — —E— et p — §g.
Hine U:aSq, et sumto S constante

T = /fUdg = }aSqq,
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idcoqus (g—'—:) =—=}aqq. Quocirca pro solutione habebimus
z—=jag+~f: %, y=pop—Lr: L, @

z—pz+gy—japg—f: 2 =japg1: 2.
Per reductionem autem supra traditam habebimus

y —(aqg —x)F : (gx — faqq), et

z =qy <+ F : (gx — jagq).

Scholion.

£60. Quatuor problemata haec conjunctim considerata ad-
modum late patent, atque pro formula 0z — pdx -+ ¢dy omnes
relationes inter p, ¢, x et y complectuntur, in quibus vel = et ,
vel p et y, vel z et g, vel p et ¢, nusquam unam dimensioncm
superant. Ex quo saepe fieri potest, ut eadem quaestio per duo
plurave horum quatuor problematum resolvi possit; veluti evenit in
exemplo bhoc postremo, in quo cum non solum z et y, sed etiam
x et g, itemque p €t y, nusquam plus una dimensione occupant,
id ad tria praecedentia problemata referri queat, haecque conditio
primo tantum problemati adversatur. Quod si autem inter p, g,
x et y haec relatio praescribatur, ut esse debeat *

apx + Bqy +ap +bq +-mxr—-ny 4-c—0,
resolutio per omnia quatuor problemata aeque institui potest, Ve-
rum etiam resolutiones inde ortae, etiamsi forma discrepent, tamen
per reductionem ante expositam ad consensum revocari possunt.
At sequens casus latissime patens resolulionem quoque admittit,
quem propterea evolvi conveniet.

Problema 27.

16¢. Si posito 9z = pdx —+-qdy, inter p, ¢ et z, y ejus-
modi relatio detur, ut functio quaedam ipsarum p et x aequetur
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functioni cuipiam ipsarum ¢ et y, functionis z indolem in genere
investigare.

Solutio.

~ Sit P functio illa ipsarum p et x, et Q functio illa ipsarum
g et y, quac inter se¢ aequales esse debent. Cum igitur sit P=Q,
ponatur utraque — v, ut sit P—v et Q —wv. Ex priori ergo
p decfinire licebit per x et v, ex posteriori vero ¢ per y et v;
quo facto in formula dz == pdx -+ ¢dy, cum p sit functio ipsarum
x et v, integretur pars pox sumto v constante, sitque /pozr — R,
simili modo cum ¢ sit functio ipsarum y et v, integretur quoque
altera pars gdy sumto v constante, sitque /gdy—— S; erit erge
R — functioni ipsarum z et », et S —— functioni ipsarum y et v,
At sumto etiam v variabili sit

OR —pdz + Vv, et 95 = ¢dy -+ Uov,
unde ' colligitar
02 == 0R 4+ 08 — W (V 4+ 1),

quae forma quia integrabilis esse debet, oportet sit V4 U=—~¢:v,
Quare solutio problematis his duabus aequationibus continebitur

V4+U=f:vetz——R—-4}S—"f:v
Scilicet cum p, R et V dentur per x et v; atque ¢, S et U per
y et v, per aequationem piiorem definitur v ex z et y, qui va-

lor in altera substitutus determinabit functionem quaesitam z per
x et y.

Corollarium .

162. Quoties ergo ¢ ejusmodi functioni ipsarum p, z=, ¥y
acquari debet, ut inde aequatio furmari possit, ex cujus altera
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parte tantum binae litterae x et p, e¢x altera tantum .binae reli-
quae y et ¢ reperiantur , problema resolvi poterit. ’

Corollariom 2.

163. 8i functio illa binarum litterarum p -et x, -quam posui
P, ita sit comparata, ut posita ea —— v inde facilius z per p et
v definiri possit, tum uti conveniet formula

z — px =+ f(gdy — zI),
¢t evolutio perinde se -habebit atque ante.

Corollarium 3,

164. Simili modo 'si ex functione altera Q—wv, quantitas
y facilius per ¢ et v definiatur, resolutio ex forma

z = gy + S (pdz — ydp)
erit petenda. Sin autem -utrumque eveniat, ut tam z per p et v,
quam y per ¢ et v definiatur, utendum erit formula

z = pz 4 qy — [ (xop —+ yoq).

Scholion.

165. Problema hoc innumerabiles complectitur casus in prae-
.cedentibus non comprehensos, atque etiam ejus solutio diverso ni-
titur fundamento. Interim tamen longissime adhuc distamus a so-
lutione problematis generalis, cui hoc caput est destinatum et quo
in genere solutio desideratur, si inter quaternas quantitates p, g, =z,
y aequatio quaeccunque proponatur; quac autem ob defectum Ana-
lyseos ne sperari quidem posse videtur. Contentos ergo nos esse
oportet, si quam plurimos casus resolvere docuerimus. Quo autem
-vis hujus ‘problematis magis perspiciatur aliquot exempla adjungamus.
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Exemplum {.

266.. Si posito 0z — pox 4+ qdy, esse debeat q .__”'?P’ , ine
dolem functionis z investigare..

aag __ x»

4 Yy T aap?

unde p per x et v, et ¢ pery et v

Quia hic p, x,. et g, y separare licet, cum sit

X ___ aaq
ponatur aap — v —
ita definitur, ut sit

. x= ’ — vyy
P—=iw t 9= 30"

ideoque
— xx0% vyy9y ..
0z = v T
Hinc colligimus
— . 2’317' 3
. z — .’:aa'v —+ Sau + 5 3aa w Y av)’
sicque: ;—v—ys debet esse functio ipsius v. Ac posito:
=2 3 — ¢ . x° - 2
,R——y =f:v, 5w P == — £ v, erit
zi—Saa +vy _I—f’v)

Corollarium..

167. Hinc facilime v eliminatur, si ponatur

3 . —
f:1v— Z—v — ¢3, hincque f : v —. Tb. —
. . —-b% -5
Jam prior aequatio- dat y3 —¢3 — x—,uju~, unde vv—; —ﬁ., et ob-

3aaz — x? 4 'v'v_y’ b3 —cvv

= 2v (y® — ¢%), erit.
= 3a Y@ — @ — o,

Exemplum 2.

168.. Si posito 0z ——pox —-qdy, debeat esse

9 = 3 V (zz + yy — aapp),
inuestigare indolem functionis z.
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"Conditio praescripta redit ad
bbgq — yy — xx — aapp — v,

unde elicimus .
9=7 V(yy+v), et p=—y (zx — 0.
Nunc vero est

prx:.:-'-]Bx)/(:tat —_ v):z—:-'x;/(xx —_) — %:.f;qa—f:;',
seu fpox =LV (xx —v) — S l{z 4/ (zx — v)) =R;
simili modo est

Sy =%V @y +v+zlly+y @y +] =S

Quare cum sit
_fORy\ ___ — x
V= v —'41'}’(11:——'0)—3:1["” +V(xx — )]
v

. +4"I"‘+V(“—'v)])’(xx-—-v)’ -
quae reducitur ad
V= — g —glz 4y @z =),
similique modo
— O8N 1
V=) =+5+z!ly+Vay+oul,
abi cum V 4-U = f:v, erit

—=f:v;

a—b / £y+1/<yy+v>1"’
dab
x4+ (xx— v)]"'

unde valor ipsius v per x et y determinatur. Ex quo tandem
colligitur -

, 25
z_—:—l—)/(xx-—v)—» ‘/(yy+v)+v/.{y+1/yy+v)] —f:v,

[z + ¥/ (zz—v)]*
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s

scu

z..--“}/(xx--v) -j—”}/(yy+v) b’”q\—vt"*v—f v.

Bc'h olion.
169. Haec solutio a formuhs logarithmicis libcxaxn potest

hoc modo, Ponatur ' T T e =

. —_ —b

f,:v.—lt+aza‘—j—’.. -,_.:
ut sit

126 — [y -V (yy o+ v))¢

— BTFV @ —up’

unde v datar per £. Tum vero sit v —(F’:¢, et ob
ovf’ : v = %—' erit

foopf” v =vfiv—f: v""f”a'—‘F,:,t,

sicque erit ' '
z:%}/(xx—v)+%1/(yy+1/)—(a',;m+l?=t.

ubi est

— . db—U—i-"’(y)'—l-‘")]‘
v—=1{¥F:¢, et £2 vV E—o)b’

unde £ et v per x et y definiri potest. Hinc statnm patet si ca-
piatw F :¢ = o, -fore‘“v-‘O'F't—"-O et z— +36, hine--

que p__i:- et ¢ — b » quo pacto utique condmom praescnptae
satisfit. Caeterum haec ratio quantitates logauthmlcas clidendi .

maxime est notaj;u digna et in aliis caanbus nsum amplissimum
habere potest. ‘

1.

-~

Exem-p!um 3. .

170. S$i posito Dz —pdx -4y debeat esse x"'J"—- Apf‘q , -
. tndolem * functionis z mvestigare . -

Vol. IIL 5
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Statuatur ergo

%/ 3 N A 4
am __Ad = v, .
g )
et hinc deducitur '
..
x¥ Y S}

P =" et ¢ = oy
posite A==a". Unde habebimus
huid o o ' m+p

—— p‘,.’L‘ L _ tlv /.Z' k Bv
fpax—(m+p.)v"+m+p.' oy
n4v ’
y-y ¥ vl" HV n-4v

' . om———— v -] .
w+na  mtnad ¥ PTII

Jfy =

Quocirca erit.

. .l
. v s "
z = .ti_____; 4 vy v 4 — acd X
(m—+ v R+va = (m+p)yn+via
m+
"(n+ Wax ¥ R .4
[ov v - (m+pwy " vk
ita ut si statuamus
m K n-4-v
x y vk —r
—_— - = f:v,
(m—+p) vt n+va
faturum sie _
- m+ p n-
nx F vy Vo
= — — f: v
n—+ ) v’ + (n+vy)ya b

Pro casu simplicissimo ponamus f:v==0 et f:v=—0, eritque
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) mtp
aty mtp n+vyar ¥ \—1-
y’ w,'_,:(_____ni-y)ax » et v— ntey g’
S (n+py
tum wero .
1 mag . nt§ o’
—_— g M N 4 y :
2=~ — y+v
) m+y.x +(n+y)ny )’ sen
(p.+)l_x‘__,1“__( ) ™+ gty ﬁ\“:H
n —+ p)v* — (m -+ Wt (n+y)A) ‘

Probiema 23.

171. 8i posito 9z == pdx 4-¢Jdy, inter p, g et x, y ejus-
modi detur velatio, ut p et ¢ aequentur functionibus quibusdam
ipsarum z, y et novae variabilis v, explorare casus , quibus indo-
lem functionis 2z investigare licet.

|

Solutio.

Cum sit p functio ipsarum &, y et v, spectatis y et v ut
constantibus, quaeratur integrale /pdxr — P, sitque sumtis omnibus
variabilibus - .

0P — pox ~4~ Roy -+ Mov,
unde si pro pdx valor substitatur, erit
0z — OP 4 (¢ — R) dy — Mov.
Quodsi jam eveniat, nt g — R sit tantom functio ipsarum y et’ v,
exclusa z, sumto v constante quaeratur /(g — R)dy == T, sitque
deinceps ' ' :
0T —= (@ — R) oy + Voo. -
Hinc valor ipsius- (g — R) dy ibi substitutys dabit
) 0z == 0P + T — (M + V) dv,
quae forma quia integrabilis esse debet, statuatur

A
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M +V =f:v, eritque z2—P—4T —f:0p. .

Ex operationibus amtem susceptis damua, P, R, N, -per V, x; g et
v, at T et V. per g et v tantum; ac resdlutid* succedit, si modo
in forma ¢ — R non amplius x continctur. Pari ratione solutio
succedet, si M tantum per y et v dgpx_r; tum enim c¢x y conm-
stante quaeratur /'Mav—‘L, sitque N

' BL\ Mov - Nay, erit b v

. ap_f_(q--R-}-N)ay-—aL

pomquc convemct W .
ut fiat -
‘ — P — L f Y.
Simili modo ab altera parte ¢y calculum incipere et prose-
qui licet. :

Introducendo autem functionem ipsarum z, y et v indefinitam
K, negotium generalius coufici poterit. Sit enim.
‘ 8K—Fax +G8y -j-—Hav
_ac consideretur haec forma,

0z -+ K — P +F ox +(q+G) 8y+H8v.

Nunc sumtis ¥y et v constarmbus, quaeranr ' \

f@+B=r T

sitque L. - o '

) 3P:(p+F)Bx+Ray+Mav,
unde habetur

az+aK—‘aP+(q—-|—G R)3y+(H M) ov.

Quod si jam eveniut, ut v6l g —G — R vel ' H——M tentum - bi-
nas variabiles y et v exclusa » centineat, resolutio ut ante est
ostensum , - absolvii poterit..
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“Problema 29. -

£72. Si posito 0z ==pox —{:qoy, relatio detur inter binas
formulas' differentiales p, ¢ et binas variabiles x et z, vel y et 3,

solutionem problematis: quatenus Feri- potest, perficeré.
. 1

Solutio,

Ponamus relationem dari inter p, ¢ et z, 2z, atgune hunc ca-
sum facile ad praccedentem- revocare licet. Consideretur enim:
haec formula : :

ay — az—;_pax

e

ex principali derivata ; voceturque

1
r —_ m et : ——n, _
ut habeatur : . '

oy — moz —- nox,
et ob q:;;- et p—— > |
relatio proposita versabitur inter quaternas quantitates i n, z et
x, ideoque quaestio omnino similis est earum, quas antea tractavi-
mus , hoc' tantum discrimine , quod hic' quantitas y definiatur, cum
ante esset z investigata. Quoniam' autem ista determinatio per ae-
quationes absolvitur, perinde -est wtrwnr-tandem inde z, an y elicere
velimus. Quodsi ergo hac reductione facta quaestio in casus ante
pertractatos invidat, methodis quoque expositis resolvi poterit,

Exemplum
‘£73. 8 posito 9z = pdx —+ qay debeat esse qxz = aap, in-
dolem functionis z investigare.

. 0 ] : ) ___ X3 .
Consideretur formula dy — 53—: ~ ’T’f . Jam qua % = erit
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— 0% - xxdx — xzox
3.1/ — '; ~ e et y 2 ]‘:;‘ -~ Tas ), at est
x%0X ____ XX xx
eaea " a@aa - faaa , Frgo .

. ___ 1 xx Xx%
v =S ) —
Ponatur ergo :

2 = it gy — 5 :
» ?+mr—-f{oz’ ﬂllty,T. 2aa_.+f'z’
ex qua aequatione utiqye z per z et y- definitur. Si pro casu
simpliciori sumamus f:z — b - az, erit

- xx i R 2”(7""__9
y — b = .(a' - 2’7&)2’ et z — Saga—xx

. . . —~2a
et sumtis ¢ == et b = 0 pro casu simplicissimo erit 2 — =2

Hinc autem fit

— ~4a — 24z I
= — et ¢ = —/~. Ergo
1 - et e T x
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RESOLUTIONE AEQUATIONUM QUIBUS RELATIO INTER
BINAS FORMULAS DIFPERENTIALES (3%), (J3), ET
OMNES TRES VARIABILES z, y, z QUAE(,UNQUE
DATUR.

Problema 30.
174.

Si posito 0z = pox -} gy s debeat esse nz — pz' ~~qy, indolem
functionis z in genere investigare.

Solutio.
Ope relationis datae elidatur vel p vel ¢. Scilicet' cum sit

g=5—, eit | | .

0z — pox -4~ 2% "’;a’

quae aequatio in hanc formam transfundatur-
23y )
22— =p@r —ED—=py .35
=0y
>

Ut pnu& membrum az — integrabile reddatur, multiplicetur

aequatm per 1. . funct. ,,, sew partmulamcr per -5,-, , eritque
2. &= e

Quo facto evidens est poni debcrc pyr—r*—= 1" : —; » nt fiat

~
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; f: --, sen z =y f: 'i . Unde patet fore z funotionem ho-
mogeneam ipsarum = et ¥, dlmensnonum numero existente = n.

.
T

Si in genere aequatio multiplicetur per Z . funct. f,i, erit par-
tis prioris integrale F :—;1, pro’ parte autem altera si ponatur
82 fanct. Z =13, erit Fif—=1: >, atque w anté 7 aequabi-

LI x
tur functioni .cuicunque ipsius 3

Corollarium (4.

175. Cum 2z aequetur fumctiani homogeneae n dimensionum
jpsarum x et y, erunt p et g functlones n —1 dimensionum. Sci-

Jicet cum sit z~y* f: 3 3 erit

—gnr—i g ¥ — g R~ x —e «
pr=y'T!f:, et g=ny* ‘f\? /a1

ande fit manifesto nz — px -+ qy.

Corollariym 2.

176. B8i p et g fuerint functiones n — { " dimensionim ipsa-
rum x et y, ac formula pdz —+ goy. sit integrabilis seu (%):(a—
tum integrale certo erit — P +'” ‘quae pl:opwztas .uonnunqua.m in-
signem usum habere potest.

Scholion.

17%7. Fundamentum hujus solutionis in hoc consistit, quod
aequatio integranda in duas partes resolvatur, quarum ntraque ope
certi multiplicatoris integrabilis reddi quéat, unde deinceps una
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quantitas variabilis, cujus differentiale in aequatione non " occurrit
determinetur. Hinc aequatio nostra

etiam ita repraesentari potest

-9 =3 —_ __ mzdy\ yn—1t az nzay
?_ — '!1: i .
9 - Yy — p B
8it ergo
n—z .
?-—}—— = F : yf,; , eritque
% = F :5”—,-,, ac vicissim ;T. = f: %, ut ante,

Possumus etiam statim z ex calculo elidere ; cum enim sit
— px -+ qy, erit
ndz = poz + oy —+ xdp -+ ydq.
At est ‘
noz — npdx —~ ngoy,
(n— 1>pax—-x3p+(n- 1) gy —ydg =0,

seu
x" ((“;;73_?3_15 an—- ((1!-')q97 — ,n—.) — o0,
quzie reducitur ad hanc formam
- x"a.?"_’—_-;-—y o . ),n—-l = 0, seu
. ml.=— 50zt

Vol. III. i6
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Statuatur
';-; = -x—,,f_——,, erit J-'Tq_——, = f: ;,’;—
Vel posito -;— —uv, si ob " —= —f: 91’_—‘ reciproce ponatur
2:— ¥ = = F:1v,

ut sit
f:iu—= — ",
reperietur
CSouf cu=f:u=nF:v — vF 10

Hine
p=-=: g 78 v_._.y"—'l" i;’— et
g T o qg "— L — _x_ -—3 3
) g—=y*~ 'fiu=ny*~*'F: 5 — 2yt s
ideoque
nz:pa:—i—qy:ny"F:%, seu z:y"F:-;—
ut ante. '

Problema 31.

178. Si posito az_pax +qay, debeat esse:
apr - 39y —. nz.,

indolem functionis z investigare..
Solutio

Ex conditione praescripta eliciatur ut ante-

9 =gy, — B}E’ eritque
o — 220Y — pypy — 1%’53_1
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| 8
quae aequatio per y" divisa dat

axay — P x
2 * TaiBf — u B (ax n—p- -j

Quod si ergo ponamus

x

pyc—m:8 — ¢ ey

habebimus solutionem

2 = y"’:p f s ;E:?—B.

. s . xz . . . - ‘. xp
At functio ipsius —-— reducitur ad functionem ipsius — , unde g
ya° B . ya 9
etiam ita per x et y determinatur, ut sit
xﬁ
z = y*: P £,
vel etiam
L
L : z*
2t =yt 17
y8

4 4
Quodsi ergo quantitates z« et yB unam dimensionem constituere
L .
censeantur , 2zn aequabitur earundem functioni unius dimensionis,

ipsa autem quantitas 2 earundem functioni n dimensionum. Vel

sumta pro 2z functione quacunque homogenea n dimensionum bina-
’ 1 1

rum variabilium ¢ et u, scribatur deinde £ =— 2 et u —=yB, ac

4

prodibit functio conveniens pro z. ot

[ 24
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Problema 32.

179. Si posito 0z — pox -}~ ¢dy debeat esse
Z — pX 4 gY,
denotante Z functionem ipsius 2, X ipsius x, et Y ipsius y, indo-
lem functionis 2 in genere investigare.

Solutio.

Ex conditione praescripta elicitur ¢ — —:— -— 9?’5

substitutus praebet

9z — zgy — p xgy) » hincque

9z y __ Xdy\ __ pX Ox oy
. zZ Y — 7z (ax Y)-—-?(ai—‘f),
ubi jam resolutio est mamfesta Statuatur scilicet

fz- =f:([x —f%’), eritque
— [3=0:0% = /D).

unde valor 1psms z per x et y definitur.

». qui valor

Corollarium 1.

e )

180. Hic ergo z ita per x et y definiri debet, ut si X, Y
et Z datae sint functiones sigillatim ipsarum =z, y et z, fiat

) 9 —_—
XG)+YG) =12; _
cujus ergo aequatlonis resolutionem hic invenimus hac aequatione
finita contentam

0z ___ 0 .
T=/F+0:(F -JD:
Corollarium 2.

184. Quemadmodum autem hic valor conditioni problematis
satisfaciat, ex ecjus differentiatione statim patet. Cum enim sit
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=3 +G DR =[P e
D=%:0% =/ «
H=F—:it:U5-/D

X@+YP =12

iN R[N

unde fit

Scholion.

182. Solutio ergo, eodem modo ut fecimus, sine introduc«
tione novarum litterarum p et ¢ absolvi pofest, reiinendo earum
loco valores differentiales (gf) et (g—;); facilius autém sirgulae lit-
terae scribuntur, calculusque fit brevior. Caeterum ex hoc proble-
matum genere, ubi omnes tres variabiles £, y et z praeter binos
valores differentiales p et ¢ in determinationem ingrediuntur, pau-
cissima resolvere licet; ac praetér hoc, quod tractavimus vix unum
aut alterum insuper adjungere, poterimus. Unde hic insignia adhuc
calculi incrementa desiderantur. Quo autem hujus problematis vis
penitius inspiciatur , nonnulla exempla subjungamus.

Exemplum ¢{.

183. 8i posito 0z — pox -}~ qoy debeat esse

2z — pxx -+ qyy,
indolem funetionis z in genere investigare.

Hic ergo est Z—3z, X —axx, et Y —yy; unde habemus

== [F = el =

quibus valoribus substitutis pro solutione” adipiscimur

) §
-9
%

_‘:?:—i‘l"f‘(,i'—%)’ seu
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1 —yf:(5; — D

Sumatar ergo functio quaecunque quantitatis

Z =

T x—y
r T — &y’
quae si ponatur V, erit z '——ZwTy'
Yeluti si ponamus V:% — -;:—,' erit .
I —r 2y r __m—(—e
2 .y y -+ x xy Y
hincque 2z — —— (:y__ 5> unde
5_9_2_5 nyy — /0% —(n—1) x=
. P— — ay—n—1)x)3? et q—(a* —[uy-—(u—n)x)‘
sicque

Prx = quy — T = 2%

Ty —(n— )= —

Exemplum 2.

184. Si posito 0z — pox -+ qoy debeat esse %:14__}.,

>
indolem functionis z investigare.

Cum hic sit
x——-g, Y= et Z=_, erit
lvz, fay—gyy etf = 2z;
unde solutno ita erit comparata
2nzz__;“Eyy—l—f (xx — yy), sive

zz = nyy + f: (zx — yy),
non enim est necesse functionem per 2n multlphcarn , cum ea
omnes operationes jam per se invelvat.

- Si pro hac functione sumatur a (xz — gz), habebitur solu-
tio particularis
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23 — azx + (8 — a)yy et 3=y [oxz }-(n — a) yy),
hincque ;

—_— az —_— ax

P — (aTc) — VY (axz + (»n—a)yy]’ et
oz (n—a) y

9 — (8_y) — YV lazx + (a— @) 3)’

p— g2 —="""2% id 2T _m,
seu o= et S —— , ideoque s+

Y E-3

Problema 83.

185. Si posito 0z — pox —+-qdy debeat esse ¢ — pT -V,
existente, T functione quacunque ipsarum 2 et 7, ac V functione
ipsarum y et 2, investigare indolem functionis z.

Solutro. :

Substituto loco ¢ valore praescripto, huic aequationmi induca-
tur forma
0z — Voy — p Ox -4~ Toy).
Cum jam. ¥ tantum binas variabiles y et z involvat, dabitur mul-
tiplicator M prius membrum odz — VJz integrabile reddens.; pona-

M @0z — Voy) — 098. ‘
Simili modo quia T tantum = et y continet , dabitur multiplica-
tor L membrum queque posterius dx - Foy integrabile efficiens;
sit igitur

L 0z + Tdy) — OR,
ita. ut nunc sint R et S functiones cognitae, illa ipsarum = et

Yy, haec vero ipsarum y et z. Hinc nostra aequatio induet. hanc
formam

98 _ pIR — PMOK
¥ — 55— sen 08 — B

cujus integrabilitas necessario postulat ut sit: ’L! functio ipsius R.
Ponamus ergo-
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%?:F:R, eritque 3 —= f: R
qua aequatione relatio inter z et .x, y -definitur.
Corollarium 4.

186. In 'hoc problemate praecedens ‘tanquam casus par-
ticularis continetur' ‘cum -enim ibi esset Z — pX-}-q¥Y, erit

§= Y P + Z y» ideoque hujus :problematis :applicatione facta fit

I { — Z,
T — -—Tetv Y

. Corollarium 2.
187. Quanquam -autem hoc ‘problema infinite latius patet
quam praecedens, arctissimis tamen adhuc limitibus continetur, ne-

que ejus ope vel hunc casum simplicissimum 2z —py-+ gz re-
solvere licet.

' Scholion.

188, ‘Omnino -est haec forma z—py-}- gz digna notatu,
quod nulla ratione hactenus -cognita resolvi posse videtur. Sive
enim inde -eliciatur ¢ — E:—”, unde fit

zay —_— 9y
0z — = p (0z — =%
sive simili modo p, nulla via ad solutnonem patet; -cujus difficultatis
causa in hoc ‘manifesto -est posita, ‘quod formula 0z — z—:z nullo
multiplicatore integrabilis reddi potest ; seu ‘quod haec aequatio
0z — 532 == 0 plane est impossibilis, cum 2 perinde sit variabilis
atque y et z. Supra scilicet jam notavi non omnes aequationes
differentiales inter ternas variabiles esse possibiles, simulque cha-
racterem possibilitatis exhibui, qui pro tali forma
0x -+ Pox ++ Qoy — o,

huc reducitur , ut sit
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PEY—2@)=0EY—
nostro jam casu est P——0 et Q::xz, unde hic character dat
[ :—x, quod cum 3it falsum, etiam aequatio -illa az_zx_a_y__:
est impossibilis, quod quidem per se est manifestum. Verum tamen
pro hoc casu 2 —py-+ g x solutio particularis est obvia scilicet
z2—n (@~ y), unde fit p——g—n. Deinceps autem methodum
dabimus ex hujusmodi solutione particulari generalem eruendi,

Exemplum 1.

189. 8i posito 03=pox +4-qdy debeat esse
PY+qx— ":_z'v
indolem functionis z investigare.
Cum hine sit g =02 5 erit
—_— ) —_nz
T= = et V— J_’

unde fit
05=M(@z —22%) et IR=L(3 » — 22,

1 z
Sumatur ergo M — —, ut fiat § — —, e L—2», ut fat
y y :
R—xzx —yy. Quocirca hanc adipiscimur solutionem

5;:{': @Ex—yy), seu z=y*"f: (xx — yy.

Exemplum 2.

190. i posito 0z—p oz~ q9y debeat esse
Prx+qyy—nyz,
definire indolem functionis z.
Vol. IIL 17
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Cum ergo sit ¢ — ;’;”—F“, erit
—_—%

T=—5 et V—?, )

gicque hic casus in nostro problemate continetur. Unde colligi
oportet '
OR=L(0x — "ay) et DS’—'M(az-"a

e

Quare sumto L—~ fit R:;——%:x;;—y; et sumto M—-y,,
fit S— = y,,, ideoque solutio prodit ista
L2y
a2

5'_"—' y
Problema 34.

494, Si posito dz—pdx—-+qoy, debeat esse p=—qT +V,
existente T functione ipsarum xety, at V functione ipsarum x et z,
indolem functionis 2z investigare.

Solutio.

Simili modo ut ante si loco p valor praescriptus substituatur,
obtinebitur

02— Voxz—=q@y-+Tox),

Jam ob indolem functionum V et T sequentes integrationes instituere
licebit . -

M@z—Vdz)—0S, NQy +~Tdz)=09R,

" unde fit
98 __ ¢qoR — Mg
M— N seu aS__YBR- .
Atque hinc facillime colligitur haec solutio : Ty

l;l:f":R, et S—=f:R.
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" Problema 36.

192. Si posito 0z——pdx -+qgdy debeat esse z——=Mp+-Ng,
existentibus M et N functionibus quibusvis binarum variabilium z et y;
ex quadam solutione particulari, qua constat esse 2 —=V, indolem
" functionis z in genere determinare,

SBolutio.

Valor iste particularis V, qui est functio ipsarum z et y dlf-

ferentietur, sitque :

OV=Pox-+Qdy, .
qui valor quia loco z substitutos satisfacit, ubi fit p—=P et ¢ =Q,
erit per hypothesin

V—=MP-4+NQ.
Jam generatim ponatur 2=V f.T, sitque

OT=ROx4 S0y, )
et nunc quaeri oportet hanc functionem T. Ex differentiatione autem
eruimus

p_——_(gf)——Pf T VRE:T, e
§=(D=Qf: T VSF:T.

Quare cum sit

z2—=—Mp—+Ng=V{:T, erit

VE:T=MP4+NQ)f: T+V(MR+NS)£" T
et ob V—=MP 4 N Q per hypothesin habebitur

" MR-+ NS—0, hinc
MJ

0 N
Jam noss¢ non oportet R, sed sufficit considerari formulam
N 0 z — M 9 y, quae ope multiplicatoris cujusdam integrabilis reddi
potest. Solutio ergo facillime huc redit, ut ex conditione prae-
scripta 2—M p -+ N g formetur aequatio realis

IT—=RNJz—MJy),
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invento enim multiplicatore idoneo R, per integrationem reperitur
quantitas T, qua inventa erit 2—V f: T.

Aliter.

Facilius valor generalis hoc modo invenitur; ob valorem ipsius
Z cognitum V, statuatur z — V v, sitque
dv—rox—sdy; erit
p—Puv-Vretg=Qu-Vs,
ideoque _
z2=Mp+Ng—=—MPA-NQv4+VMr+Ns)=Vu.
At est V—=MP-+NQ; ergo )
Mr—4+Ns=—=o0, seu s::._,‘.;l',
Unde fit
dv=r(dx —-M—g")_r:.’-l;-(Nax—M oy).
Statuatur ergo, idoneum multiplicatorem investigando,
RNJOx—Moy) —oT, erit Jv— xx-0T

ex quo colligitur

r —-—, . S— .
iui‘—f/'T et v—=1r:T,

ita ut in genere sit ut ante z—= V.

Corollarium f{.

193. Proposita ergo conditione z—=Mp 4 Ng, ut sic
0z—pox—+qgody, statim consideretur aequatio differentialis
R(Nox — M0y —0T, unde tam multiplicator R quam inde
integrale T reperitur; haecque operatio non pendet a valore par-

ticulari coguito V.
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Co:ollarium 2.

194. Inventa autem quantitate T, si undecunque innotue~
rit solutio particulariter satisfaciens 2 —V, erit solutio generalig
z—V{:T. Probe autem notetur ex solutione particulari ge-
neralem elici non posse, nisi conditio praescripta sit hujusmodi

z2—Mp—+Ng.

Exemplum 1.

105. Si posits dz=pdx-+qdy debeaf ess¢ z=py-quz,
ex wvalore particulari z=—x+y generalem definire.

Cum hic sit M —y et N — x, habebimus hanc gequationem
R@or—yoy)—o0T, hincque
T=f:(xx—yy;
ergo solutio generalis erit
2@yl (@xx—yy.

Exemplum 2.

196. 8i posito dz=—pox - q 0y debeat esse
z2—=px+y +qHY—2x),
ex wvalore particulari 2=y (x x4y y)» generalem
invenire. -

Ob M—axz-t+y e¢ N—y—zx formula Noxr—MJoy
deduclt ad hanc aequationent

Rydx—xdx—20Y — yby)_a’r

' Sumatur R — _:_”, ut sit
aT__yaz—xay xdx—ydy
=2 4yy xx—+4yy

T — Ang,. tang. ;- —jl(xzyy.

, erit
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Atque ex valore hoc dupliciter transcendente erit

z=y @z +yyf:T, :
simulgue patet nullum alium dari valorem particularem, qui sit alge-
braicus, praeter datum =<7V (* % 4+ ¥ y).

Exemplum 3.

197. S8 posito 0z —pox <+ g0y debeat esse
z=p@x+ By +gyz 40y,
ex invento valore particulari z ==V, indolem fun-
ctionis z in genere definire.

Hic est M—axz By et N—=y2-4-Jy, unde deduci-
mur ad hanc aequationem
Ri(yz+dypoz—@z+LBy oyl =0T,

ubi ob formam homogeneam debet esse

R —_— . I
—— yxx-d—a)xy—PLyy’

ut sit
3T — (yx+38y)dx—(ax+Ly)dy
— yxx+(@—a)xy—pByy
ad quod integrale inveniendem ponatur y ——u x, ac prodibit
—_ox (a=4-Bu)ou .
0T = = T AT —ai—pun Ot

(a+Buou ___ X .
f’r—;—(&—a)u_-p?; —=IU, erit T=lz—1U,

et cum functio ipsius T sit etiam functio ipsius %, erit in genere

z2—V f:f—, Patet autem, cum U sit functio ipsius u:—_%, fore U
functionem homogeneam nullius dimensionis ipsarum z et y, ideo-
que 7, functionem wnius dimensionis.

_Sch.olion. ‘ )

198. Hoc ergo exemplo difficultas restat, quomodo solutio
particularis 2=V obtineri queat; nisi enim una saltem hujusmod
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solutio particularis constet, solutio generalis ne absolvi quidem po-
test. Pro hoc autem casu solutionem particularem sequenti modo
elicere licet, qui cum aliquid singulare habeat, nullum est dubium,
quin ejus ope hoc calculi genus haud parum  adjument: sit conse-
cuturum. A

Problema 86.

199, Si posito 0 2=—p 0 x 4 g0y debeat esse
z=pazxz 4B+ qglyx-43y,

valorem particularent investigare, qui loco z substitutus huic eon-
ditioni satisfaciat. .

Solutio.

Negotium hoc succedet, si pro z ejusmodi valorem quaerx-
mus, qui sit functio nullius dimensionis ipsarum x et y, seu posito
Yy — u x, quai sit functio ipsius u tantum. Ponamus ergo

z==f:u==f:2, eritque f"u___g:
at ob Bu__.?”—-—’f—:, erit
—(a—’--'-‘ﬂ‘)f":u, hin¢

— zou’
Quibus valonbug pro p et g subsmutis, condmo praesc.rxpta praebet

z=z@+Bup+(y+0uw g=— »—-uaz(a+ﬁ;l+az('y+g) s
unde fit
3_ — du
z - ’y+(6——a)u-—-ﬁuu
Ponamus
fvy‘-;-(&_—aar’;u—p{m =1,

ut flat 2=V, eritque V valor particularis pro 2 satisfaciens.
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Corollarinm {1.

200. Invento hoc walore V, praecedentis exempli ope solu-

tio generalis facile invenitur. Erit scilicet 2=V f :;_" existente
au __ (¢+Bu)ou .
U —y+8—a)u—pBuu’
unde patet gquantitatem U ex ipso valore particulari ¥V invenirl
posse.

Corollarjum 2.
201, Erit enim

IW==1y[y+@—a) u— Buu]+ 1G+a)du

v+ QO@—a)u—LBuu

ideoque -
_ IU=—1y/[y +@ —a)u—Luu] + j(@a~-0)IV,
sive
U— i
TG = u— puw’ e
z__Ylyze4G@—azy—Qyy)
v yi@—+9) ’

Corollarium 3,

202. Quocirca invenio valore particulari 2=V, ut sit

ov ___ ou . T
¥ = Y —ou—pus: Sxstente u— <

erit valor generaliter satisfaciens

_yeYZE+C—nzy—Byy . 2(yz+3y)—y @z -+By)
.z_.Vf. Yo s =Vf: TE=

2

Corollarium 4,

203. Hinc colligitur alius valor particularis, qui semper est
algebraicus, erit is scilicet
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. 1
z:[x(yx+3y)—y(ax+{3y)]“+8, B
vel ejus multiplum quodcunque. Nisi autem V sit quantitas alge.
braica, omnes reliqui valores erunt transcendentes, et in hac forma

contenti

x(yx—*—By)——y(ar-o—By)
Va+6'

z=lz(yz+0y) —y(az+ PP+ f:

Scholion.

204. Unicus casus, quo d — — & et conditio proposita
—pxz+BY +qg(yx —ay),
peculiarem evolutionem postulat. Primo autem posito u— z pro

. x’
valore particulari 2—1V erit

S Ju
lv—f'y—a cu—fBuu’

Tum vero ob
ou (a4+Buw)ou

u —"'y—nau—-puu
U:v’('y—-au‘u—puu) et %—}/(‘Yxx-—Zaxy—-ﬂyy)’,

ita ut jam valor generalis sit

, erit

,Z‘:':.Vf:('yxx-— 2 axy—Byy).
Per se enim manifestum est, formam f:}/T exprimi posse per

f:T. Nisi ergo V sit functio algebraica, hac casu nulle golutio
particularis algebraica locum habet.

Exemplum ¢,

2056. Si posito 9z—pox—+qdy esse debeat nz.._py—-qy’
indolem functionis z investigare.

Vol IIL. | '8
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Comparatione cum forma nostra generali instituta fit
a=—0, =i y=—L d=o.

Hic ergo casus ob d—~—a pertinet ad §. praecedentem, unde fit

IV=[—2%% . — —nAng tang. u.

—_—f Y

Cum igitur sit u —2, forma generalis est
N - . y
. z::c—nAng‘tang'Ef:(xx—}-yy)x

Exemplum 2.

206, Si pbsito 0z —pox 4 qdy debeat esse
z2—p@4+y) —qgx 41y,
indolem functionis 2z investigare,

. Comparatione facta fit
a—i,B—=1, y=—1, d—=—1,
Rincque

—_— ou I T —_— it
Iv= —r1—a2u—un " 1-4u? et V—e 4

et solutio generalis est

%
2=t (e .
Exemplum 3.

20:7. Si posito 0z2=—=pox +4-q dy debeat esse

z2”px—2y+4+q9C2x—3yy, o
indolem functionis z investigare.

Cum ergo hic sit _
a=1t,==—2,y=2,ctd=—38,
&xit primo
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— du —_— -4;1 -— =
V= 3—4fut-aun = 3-(:-—7&3 —a(x—9)°
et quia non st 0 =—~—— a, solutio gemeralie statim prodit

— . (2:0.7:4 4Fy+2yy)

F=Qrz—dzyt29y *f: e .
et db
=
V=—e*@—0), erit -
’ 2

z:la—f_;f:(x — e,

) ) st « o e —__ %
Unde -solutio- simplicissima est z — _—* >

Scholion.

.

208. Hic merito quaerimus,’ quo pacto haec solufio gene-
xalis statim sine .adjumento solutionis specialis inveniri potuisset ?
gequenti autem modo ista investigatio instituenda videtur. Cum sit

plaz4PByY —z—qyxz—4dy et
g¥z+4dyp=z—p@z+py),
51 uterque valor seorsim in forma
02—pox—+4qgdy
- :substituatur, prodibunt. binae sequentes aequationes
(@zx+B0z=20x—q(yx+dPox+qazx+fy oy,
(yoe+3y)02z=20y+p(yz+0y)dxr—p@z+ By oy
Multiplicetur prior indefinite per M posterior per N, et producto-
rum summa dabit
d0z[M@zx+ B +N(yxz+3d)]—2Modz+Ny)
=Np—-M(yz+dypdz—(ez+By dyl,
ubi jam M et N ita capi debent, ut prius membrum integrationem

admittat, tum enim ejus integrale aequabitur functioni cuicunque
quantitatis
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"/('yx—f—&‘y\ax-—(az—l—ﬁ'v)ay
Yex4+(8—ea)xy—pyy °’ _
quam supra (§. 197.) definire docuimus : unde patet illud integrale

fieri —=f: " Manifestam autem est, M et N ejusmodi funcuones

esse oportere ut ‘haec aequatio fiat possibilis

_a_g.__ MAx—+ NIy _
z — M(ax—+Py)+N(yx+38y)’
seu ut membrum posterius mtegratnonem admittat ; quod si enim

ejus integrale sit — IV, erit 5 —f: Pro hac¢ integrabilitate
ponamus y — i x, e¢ M et N functnoms ipsius. u, erit
0% ___ (M—I—-Nu)&x—}-ﬂxau

2 — Mx(a+Puj+ Nz y+3u)’
Ubi integratio succedit sumendo M= — N u, ut sit
‘ az —+ou
— Y FP—x)u—puu’ 58
— ou
IV /’y+(6—a)u——ﬁuu.’

prorsus ut ante.

Pr o.b.le ma 36.

209. Si posito 0z=pdxr—+qgoy debeat esse Z=pP+¢qQ,
existente Z functione ipsius z. tantum, P et Q autem functionibus
ipsarum x et y quibusvis datis, indolems functionis z investigare.

Solutio.

Formentur sequentes: aequationes ex propositis
LozzLpodx+Lgoy, MZox= MpPax-l-Mqan,
NZoy=NpPoy+Ng¢gQoy,
quae in unam summam collectae dabunt
Ldz4~-ZMOz~+ N3y =p[(L-+MP)d2x+ NPIyl
S+ IL+NQIy +MQol



CAPUT VL 144

Ut jam pars posterior habeat factorem a litteris p et q liberum, ﬁat
L4+MP:NP=EMQ:L+NQ, -
unde fit
LL4+LNQ+4+LMP—=0,sea L———MP~—~NQ,
quo valore inducto erit
— 02 MP+NQ)+Z Mox+NJdy) = Mg—~Np) (Qoz-~Poy).
Cum nunc P et Q sint functiones datae ipsarum z et gy, dibituf
multiplicator R, ut fiat
R(QO0x — Pdy)—20 U, ideoque ‘
—9z(MP4NQ +ZMJx+Noy) =22 57,
Pro partc priori capiantur fanctiones indefinitac M et N ita ut for-

mula %‘%’ integrabilis evadat, id quod semper fieri licet,
sitque -

Mox—4-NJy

MprRQ — O V
et ob

Moz +NIy=MP+NQJV,
aequatio- nostra hanc induet formam
M P+NQ(—3z+2dN="1"3y, seu

Np—Mg
— 0V =pgzmr+rng) -0V

Statqatur Jam

Np—Mq__
nz(mr—;—NQ)—f/ U,

t;tque habebxtur
—V=f:T, seuja”—-v-;-f U,

unde z determmatur per x et .

Corollarium (4.

210. Pro solutione ergo problematis: quaeratur prime ad fors
mulam Q 9 z — P 9y multiplicator R eanr reddems integrabilens,
statuaturque
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RQox —P0oy) —0oU, :
unde colligitur quantitas U per binas varmb'le: z et y ex.pressa

Corollarinm 2.

244, Deinde quantitates M et N ita capiantur, ut formula

%lg?' fiat integrabilis, -cujus integrale si statuatur — ¥ statim

habetur solutio generalis problematis, quae dat
2=V * u.

Exemplum,

212. 8i Pet Q sint functiones homogeneae ipsarum x et y
utraque dimensionum numeri — n, solutionem pro-
blematis perficere. '

Ponatw y — u x, et tam P gquam Q fiet productum ex pote-
state x" in functionem quandam ipsius u. Sit ergo
P—2x%S et Q = 2" T,
eruntque S et T functiopes datae ipsius #. - Tum wero ob
oy =uodzx-+zou, ' ‘
formula ’ «
Qox—Poy
abit in
2*Tox — z*Sudx — x""“"Sau-—x"[(T —Swoz—Bxoul.
Sumatur ergo _
|
R= T =5 fietque

U =2 — 59 unde colligitur U.

x, Su
Deinde pro altera quantitate V habebimus hanc sequationem

3\} M4+~Nwox—+Nzpu
' Z*(MS+NT) *
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ubi jam facile est, pro M et ‘N ‘djusmodi functiongs ipsius w assu-
mere, ut haec formula integrationem admittat. Integrale scilicet erit

v — — M —Nu
—(n——l)x"“‘(Mb—}—NT)’
&tMetNaeu~‘“K ita accipi debet, ut fiat
t K+u _ & - ou

—KK0S +~KSQu —uKoS—uSoK~+ToK —-KJT
+Tbu-—-uaT+(n—-1)Bu(KS+’F)_.0
quae ad hanc formam ‘reducitur
(T—SwoK+KnSou—~ugS—=9T)~KKJdS+nTodu~udT=o.

Ex qua, concessa aequationum resolutione, cognoscitur quantitas K,
qua inventa erit

v_—

—K —u
(n— 1) 2" (KS+T)

" Cum autem illa aequatio solutu difficilis videatur, ponatur stwm
K+u

kST — — v, eritque
K=T""" et KS4T— ———:’:ss:,
ande fit
—1) 3 —
Ju G=i2e =S — o,

—V
(n o—— ‘) xn‘-—-l"

qua resoluta erit V. —

C‘oroliarium.

Z$3. Casus autem quo n==1{ singulark evplutione egct.
Facile autem patet tumt sumi debere M=-Nu, ut fiat V=2
unde postquam quantitas V fuerit. inventa, erit semper

Z S =V f:U.

'r-o-s:’
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. Scholion. .. .
-
"214, Cum ‘ternae variabiles z, y, z, sint inter se permu-
tabiles patct hoc problema multo latius extendi posse. Scilicet si
conditio proposita hac continewur aequatione pP+4+¢gQ—+ R — o0,
_non solum solvendi methodus adhibita succedit, si R sit functio
ipsius z, et P cum Q functiones ipsarum z et y, sed etiam si
fuerit P functio ipsius’ z et Q et R functiones ipsatum y et z;
tum vero etiam si Q functio ipsius y, at P et R functiones bina-
rum reliquarum x et 2. Haec vero conditio cum  ante tractatis eo
redit, ut binae formulae differentiales p et ¢ sint. a se invicem
separatae, neque plus una dimecnsione occupent, etiamsi et his casi-
bus ingens restrictio accedat. Quodsi autem conditio magis sit com-
plicata, solutio vix unquam sperari posse videtur, interim tamen
casum ejusmodi proferam, quo solutionem expedire licet.

Problema 37.

246. 8i posito az_pax+qay, debeat esse
) g —Apratyt 2,
indolem functionis z in genere mvcsttgarc. '

Solutio.

Posito hoc valore loco ¢, habebimus
0z—podzx -+ Ap"2*y* 20y, unde fit
Ayrdy—p—"z—r2z—"@Qz —po 2.

Ponatur p—*z—>2z—Y — ¢, ut sit

TR S
p=—=¢t ™x "z ™ eritque .
: n—z A

- vy pewer’ SENSATEPE, A
Ayroy—tdz——t ™ .z ™z *Quz
Btatuatur porro’ °  ° '
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vy n
1z —uh, seu t—= P rPut, erit
on v N
y“‘ay'—u"—‘z"_"az—ux "adzx.
J am partibus quoad fieri licet integratis adlplsclmur
B mdv—s " A-A 1 mhv—r n—-\

— n—t — — — P
“+ly}t+x n_H_luu iz “n—1 + lx - fau(u+, .un iz -1 x® )
at: oung splgtionem per pmcccptn sapra- data e!pedu'e lncet; scili-
cet statuatur v

’ b 4 1|,+y_.1 w—_
s . !' _ e ry— l— _;_._- .
i +2xT t =f,
eritque .© . " -7 - T
. ' n+V-“l . n_} .
H!:'—_—-—"_ el n'—x_-‘ ® — _
"""y — st % +n—i““" nf:u,

atque ex his binis aequationibug si elidatur’ u, dabuur utique z per
x et y.

Corol[arium i. . -

'216. Casus n=I1 peculiagem postnlat tragtationem, cum
enim posito P—7z r—Xz—Y sit

Ayt oy=tdz —a— == da, et |
: p.-{-; y’""l ——— .._4_ wl—} - ¥ +fa z (t — ;:v-_: xlrlz—-i—pl)’
atque hinc:statim concludatur' T i

i_ft-—- bt = gt f' z, existente:

t._)\_.__xx—-)u —v—x__fv P

L N

Qoro“ a'-xi-wn\‘i ‘2,

217. Casus autem n—<-y— 4§ == 0' et n'— X — 0 nullam
facessunt molestiam, cum sit priori- casu' . - :
n—tf-y—1 ' .
Re—1 m—
=z T = lz,

Yol. IIL 19
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posteriori autem
n—Xx
n

P R,
n—-—x“" =lx

quos valores in solutionem introduci oportet.

Exemplum

248. Si posito az:pbx -9y debeat esse pqu—_;ag.;

seu ¢ ::;—:5, functiqnem z investigare.
Erit engo '
2z =pdx+ 5, seu P =@z —pdan
Ponatur ‘—’;:f, seu p _'—f, erit “—:—'—’-’-—ta —-":a’.
Statuatur porro t{fz—uu, seu ¢t — 7;, ut sit
ady udz __ sudx

y T V= =
€t quoad fieri potest integrando
aly—=2uyz—uulex — fQu(2yz—2uix),
ifta ut jam post sigmum integrale unieum differentiale 0 & reperia-
tur. Posito ergo
Ve—ulz—="~_:u, erit

aly—'Zu]/z—uuZx-—zf uzwuulz+2uf:u—2f:u.
Pro casu simplicissimo sumatur £ :u=0 et f: u=—0, erit u_‘;:
ideoque ‘
:E, )
ita ut pro easu simplicissimo sit z2—alx.ly. Si ponatur
fru—ulc et fiu—juule, ert
— Yz __ V2 t
T lx+t1¢ T lex ¢ .
— 2z’ zlx gle __ Iz
R a[y_lcx—(}cz)lr_(_lc:‘-""lva’
Ma ut sit o

z2=alyde4lx,

aly___’z' z z




’

magis generaliter autem erit
. z2=a(lddb+1ly) (e 4+12).

Scholion,

219. Methodi hactenus  traditae- haud mediocriter amplifica-
buntur, si loco binarum variabilium x et y, quarum functio esse
debet z, binac aliae variabiles £ .et u introducantur, quarnm relatie
ad illas detur, Ita si z sit functio binarum variabilium x et g,

ut inde prodeat
0z—pdx—+qoy;
ac loco x et y aliae novae variabiles Z et u #ntroducantur, ut
jam differentiatione instituta prodeat
0z—rot+sou; .
qfaeritur quomodo r et s per p et ¢ determinentur, pro relatione
imter pristinas variabiles x, y et novas ¢ et u stabilita. Hinc ergo
tam x quam y certae cuidam functioni ipsarum ¢ et u aequabitur,
quae cum detur sit
0x—=P0ot4+Qouet dy—RIt3+S0u,
ita ut facta hac substitutione z jam sit functio ipsarum £ et u.
Cum igitur esset :
0z2—podx—+goy,
erit nunc
0z—=Pp+RPIt-4+(Qp4+5¢)0u
Est vero per hypothesin
0z=—rodt—+s0 u,
unde habebitur
r—=Pp+Rqgets—=Qp+4-8gq.
Quare facta hac substitutione walores dnﬁ‘crenuales ‘novi ex praece-
dentibus ita detcrmmabuntur ut sit

S =r +R(3-3) et (5;=Q(§—;)+S(§—;)-

CAPUT VL 147
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Unde etiam cum sit vicissim , '
Qr—Ps—=(QR— P8 g-ttSr = Rs==¢@3.— QR)p,
concludimus fore

@)—ps——on GD PS—OR( ) A

Bz

i

— D 09z ot
"""rs-—om( )'f"ws—-di ) e
¥iel -ourh’ :z."at y- porinde ac z sint functiones apaarum-t et-u -haee
relatio “Hta exprimi: potest, it sit '

G=GHGA+Gh G—”) et
CH=E)CD+GD )

Hinc efficitur, ut quae problemata .pro data quadam xelatione mter
P> ¢, *, Y, = resolvi possunt, ga quoque pro relatione .imde resuls
tante -inter r, s, £, -u et.z resolvi queant; unde saepe proble-
mata nascuntur, quae solutu vehementer difficilia - videantur, ex. quo
non contemnenda subsidia in hane Analyseos partem mfern pos-
‘'sent; sed quia usus praccipue in formulis differentialibus _secundi
gradus spectatur, his uon. fusnus,xmmorans ad eas evoluendas pro-
gredlol. )




CALCULI INTEGRALIS

LIBER POSTERIOR.

PARS PRIMA,
SEU ,
INVESTIGATIO FUNCTIONUM DUARUM VARIABILIUM EX
DATA DIFFERENTIALIUM CUJUSVIS GRADUS
RELATIONE.

SECTIO SECUNDA,"
INVESTIGATIO DUARUM VARIABILIUM FUNCTIONUM EX

DATA DIFFERENTIALIUM SECUNDI GRADUS
~ RELATIONE.







CAPVUT L

DE
FORMULIS DIFFERENTIALIBUS SECUNDI GRADUS IN
. GENERE.
- Problema 38,
220.

Si z sit fanctio quaecunque binarum variabiliimt 2 et g, ejus for-
mulas differentiales secundi gradus exhibere.

Solutio

Cum z sit functio binarum verisbilium = et g, ejus differens
tiale hujnsmodi habebit formam
0z =pdx—4¢dy,

ex qux p et ¢ sunt formulac differentinles primi gradus, qnaw ita
denotare solemus

— T
P=GD et e=(3-

Cum nunc sint quoque p et ¢ functienes ipsarum .z et y, fermu-
lac differentiales inde natae erunt formulae differentiales secundi
gradus 1psma z, unde intelligitur quatuor hujusmodd formulas nasci

aq

’ (ag) (59 (ay)
quarum antem secundam ac tertiam inter se cougmere in calculo
differentiali est demonstratum. Sed cum sit p — (g;), simili scri~

bendi ratione erit (a") = (;‘.z) cujus scripturae mgmﬁcamn hine-
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(332

ha’ atque ob

spont.e patet. Deinde eodem modo erit (af) =
(az) habebimus
9 00 o a0
_ (a:)-—(ay azx) et‘ (82 (Bz_z)' ;
Quia ergo est ( aaz)_(aaz) functioni z convenient tres for-

dyad dxdy
mulae, dlﬂ‘erentlales secundi gradus, quae sunt

C;::; z).

Corollarium {.

i

221. Ut ergo fimctio %z dharam ‘variabilium x et y duas
habet formulas differentiales primi .gradus /

G et 53

ita habet tres f‘onmulas dn {ferentiales secundi gradus
aaz Gaz i ' T
ax’)’ xay . .

Coro‘lla'r’ium 2.

.. 222, Haéletpo foritlae per duplicem diffetehtiationera’ nascun-

tur, unicam tantum quantitatem pro variabili ateipienda. In prima

scilicet bis eadem z varjabilis sumitur, .in» seeunda; ¥ero 'in altera

differentiationg @, in .alteragutem' y . variabilis acmpltur,,. in;, tertia

autem bis y. : <
Corollarnnm, 3..

- 223 .:Smili:. modd patet; :ejusdeny fqnemm; 3 quatuor dnn
lonmulas diffexentizlés tentii. gradus, : scilicet:r - N
3 3z dlz d3iz . . Tt
v ax’)’ x’ay) (8::8,7’) (ay3> .
quarti autem gradus qumquc, quinti, Sex, ete. -
b B Y PR L .

Scholxon

-t -

I 224. Formulae hae d;ﬁ‘e;entgaies sacundf gradus ope substi-
tutionis saltem ad formam primi giadns revocari possunt. Veluti
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formula (gg-f-), si ponatur (g:) —p, transformabitur in (aa—: ); for-
mula autem (aa ) eadem substitutione in hanc (a’) At posito
z) — ¢, formula (a——) transmutatur in hanc (aq) formula au-
tem (g 2‘) in hanc (3") Vicissim autem utn ex aequalitate p= (a %)
deduxnmus
(ai) = (g‘?c_:) (gp) - axaazy

ita ex his ulterius plogredlendo colligemus

90p 93 z 00 p 83 a3
(a;,.-’) - (ax3) (a:ay x’zg P) (axdzy
Tum vero etiam si ponamus (aq) xa;y) hinc sequentur istae
aequalitates
aaq 03z 09q ) ey 0z
ax’ - x‘ay) xdy (838y°

chque est quasi novus algorlthmus, cujus principia per se ita sunt
manifesta, ut majore illustratione non indigeant.

Exemplum 1.

225. &8isit z2—=xy, e¢us formulas dzﬁ'erentzales secundz
gradus exhibere. .
/0%

Cumasit (a-x):: aya et \ay)_x erit
) —_ — —
5o =0, (G35 =1 et 0.

Exemplum 2.

226. 8i sit z=x™y", ejus formulas differentiales secundi
gradus exhibere. ’
Cum sit (a’) —ma™ "y et (gz) —naxmyr—?, erit
(33: —m (m - 1) Zm—2 4, (aaxaa% —mna® Tyt
(g_-g?z -_-n (n — ‘) xm yu—ﬂ.
Vol, IIL ' 20
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Exemplum 3,

227. Sisit 2=y (xx 4yy), eus formulas differentia-
les secundi gradus exhibere.

Cum it
0z t (as —_— y o
;)—-7(:.: Ty ¢ oy —VGEz+97) N
aaz) vy aaz)____—xy .
0z’ (wx—l—yy)g 0x 0y (xx—l—yy);
205y P aa

— 5
oY x4 yy?
Scholion.

228. Quemadmodum binae formulae-differentiales primi gra-
dus cujusquc functionis 2z ita sunt comparatae, ut sit
0 9
azzax(ﬁ)-—}—ay(a—;),
et integrando
‘ — L)
2 =[D = () +3y ()1,
ita quoque in formulis secundi gradus erit
29
=/0=2Gg) +0y G371 «
29
(;’) [P= (355 +29 G3)1-
Tres igitur formulae secundi gradus semper ita sunt comparatae,
ut geminam integrationem praebeant, si scilicet cum differentialibus

dx et 0y rite combinentur, haecque proprietas quae probe note-
tur, in sequentibus insigne adjumentum afferet.

' Problema 39.

229. 8Si z sit functio binarum variabilium z et y, loco x
et y introducantur binae mnovae variabiles £ et u, ita ut tam =z
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quam y aequetur certae functioni ipsarum ¢ et u, formulas diffe-
rentiales secundi gradus ipsius z respectu harum novarum variabi-
lium definire.

Solutio.

Quatenus z per z et y datur, datae sunt ejus formulae dif-
ferentiales tam primi gradus (g% , a;), quam secundi gradus (g%’),
aaza;y) ( z), ex quibus quomodo formnulae differentiales respectu

novarum var:abilium t et u detcrminentur definiri oportet.  Pro
primo gradu autem cum sit

az:ax(g:)—;—a (g’)
quia tam x quam y datur per t et u erit

dz=23t() +oul) e dy =23t +0x3),

quibus valoribus substitutis habebitur ipsius z differentiale plenum
ex variatione utriusque { et u ortum

- 0 0 0 9 0 9 9 )
02=3t(H) G +ouGR) G+t (G G53) +o= (5D G3)-
Quodsi jam vel sola ¢ variabilis sumatur, vel-sola u, prodibunt

formulae differentiales pnmi gradus

3y /9 az __ /3
G =GHE+EE) =G+ &
Simili modo ulterius progrediendo, differentiemus formulas
Ch=r et (3H=g
primo generaliter, tum vero loco x et y etiam ¢ et u introduca-
mus ; hincque nanciscemur

A= @+ e, <§>—<3u><a:>+<3><a;’>
=) & )+(§f><a,) =6+,

unde poterimus formulas (a:) et ( ) pro variabilitate tam solms t
quam solius u assignare ; scilicet cum sit
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G =rGD+9GD ¢ GD=rCD+ G,
?f—,?):- PO+ O+
+2<a,><§><£ >+<§’>z (3;‘::
ataazu - aataa’:)( )+(ara":4)( )+ r )(gjaz)
PG GG+ 2 <:;”;;>+«a--,> GO G5
= a,‘a>( )+<§if>( 5+ 332
+2(D )2 + (3 223).
Corollarium 1.

, 230, Proposita ergo conditione quadam inter formulas diffe-
rentiales functionis 2, quatenus per variabiles ¢ et u definitur, eadem
conditio pro eadem functione z transfertur ad alias binas variabi-
les z et y, ab illis utcunque- pendentes.

Corollarium 2,

231. Formulae. quidem

(gf) (Z), G- Gy), ete,

per ¢ et u exprimuntur, ex relatione, quae inter z, y et ¢, u
assumitur, verum indidem eaedem formulae ad variabiles = et y
- revocari possuut,

Scholion.

282. Quemadmodum hic variabilitas: quantitatum ¢ et u per
formulas differentiales ex variabilibus x et y natas est expressa,
ita vieissim si variabiles £ et u proponantur, ex quibus certo modo
alterae x et y determinentur, sequentes reductiones habebuntur,
facta tantum variabilium permutatione. Primo scilicet pro formulis
primi gradus
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Pro formuhs autem dlﬂ‘elemlahbus secundt gradus

00 2 oot az ddu\ Oz ot 00z

(a,,)—-(a,,) 57) + (aaa) G2+ G2 a,,)

Baz
39 . (ax)( 358") + G d"’ 23
2 aar u z
%9y :ay )8-8-'- (axa_'y) ( )+a( ) ( )(at’ R
ot z 0z az
33 x) ( araaua (3:.) ( arbu) +( ) (8_') (au’
2 u
(a_yn)——( ')( )+(a_yz)( )+( )z(ar:)
00z au
+2( )( )(arau)+( : au’

ubi determinatio litterarum ¢ et u per alteras x-et y considerari
debet. Quoniam scilicet in conditionibus praescriptis binis variabi-
libus = et y uti solemus, earum loco alias quascunque ¢ et u intro-
ducendo, loco illarum formularum differentialium has novas formas
ad variabiles ¢ et u relatas adhibere poterimus, ubi deinceps rela-
tio inter variabiles x, y et £, u ita est constituenda, ut quaestio
solutu facilior evadat. Pro variis igitur hujusmodi relationibus exem-

pla evoluamus.

Exemplum 1.

233. 8i inter vanabzles x, y et t, u haec relatio consti-
tuatur, ut sit
t—az—+Byeu—yzxz4+Jdy,
reductionem formularum differentialiam exhibere.

Cum sit

oty __ oty ___ duy\ ___ ouy

Ga)=a: (5;) =8 GD="7r> G;) =39 .
hincque formulae pro secundo gradu evanescant, habebimus pro
formulis primi gladus

=@ +vG O=pC+3E
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pro formubs autem secundi gradus
09z

a3 +2ay ) +v v
a,?a?)— a8 3D+ @iy izv-.-vscs“
G—f) BRGD+ 383 (7 +33 D).

Corollarium f{.

234, Si sumatur t—x et u—x -y, erit
a—1, =0, 'y..._l eta—‘l,ergo

(gx)—‘Gr)‘*‘( 55 "'"(au), atque

aa)— ag+2 (;;31)4- v
(ax;y — ataz)_‘l—(au’)-’

(g _au’ |

Corollarium 2.

285. Etsi ergo hic est t.._x, tamen non est (at) (
cujus rei ratio est, quod in forma (a——) quantitas y sumitur con-
stans, in (Btz) vero quantitas u ==z -}y, id quod in genere no-
tasse inuat, ne ex aequalitate {——a ad aequalitatem formularum

'(gi‘) et (37") concludamus.
Exemplum 2.

236. Si inter variabiles t, u et x, y haec relatio consti-
tuatur, ut sit t—az™ et u— By s reductionem
exhibere. ‘

Hic. ergo erit

- t 00t -
)_.max"‘ s (3—3,)::.0, - G =m@m—1)aaz™

(gx_:o, ‘?—;)::nﬁy"_-’ (gau)__n(n—l).ﬁy“,
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unde obtinemus pro formulis ,primi. gradus

G=maz*—13}), GH=npy— Y,
pro formulis autem secundi gradus

(gi’) =m@m— {)az™"2 (a,) +~mmaaqgxr™—2 (aa'

392 « ___ et e, 00%
Groyd =mnafx Yy 310w)?

L] — —g 2 N=—

G =n@— OBy +nngyn—s 25,
in quibug formulis jam loco x et y earum valores per tetu
induci debent. :

ExemplAum 3.

237, 8i inter variabiles t, u et x, y haec relatio consti-

tuatur, ut sit x—t¢ et =—u, formularum differen-
tialium reductionem exhtbcre

Cum sit £ —z et u.:;, erit

hincque formulae mvoluentes 00t evanescunt. Porro
au — ___ — -—-z ‘_s _uu
t ’ (

9x "t »
ad a0 - 09
a_xl:) _— 0 (axa'jy) _yy t’:" (ay’u) —_ _;°=;_“‘3’

unde pro formulis primi gradus habebimus
d 0% -
=G +iG)> G =G

pro formulis autem secundi gradus

00% ak ,00% 00 %
J9x3 at’) + atau) + au“)
(aaz —un a_z 003 2N
553y) = au)_’T Tta‘u)'—ﬁ 3l >

90 ’ 2 09
(a_yf — 2: :) + auf)



Exemplum 4.

238. &i inter variabiles t, u et x, y haec relalio consti-
tuatur, ut sit t—e* et u—e*y, seu x — It et
y—= ;f, reductionem formularum differentialium exhi-
bere. ) .

. Hic ergo est

3t . . at 33 .
LG =e=t, {h=10, h ===t &

. 3;5;) == 0.

Deinde )

du, _.
(a,'—:)-—e“’y:u, (g—;):e":t,

tum vero .

oduy ___
(871: —fy—u, (a?a—"}):e“:t, (z—:,f)_—_o.
_Quare pro formulis primi gradus habebimus

Iz, __ iz d 0 2
G =EGH UG, G =tGy-

Pro formulis autem secundi gradus

39z, __, @ "

G =t +ul 4+ te A 2t u G+ uu @iy,
99z, __ , 8

(oo =D - 66 (22%) £ 222,

(a_az)__”(aaz

an — .a?)..

Scholion.

239. In formulis generalibus §. 232. datis assumsimus valo-
res variabilium £ et u per x et y expressos dari, et universa evo-
lutione facta tum demum pro x et gy varisbiles £ et u restitui
Commodius ergo videatur, si statim variabilium x et y valores
per ¢ et u expressi habeantur; verum inde valores formularum

g—i), (g—;), etc. nimis complicate. exprimerentur, quam ut eas in

calculum introducere liceret. Scilicet si x et & per ¢ et u dentur,
inde fit
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_) B G
=/ T G ED — GO
ac formulae secundi gradus multo magis proditurae sunt perplexae.
Quovis ergo casu, quo hujusmodi reductione utendum videtur, con-
jectura potius quam certa ratione idoneam variabilium immutationem
colligi conveniet. Alia vero etiam datur reductio saepe insignem
utilitatem afferens, dum ipsius functionis z quaesitae forma muta-
tur; veluti si ponatur 2 = Vv, denotante V functionem datam ip-
sarum z et y, ita ut jam v sit functio quaesita; quin etiam haec
nova quaesita v alio modo cum datis implicari potest.

Problema 40.

240. Proposita functione z binarum variabilum z et y, ac
posxta 2z —Pu, tta ut P sit data quaedam functio ipsarum z et y,

formulas differentiales novac functionis v exprimere,

Solutio.
Cum sit z— Py, ex regulis differentiandi traditis habebimus

primo formulas differentiales primi gradus
o P )
GH=EDv+PE) « G =G +P G-
Atque hinc deinceps formulae differentiales secundi ordinis ita pro-
dibunt expressae

-*’-“’“)- %) 02 (D G +P G-

ox3? .0 y*?

0my 32y, 4 (%) () + D+ PG

axa x0Y

Gy =2 +PGED.
ubi cum P sit functio data ipsarum X et y, ejus formulae diffe-
rentiales simul habentur.

Yol. IIL 21
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Coerollarvium {.

241. Si P esset fuactio ipsivs z tantum, puta X, tum po-
sito. 3.-= Xv erit '

(g—z):(g’: v-l.-X(g”) et (ay)__X(a"), tum
8:2 - ) ”x(ax)—l_x
=3 @ +x &,

S =xe

Corollarium 2.

242. Transformatio haec easdem variabiles x et y servat,
et tantum loco functionis z glia v introducitur; cum ante manente
" eadem functione z, binae variabiles x et y ad alias & et u sint
reductac. Ex quo Hhae dume transformationes genere sunt diversae.

Sche-llion {.

243. Casus simplicior fuisset, si per additionem posuissemus
z2=—=P- v, ut esset P functio quaedam data ipsarom z et y;
verum tum transformatio ita fit obvia, wut investigatione non indi-
geat ; est enim manifésto

=@+ =R+
& =34+,
) = (a?;;)+ R
G = G+

Neque vero etiam fomas magis compbsitas evolvi necesse est, ve-
lod’, si ponamus z—1/(PP 4-wp),. quandoqmdem talis forma. vix
unquam usum foret habitura..
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Scholion 2.

241. Pracmissis ‘his principiis et transformationibus, mego-
tium aggrediamur, et methodos aperiamus, ex data velatione inter
formulas differentiales secundi gradus, et primi gradus, itemque ipsas
quantitates principales, harum ipsarum relationem investigandi. Hic
scilicet practer .ipsas quantitates z, y et 2z, earumque formulas dif-

ferentiales ‘primi gradus (g—:) et (g—;) considerandae veniunt ‘tres

formulae differentiales secundi gradus (gi;) , (%) et (ga—y?); qua-

rum vel una, vel binae; vel omnes tres in relationem propositam
ingredi possunt, ubi insuper ingens discrimen formulae primi gra-
dus, sive in relstionem ingrediantur , sive secus, constituunt. Non
solum autem nimis longum foret omnes combinationes, uti in prae-
cedente sectione fecimus, prosequi, sed etiam defectus iMonearum
methodorum impedit, quo minus singula quaestionum huc pertinen-
tium genera percwramus. Capita igitur pertractanda ita institua-
mus, prout methodus solvendi patietur, ea, ubi nihil praestare li~
.cet, penitus praetermissuri. '
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UNA FORMULA DIFFERENTIALI SECUNDI GRADUS PER
RELIQUAS QUANTITATES UTCUNQUE DATA.

Problema 41, cm
245.

Si z debeat esse ejusmodi functio ipsarum x et y, ut formula se-
cundi gradus (gi—f) aequetur functioni datae ipsarum x et y; indo-
lem functionis z investigare.

Solutio.

Sit P functio ista data ipsarum x et y, ita ut esse debeat
gg—f):P. Sumatur jam y constans, et cum sit

a..(g—:) :ax(gaz), erit 9 . (f;—:) — Pox,

x’
unde integrando prodit
%) = SPdz - Const.

Ubi in integratione /PJdx quantitas y pro constante habetur, et
constans adjicienda functionem quamcunque ipsius x denotabit, ita
ut haec prima integratio pracbeat ‘

(gf = /Pox + f:y.
Nune iterum quantitate y ut constante spectata, erit
0z — Oz (g—:) seu 0z — OJx/Poxr —+ oxf: y,
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ubi cum /PJx sit functio ipsarum = et y, quarum haec y con-

stans assumitur, integratio denuo instituta dabit .
2 — fO0x/Pdx 4 zf:y 4 F : gy,

quod est integrale completum aequationis differentio - differentialis

propositae (gif) — P; propterea quod duas functiones arbitrarias

f:y et F:y complectitur, quarom utramque ita pro lubitu “accipere

licet, ut etiam functiones discontinuae non excludantur.

Corollarium 1.

246. Quodsi ergo proponatur haec conditio (g—:,) =0 ejus

integratio completa dabit
z—xf:y+ F :y9,
ob P—0, cujus veritas ex differentiatione perspicitur, unde fit

primo (g:)::f:y, tum vero aiz," — o0,

Corollarium 2.

247. Eodem modo in genere integrale inventum per diffe-
rentiationem comprobatur. Cum enim invenerimus
z2 — foxfPox 4+ zf : y 4+ F : gy,
prima differentiatio praebet
(g—:) = fPox 4+ f: g,
repetita_ vero | g%) =P

Corollarium 3.

248. Simili modo si haec proponatur conditio %gf =Q,

existente Q functione quacur<ue ipsarum x et y, integrale com-
pletum reperitur ‘

2 — /oYy + yf: 2 + F : x,
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ubi in geminatoe izite.grali SOY/Qoy quantitas x pro consiante
Labetur.

Schoelion.

249. Hinc ratio integralium completorum, quae ex formulis
differentialibus secondi gradus nascuntwr, in genere perspicitur, quae
in hoc est sita, ut duac functiones arbitrariae invehantur , ubi ite-
rum notandum est, has functiones tam discontinuas quam continuas
esse posse. Nisi ergo per totam hanc sectionem integralia duas
hujusmodi functiones arbitrarias involvant, ea pro completis haberi
nequeunt. Quotiescunque enim problema ad hujusmodi aequationem
(g%’;) — P perducit, ejus indoles semper ita est comparata, ut tri-
buto ipsi x certo quodam valore z—a, tam formula (g—:f) quam
ipsa quantitas z datae cuipiam functioni ipsius y aequari pessit.
Quare si tam integrale fPdx quam hoc S0z /Podx ita accipiatur,
ut posito x = a evanescat, erit pro eodem casu z — a, valor

(g—:)'::f:y et z —af:y 4+ F :y,
unde ex problematis natwia utraque functio f:y et F:y definitur.

Haec autem applicatio ad omnes casus fieri non posset, nisi inte-
grale completum haberetur; quamobrem "in hoc praecipue est in-

cumbendum, ut omnium hujusmodi problematum integralia completa -

habeantur. Caeterum hic in perpetuum monendum duco, quoties
hujusmodi formula integralis /Pdx occurrit, semper solam quantita-
tem x variabilem accipi esse intelligendam ; siquidem si etiam y
variabilis acciperetur, formula /Pox ne significatum quidem admitte-
ret. Simili modo in formula j0z/Pdx intelligi debet, in utraque
urtegratione . solam x variabilem assumi. Sin autem talis forma
JSoY/Pox ovccurrat, intelligendum est, jintegrale /Pdx ex variabili-
tate solins x colligi debere, quod si ponatar — R, mnt habeatur
JROy, hic jam sola y pro variabili erit habenda,
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Exemplum ft.-

250. Quaeratur binarum variabilium =z et y ejusmodi func-

tio z, ut sit (a y=%.

Cum hic sit P—"2 erit
a

SPox — T et [oxfPox — =r,

ba
sicque habebitur ex prima integratione

B = 4 fy,

na ut posito x —— a, formula (g-:) functioni cuicunque ipsius y ae-
quari possit, seu applicatae curvae cujuscunque respendenti ab-
scissac . Tum vero altera integratione instituta, erit

z:":—f—l—xf y +F:y,

qm valor casu x —— a denuo functioni cuicunque ipsius y acquari
potest.

Fxemplum 2.
25t. Quaeratur binarum variabilium z et y ejusmodi fune-

to =, ut sit (32 =yt

Ob P'= e, erit
" SPox = ay (zx + yy), et
SOz Pox = af 0z Y/ (xx - yy) = [ ax  (xx <}~ yy)
 Ahayyllz VY @z -yl
unde priirm integratio praebet
( =) = ay (xz 4yy) -} f:y altera’ vero
z=fazy/(xx+yy)+jayyl[z—+Y (xz+yy)] +2f:24-F: g,
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Exemplum 3.

252. Quaeratur binarum variabilium xz et y qusmodo Junc-

00% '
tio z, ut sit ( —) — V(s —xz—yy)°’
. —_— 1 4
Cum sit P__V(u__u_yy), erit
JPdz — Ang.sin. (“x— )’

tum vero
Dx
J0x/Pox — x Ang.sin. V(ea _—j fz/ (ac:xx -

Quare mtcgnatto prima praebet

)_—...Ang sin. —n + ¥

V(aa—yy
hincque ipsa functio quaesita erit

z:_—_xAng.sinVFai_W)- ~+-V(aa —zx —yy) + zf:y+F:y.

Exemplum 4.

263. Quaeratur binarum wvariabilium x et y ejusmodi func-
. ., (9 .
tio.z, ut sit (ai 3) — z sin. (x =4 y).

Ob P — z sin. (x -+y), erit
JSPox — fxoz sin. (x + y) == — x cos. (x—y) -+ /Ox cos. (x 4 y)
seu fPdx — — x cos. (z < g) — sin. (x +¥).
Tum vero est
JSxoz cos. (x + y) — z sin. (x + y) 4 cos. (x + ),
ideoque

Sox POz — = 2 cos. (x —}-y) — x sin, (x - ).
Quocirca ambo nostra integralia erunt

(g-:) —sin. (@+y) — xcos. (@} 4f:y et

Z2—==—2c08. (x +y) —xsin.(x 4 y) +2f:y +-F:y.
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Problema -42.
‘254, - '8i :z decbeat ‘esse ejusmodi Ffunotio weriabilim .z et
ay, Wt sit
oz, ;0%
Go =P O+,
«existentibus P et ‘Q functionibus quibusvis dpsarum .z et ¥, iindolem
fundtionis z iin ;genere investigare,

Solutio.

‘Ponamus ‘hic ( y==w., wt sit (a ) — (ax)’ erit mostra ae-

«quatio ‘integranda

(rg':) -~— Py - :Q
'Spectetur rergo ‘sola x wut ‘variabilis, ‘et «ob Jv ==z (a ), verit

0v == Pvoz -} Qoz,
quae per «—J/P9* multiplicata ‘et integrata -dat

e~ PRy — fe—IPE QI — f: y,
iﬂeoque

) — eJPOZ 1 e >—JPox Qoz - eJPox £ - y.
Reﬁneatur so]a :z ‘variabilis, Bpectata y ut ‘constante, ret ‘ob
= oz (%) erit '

7 == fe/PO% 9z fe=TPOZ QR 4 f 1 4/l PO* 9z + F 1 y,
quod ob binas functiones warbitrarias f : y et F:y ‘est integrale
completum. :

© Corollariam 1.
255. Problema hoc multo latins patet praecedente, ‘cum

conditio proposita -etiam formulam ‘primi radus '@g) involvat, i~
hilo vero minus solutio feliciter ‘successit. ‘

Yol, IIIL ' 22
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Corollarium . 2. N
256. Hic ergo quadruplici integratione est opws, primo sci-
licet quaeri debet integrale /Pdz, quod si ponmatwr — IR, quaeri
porro debet integrale .
fe/¥9% 9x — fRox,
quod si poramus — §, restat integrale
. Qdx __ paq QO
JRO=f 5= = fosf 5~
quod abit in
Qax Qsdx -
Sf5% — 5

Me ut insuper hae duae formae integrari debeant.

Corollarium 3.

257. Eodem omnine wmodo resolvitur pmbl'etmi_, que esse

o = PE) + Q,

si P et Q fuerint functiones quaceunque datae ipsarum x et y.
Reperitur enim

@) = e/ fe— 1P Qay - P £z e
2 = /e Qyfe=I™7 QQy 4 f1z. [e/P 3y 4 F .

debet

Exemp}um t.

258, Quaeratur binar um variabilium = et y ejusmedi func-

tio z, wut szt( )__(63

Positg ( N=w, sumtoque solo x variabili, erit ¥ — ™
ide du ___ nox o= *
oque —~— —, cujus integrale dat
v :(g—:) —a®f: y.

Jam iterum sola x pro variabili habita , erit
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0z == 2"oxf : ¥y,
cujus integrale completum est
U - .
2 = ot fa;zy-}-F ay‘
Casa autem n== — 1, seu (3.,) === (), erit

(gf)zif:y,,'etz::-lx.f.y-vf-l‘:y.

Exempium 2.

259. Quaeratur binarum variabilium x et gy gusmodi func-
99z

lw =, ut sit (ax.).__‘ (Bx)+§y~ '
Posito (3% =1y sumtogae Sole x variabili, erit

ox D ? ®
— nvix x ) !

av — s + xy .

quae aequatm per x" divisa et mtegtata praebet
v __ & { Ox ___ £ .
an - E; j‘znﬂ-t —_— ux“y -+ sea

v:(g;z:).._‘—y—a—x"f:y.

Sit iterum sola x variabilis, ut habeatur
0z — '—“a’ 4 x*oxf: y,

prodibitque integr ale completum
- ax

T = gttty - Frg

Exempluam 3.

260. Quaeratur binarum variabih‘um z et y eusmodi func-

2
tio z, ut sit (ga:)__a:}_% (ax) +— .

Posito (g:) —=wv, erit sumendo y constans

2nxevdx aax
XX +yy _+— rr

v —
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cunque per quantitates principales z, ¢ et 2 uc practerea formm-
fam (3:) deterinmetur , ita -ut ettam lujus formulae (gz) petestaves

‘aliaeve functiones quaecunque mgrednantur solutio semper ‘ad K-
brum superiorem revocabitur; quia ponendo y censtaus fit

. a__az 'az_._,

. #deoque resultat aeguatio dlﬁ‘erentmhs secun&x gradu: Ef(mnae ~oom~
suetae duas tantum variabiles z et 2 mvolvens. Hoc tantum te-
neatur, loco constantmm per utramque mtegratlenem ingredientium
«8oribi oporterc formas, £:y et F:g Satis igitur notabilem pantem

-prapositi nosm cxpedwunus “scilicet cum el (gaz) utcunque per x,
'Yy, z et (o’) —~ utéunque pér T, g, T €t (‘3 =) Aeterminatar,
ibi mempe excludxtur formula primi gradus ( ay) hic vero formula

0z
3 35)- Quae si accederet, quaestio hac methodo neutxquam tractari

‘posset; quemadmodum wel ex hoc casu simplicissimo (3% :‘_@—;)
intelligere licet, cujus resolutio- maxime ardua est putanda.

" 8Bcholion 2. .

266 Cum ]g'ntm trium formularum differentialium secundi
gradus (aaaz 53) primam ac tertiam hactenus sim con-

xay _y
templatus_, quatenus earum per reliquas quantitates, determinatio re-

.solutloncm admlttlt “methodo quldem hic adhibita: superest ut for-
mulam quoque secundam (a —) consideremus , et quibusnam deter-
minationibus per reliquas .quantitates z, Y, z G:) (a) solutio ab-
solvi queat, investigemus, in quo negotio a casibus simplicissimis
exordiri conveniet.
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o Troblé‘na R ¥ N r'rrr.'“:"'\".’ Wy s
. o EOYY B :
267. Siz ejusmocﬁ dcbeat esse functno bmarum vauabn]ium

x et y, ut flat (ax —) —'P, “existente P functione quacunque data
ipsarum z et ¥, mdolem functionis z genevalifer determinare.

r Solutie.:

Ponatur . (:%:)' = v, eritque (;—‘a—) = (a—y) . ideoque habebitur
(a’): P. Jam 5pectetur quantitas z ut constans , ita. ut P so-
lam variabilem g eontimeat, eritque dv — PBy , -unde in hypothesn
quantuatxs x constantis integrando’ pro&lt

v =@ =Pyt £ 2,
ubi /POy erit functio data ipsarvm z et y. Nune perro specte-

tur z ut varrabi‘ﬁs, Y vero ‘ut constans, Wt aalprscamm' hanc ae-
quationem differentialens

0z =— Jdz/Poy -[- oxf : T,
quae integrata’ dat

—faxf?ay+f-w+l? y,- ,
ubi cum habeantur duae functiones arbitrayiae, id mdicxo est hoc
integrale esse completum.

Corollgrium f.

268. Si ordine inverso- prunum y tum vero x comstans po-
smssenms rvenissemus. .

(ay)_..,fPDx-}—f' Y, et z__/any@x—]n-f.' y+F x,

qui valor aeque satisfacit ac praecedens.

- €orollarium 2.
269. Patet ergo vel fore

fafoay = foy/Pox ,
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vel differentiam :saltem «xprimi ‘per aggregatom x functione iipsius

z et functione : 1psms Y. Quod etiam inde )patet quod yosxto
/afoay = JoyPdx = ¥V,

fiat utringue d’:z(a;a—y' '

< or-@i’l'&‘rﬁ*&m 3.

o0, it T-‘—“U - sed Jebeat’ eetsé (a_za )‘—'CD n'ePemmr
'.pro lnaole ’fuﬁétloms z baec forma
G e w g F o .

Sc'ho'hon. R

21, 1H1c 'casu.s, rm zdoctrma 'sohdorum ﬁequemqr «occurrit,
§i enim matura superﬁcnel expmmatur :aequatione dnter xernas coore
dinatas .z, y -et w, -erit soliditas ==/ da/udy, quare i soliditas -eX=

primatur per z, -erit (aaxa;y —wu, wordinatae scilicet :ad. binas z et
y normali. 'Tum wera :8i ponatur =~ * '
L Ou T pdE - DY,
.guperficies thujus :solidi -erit
= S0z ¥ (4 <+ pp ~H 99
‘-quae superﬁenes ‘81 expnmatur 11ttera %y ‘erit
) =V 4+ + 4.
Quande " «ergo-"in nbstro problemate ¢jusmodi ‘Ffunctio z :ipsarum x
et ¥ -quaeritur, -ut sit : Baz)__], idém -est :ac si ~quaerstur soli-
ditas respondens supexﬁmcl, ‘cujus matura ‘aequatione ‘inter ternas

coordinatas x, y et P &kprinitur. Exemplis igitur -aliquot hunc
calculum 1llusmemus . " . :
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Exemplum f{.

372. Quaeratur binarum variabilium z et y ¢jusmodi fun-
ctio z, ut sit (aa'):ax—l-ﬁy

Cum hic sit P:a x4+ By, erit
/Pby-—awy—Hﬁyy et .
SOoxfPoy— aa,xy-l—gpxyy_;xy(aa:—{-py),

unde funcuo quaesita 2z ita exprimitur, ut sit

—jzy@x+ By +f:z4-F:y

Exemplum 2.

273. Quaeratur binarum wvariabilium x et y ejusmodi

Sunctio z, ut sit (J0L) =y (@a — yy

" Hic'est P—=1/(aa—yy), ergo

SPodr—xy(aa—yy),"
“ubi quia perinde est, a variabilitate ipsing x incipio. Hinc igi~
tur fit

Soy/Pox— xfayV(aa—!/y)
—ixzy }/(a a—yy +4“““’fy"'(a'a—n5’

ex quo integrale completum erit
‘z—=jzyy @aa — Y+ }jaaz Ang. sin. —+ fex~-F:y,

Exemplum 3.

274. Quaeratur binarum variabilium x et y e¢jusmodi fin-

ctio z, ut sit (aaa;y) —V(,.-—;z-—-ﬁ
— a
Ob P--,T(,, — D erit

fPay—-aAng sin, 7(7‘1_—:;5, hine
fafoay:afbeng.sin.y—(a]_—",.

Yol. IIL 23

- v o L.
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Ponatur brevitatis gratia

Ang. sim. m-@, ent
jaa-bey:af(Dax—ax(D—-a/'xax(ax

in hac enim integratione y pro constante habetur.  Quare ob

'm__sm d, erit
yxx x)a (3 x) cos. §.

(aa
At vero es:t ¥
cos. =Y a\:;::;—;:)v_y_) , hincque
¢h= (xa——xx)f(yc:-—x:———yy)’ et .

xx0%

9P
[z oz (ax) - y/(aa——xx)# (aa——zz——-y,‘y)'
quo integrali invento, erit

- xx0x . .
—ax Ang. sin. i aa—xx) yf(a a—xx)}/\aa—xx—yy)+f'x+r'y’

quae forma per integrationem evoluta reducitur ad hanc
—_ . - - . =
Z —— a x Ang. sin. Y——(uy m—l—ay Ang. sin. A=)

xy
— a a Ang. sin. V(“__xx)(aa__yy)—*—f z—+ F:y.

aadx
V(@a—xx—yY)

integrale ita “facillime eli-

- Formulae enim f(“_xx)
p(aa—yy) et

x

eitur.  Ponatur V(aa_xx_’y) —p, erit xa_— e
ob y constans per logarithmos differemtiando
8% _9p__ pop 9%
= — p i+pp —P(+pP)’
tum per illam formulam multiplicando
oz o __ 99p -
Y sa—zxx—yy) 14 pp°

Porro est

Ga— X = — l_+_” y
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-

unde formula integralis fit

/‘ aadzx __f aadp — aa 3p
(aa__xx)y(aa—xx—yy) aa-+ppyy .‘/y +pp

—_ PY _a wy
—_ - An . tang. — — - Ang. tang.
y oETy y gay(aa—-xx—yy)

.xy
]/(aa—-wx) (aa——yy)

A
- n Sln
= Ang.

Problema 45.

276. Si z ejusmodi esse debeat functio binarum variabilium
x et y, ut sit '

(aa.:dz_y =P (ag) —+ Q

existentibus P et Q functionibus quibuscunque ipsarum z et Y inve-
stigare indolem functionis z.

v

Solutio.

Ponatur (g_z) —wv, ut oriatur ista aequatio
(a Yy=Pv+Q,
quae continet quantitates x, y et v; statuatur ergo x constans,
eritque
dv—=Pvoy+Qady,
quae per ¢ —J/P 3y multiplicata praebet

e IRV y—=[e—IPIQoy + 1z,
ideoque

v:(g:) — /P [¢—IP3Y QO y - e/PIVF : 2,
Nunc cum haec integralia determinate contineant z et y, spectetur
y ut constans, et sequens integratio praebet
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z:fgfpafax/e—fpayQay +fefPa’3xf:x+F:y,

quac integralia quovis casu evoluta fiunt manifesta,

Corollarium t.

276. Ad hoc ergo problema resolvendum, per integrationem
primo quaeratur R, ut sit /P9y —IR; deinde quaecratur S, ut
sit f—o—a"_—_ S. Denique sit fRSOx =—=T; ita ut in illis sola
quantitas y, hic vero sola @ pro variabili habeatur.  Quo facto
erit nostrum integrale completum

z:T-—l—jRaxf;x—}—F:y.

Corollarium 2.

277. Hic ergo functio arbitraria f:2 in formula integrali
est involuta, quae tamen si per applicatam curvae cujuscunque
respondentem ahscissae x exhibeatur, hoc integrale SRz f : x
pPro quovis valore ipsius y seorsim conpstrui poterit, siquidem in hac
integratione quantitas y ut constans. spectatur.

-

Scholion,

278. Eodem plane modo resolvitur pérmuiandis variabilibus

x et y hoc problema, quo functio z quaeritur, ut sit

290
o) =P D +Q,

dummodo P et Q sint functiones ipsarum x et y tantum, ipsam
functionem z non implicantes. Solutio. enim ita se habebit

z2—=[e/P323y fe—/P02Q a4 [felP02 9y f 1y }F: =,
Quin etiam utrinque problema latius extendi potest, . ac prius reso-

Jutionem admistet, si formula (aax) aequetur functioni cuicunque

trium quantitatuam z, y et (a x), peosterius ¥ero si (a - ay) aequetur
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functioni cuicunque harum trium quantitatum =z, y et (g—:), utroque

enim casu res reducitur ad aequationem differentialem primi gradus.
Neque vero haec solvendi methodus succedit, . si utraque formula

primi gradus (g—:) et (g;)) simul ingrediatur, vel si functiones P et Q
etiam ipsam quantitatem z complectantur.

Exemplum {.

: ® L .
279. Quaeratur binarum variabilium 2z et Yy functio z,
093 n 9z

;i — 1 93 »
ut Slt‘- (ﬁ;‘;) —3 (a;) + =°
Sit (gf) —wv, erit
v, ___ nwv m
et spectata a2 ut constante, erit
dv =122 4 mdy

x ?
unde per' y* dividendo prodit
v _m [0y —m

ita ut sit
— 0z ___ —my
V=GR = amns G-y
sumatur jam y. constans, et denuo integrando obtinetur

—_—m

=———ylz4+yfix4F:y

z

Fxemplum 2.

280. Quaeratur binarum z et y functio z, ut sit
00z, ___ y 0z a
Gz —wa+35 o= T 2355 |
Posito (g—s) ——=v et sumto x constante, erit-
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duv— 2% . 13y

xx—+yy ' xx—+yy’
quae aequatio per V (x x 4y y) divisa dat
v . oy ' ay

S ————— —a ~f:zx.
@z+yy zy (xx+Y
4 ) (xx—l—yy)g FEY @Z+YY)

Ergo i
v:@—f)::%—}-;;/(xx—i—yy).f:x,
sit jam gy constans, repérieturqu‘

———a’

== 41 x)(axl/(w$+yy)+l’ Y,

ubi quidem integrale

ff:xxax]/(xx—!—yy),

ob functionem indeterminatam f:x, etsi y constans ponitur, in
genere exprimi nequit, ita ut explicate per y et functiones ipsius &
exhiberi possit.

Scholion.

281. Formula ergo secundi “gradus (a ) non tam largam

casuum resolubilium copiam - admittit, quam binae reliquae (a 2y et

d
. g;}, cum in his solutio succedat etiamsi ipsa quantitas z quo-

que in earum determinationem ingrediatur, quod hic secus evenit,
cum methodus non pateat hujuzmodi aequationem (a?j;y) P( )+Q,
quando litterac P et Q quantitatem z continent resolvendl, neque
etiam solutio locum habet, quando praeter formulam primi gradus
(g:) simul quoque altera (g—;) adest. Interim tamen dantur casus,
quibus solationes particulares exhiberi possunt, eaeque adeo infini-

tae, quae junctim sumtae solutioni generali aequivalere videntur,
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etiamsi in applicatione ad usum practicum parum subsidii plerum-
que afferant, formas tamen hujusmodi solutionum notasse juvabit.

Problema 46,

282. 8i z ejusmodi debeat esse functio bimarum variabiliuns

T et y, ut fat (aaaazy

lariter’ saltem investigare.

— « 2, imdolem hujus functionis z particu-

Solutio.

Cum quantitas z unam ubique teneat dimensionemr evidens est,
8i statuatur z — eP ¢, quantitatem exponentialem e? ex calculo eva-~
nescere. Ponamus igitar 2 == €** Y, ita ut Y functionem ipsius y
tantum contineat, eritque

(a %y —aer*Y et (aaxaa?y) —a e“’g::ae“’ Y.,
unde fit
Y =
- —ady et Y—e“,
sicque jam solutionem particularem habemus

—ALT T 3—2 .
quae autem satis late patet, cum tam A qdam « pro lubitu assumi
possit. Plures autem valores ipsius x seorsim satisfacientes, etiam
junctim sumti satisfaciunt, unde hujusmodi expressionem multo gene-

raliorem - deducimus
a as .,
z:Acax+;y+BeBx+§y—r-Cevx%"%y
a
+D’e§x+§y’

wbi cum A, B, C, etc. item a, 3, y, etc. omnes valores possi-
biles recipere queant, haec forma pro maxime universali est ha-
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benda, neque si ad amplitudinem spectamus, quicquam cedere vide-
tur superioribus solutionibus, quae binas functiones arbitrarias invol-
vunt, prepterea quod hic duplicis generis coéfficientes arbitrarii
occurrunt, interim tamen haud liquet, quomodo functiones disconti-
nuae hac relatione repraesentari queant.

Corollarivm 1.

283. Pro solutione ergo particulari invenienda, sumantur
bini numeri m et n, ut eorum productum sit mn —a, eritque
Z=—=A e™*tnY,  Atque etiam ex iisdem numeris permutatis erit
2= AerEtmy,

Corollarium 2.

284. Ex tali numerorum m et n pari, ut sit mn—a,
solutiones quoque per sinus et cosinus angulorum exhiberi possunt;
erit enim ,

z2——Bsinn(mz —ny), vel z—=Bcos. (mx—ny),
vel etiam permutando
z2—_—Bsin.(nz—my), vel 2—=B cos. (nx — m y).

Corollarium 3,

285. Cum igitur hujusmodi formulae innumerabiles exhiberi
queant, singulae per constantes quascunque multiplicatae et in unam
summam collectae dabunt solutionem generalem problematis.

7

Scholion.

286. Neque tamen haec solutio, etsi infinities infinitas deter-
minationes recipit, ita est comparata, ut e¢jusmodi solutionibus, quae
binas functiones arbitrarias involvunt, aequivalens aestimari possit;
propterea quod non patet, quomodo singulas litteras assumi opor-
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teat, ut pro dato casu, werbi gratia y— 0, quantitas z vcl (g—z)

seu ( ) data functioni ipsius x aequalis evadat, cu_]uscunque etiam
indolis fueut haec functio. Semper autem solutio generalis duplicis
hujusmodi determinationis capax esse debet. Quando autem talem
solutionem impetrare non licet, utique ejusmodi solutionibus, uti hic
invenimus, contenti esse debemus. Ac tales quidem solutiones si-
mili modo obtinere possumus, si propanatur ejusmodi acquatio :

r) +P(§—")+Q(§-’f)+nz:—_o

si modp litterae P, Q, R denotent functiones ipsius x tantum. Po-
sito enim 2z — e"J’X ut X sit functio solius x, ob
0 X 0 9X:
(z = ax? (B;)__aeuyx’ et ob (6—_)— y(bx)'
erit ,
PAX

+ 5 + 2QX + RX — o0,

unde repentur

_8_)_( —_ -—ax(aQ—'}—R).

x o 4 P
sicque elicitur pro quovis nnmero w idoneus valor ipsius X. Quare
sumendis infinitis numeris ¢, hoc modo expressio infiuities infinitas
determinationes recipiens colligitur

2 — AeWX 4 BePIX’ 3- Cev? X7 4 ete.
Verumtamen dantur etiam casus ejusmodi aequationum, gquae solu-
tiones vere completas admittunt, quarum rationem in sequente Ppro.
blemate indagemus.

Problema 47.

287. Proposita aequatione resolvenda

2 +P )+ QG) + Rz + 5 = o,

investigare cujusmodi functiones ipsarum x et y esse debeant

quantitates P, Q, R et $, ut haec aequatio solutionem vere com-
pletam admiuat.

Vol. 1IL. ) 24

——
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Solutio.

Sit ¥ functio quaecunque ipsaram 2z et gz, ac ponatur z_fevv,
ita ut jam v sit quantitas incognita, cujus valorem investigari opor-
teat. Cum igitur sit _

av
S =P+l =1 +v @1,

facta substitutiene tetaque aequatione per e¥ divisa prodibit se-
quens aequatio

. ddu oW, du, v, o av, oV

Y8+ (55 + G G +GR G +GR GV

ov ov 09
P @+ QG+ G vl
+ P Gpvp =0

+ Q <§1;> v
' 4 R v
Efficiendum jam est, ut haec aeguatio resolutionem cempletam ad-
mittat. €um igitur ante viderimus, talem aequationem
(§f§;)+'£(g-;—’>+e—“s:o .
generaliter resolvi- posse, qualescunque etiam functiones ipsarum x
et ¥ pro S, T et V accipiantur, ad hanc aequatienem illam redi-
gamus. Necesse igitur est statui :
P+ @O =T o+ =0 e
ov ov. ov, OV RV,
R +'Q(&5) —+ P (a—x_) -+ (a';)(a;) -~ (m) = 0,
unde ebtinemus
¢ — oy - av
P = Ta"—a(a—.y)a Q —a—_ (gi)aaet
— LV, ¥ ¥ V.
R= G G — TG — G-
Cumr igitur per §. 276. reperietur
v = — STV Qy el T =V S0y - fe= /T Oz f: 2 4 F ; g,
erit aequationis propositae

G +PG + QG + Bz + 8 =0,
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si modo litterse P, Q, R assignates temeant valores, integrale
completam

2 =¥ fe T 3z feST~V 50y 1€V fe TV Dz f 1 +-€"F : g,
quandoquidem hic formae f:z et F:y funcuones quascunque ipsins
z et y denetant.

Corollarinm 4.

288. Quaecunque ergo functiones ipsarnm z €t g pro litte-
ris T et V accipiantur , inde ‘oriuntur valores idonei pro litteris P,
Q 2 R assumendi, ut aequatio resolutionem completam admittat,
functio autem S arbitrio nostre relinquitur,

Corellarium 2.
289. Possumt etiam in aequatione proposita functienes P et
Q indefinitae relinqui, eritque tum
_— WV — (39
o V= -—fQBx et (3—3—' = fax(g-’), atqoe
aav (go)
axay » o
unde tantum quantitas R ita determinari debet, wut sit
R——PQ,—(gg)::O, sen

0
R=PQ+ ().
Corollarimam 3.

290. WQuia hic pre /QJx scribi potest _/‘an-}-Y deno-
tante Y functnonem quamcunque ipsius ¥, ob
V= —/Qixz — Y,
complete integrabilis erit haec aequatio :

@) +r@) + 2@ + P+ G ) 2 8= 0,

cujus integrale est
z— ¢—Jx—Yy  existente

T
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(axa)"'[P fa ( 551( ) pe-VS—o,
ubi -
oY
T=P — fox Q) — 5~

ac propterea

SToy — fPdy — /Qox — Y,

unde valor ipsius v facile definitur.

Scholion.

29f. In -hoc calculo, quo 'diﬁ"eremialia formularum integra-
lium capi’ oportet, . dum alia quantitas variabilis assumitur, atque in
integratione supponitur haec regula est tenenda, quod si fuerit

V — /Qox, fore (—) — fox (a ). Cum enim sit (a )___Qf, erit

i’;))__(ag) Quodsn ergo statuatur (a —38, erit ( )—-(ay), et

S':_‘(g—v;):fax(-ag-

unde vicissim colligitur, si fuerit 5§ — /. ax( ), fore ob /S0y —V,
mtegrando SS0y —=(Qdx; quod cum ex prmcnpus ante stabilitis
per se sit manifestum , non opus esse Judlco pro hoc quasi novo
algorithmi genere praecepta seorsim tradere. Videamus autem in
aliquot exemplis, cujusmod: aequationes ope hujus methodi com-
plete resolvere liceat.

Exemplum t¢.

292. Proposita aequatione dzﬁ"erentio differentiali

(aiaa?) + “(ax)"‘b‘ay )+Rz+S—o0,

definire indolem functionis R, ut haec aequatio resolu-
tionem admittat, existente S functione quacunque ipsa-
rum x et y.
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Cum sit P—a et Q =5, erit R—ab.et ¥— — bx;
tuto enim functio Y omitti potest, quia in sequente iategratione
jam binae, functiones arbitrariae introducuntur, erit ergo T —a;
unde posito z=—e—5* v, habebitur haec acquatio :

CL) —_

(a,;’, a3 + &8 = o,
ac posito (ax) —u, fit

(3;)+au+eb”8::u,
et sumioe -x constante )

e u — — [fe+5*30y - : y, ergo

u — (g—’;) = — eT Y fer 285y 4 0 ; 2z,
et sumto jam y constante
v— — e fOxfe? FBESoy t- e~ f:x 4 F:y,

sumendo
Soxf 12 = f: =
Quod si jam pro e~ %*f:x scribatur f:2, erit

= — e““y"b‘/‘axfe“y+b‘ Soy e Dfix e b=F:y.
Aliter.
Si sumsissemus ¥V —— bxr — ay, prodiisset T —a—a==0 s
ideoque posito z —=e—5*—%¥ y, quantitas v ex hac aequatione :
(25 + e +os =0

definiri deberet, quae dat
(3;):—_/'35""‘“-7 SOy ' :x, et
v =—/0x/e?*+ % 59y 4 f: 2 -F 'y, et
2= e (— fOxfeb*+ D Soy 4 fix-F:y), °
quae forma simplicior est praecedente, ctiamsi codem redeat, estque

’
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1

hoc, integrale completum aequationis -
Grap e GO+ G &) 4-abz + 5=,

Exem p lum 2,
298. Proposita aequatiom dzﬁ'erentio differentiak

aaz _—
Gyt 5 (ax 5 +Re+S5=0,

definiri mdolem functwnw R, ut haec aequatio resoln-
tionem admittat , existente S junctione gquacungue ipsa-

fumxety

Cmn' sit P — =3
et aequatlo integrabilis erit

<a,a,>+ G+ O+ et s=0.

R—% y,

Quoniam igitur fit
— ¥y~ _ oY

sumamus Y — +aly, ut fiat T—0, ac posito:

z=m e Wr—aly y — b y—uy
quantitas v ex hac aequatione definiri debet

90v b..a —_—

(axay) + x S '0

unde fit

G = ——x”fy" S0y +f€:z et
v — — f2%0x/y*S0y + f:x 4 F:y,

ideoque
o —fxb axjy‘lsay—l—f x+Fiy
z2=
xb 52

Scholion 1.

29 4. Hinc igitur patet ope istius methodi in genere
grari posse hanc aequationem :

S et Q__—, erit ¥ — — dlx— Y, hincque

inte-
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@+ +Pe+GDlz+5=0,

quaecunque functiones ipsarum z et y pro P, Q et S accipiantur.
Ac resolutio quidem ita se habet, ut posite

z— ¢/ —Y,
haec quantitas » determinetur hac aequatione :
8dv o 0
o) +P— 2 GH — TG +/P=+T5—0p,
ubi jam pro Y talis functio ipsius g accipi potest, ut hujus aequa-

tionis forma simplicissima evadat; id quod potissimum evenit, 83
expressio

.. (39 Y
P—/ 0z (5) —
ad mibilum redigi queat. In genere autem reperitur
vV — _fe-.fPa.‘)'-i-anx—FY axfgfpa.'y say
+ [ PO +JQx+Y o £ 2 - F : g,
qui valer ergo per ¢—/@9*—Y¥ myltiplicatus praebet formam fume.

tionis z. Hoc modo autem functio Y ab arbitrio nostro pen-
dens penitus e calculo egreditur, fitque

z== — e—/Q% f— /P +[Qdx 3 (/PO SOy
- e— Q3% fo— /POy +/Q0z oz f : 2 —|-'e"’an’ F:y4,

~

quod est integrale eompletum ht;jne aequationis:
() +P(ax)+Q(3')+[PQ +@Plz+5=0.

Scholien 2.

2¢5. Permutandis autem variabilibus x et g etiam haec se-
quatio complete inlegrati potest :

cujus integrale erit ‘
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z = — ¢—JPoy fe——foax -+ /Pdy 0y/e/3= 5o
- e—JPy fe—foax+JPBy oyf:y 3 eJPIF iz,
ubi praecipue hic casus in utraque forma contentus notari meretur,
si fuerit P—=Y et Q — X, existente X functione ipsius x et Y
ipsius y tantum; tum enim hujus aequationis
o) + Y G +X (D) 4-X¥z 45 =0,
integrale completum erit '
: g == — _—jxax—jYay/'ejxax ax/'cﬂay SOy
- e /XE—=SYy (f: x| F:y),
quod etiam ita exhiberi potest :
eJX0x+SY0Y g — f: g 4 F : g e f€J%0% 9 (e Y3y Sy |
vel etiam hoc modo: :
/XOx+IYY g —f: 2 4. F 1 yy— [eIYO Jy (/X% 557,
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SI DUAE YEL OMNES FORMULAE SECUNDI GRADUS PER
RELIQUAS QUANTITATES DETERMINANTUR.

Problema 43,

296.
Si 2 cjusmodi debeat esse functio ipsarum x et y, ut fiat
00z ___ 30z
(ay2 — aa .r’)’

indolem functionis 2z determinare.

Solutio.

Introducantur binae novae variabiles £ et u, ut sit t=azr+y
et u—yx -+ Oy, atque ex §. 231. omnes formulae differentiales
sequentes mutalloncs subibunt : )

CH=a@=v(D): O=8GH+IE.

<§?::>—- aa (%) 4+ 20y (o) + vy (52>

) = aB ) + @ + By Gom) + v GR)
(2 =63 G +20 Gon) + N (52

unde nostra aequatio transibit in hanc:
00z

BB — axaa) (37) + 2 (3 — ay aw) G)
+ (30 — 7y aa) (a—u-,) = o.
Ponatur ergo
BB = azaa et 30 = yyaa, scu
a—1t, y=1, —=a et 0= —a,
Yol. IIL 26
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ut binae formulae extremae evanescant, quod fit ponendo
t::'a:-p-ay et U — x — ay,
eritque
] aa 3
— 2'(ac + aa) (550 = 0, sew GE) = o,
unde per §. 269. colligitur integrale completum »
z—=—f:t+ F:u,
ac pro ¢ et u restitatis valoribus
z=f:(@ 4+ ay) + F: (x — ay,
quae forma manifesto satisfacit, cum st

(g_:): £/ : (® + ay) —-lt F . > — ay),
0z
)
) =iyt o

@) = aal’ : @ + ay) + aaF’ : =z — ap).

af : (x + ay) — aF : (x — ay,

Corollarium 4.

297. Valor igitur ipsius z aequatur aggregato duarum func-
tionum arbitrariarum, alterius ipsius x —+ ay, alterius ipsius = — ay,
atque ambae "hae functiones ita ad arbitrium assumi possunt, ut
etiam functiones discontinuas earum loco capere liceat.

~Corollarium 2.

298. Pro Iubitu ergo binae curvae quaecunque etiam libero
manus tractu descriptae ad hunc usum adhiberi possunt. Scilicet
si in una curva abscissa capiatur —— z - ay, in altera vero ab-
scissa — x — ay, summa applicatarum semper valorem idoneum
pro functione z suppeditabit.
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Scholion 1.

209. Hoc fere primam est problema, .quod in hoc nove
calculi genei'e solvendum occwmrit; perduxerat autem solutio gene-
ralis problematis de cordis vibrantibus ad hanc ipsam aequationem,
quam hic tractavimus. Ccleb. Alembertus, qui hoc problema pri-
mus felici successu est aggressus, methodo singulari aequationem
integravit ; scilicet cum esse oporteat (gi:) = a (gif) , posite
.02 — pox -+ qdy , indeque

0p == rdzx -}~ sy et dg — sox + 1y,

ila aequatio pestulat ut sit ¢ — aar. <Consideratis porro istis . ae-
quationibus :

op == rdx 4+ sdy elicitur combinando

09 == 50z —~ aardy | adp-+9q = ar (0x + ady)+s (oY +-0x),
seu adp -+ 99 — (ar <4~ 5) Oz -+ ady),
unde patet ar — s functioni ipsius x -+ ay aequari dcbere, ex quo
etiam ap - ¢ tali functioni aequatur. Atque quia @ aeque negati-
ve ac positive accipi potest, habentur duse hujusmodi aequationes:

\ ap + q = 2af : (x + ay) et ¢ —ap —= 2aF’ : (x — ay),
unde colligitur

g —=af : (x 4+'ay) 4+ aF : (x—ay), et
p=f:i(x+4ay) —F:(x— ay),

) hineque aequatio 9z —= pox -+~ ¢oy sponte imtegratur, fitque
z=f:(x 4+ ay) — F: (x— ay).

Hoc modo sagacissimus Vir integrale completum est adeptus, sed
non animadvertit, loco functionum harum introductarum, non solum
omnis generis functiones continuas, sed etiam omni continuitatis lege
destitutas , accipi licere. '
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Sch_olion 2.

300. Cum plurimum intersit,~ in hoc novo calculi genere
quam plurimas methodos persequi ab aliis solutio nostrae aequa-

o] _
tionis ita est tentata, ut ponerent (az):k(ax ), unde fit primo

aaz 00z . 00z ¢ . .
axay) — k(55), tum vero ( (axay) ex quo colligitur
(aaz) — kk aaz‘ Evidens ergo est pro nostro casu capi debere

kk — aa, seu k::i—_a. Sit ergo k——a, et ob (g—;)::a (g:), fiet
% 0 .
z.—_—ax(gg)—}—ay a—)-—:-(;5) 0z -+ ady),

hincque manifestum est fore 2 —f:(x 4 ay), et ob a ambiguum,
quoniam bini valores seorsim satisfacientes etiam juncti satisfacient,
concluditur ipsa solutio inventa. Hoc étiam modo negotium con-
fici potest : Statuatur '

0 0d .
(aii — aa 2") = (8xay) eritque

(55 = x) et aa (ax) = (g—;)
Inventis nunc formulis primi gradus (gl’) et (g—;)',
v = 3z (32) + 2y (5,
habebimus has aequationes :
—_ 0% dz
0z = oz (37) + oy (a;) et
—_— o )
ov — ox (ag) + aady (50),
ex quarum combinatione colligimus
. . o o
ov + adz = (0= - ady) (G;) + 2G>
hineque -
é—f—az:f:(x—{»-ay) et v—az—F:(x — ay),

sicque pro z eadem forma exsurgit. Methodus vero, quam in so-
lutione sum secutus, ad naturam rei magis videtur accommodata,
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cum etiam in aliis problematibus magis complicatis insignem utili-
tatem afferat.

Scholion 3.

301. Nostra autem solutio hoc habet incommodi, quod pro
hac aequatione (gif) —+ aa gif
riam deducit, scilicet

z—=f:(x 4+ayy — 1) +F: (@ —ayy — 1).
Quoties autem functiones f et F sunt continuae, cujuscunque demum
fuerint indolis, semper earum valores ad hanc formam P+Qy/—1
reduci possunt, unde sequens forma, ex illa facile deducenda, sem-
per valorem realem exhibebit: |

z—=if: @+t ayy — 1)+ if:(x — ayy — 1) .
+ ——Fi(z+ayy — 1) — 5 — F:(z—=ayy/—1)

pro cujus ad realitatem reductione notasse juvabit , posito

x==scos.D et ay—ssin.Q, fore

(x + ayy — 1)* — s" (cos.nD + 1/ — 1 . sin. n]).
Quare quoties functiones propositae per ope‘rationcs analyticas sunt
conflatae, hoc est, continuae, earum valores realiter per cosinus et
sinus ipsius (O exhiberi possunt. Quando autem functiones illae
sunt discontinae, talis reductio neutiquam locum habet, etiamsi cer-
tum videatur, etiam tunc formam allatam valorem realem esse
adepturam. Quis autem in curva quacunque, libero manus ductu
descripta , applicatas abscissis x - ayy — 1 et * —ayy — 1
respondentes animo saltem imaginari, ac summam earum realem
assignare valuerit, aut differentiam, quae per ]/—— 1 divisa_etiam
erit realis? Ilic ergo haud exiguus defectus caleuli cernitur, quem
nullo adhuc modo supplere licet; atque ob hunc ipsum defectum
hujusmodi solutiones universales plurimum de sua vi perdunt,

— 0, ad expressionem imagina-
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Problema 49.

93z
ox*
les functiones ipsarum x et y pro P assumere liceat, ut integratio

ope reductionis succedat,

. 302, Proposita aequatione (g%-f).::PP( ), inquirere, qua-

Solutio,

Reductionem hane ita fieri assumo, ut loco = <€t y binag
aliae variabiles ¢ et u introducantar, qua substitutione secundum
§. 231. in genere facta prodit haec aequatio:

ddt, 0z ddu, 0z ot .2 09z 9t ou, 30z Ou,2,00%
oot dou at.2 at, du ou.2
)— PP (5)" —2PP(5)(55 — PP ()

— PP(5,2) — PP (55
Jam. relatio inter binas variabiles £, u et praecedentes x, y ejus-
modi statuatur, ut binae formulae (ga—;) et (gi‘;') ex calculo egre-
diantur, id quod fiet ponendo
| y+Plh=o0e OH =P =0
- & =) — Y € (By) oz’ = Y-
Tum autem erit

99
G = —P Gy — G GDs

at cum sit indidem

) =—PCH—C &, e

Go=PPGH +PCnGhH — G-
similique modo sumendo P negative

Go=pPZH+POH+D .

His substitutis nostra aequatio hanc induet formam :

PG—GIEHD+PE+CNG
ot, Ou, 00%, ___
— 4 PP (é;) (3—;_) (m) — 0, _
quae cum umicam formulam secundi gradus (g;%) contineat, inte-
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grationem admittit, si vel (?,) vel (g—:) e calculo excesserit. Po-
namus ergo insuper
P P, _
PG — Gy = 0, ) ‘
qua aequatione indoles quaesitae functionis P definitur; quo facte

aequatio integranda , per 2P (gg) divisa , erit
N , 3t 33
G G — 2P Go=o,

cujus integrale , posito (g:) —v, fit

oP

2lv — j 3 - — ]

P 3

Verum prius ipsam functionem P per z et y definiri oportet. Cum
igitur sit (%) —P (g—:) , erit

P = 3z G + Py G,
hineque ponendo brevitatis ergo (g—i-) —=p, fit

oP

or — 7 — Poy, atque

z = — Py + SO g + -
Statpatur ergo y +%::f' : P, ac reperitur
: T o .
x4+ Py =f:P et p = 3 = pr5—5"
ac (g;) = F—:;P A unde ratio determinationis quantitatis P per =
et y definitur. Pro novis autem variabilibus £ et u, ob

(g—;f :a_ P (37:), erit
o = GH @z — Py
et ob x — — Py 4 f:P, fit

BT |
ot = &H (PF : P — 2P0y — yOP)
:P!(g—;)(f,—';ff':P—- 2ay1/P—-'Z,a~§,
cujus postremae formulae cum integrale sit

y
PR S
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f,—:f' : P — 2y4)/P, erit :
t—‘F'(f—a—PI':P— 2y}/P).
Demde ob (au — P( ) habetur :
' ou = a") (Ox + Poy) = (&) (PP : P — yap),
ideoque
au:(a—x)(f':P-y)aP;
quare ¥ aequabitur functioni ipsius P. In hoc autem negotio

functiones quascunque accipere licet, quia sequente demum integra-
tione universalitas solutionis obtinetur, Quare ponamus

t — f' P — 2Jl/P et u — P, existente
z -+ Py — f: P
Denique ad ipsum integralc -inveniendum, quia est

oP
&=/ 5

in qua integratione # seu P sumitur constans, pur superiora erit

—7- — OPF': P— 2Pgy — yoP == — 2P0y,

o’y o
ob P constans, et (é_x)‘—‘?:_i?:-—y’ unde fit
21 @:) ff_”’ —21(f:P —y) -+ 2IF:P, seu
aP)::(f’.P—-y)F.P,
hincque porro
z..—:.faP(f":P-——y)F:P

sumendo hinc ¢ constans. Cum igitur sit

oP t
y—+2VPf f P — s

ideoque
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-,

:P—y—F:P— 5 ”1’ P4 —5

unde c9nﬁcltur
z__faP(t'-P ,,P/,,Pt' P)F:P

QSRR —y YD) SO F PO (SO P—2yy D),
quae expressio duas continet functnones arbitrarias F et .

Corollarium {.
303. Primum hujus formae -membrum ita, transformari
potest : '
[IR/P.F:P—3 [ PiP)F:P, at
VP.£:P—y i :P—=[3PyP.{:P,
mnde pnmum membrum erit '

j),PF P faP}/P 7:P.

Corollarinum 2,

304, Cum autem hoc primum membrum sit functio in-

definita ipsius P, si ea iridi«.etur per I1: P, erit
F P— oPII':
— JaPvE. f"-

ande forma integralis fit
z=I:P 4 O: (/‘”’f' :P— 2y P)
OPIN': P

+(f;/1’iv P—29 VPV Foeve e

Coro llarium 3.
305. Solutio 'magis particularis nascitur sumendo II :P—o,
hincque z aequabitur functioni cuicunque quantitatis f ?f'i f:P—2yyP,
quae ob x 4Py ——f:P per x et y exhiberi censenda est.

Yol. IIL 26
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Scholion.

306. Quanquam hic eadem methodo sum usus atque in
problemate praecedente, tamen,'(']uod mirum videatur, casus praece-
dentis problematis,, quo erat P — «, in hac solutione non contine-
tur. Ratio hujus paradoxi in resolutione aequationis (3; y—_—"~P (g—z) est
sita , cui manifesto satisfacit valor P — a, etiamsi in forma inde
derivata x Py — f: P non contineatur. Hic scilicet simile quid-
dam usu venit, quod jam supra observavimus, saepe aequationi dif-
ferentiali valorem quendam satisfacere posse, qui in integrali non
contineatur.  Veluti aequationi 9y )/ (@ —x) ——Jx satisfacere vide-
mus valorem & — @, quem tamen integrale y =— C — 2 V(a — )
excludit. Quare etiam .nostro casu valor P — a peculiarem evolu-
tionem postulat, in priore problemate peractam. De reliquis, ubi
pro f:P certa quaedam functio ipsius P assumitur, exempla quae-
dam evolvamus.

Exemplum 1{.

307. Sumto f:P—0, ut sit P=— ;, integrale com-

pletun hujus aequationis:

00z.__xx ,00%2 ,
GP= 55 G

investigare.

Cum sit £ : P——o, solutio inventa, ob ?Tgf" :P—C,
praebet o
"—:gfé—?F‘P—-l—(‘C P oP '.P @
== o F IC—yyYP) S FiP-B: (C—2yy/P).
Statuatur /° 3—§ F:P—1II:P, prodibitque
z2=—yyYP.I:P+O:y )P,

Restituatur pro P valor 1';, et ob y )/ P =9/ — 2y, imaginarium
Y == 1 in functiones involvendo erit



CAPUT IIL 203

z::]/xy.IIzz—}-(D:]/xy,
quae forma facile in hanc transfunditur:
z:xI‘:-;—\—@:xy,
uwbi 2T : ; denotat functionem quamcunque homogeneam unius di-

mensionis ipsarum x et y. Resolutio autem instituetur loco =z ety
has novas variabiles # et u introducendo, ut sit t=—=C — 2}/ —zy

et u— '-—-5a vel etlam simplicius ¢t =2 y/zy et u— ;, unde fit
(Z) Vy Va aar) ——Vy —V=x
J )'— 4 g—x’ —""nx}—/xa )_2)1’
— . ou odu ax
)'_" ( ) y_y’ (axa)'—‘o (ayz)——‘ Py
et ob PP _.;—; aequatio proposita hanc induit formam:
0z ax 0z 4x¥Vx 1930z __
0 (5+) + 55 G — 5575 (raw) = ©-
Nunc cum sit’
ttu—drx, et xity u,

. t
_atque ¥y — V > habebimus

Suu Buu 00% —_—
F G — arau) =o, seu ()= t(arast ,
Fiat (g—:): v, ut sit v:t(—a—t , et sumto u constante, — :Tv ergo
v—= (g-;) —¢f:u Sit jam ¢ constans, fietque
::tf:u—{—AF:t:Q‘]/xy.f:Af;--—}—F:1/xy,
wt ante.

Lorollarium.

308. Quemadmodum autem expressio inventa
z==azT ; +0O:zy
satisfaciat, differentialibus rite sumtis pers‘picietur ‘
0z — . x X
GH=T:i+3F S +y 0oy, (D=55T 5+ 202y,
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unde porro fit
G = T STy 07 oy o
(ggf ) - + 72 +xz Q" :zy.

Exemplum 2.

se9. Sumto f1P =", ue sie
PP = 24Py + 2ax et P=ay iy (aayy -+ 2ax),
hujus aequationis:
(gif) = [2aayy + 2ax + Zay;/ (aayy -+ 2ax)] (?;),
integrale completum investigare,
Com sit f: P :g, erit
—P ®oy.p— I qu—
F:AP._._;, et /.fo':y._j';aP;/P__;jpl/p,
wnde forma generalis supra inventa abit in
2=[0P. 2 F:P+ B —yyP) 2 F:P+O: G FYVP—yVP)-
Statuatur /VP F:P=II:P, erit
9P.F:P—QJPyP.I'P,
atque

_fPQaP i: P-l—(P _.yl/P)r[ P+O@: (PVP y]/P)L
Est autem
P 2 ! ; N
n—y=7y+{V@y+7);
quarum formularum evolutio deducit ad expressiones mimis perplexas,
At substitutiones ad scopum perducentes sunt
t=SPyYP—2yyYPetu=—P
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Corollarium.

810. 8i pro solutione magis restricta ponatur

n:?— Pn—i, erit

W:P=(m—pP &
hincque eolligitur

z:(T_:mP =Py 0:(5; —yyP).
Sit n— I, ct functio @ evanescat, entque

~PP— Py__.x,
st casus n._...2 dat
—g;.P’—-P’y-—sawy-!—*P(%—F—ayy)a sew
2 = aay® - 3axy -} (ayy -+~ 22) VY (aayy - 2acx).

Scholion.

31t. Forma integralis inventa sequenti modo simplicior effici
potest: Ponatur
fVPF P=1I.P, ﬁet
F:P==y/P.II:
eritque (omlttendo postremum membrum:
(D(f s :P— 2y /P),
quod mulla reductlonc indiget)
s=foP(/P.I: P-—;/ TPP) IV P
4411 Pf £ P——:y}/P I1:P; at
;n-~1>.f”f'.1>_.f(;apn' P Re: PRI P.F:Py,
wnde fit
2= [IU:P.3PYyPf: P—H/n P.of P gyP. T,
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Porro est
fop.IN:P.y/P.f:P=IL:P. YP.f: P—/II P(Z5 0P+ OPY/P.€7:P),
1deoque
—=T:P.yP. FP—faPnPVPff/P yy/ P.II:P.
Statuatur porro

JOPII:P. 1/P f7:P—0O:P., erit_

II: P——-Vm et
z__v—(f’ P—y)—0: P+(D(f f:P—2yyP),

quae forma sine dubio multo est simplicior quam primo inyenta.

Problem’a 50.
312. Proposita aequatione - :

00 aa z —
CR—PP()+2C)+RE=0.
invenire valores quantltatum P, Q, R qunbus integratio ope reduc~
tionis - ante adhibitae succedit.” "’ ;

Solutio.
Introductis binis novis variabilibus t et u, habebimus
0= G+ Gor) G+ ()1 o) +2(3) ) G+ (5
— PP (aar) PP (J3i) — PP (52 — 2 PP (ax) (5 — PP (ax
+QG)+E)
“+ R () + QG-
Statuamus ergo ut ante

of\ __ ot ouy ___ d
5) =P G et G)=—P(;)

=G+ 6D G «
G) =Pe (5 +P G G + G 3,

unde fit
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atque

odu aau oP a

(55 =PP (5D +PG) G0 — (5) G
et aequatlo 1esolvenda erit

— ap o (2 oty Ouy [00%

[P( )+ )-l-PO +R]( )—“’P » G) G
Jam evndens est mtegratlonem mstuu; posse, si alterutra for-
mula (3%5) vel (gz) ex calculo abeat. Ponamus ergo esse

P (g ) — (By PQ—+ R — o0, seu
R=PQ + &) — P &,
et aequauo resultans, pe1 ( ) dmsa, fit
0= 2 70+ GD1 G — 422 D D
Flat (ar) —_— v, erlt
[PQ 4 ( )] y—2 PP(ax) (au) —=0.

Sumatur { constans, ut fiat
9v __[PQ ~+ (1 du

-————————7
v 2 PP(3)
’ P du
ut necesse est, ut quantitates P, Q, (35) et (;) per novas variabi-
les t et u exprimantur, quas ergo primum definiri convenit. Cum
igitur sit
Bt' —— p Ot Ju, ou .
') P(ax) et (ay).___ P(O ), erit
Dt_( )(ax +Pay) et Ju— u) (0 — Poy).
Sunt ergo (a ) et (a ") factores integrabiles reddentes formulas

dz—Pdy et dx — PJy: non enim opus est ut hinc valores ¢ et u
generalissime definiantur.  Sint p et ¢ tales multiplicatores , per
2 et y dati, eritque :
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unde supenor integratio ﬁt
[PQ + & )] ou
v 2 PPg )
in qua integratione quantitas ¢ — /p (dz - PJy) constans est
: ayectanda Seu ob Ou :: g (Ox — Poy) erit
— [PQ + G )] @z — Poy)
v 2PP
Verum ob ot — 0 est dxr — — Pgy, ita ut prodeat
B=—3PQ + I,
wbi ob ¢ constans, et datum per x et 3, valor ipsius z per gy et ¢

expressus substitui potest, ut sola y variabilis insit, et invento
integrali

— s F [P + g,,)] =1,
erntv:Vf~t::(gf)
Nunc ponatur u constans eritque

z — SVotf:t 4+ F:u.
Conditio autem, sub qua haec integratio locum habet, postulat
ut sit

R=rQ+ & — P .

Corollarium {.

813, Eodem modo aequatio propesita resolutionem admittet,
si fuerit

R=—PQ — G —P &y
‘manetque ut ante '

t = /p Ox - Pdy) et u — fg (9= — Poy).
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Tum wero fit
o-—-—[PQ+< 01D — 2PP.(2) &,

otdu
quae posito (au) =, sumtoque u constante dat
v _ —[PQ+ ( )] Bt —[PQ &+ (g-;)] Oz + POy
vy 2PpP (g-;) - 2PP

Corollarium 2.

S14. Si porro habita ratione, quod
u — fq (0x — Poy)
sit constans et Jxr — Pay, - ponatur

f—- By[PQ+( ] — IV, erit

v = VIi:u— (37‘),
unde tandem, sumendo jam

t :ﬁ’ @z -+ Poy), .
colligitur

szBuf.:u-FF:i.

"Exemplum 1.

316. & sumatur P — a et R — aQ, quaecunque fuerit Q
Junctio ipsarum =z et y, mtegrare acquatzonem

G —aaGDH+2®+aH=o. |
Cum hic sntP_.a, entp——i,q {fett =2z ay
atque u—x—— ay, unde posito (5;)_ v fit '
— aQdu __ Qdu

_o_"" 2¢a — ga°
Quoniam igitur est

V’OL IiL » < . - "’ N
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:z:__..t",'_"ety'—“':':,

his valoribus: substitutis: fit Q -functior ipsarumv £ et -u, ac spectata
ut constante: erit

==L [Qou —4-1f:t, sew

e S Qdu

(g;”_-) —.e3¢ f:t,
et sumta jam u constante

2= /é?'an"‘af 04 Fiu

Corollarivm f.
316.. Si Q sit comstany —— 2ab; aequationis hujus
& —aa G —+2ab Gy ~+2aab G = o
a rY a“\»‘z z d a) ) aa '(ag) —— 0,.
integrale: erit:
z— ettty Fru—eb@—af: (x-o-ay)a-;-B (T—ay),

sive:
z——ebx=) [f:(z+ ay) + F 'z (z—ay].
Corollariunm 2.
LT, 8i'Q=7%, hujus: aequationis:
<3§f> aa(ﬁi’b +IOH+LH=0
integrale: ob:
Jow =" j*_: :—a:_, 2al (t+4-u), erit

z_f(t+u) Ot t4+-Fru—/tpt f: t4-uw/ottf:t+F:u..
Vel it ot —1T1I": ¢, erit

SOorf:t =1 :t et '

Jefit—= [t Nt =t t—f Ot JU it = (I :t=11:8,
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ergo . L
2=04+u) TN 2t~1l:£4-F:u, sen
2 =2zlIl': (z +ay) — 11: (z+ay) + F : (x~ay):
Exemplum 2.
e ——‘:_ _.__:3—"'"
318. Sit P— » TAR="ZQ+ it Q, sumaturqus

=3, ut sit R = :—', £t haec aeguatio integrari debeat

| a9 1 /03
aya) ( z) + ( ) 5(3;) =—=0.
Lum ergo snt
t=/p = +"°—Ja,2) et u—/q 9z —

sumatur p——y et g:i, ut fiat {——=xy et 14:'."-7E

2y,
b/ X

11’93“0 nunc (g:) —=v sumtoque L comnstante, ex Corollario 4. fit:
W _ —C—2y  — G-I

—

v, ’ axx — 2zzy
‘ ¥ Y
,Est vero fu_—_—zxx, hincque x—ytu et y=— }/g., Aatque

2zxxy — 2tyltu;

_— = (l/tu-—l/*'u)at —_— .-a—t S— 2&9
.t ob u constans )
v = glt —_—lt,
l
Bu _tzﬁ au f: 1.
"Quare sumto jam ¢ constante erit

z= tiﬂ-— au au—f:»u-,{--F:l,

unde fit
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Vel ponatur — ;% =y ut sit & — — %; erntque

I -
z;‘:tift’as.f s—{-F
In hac integratione /'t Os frs sola s est vari'abilis, ac demum' in-

y

tegrali sumto restitui debet £ — xy et s—=—7=  Caeterum patec

functionem quamcunque ipsius zy particulariter satisfacere..
Problema &4.
319, Ploposfta aequatione generali :
39z ‘00 oy o
50— 2P (%) + @ — QO G + R G + 5 G
+ Tz 4~V =0,

invenire conditiones quantitatom P g, R, S, T, ut mtegrauo ope
veductionis: adhibitae succedat.

-

Solutios
Facta eadem substitutione introducendis- binis novis variabilibuss
f et B,y aequatlo nostra: sequentem mduet formam

Y+Tz+(ga')(‘;, (g )(a -): ( ) ( ‘ 2(§y oty ay) aaz ) (gaz

zp(;"a' ~2P(y  =—2P(3)E) —2P a’)(g“) —2pGG
-.-(PP-QQ)(gf) (PP -QQ) G2+ (PP-QQ) (5 2P (PP_QQ)(a ) =
+REZ) +R(Z (e QQ)(a,XS)

—)-S(g;) —t—S( )
Determinentur Jam hae duae novae variabiles £ et u ita per zet gy,

ut formulae (3{;) et (az) evanescant: debebitque esse

G=C+Q@@ et H=C — 0%y
-unde patet has variabiles sequenti modo determinari

t = /p [0z 4 (P4-Q) dy] et u—=—/q [0z + P—Q) dy],

sumendo p et ¢ ita ut hae formulae integrationem admittanmt.
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€um nunc sit
0
(ax;,) =@+ @+ [+,
GO =@+ G +C+ G + @1y
+ 1@+ G G <a,),
aau ¢ Q‘7
(axay) —-t(P Q) (axz) + [(ax Ox)’
D =@ — Q° (32'9 + @ — Q) — &1
+ 13 — G1Gh.
Hine repentur formulae 2 (a,a ) coéfficiens — — 2QQ (a‘) (aw),.
termini (a—t) coéfficiens —. _
[— @ — &Y 4 <a"+"’% +R@+Q) 512,
v e 0z
termini vero () coéfficiens —.
[— ¢+ <‘”"’—‘“’% +ED 4RO -+ 5] &
Est vero (ax) =p et (ax) — g, unde si brevitatis gratia vocetur
S +RE+Q 4+ &5 — @ — 0 FED =Me
S4+RE— QO+ H— @+ O EZH =N,

aequatio nostra resolvenda erit

0 = V 4 Tz + Mp & + Ng G — 4QQpq &),
seu ut cum formis supra §§ 294 et 295, cxhlbms compararn queat.

aaz) M /(02 (6) —0

- G G — 7o G — Rt — T — O
quae 8i porro brevitatis gratia ponatur.
M_ K et —> =L,

4+QQq 4£QQp =

duplici’ casu mtegratnonem admittit: altero st fuerit

= --KL — (a ), seu T—AOQp (au)—ag,si"

4Q«Q.Pq
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,;altero "wero si fuerit .
‘—“_"—"T = . K F ~— . ~5 R -—-—
e %k G, sen T==4QQpq G %
Quoniam vero K et L per x et y dantur , formulae .lllae (a:‘) et
i(au) ita ,reducx possunt .ut sit

__Q, -P
)y — £+Q (aL ( )
(-3" 2Q9p o= ~ =Q.q 0y

Quemadmodum autem. ipsa integralia ‘his casibus inveniri debeant,
. id quidem supra est declaratum; unde superfluum foret calculos
illos taediosos. hic repetere:- quovis .enim casu .oblato solutio inde
peti poterit. : -
Scholion. 14,

820. <Quod ad hanc reductionem formularum attinet, €a se-
quenti modo mstmntur Cum sit in genere
0z — oz ( )+ay(
£ex formulis
.ot =pdr+ p(P+Q) oy et au — qox +gq (P—.-O) Jy erit
gt — pdu = 2pgQdy. seu Jy = LA oy
g (P—Q) ot —p (P+Q) du —= — 2Qpgoz, seu
ox — ?(P+Q_)fté;c;(P-Q)at ’
Quibus valoubus substitutis obtmebntur
L{_ﬂ)au (P-Q\at] &y 4 (asu = T @,
ita ut az per dlﬁ”exenua{ur at et ‘du exprimatur. Po:lto €rgo u
constante et Jdu == 0, erit

_)“ (g:)"'_ zQ,p(ay’

- at posito ¢ constame et at— 0, erit
az P+Q
) 92.4 nQa (g))
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Scholiow 2.°

321. Methodus igitur hoc capite’ tradita i hog’ consistit , ut
hujuswodi aequationes ope introductionis binaram novarum: variabi-
llum £ et u‘ ad' hanc formam¢ reducantur

G+ PG+ QU5 +-Ra- =50,

de qua in' praecedente’ capite vidimus', quibusnany casibus ea inte-
grart queatz Iisdemr igitur quoque casibus' omnes aequationes’, quae
ad talem formanr se reduci patiuntur; integrationem admittent.. Egt
vero' ejusdem: formae casust quidam: maxime' singularis, cujus: inte-
gratio® absolvi potest . unde’ denuo infinita' multitudo’ aliarumy aequa-
tionum',, quae quidem' eo' reduci queant, oritur integrationem' pariter
admittentinm.  Quemy -propteres casum' seguents -capite diligentius;
evoluamus..

’

- sisenslofitpmnin
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ALIA METHODUS PECULIARIS HUJUSMODI AEQUATIONKS
INTEGRANDI.

Problema 5.

322,

Si aequatio propasita hanc habuéa;it formam
@ +y’ (%a:j) “+ m{z+y) (g—:) +.m(Z+Y) (g—;) +nz==",

«<jus integrale completum investigare.

- T Jotutio.
Cum hic binae variabiles x et y aequaliter imsinf, ponatur
primo
=A@+ f: 2+ B (g i 2 +-C () M7 2
+ D (+y)3 7 1 x ete.
ubi pro faciliori substitutione notetur, posito v = (x—+g)* F : x forg
&) = (@+y— Fiz + @+p)* F 2 2,
9= ! .
Gy =M @+t Fiz,
0dv
Groy) = W (—1) (P Frz + p (x4 F iz
Facta ergo substitutione obtinebimus hanc aequationem
o=nA @+ f: x+nB @+ t* £ : z4+nC (Z+y)* T £ ; x}-ete.

~+-2mAA . =+mA ~+mB
+AA—{)A  +2mQA+1)B +2m(A+2)C
~+AA +A+1)B

+(A+1)AB ~+(A+2)(A+1)C,
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ubi totum negotium ad coéfficicntium A, B, C, D, etc. determina-
tionem yevoeatur; ‘facile autem erat praevidere, forma superiori as-
sumta potcstates ipsius (x ~ y) in smguhs ‘membris pares esse
Pr odituras : Fieri igitur mecesse est

n 4—2m)\—+—7\7\ —A=D0,

S (nt-2mA 4 2m A\ +-AN)B 4 (m 4+ M A—0,
n+2m\ 4-4dm AN+ 3A +2)C 4+ (m 4—-A+1)B—0,
n4-2mA<46m+A\ 45N+ 6)D+4+ (m 4+A+2)C—0,

) e ete.

quée determinationes ope primae » - 2mA - M—~—A0 ita
commodius -exprimumur : ‘

B— _ (mENA F— (mAAAE
: a(m—=2) ] - 5(an+nk+4)
Cc—=__Im+Ar40B G — — (mAAA)F

- z(zm—t—a)\—'}-l) i 6(am+4)\+5)

D= — (m—+4-A—4--)C H = (m—+27A+46)G
— T dmEaa)’ T 7GmFa+e’
E— — (m+24+3)D ete.
i §(mA2n43)°
unde’ lex progressionis est manifesta; At- pro exponente A dupli-
cem eruimus valorem

x)\“"i--m—k}/(x-—m——n-{—mm),

quorum utrumque aeque pro A accipere licet. Hic autem praeci-
pue notandi sunt casus, quibug .series assumta abrumpitur, quod
fit, quoties m 4~ A 4-i— 0, denotante i numerum quemcunque
imegrurh “positivuml cyphra non exclusa. Hoc ergo evenit. quo-
ties fuerit

;+z+;/(s--m—-n+mm)—-o

id guod fieri nequit nisi }_-— m —n -+ mm fuerit -quadratum.
Inventa autein huJusmod| gerie sivé finita 'sive in infinitum exéur-
rente, alia similis pro- functionibus ipsius g ‘reperitur; unde valor

Yol. 11L : 28




218 ‘CAPUT 1v.

lpdms z ita repenetur expressus :
=A@+ yPf:z+F: y)—o—B(x-'-y))'*"(f' x+F’ y)
—I- Cxa+yH2(f”:2+F”:y) + D@+ ) P37 :2+F": y)
+ E(@4+p (Vo FVigy) + F(z4+ gy M5V : 2+ FViy),
~} ete. .

ubi. cum binae functiones arbitrariac adsint, id certum est signum,
hanc formam esse integrale completum aequationis propositae.

Corollarium f{. .

323. Si fuerit A——m, hoc est n — mm -} m — 0, sen
n__mmn— m, integrale ex unico membxo constabit ob B — 0, -
eritque integrale ‘ .

g2 —A@+yYy~"f:24F:y.

Corollarium 2.

324. Integrale autem duo membra continebit s 81
A——m—t veln—mme—m—2 : m+{)(m—2);
mm erit B——} A et integrale erit
z2=(@+ P~ iz +Fiy —fx+~ " :x+Fry.

- Corollarium 3.
825. Integrale tribus: terminis constabit, §i A = e—m — 2,
vel n—=(m 4 2) (m — 3); tum erit
: Bz= —jA, et C=—}B==4gA,
integrale vero
a=(@ay " 2f:xz+F:y) ——g(x-a-y)“’"“'(f' z -+ F’:y)
A b @ )™ (i - F i)
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Corollarium 4.
326. Ex quatuor autem membris integrale constabit, si fue-
Mt A——m — 3, sen n— (m -+ 3)(m — 4); tum sautem erit
B— — A, C=—iB=+4A, D= — 5 C= — LA,
et mtegrale '
=@+ "z P — @+ (24 Fiy)
+-c(x+ P 2+ FY ) — (@ ) @ w4 B y),

Scholion.

3217. Quc;d si in genere ponamus A 4 m — — i, erit
n—m-<4-iy(m —i— 1), tum vero
—_— —__(i—1)B —_(i=29c p __ i
B=—i ¢=—{25, D=- {525 e = {555,
. unde fit omnes ad primum reducendo

B——jA C—=-0-1) 4 p—__=CG=9__,

2.3(ai—1) 3.2.2. 3(4——1)
—_— H(i—»)(i—3) —(i—=3)(—4) "
E‘—‘m.a.s.4(ni—n)(ai—6)A’ F= ‘345(2:——1)(:1 3)A ete.
qui ita se habent
Al B |C D E F
i—1|[1]|—3}fo0 0 o 0
i=z21|—3rg © | O 0
i—=3|1]|—41|3|— 0 0
. 2
li=d4 )t —HAg — 77| w75 ©
. o ) . ___3_ _3_2_ _a.1
P=b6 11 —iqm 9.3 | 06.9.7 | g6o.9.7
s 4| — 4 4.3 3.2
_ i=6]1 —4l& 11,24 g6.11.9 | gbo.11.g
ita hujus aequationis _
09z _m 3z m+(m—i—1) _ __
@)ty @ s & T e 2 =0,

"
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mtegrale completum erit
2=+ @AYz +-F iy
— L@y it iz Frgy)
-F-;,%——M(z-;—y)"“‘“t""(f";x -!:-'-F":y)
S e RN pb el R LOP TS L 2P

2.3 (i—1).3 (25— 2)

+ = Ty = @V ia o FIV 2y

FA=1) (=) G=3) (i=4) its (Yor o TV
= 31, a(2i—).3(2i—2). 4(31—3)-5(ai—4) (x+1y) m—i+45 (fv ,.'t-I—-FV.y)

-~} etc.

quae forma quotics i fuerit numerus integer positivas, fiito eon-
stat terminorum numero : secus autcm in infigjtum excwrrit. Fmr
primis autcm ista integratio hoc habet singulare, quod non solum
ipsas functiones arbitrarias f:x et F:y complectatur, sed etiam
carum formulas differentiales.

Exemplum.

328. S occturrat ista aequatzo
39z ™ oS, ___
Guay) + 25 z_,_y (ax) ‘i G =0,
definire casus, quibus ejus integrale per formam Sinitam
exhiberi potest.

Cum hic sit n—=(m 4+ (m — i — £t)==0, sumendo pro
3 numeros integros positivos, duo ordines habebuntur casuwum, qui-
bus integratio succedit, alter quo est m=—i, alter quo m=i+f,
ita ut in genere integratio finita locum habeat, quoties m fuerit
numerus integer sive positivus sive negauvus; Priiné ergo si sit
m—=—i, et
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z2—t({f:x4F: y)-—-——(x—{-y)(f' z+F:9 ‘8
+i- .fg;-:) (49" 2 - F:y)
— 1 G @ g € a B )

+ & ”'(ﬁ: :gg::_*zg‘(”__a) (x 4t 4V iz 4-F1V 1y

— ete. ’

Deinde. si sit wm — z+t erit
(x+y¥trz—1t (f: x+1~‘,y)——(a:+y)(f’ z+F: y)
4 JEE N gt i By T

—'é 2:((11‘:'1))((!;, 2’2)'(x+ y)3 f// x+F/// y)

+,‘; i(i—)(@{ -2 @ ._)'3)”(:z‘-+y).(flv.z‘+F"-y?

2oial—~ ) (§—3)(3i
: — etc. .
wtrinque -scilicet eadem habetur expxesslo , cui ecasu priori ipsa
qu-&ntntas z, postenou quantuas G = 1* i4-rg aequatur. Ad sin~
gulos hos casus msuncms evolvendus poramus
A—=f:z=z+F:,
B—=(fiz+F:y)—z+pF:2+F ),

C =z +Fip—{@+y) (o +F )+ 3 3 (‘v+9)’<l’"z+l-"’—y>,
D—(:z+F: y)-—g(x-i-y)(f" x4+ F ¥+ 5 (x+y) e+ F .y
,.(ar-!-y)3 ' x+F”’-y), ete.

vel posrto brevrtatls gl atia .
A=f:z+F:y,
23:(;6-1—3/) :xz4F:g),
€C=@4+p* 'tz F ryy,
Q=@+ c”:z2+F":y,
C=(@+ P :z24M:y),

. ete.



peg

it
A=Y, _
B:ﬁ—"ims
C=A—3B+ 5 €

CAPUT. '1IV.

1]

‘ ‘D::ﬁﬁ—fiEB-F 5% (O 3_}7 D,
'E:Q(—ﬁ%—n——s-@ 8.‘6.‘#D+57'6—3€
F=A—3 % B+ ‘.'5"5 €— To. 9 @"‘ 10. 9 a. 7 .€ :o.g.'af',.e &
G_a—%$+;? YT m@-ﬂ- 13,11, ,‘."QQ_' 13.11.30;9.8%
1 @,

¥3.11.10.9.8.7

Quibus valoribus inventis,

m—20, z—A,
m—~—1,z—B, .
m——2,z—C,
m——3, z—D,
m——4, z—E,

m— 5, z—F,
m—=—=06, 2—=G,

329,
nitum excurrit.
m — k, ideoque

z:a-—za—H

Sit enim

ak (nk ‘+—5

etc.

erit pro duplici ordine,

si '
m—1, (x4+y) z—A,
m—2, (x~+y? z=B8B,
m—3, (x+y® z=—=0C,
m—4, x4+ z2=D, -
m=—=6, (x +y’ 2—E,.
m=—=b, (z+y'lz—F,
m=1, (x4+y¥z2—=¢G,

ete.

q

Scholion.

Si pro i sumatur numerus negativus, expressio in infi-

i— —k, et ex formula prima erit

b k+| (k-2 . :
% * 2k (ak + 1) Gk:)_njg_*‘etc‘

40 o

Pro eodem autem casu m —k altera forma ob i — k — 1 dat
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(412 =A— ";:2-‘3-{—} é::', E:.—_'?.,)E

al & (a:—;))((z: ?)(&—a y B ri ete.
guae autem formae non absolute aequales sunt censendae, sed in
altera functiones f:x et F:y alias formas habebunt, ut. mihilominug
ambae aeque satisfaciant. Casu quidem Kk —§, ambse. convenum
perfecte : ponamus autem k— 0, ut pnor det
z2—A—=f:24-F:y, '
at posterior praebet ;
,,._,_a—gﬂs—f-g@ ,g@—l—,&;&—»em

Quarum ‘consensus ut appareat sit in hac posteriori

1

f:x—ax® et F:y—by®, erit
ﬁ:ax + b B=(x +y)(3axx—|—2by),
= @+ )’ (bar~+ 28), D= (=)’ 6a,
at r.ehquae partes evanescunt. Obtinebimus ergo ex posterigri
z2 = (x '+ ¥) (azx® + by®) —}@+y° (3a.1:x+ 2by)
+i@+° @Gax +b) — j@+y)ta,

quae evoluta praebet

et —ayt g0 g by = 2,
quae forma utique in priori 2 = f:x - F: y continetur.  Con-

sensus ergo--binarum- itlarumy - formarum gencralxum eo magna est
notatu dignus.

o

Problema &§3. S

330} " ‘Invénire casug, qmbus haec aequatno generahs

G — @y +RG+ SGH +Tz=0,

ad formm praecedentem reducl » xdeoque usdem‘- casabus‘- mtegram
potest. « .

t



-
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“ay

Solutio. : i

Intreducends binas novas variahiles ¢ et u, ut sit quemadmo-
dury. reductio §. 319. adhibita, ubi P==0 et V=0, declarat
t—/p (0 <= Qoy) et u—/q (3:n — Qay). -

# ponamns ad abbreviandum
M—S+0R+(§3) +o¢h,
N=S$§ ——QR-—(,-,-)-}—Q(;;). K

prodibit haee aequatio ' :

30z : —_—
(atau) 4Q 5 (ar 4QQp (g:) 4QQP4 =9,
quam ergo ad hanc fmmam revocari oportet B
m m 0% = —
o + i G +idw o) F =0
cujus casus integrabilitatis ante designavimus ; ‘scilicet quoties faerit
n—@m--i)(m — i — 1), denotante i{ numerum infegrum quem-

cunque positivam ‘cyphra non exclusa. Ad hoc Ergo necesse est
ut fiat ’

—_— -—4'nQQq — T4mQQP — 480007 |

Quna autem hic mtegrabihtat:s foxmularum tetu. ra;m haber;, de-
bet, sumamus Q— g:, sitque

p=an’:z et g —bn': x,
eritque . T !
t—an:z4ad:y et u:b'rr:a:—-,-bq):yu-\‘

Hinc si
M4 N=254200 -:—""T',“IZ.".’.QQ"(” ..
M—N—-zQR—-}-z(aQ)“—‘”(aTBSW S

ideoque



CAPUT IV. 226

TR = am{a—b)Qn: 2 Q.
=T Q( 2
§ — -—am(a-’-b)Q_Q —Q (aQ_)' et
T — —4M5Q,Q_1r:z.1r':z _ -—-4nab¢’ y. ¢’!
- (t+u)? —_ (t+u)?
ob Q — ——y unde est

a%—%et(a%—::,f D et
t+u__.(a+b) mix-+ (a—b) P:y
Ideogue habeblmus
— (e )y 4> 1Y et

—m:+§a ':b)‘rr' ] 'n? X
QQ t+u

. Quo aequatio hat simplicior, duo casus praecipue sunt considerandi,

alter vbi b—a, alter ubi b =—wa. Priori est t-4-u—2am:x
aequatio nostra erit

33 ¢": 0% ] '’ n: 0
—E2rE) 520 + @Y -1 &
uep—’cp"'z..._o

mx.mx

Altero vero casu b — — a fit t+u—2ad) g et

' - @&+ G2 -+ 22 @
—i—"g’:’z._o,

quae ambae aequationes integrationem admittunt casibus
n — (m4i) (n—i—1).

Corollarium l‘.

331. Aequationes postremo inventae a se invicem mon diffe-
runt, nisi quod binae variabiles x et g invicem permutantur, unde
sufficit alterutram solam comnsiderasse, Prior atgem transformatur
ponendo )

t=miz+QPiy et u=m:z—0Q :y,
Vol. IIL . 29
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posterior vero ponendo
t—m:z4+QP:y et u_._CD Y —T:2.

Corollarium 2.

832, Hae aequationes etiam sequenti forma magis perspicua
repraesentari possunt, prior quidem
e (L’z) —_ i (2~ ¥ (%
@) (x'ix)? \o=x* @) ‘®
2m 0z o
-+ (( Ty — wmaw) (o) — oy 2= 0y
et posterior
MmOy 0
@ n' G = i G 20 + (s — s G
=0.

U" =)“ (3:) (@m‘ =
Casus f{.

333. Ponamus 7':x=a, et {:y=b, erit m:xr—ax et
Q:y—by tum vero n”’:x—0 et {”:y=0; unde forma prior
prodibit '

£3
(332) aa (8.:’ g:i‘ - mLx z—=0,
quae reducntur ad formam supra resolutam ponendo
t —axr - by et u — ax — by.

Posterior vero forma est
1 52) [ 3 aaz)

% \ay2) " a \gxa) + bb_y az)-'—bbyyz__o"
quae reducitur ad formam supra resolutam ponendo
t — ar -+ by et u — by — ax,
utraque autem est integrabilis casu
n-—= (m—!——i) (m—i— 1)
Reductione emim #d varmblles t et u facta orntur haec aequatio

afau) + t—r-u ) + = r+... (a,,) il rare (f+u)3 Z2—=0.
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Corollarium (.

33&; Si sumatur n —— 0, hae ambae aequationes
99z m az
(a axe) +5 (ay) =0,

sunt integmbnles, quotxes m fuerlt numerus integer, ideoque 2m nu-

merus par.

Corollarium 2.

335. En ergo aequationes ob simplicitatem notatu dignas,
ex tribus tantum terminis constantes, quae infinitis casibus integra-
tionem admittunt. Integrale autem quovis casu facile exhibetur ex

§. 328, si modo ibi loco = et y scribatur £ et u,

Casus 2.

336, Sit :zx—az* et {:y—0b, erit
'vr:x:l‘i‘—‘_::ax""'*" et O:y—by,
tum vero
™’ ix=paad et O7:y=o0
Unde forma prior provenit
oz 1 700z p.-—‘2mp.-—2m/az> n(p.+l)
( " aar M\ Jz" ) T aaztt \Qz aaz™ 2
quae reducitur ad formam supra vesolutam ponemndo
t=—— azt+' by et u:%ax”-‘*" — by,

Rt e
Posterior vero forma fit

17002\ 1 37"> 2m0) N (b T
b_b(()y2 /) aaxr™\ox’ bby dy/) aaxt 4—b_byyz

cujus reductio absolvitur ponendo

8

0,

0,
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‘— ’
Haeque ambae aequatnon.es mtegratnoncm admxttunt » quoties fuerit
R=-(m-}-i) (m=—i—1).

Corollarium 4.

337. Ex priori forma casus maxime notabilis existit, si ca-
piatur m——-— +z' et n=0, tum enim erit
. B (ayz) = (G
quae est }ntegxab:lus, quoties f—t-; fuerit mumerus imteger m sive
pesitivus sive negativus. .

Corollarium 2.

833. Vel cum sit p.__.;_;—l, haec aequatio
=2 % 3 B, B o
B () = (o seu () = 2™ (53,

erit integrabilis, quoues m fuerit numerus integer sive paositivus sive
negativus, reductio autem fit .ponendo

-

t— — (Zm—1) azx™ ' 4-by et

—

U= —2m—1t) azim—s by

€Casus 3.

839. Sit n':x—az* et (D’-y::‘_by*, erit
_____ H—x
mix = aat+t et Qry=—c by
tom vero
n”ix—pax* et Q7:y=yby*".
Hinc prior forma resultat
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t (@_a__z) _ 4 (@ __ v [o2\ .
bby™ \ oy° aax® \gx* bby’m a—y
+M—2mp.—-2m a_z.) _ _r_zqu+i)° —o,

— 2 ==
aax**t* . \oxz/)  aax2hta
quae reducitur ponendo

—_1 X pyrt
§ = aaf ! - byt et

. Rt

_r o SPGB T
e axt+ o byrtr,
Posterior vero forma evadit

) (&iz ___t [0z , 2mv+2m--y(3z)
Y,

bby™ ay’/ aaz*\9z*/ ' bbyr+r
, K 03 n(v+1)
+ aax -+ (D_x + bby* 2 2=

cujus reductio fit hac substitutione
t= S azrh L byt et
1 '
azxttt e byr+e,

—F
rarse
Vel cum hie tantum ratio inter @ et' 5 in computum ingrediatur,
pro priori poni poterit
— 1 iy (1B
t—i= —*"'2\1'4—1)«;!/'—!“x et

— g gy ()b
u—gat 2(v+1)a e,

ut fiat ¢ u —ah+!, quo expressio integralis fiat simplicior.

u__

Coroellarium ¢,

340. Si ponatur in forma priori p— ;%2 minuetur es uno
termino, fietque
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g . . -
Y /00z 1 am— BBZ)__ vy az)

$by” ay aa oz? bby*rtr 5‘1_/

n am—1
- — z2—=0.

(2m—1)’aa

Statuatur u—25, et capiatur quoque y —— — =, ut prodeat

am—1
4m _4m_ am+-1

yam—-x (gzz) — gam—1 (g‘:) g — yz‘m (a__y)

am—-x

i IM—1 , —

-—--(—2;-_—,-)—31: 1z2—0.
Corollarium 2.

341. ‘Sumatur porro in priori forma y — p, at fat

W—2mp. — 2m — — &, seu n ::Ll-,‘ ut prodeat

1 09z 1 7092\ M [0z
bby’l" Dy) aaz™ \ 9z’ bbyw 0y>
® g?>__n<p+t)’z__'o

aax?*+ \ Oz aax™t+r T — 7

«quae integrabilis existit, quoties fuerit
(at(ut-1)8) [(pt=1)i4-1]

n— - (M_H), , , seu
‘n:—(i"‘—u-i—l) @ +J’~+l .
Scholjon.

342. Largissima ergo hinc mobis suppeditatur copia dequa-
lionum satis concinnarum, quas ope methodi hic traditae integrare

ticet, Atque hic imprimis duo -casus conspiciuntur, quorum alter -
4m

GH =& G
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pro motu cordarum inaequali crassitie praeditaram determinando est
inventus, alter autem hac aequatnone

903z 0z
56 —G—FT @ =o0
contentus ideo est memorabilis, quod in analysi pro soni propaga.
tione instituta ad talem formam pervenitur. Hae igitur binae ae-

quationes prae caeteris merentur, ut pro casibus integrabilitatis "in-
tegralia exhibeamus. ‘

Problema 54.

343. Proposita aequatione differentiali
(38?.) — aaz) 2m (
ox* ax) -
casibus qmbus m est numerus integer sive positivus sive negativus,
- ejus integrale completum exhibere.

Solutio.

Facta substitutione £ —}]x -}~ y et u_{x.— Y, aequatio
nostra hanc induit formam

) + = t+u (at) + 4 (au =0

Cum igitur snt t +~u — x, si ponamus

A = f:“—z;%bz -+ F:f-”-:—b’,
B = @ (252 o ehy
€ = x? (f// “¢+b.7 + F7: aa\-—by)’

D = o @Y |, ly,
€ — 2t (fV: "‘*"’7 -4 FIV; ax—by),
3§ =2 “v-f,—t-bz + FVE22, et
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casus integrabiles ita se habebunt, primo negadwi
sim—0; z=¥, .
sim——1; z=%B,

sim —-2; 2=%-1B+C, |

5550

sim——4; z==Y— —4B+ 87@: —4 D4 LG,

376~ ' 8.7.65

sim ——3; z:@(—’.%+515€—

sim——b; == 2234-“,9 w':bf-bi-—;a.@ .0%}6% etc,
Tum vero pro valoribus positivis ipsius m

sim=—1; xz—9,

sim=—2; Pz2—=A-1B,

sim=—3; z°z2:=Y—2B +;;1(€,

M P —, o 7 RS s 1
sim=—4; x z.__Q(—-g.B—f—M 654®
- — . 9—)_ 4 " — b
sim=—5; 29z—A—4B+; (‘i 8709—#876,@
—_ 1 10 : .
sim=—6; x''z—A—-JLB+—— logg_.log&m 10987€ ,09876‘,}, etc.

Cui ergo expressioni casu m — —i aequatur valor z, eidem aequa-
tur casu m —i 41 valor ipsius z*'z.

. Scholion.
© 344. Valores ipsarum ¢ et u ita hic assumsi, ut fieret
¢ 4+ u — =z, atque eosdem valores quoque in functionibus adhiberi
oportet, Etsi enim f :?’—':;b—" etiam est functio ipsius axr-4-by, ta-

men functiones per differentiationem inde derivatae discrepant.
Namque si ponamus

f:ﬁ'};ﬂ:-@:(ax-l—by),
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erit differentiando -

{(adx—-%9

CRLED ¢ : (== o= a3z - 53g) B': (ax -+ by,
unde erit

£:2588 — 2aQY: (ax + by),

neque ergo hae functiones differentiales sunt aequales etxama prin-
cipales assumtae sint aequales, simili modo erit .

7 “+b’ = 4aaQd”: (az + by), et
: 9’—:& = 8a33": (ax + by), etc,
et ita pqro.

Problema 55,

345. Proposita aequatione differentiali
m

4
99z u am—: 00z
(‘u)]’) —_— .’L‘ ™ (axn),

casibus quibus m est numerus mteger sive posntlvus sive negatmn.
integrale completum exhibere,

Solutio.
Introductis novis variabilibus ¢ et u, ita wut sit

— am—I M—i
t—3a —

b
2(am—1)a Y,

my et u:}x"”“‘“ —+
aequatio mostra hanc induit formam
90z _m 0% ___
atau) + = H-n ( H-u (a‘:) - O’.
ubi est '

—1
4 u—= *™ "%

Posito igitur
-1

A—=F:¢t +F:u %:.x""'—":'T(f’:t;-l—F':u),
Yol. IlI. : 30
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- =3
= ™ (7t 4 F7iu), D™ (it - F ),
-5

k. 3 =
C—ax™ " ((V:t+-FWV:iu), F—a™((Vit4-FV:0),ete.
percurramus primo casus, quibus m a cyphra per numeros nega-

tivos decrescit.
e

I. Si m — 0, aequationis

G = 2o Gon integrale
2 = f: Gz + 29) +F: Gz — = . .

II. Sim——1, ob
3 b ; b
t:gw’—-}—ayctu:—_ix;-——ay,
erit aequationis
99z, ___ bb
&) =
. X '
2z =f:tF+ F:ru— 23 :¢t 3+ F: w.

4
00z,
2 (3,,) integrale

II. Si m—=—2, ob

! b 5 »

t —jax¥ 4 yetu —}x — —y

erit aequationis ‘
8
%z, ___ b § 99z .

(652) =L (axf) integrale
. 1 !
. z2 = f':t—f—I-‘:lt-—I::z,'s f:t+4+F:u)+ i;x’ ({7t +F7:n).

IV. Si m——3, vb
b

7 b
b—tx 4+ —

— . b
gel €t UTTiX — oy,
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erit aequationis

9z b3 ;'z_ 00z

(59 = & & (5z3) integrale

. b §
z::f:t+F:u——gw’(t":t—i-F’:u)-l-éx’(t”:t-l-l‘”:u)

-— ...‘_.:c; ;¢ 4-F":u),
6.5.4

V. Sim——4, ob

1
t—1a%4+ % y et u— xs-—-.”
ja’ + 00 d i e
erit aequationis

16
902y — W 29(392) int
(ay) pas (o) Im egrale
[ 4
z::f‘:t—f-F:u--?;J;5 (f":t+F’:u)+BE xs(i’":t—t—F”:u)
7 .
3
— b 290t +F Uy T x$ AV:t4+FWV: w,
8.76 8.7.6.5
et ita porro.
Pro altero vero casu ubi m habet valores positivos, integralia
sequenti modo exprimentur
T S 0oz, ___ b a9
I.  Si sit m—1, seu (ay,) __;;:r‘ (ax:)’
ob £ —fx7'— ﬁy et u——jxz"'+2Lby
23 20
erit integrale
x'z=f:t+F:u seu z—=ax(f:t 4 F:u).

8
II. Sisit m— 2, sen (0% — 2 3 9%

952 = aa ® GGah
.1 —1
ob t—izx 3 —-lbyetu—ix 342
2 ba Yy u 5T ~+ 7 Y,
erit integrale

~ — an

2
s=x(:t+F:u) — 329t 4+~ F o).
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12
dm, __ b6 _§ dom

IIX. Si sit m— 3, seu (a?):ax S

ob t:galr:m§ — b yet u:::ix——g-,\-_"_y,

1048 10a&
erit integrale

&
z:x(f:t+.F:u)-—-{.zf(f':t+F’:u)+éx§(f”:t+F”:u).
. _ 2 — b ¥
IV. Si sit m— 4, seu (a;)‘__;_‘.z: (gi:)'
* —

tyetu—ix Q—l— LAY

ob 2 —1} z —
4 a 14a

erit integrale
z:.“.x(f:t+F:u)—gxg(f':t—s—F’:u)—{—G_Zx E%:t+F " :u)
?

— Z @t Fu).
654.1: ( —+F“*u
39 .9 3z
. . . .
VY. Si sit m— 5, seu (a—y't — ;x (a:‘)’-

bt — # . —_— ~.£ b
0 —1ilx —_— 2 etu—ix -+ 2

é xsay z 18a y".
erit integrale

z—x(f:it+F:w ——gxg(f':-t—i—F':u) +i£m5((’:t +F7:u)
- - 1] .7

. 1
— 4 x; 0t F- 1 g V. IY.
& ¢ —+ u)—}-ma @V: e+ FIV: 0). ete.

unde lex, qua has expressiones ulterius continuare kicet, per se est
manifesta. :

Scholion .

846. Casus isti integrabilitatis congruunt cum iis, qui in
ecquatione Riccatiana dicta deprehenduntur, novimus scilicet aequa-
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tionem hanc 4
=4m
dy + yydxr = ax®™ 0z
integrari posse quoties m est numerus integer sive positivus sive
negativus. Haec autem aequatio haud levi vinculo cum nostra
forma est connexa, quod ita ostendi potest.  Proposita forma

generali
oz\ ___ 0%
35_;) =X (3::’ ’

pro integralibus particularibus inveniendis statuatur z —— e v, ut ¥
sit functio ipsius x tantum, erit

oz ay: OV 0z, ___ qy 00V, -
(ax_)-—— (4 y . a' Ct (a;’)_e y. ax’,
o9z ay . . Xddv
tum vero (553) — aae® v; unde prodit haec aequatio aay = 53

in qua si porro statuatur v — e/P%%, oritur

axdx ___ .

= — 0p -~ ppoz,

_4m_
ac si X — A2’ ut in nostro casu, haec aequatio sit
—4m

op -+ ppox — ax*™ " Ox.
Haud temere igitur evenire putandum est, quod utraque aequatio
ilsdem casibus integrationem admittat. Intcrim tamen notatu dignum
occurit, quod casus m = oo, qui in forma Riccatiana fit facillimus,
idem in nostra aequatione neutiquam integrationem admittat. Ha-
betur quippe haec aequatio

09z, ___ bb

(3-;.) — '
eujus reductio modo supra §. 330. adhibito non succedit. Nam ob

::‘_’;., R—0,S—0e T—o,

00z
zz (553

pro novis variabilibus ponitur ¥
t=/p Oz 4222y et u— /g4 @z — ¥2);
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unde ob M — %= — N, oritur haec aequatio
aa -
2 1 /02 1 0z __
atau) — k= ('37 4p= Bu) -0

quae sumendo

pP= i et g — 1 ,
ut sit

t—= Ix-}—by et u—lx -—5’

transit in )
99z (% I (9%y —
) —iGD —iG) =0
cujus integratio haud perspicitur.

Scholion 2.

347, Acquationis autem ( -)_.Tx (a 3 integralia particu-
laria infinita exhibere licet, in hac forma z — Ax* ¢ contenta.
Cum enim hinc sit

(ay)—MAr e et (a")—kAxx*’ %y, erit

mLAx e — N (A—1) Az e“y, ideoque
B = 1}'A (A—1), undc ex quovis numero pro A assumto bmx va-
lores pro o oriuntur, ita ut habeatur

2 — Aa? VA (A—ij ~+ B e-y}’)s()\-—x)’
et hujusmodi membrorum numerus viriando A in  infinitum  multi-
plicart potest Interim tamen singula hacc membra adhuc genera-
liora reddi possunt. Pusito cnim === 2* ¢® v, videamus an z ne-
cessario coustans csse debeat: hine aatem fit

(g—:) o= opat ¢ v - at e* (i;’) ct

(%J—z:) — AP e p 4t W (3;),

A

ideoque nestra aciuatio praebet per x* e divisa
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My 4 2p ( 5 - (aya)
—X(k—i)v+2>\x(a)+xx (ax,)

Statuatur ut ante pp — A (A—1), sitque v = alr -+ By,
erit

A—1  2h—1

2,3}1. 22\ — a, seu ;— ap - z"')\()\—x)

unde cujusque membri ex numero A nati forma erit
VA1) (A - 2_?:7_\()*_—_‘2 lx 4 32‘_-_1 )

z=x* 3_*_6_))’)\().—-!) (B— aVX(X—:)lx+aX—t y)g
Quomodocunque igitur non solum exponens A sed etiam quantitates
A, A, B, B varientur, infinita hujusmodi membra formari possunt,
quae omnia junctim sumta valorem completum functionis z praebere
sunt censenda. Quin etiam pro A imaginaria assumi possunt, po-
sito enim '

)\'_::a—l—b/—- 1 fit p,::p-f—r,'}/— 1,
existente

pp — gy =aa—a —bb et

pp+ g9 = V (aa + bb) (aa — 2a + t + bb),
tum vero est

a* — a® (cos. blx 43/ — 1 . sin. bix) et

et — e?Y (cos. qy —+ Y/ — 1 . sin. qy),
unde colligitur forma realis
A cos. (blx+ qy) + B [2plx+ (2a — 1) y] cos. (blz 4 qy)

—B(2¢glx + 2by) sin. (blx + qy)
Asin. (blz +qy) +B [2plx +(2a— 1)y) sin, (blx +-qy)(
+B (2¢glx + 2by) cos. (blx+ qy)

ubi quantitates @ et & pro lubitu assumere licet, unde simul p et ¢

z=x %)
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definiuntur. Quodsi hic litteras b et g ut datas spectemus, binae
reliquae a et p ex iis ita determinentur, ut sit
— 4 =2 L — 4
2“"“1-—-——‘71/(—71—53"“ et p=<y 25— — 4 |
hic ergo necesse est sit gg >bb et gq < bb %, seu gq inter hos
arctos limites bb et bb 4} contineri debet; statuatur ¢ — ¢ et

Vg Ay =2/, ut sit

1 — —t— — 7
R 41 3 ff), seu cc — bb — P
atque 2a — t == 2¢f et p = bf,
ex quo forma integralium particularium erit i ‘
A cos (blx—+cy) + 2Bf(blx + ey)cos. (bix +ty)
of 11 — 2B (clx —+ by) sin. (blx +-cy)
z=x’ e \Asin.(blx—+ cy) + 2B/ (blx + cy) sin. (ble +cy)(’
X ~+ 2B (elx + by) cos.(blx +cy)
quae posito brevitatis gratia angulo blz 4+ cy — @ transformatur

in hanc ‘ :
X A cos. (P +a) + Bf(blx +cy) sin. (P +8)
-— Cf+ 2 bfy 2 ’
z2=x e + B (clx + dy) cos. (P + )
ubi quantitates b, ¢, A, B, a, 3 ab arbitrio nostro pendent.

Scholion 3.

348. Resdutio ergo aequationis

aaz

lta mstitui potest ut ﬁngatur
z—x* e (mlx - ny),
unde fit
(a— = Aar 1oy (mlx + ny) b mz* W et |

(a ®y = Mxk et? (mlx + ny) 4- nx* ey,
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hincque ulterius differentiando
_(gf—c:) = [ (AA—1)+ A Q—1) mlx 4 AQAA—-1ny] et

(a_,,) — M 2pn + ppmlz + p.p.ny),
Ex quo vcolligitar primo . == y/A (A — 1), deinde '
ZRY AN = 1) == m(@2N—1),
ut st '
mo__ VAR )

a AN — 3
sicque cadem pradit integratio quam modo ante dedimus.

Yol. 1IL. _ EYE
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CAPUT V.
TRANSFORMATIO SINGULARIS EARUNDEM AEQUATIONUM.

Problema 56,
349.

Proposita hac aequatione
0%, — 39z, _ .,
G = PG +Q G2 + Rz,
i qua P, Q, R sint functiones ipsius x tantum, eam ope sub-
stitutionis
‘ z—M (g—"';) -+ Nv,
ubi quoque sint M et N functiones ipsius x tantum, in aliam
¢jusdem formae transmutare ut prodeat
oov, —. 9dv v
(& — F G + GG ~+- Hv,
existentibus. F, G, H functionibus solius z.

Solutio.

Quia quantitates M et N ab y sunt immunes, erit

En=M @ + NG

quae forma per aequationem , quam tandem resultare assumimus;

abit in hanc
n '

&Pn = MFGD + wr vy 4 WG + L)
+ MG 4+ MH  + NH
-+ NF ~+ NG.
Deinde vero pro alterc aequationis propositac membro nostra sub-
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stitutio praebet
9x.  ___ Ao oM ov
(3.:). =M da )+ dx (ax +
+ N. ]
hincque porro ‘

99 20V
G =MD + -1—N)(a D

LR 99N
+ O+ 20O
Cum nunc sit per hypothesin

G =P + 0 + Re,

si hic valores modo inventi substituantur., singulaque wmembra
3;13 ax,) (g'") et v seorsim ad nihilum redigantur, quataor, se-

quentes aequationes orientur , scilicet
el

ex 1 colligitur aequatio

> | MF =wmp

@ “31‘3+MG..+.NF—(??’-’?‘+N)P+MQ
v J Yy NH:aan"‘( )Q"i‘N

ex quibus commodissime primo quaernntur P, Q et R
prima dat staum £ == F, unde secunda £t

MOF — sFOM L
e 6 = Q.

. Verum

Ex binis ultimis sutem elimipando R colligitur

M (N3G — M5H) ' — (NoaM — maan anan
57 -+ NNG — (

o 4 mom,
+ (“9“""“3“ + mN) Q,

et illum valorem _pro Q substituendo

-~

*0
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MAON Nran
o _ My oo
- Nom— NaM—Man 4 (2 (nau— MaN) BF 3 Nmor xma

2FaM (nau —MIN) ﬂ(_nrau
Mo Nox

quae aequatio per '13% maltiplicata commode iategrabilis redditar,
inveniturque integrale . '
N NIM — MJR
=H - G4 e F +

Quod si ergo brevitatis gr atna pouamus N= Ms , erit
C=H—Gs - F -l-Fs: sen
(C—m)ax __
s+ % 5oz — ssax+ = 0.

Sive jam binc definiatur é;nantitas s = %, sive una functionum F,
G et H, pro ipsa aequatione proposita litterae P, Q et R, ita de-
terminabuntur, ut sit

L. P F

or FOM

1. Q G+ 5 — I’

et ex ultima aequatione derivatur
—_— FIoN _ or 2¥oM
R= H+1Ta£_n—'a:="naz(c+a§‘ Moa)*

qui valor ob N— Ms evadit

R Gos GaM Foo'e FdoM
R=H 4 — i — ¥z — 5% — i
. OFOMR oo oram
NM3T® — 50w — Moz’

‘et com aequatio inventa, si differentietur, det
¢ —0H — Gos — 590G — @-’—-M-}— 2F s0s -} ssoF,
obtinebimus
m. R—y 3N 00 __Tom  ax,
- aFoM® soF OFaM

Il
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.unde si aequatio
D =F@ + 63 + Hy

resolutionem admittat, etiam resolutio- succedet hujus aequationis
G =P @+ QG + Re,

eum sit
z = M(g-g:) + Nv —= M[sv—}-(gl;)].

Corollarium ¢.

350. S ponatur M—{, ut fiat z— sv —l—(g-:), erit
Y i, OF, e oG 2Fds — soF
P_F, Q__G-'l'-a:, et R——H+3_3—_—§?—’

neque hoc modo wusus istius reductionis restringitur ; quoniam si

deinceps loco z ponatur M<, etiam aequationis hinc ortae resoln-

tio est in promtu.

Corollarium 2.

351, Quoties ergo aequationis
H=FCD+6+Hr
resolutio est in potestate , toties etiam hujus aequationis
GH=FE+GC+ PP +H+ T -T2
resolutio succedit , si modo capiatur § ex hac aequatione
Fos + Gsox — Fssoxz 4~ (C — H)odz — 0,
tum enim erit 2 — sv - (3—1’). Sunt autem litterac F, G, H func-

tiones ipsius x tantum.

Scholion.

862, Haec reductio methodum maxime naturalem suppedi-
tare videtur ejusmodi integrationes perficiendi, quae simul functio-
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num differentialia involvunt. Si enim " aequationis pro v datae in-
tegrale sit v — Q :£, existente ¢ functione ipsarum z et y, ob

—_— o dvN ___ Ot /.
v = ok, erit (5)) = () P: ¢
et aequationis inde derivatae pro habebimus integrale
z = s(D t 4+ ( )(D

Deinde si fuerit generalius v::u(D:t, fiet

N AN

z == sud : t 3 (a;-:)CD R qu)CD
unde raiio perspicitur ad ejusmodi aequationes perveniendi, quarum
integralia ‘praeter functionem (D :% etiam functiones ex ejus differen-
tiatione natas ’:#, atque adeo etiam sequentes P7: £, Q71 ¢, ete.

complectantnr, Quamobrem -operse pleuum erit hanc reductionem
accuratius cvolvere.

Problema 3T7.

353  Concessa 1eso]ut:one hujus aequatxoms
G =G + TG + |
inven're aliam aequationem huJus f'mmae
G =rC +o@ + Rz,
Ppro qua sit

z:sv—{—-(g';).

Saolutio.

Facta comparationc cum praecedenté problemate habemus
F=1, G=3 e H ="

xx?

unde quantitatemn s ex hac aequatione defmniri eportet

Os ~}- "—'"a-x — ssdx 4 (f — —) or — 90,
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qua inventa ob a__q =2

347

== Aequatio quaesita erit
(a )___ alz) + Gz) 4 (n-——m 0

ox.
seu loco Js valore inde substituto

GA=G)+23 +(sr—mz

— 4 ’-"—":— s5) =,
pro qua est
22— sv 4 (g:).

Ponamus primo quantitatem constantem /—= 0, ut sit
Js s - msar __ ssbx __ ndx

= — 0,
- . . a .
cujus integrale partlculare est s —— -, existente
—a-tme—aa—n—0, seu aa—(m— t)ya+n—o,
os ___ —a .
€x quo ob -

—

— » oritur haec aequatio

G =G0 +2 Q+zmrey

pro qusa est

z=5v +(D,

seu exclusa n—a (m — 1 — q)

si constet resolutio hujus ae-
quationis .
m o & (Mm— 11— a)
GI=G) + )4 e=a,,
pro hac

erit.

(a;)—(a:)"" (a:)'*‘@;_%%;uz

:%v—}-(g;)

-

II. Maneat f == 0, et quacramus pro s valorem completum
ponendo s — -+ +» fietque ob
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ne=(n— 1)8 —ax, ¥+ 4 oz =,

quae per z** —™ multiplicata et integrata pracbet

hincque

acxm " T g—m*1 2 —m-+

-9

a
T S= Z(cx® ™~ = |) —;+x(cx"“‘“"‘—-

unde fit .

|

0s _—a (m—2a-—1)(m—2a (m— 20— 1)"

— = -+ ~+
0z xx xx (cx™—**—* — 1) zx (ca™—22—1
Hic praecipue notetur casus ¢ =10, quo fit

e M—A—1 9s .. —~—mta-+tx
§ — x et 9x xx ’

ita ut data aequatione
09 —_ —_t—
(a;) (axa) + %':— (35) ~+ ﬂﬁ';; ¥) L4

pro hac aequatione

—_— g)"

99z, _.__ ,00% m az (@4-1)[(m —a-—a)
( a2 ) (axg) + (ax + xx - ~y
{futurum sn
z:m—a—xv+(?§)‘
Pro generali autem valore sit m — 2a— 1 == j3, ut habeatur .
s—=2 B et
T x x gc‘g -—1) -
s _ —a BB+ 4 AR .
ox = zx ax (cxb — 1) zx (cxP — 1)?

ande si detur hac¢ aequatio

2 . .
(ay')"‘(a;;)‘f‘frp‘*_ (83)+a(ax.t Py,
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cjus ope resolvetur haec

632) - (_biz) 20 43 41 3_2)
v/ — \oz + x oz

203. { 2 (3 <
+ [(e—=DH(@a+B+1) — B+ )—- BB :I—._s

cxP — ¢ (cxP—1)?
cum Sit

()

III.  Rationem quoque habeamus constantis /£, ponamusque

S =, ut facto n==a(m — { — a) habeamus

os -+ ’"———‘a” — ssdzx — HBo1z @0 | 0,

1 . .
quae posito s — ;—]——-t— abit in

at_ﬁ"‘_—;_“ﬁ"..l_ax—gax.

Sit m — 24 ==, ut aequatio data sit

D = @ + =0 & e,

et Enventa quantitate s prodeat haec aequatio

__(ga aa+'y _+_( a-3a:x-a'y y ;a; z,

seu

(ay)—(g )+aa-+-? (g:)_l_((a—-x)(a-f-')')_'_ nar)

tt ox.
‘pro qua est

Y1 1 ov
z=GC+ v+ G |
ubi totum negotium ad inventionem quantitatis ¢ redit ex aequatione
Dt-?;—a’-’—!-ax:ﬁax.

aa -

Hune in finem statuatur t:a—%, ac repetitur

. Vol. III 32
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B o pan=o.
cujus duplex resolutio datur , altera ponendo
u — A + Bx + C2* 4 Dz3 +4- Ex? | Fic® 4 ete.
existente
p=}. =0 D=t =l
altera vero ponendo
— AVt 4 BxV+2 4 Ca¥+3 4 Dx¥+4 Ex'y'*“ —+ etc.

ubi

— (Y+2)A — (v+4'B —+6)c
B=—= (vy+3)a’ C= 2(r+3)a? D—= —3(v+40°’
— (y+8)D
E - (Wm s etc.
. X . . - ‘ . .,
quarum illa abrumpitur, si sit 4/ numerus  integer par positivus, haec
vero si negativus. Qui valores etsi sunt particulares, tamen supra’
jam ostendimus, quomodo inde valores completi sint eliciendi.

Corollarium 1.

354. Supra autem vidimus, (§.333.) hanc aequationem

(aa'v)_( v)+ gv)_l_(m—}-:)(m—z—-)

x X

esse integrabilem, si sit i numerus integer quicunque, unde colligi-
mus hanc aequationem

93vy __ so0v m 10 a(m—1—a)
(a—y—’ - 8;’)+;(6_D+ xx v

integrationem admittere, quoties fuerit vel a =} m -+ i vel

a—im—i—1, seu m— 2a numerus integer par sive positivus

sive negativus, qui casus ob m — 2a == cum casibus integrabi-

litatis, pro valore generali ipsius s inveniendo, congruunt.



CAPUT V. 251"
Cof.ollarium 2.

355. Quando autem ex hac aequatione functionem v defi-
nire licet, tum etiam hae duae sequentes aequationes illi similes
resolvi poterunt

90 —_ J— — .
G =G +2 @+ =lm=a,
00 ___ 00 a2 —_— 1

CH=0GD +2 @ + exdo—emy

xx
* cum pro illa sit

___« ov
z=zv+ (G
pro hac vero

m—o—1

- ' v
2= RTEm gy 4 (DY,

Coro'llarium 3.

356. DPraeterea vero etiam aequationes alius generis, ub
postremus terminus non est formae } z, resolvi possunt, qui in-

veniuntur, si quantitatis s valor gencrahus mvestngatur , atque adeo
constantis £ ratio habetur.

Exemplum 1.

357.* Proposita aequatione (ay,) __.(aa”), pro qua"est

ox2
v=mi@+ +Q:z—y),
invenire aequaltiones magis complicatas , quae hujus ope
integrari queant,

Cum hic sit F——1, G=—0 et H—0, resolvatur - haec
aequatio ‘ \
0s — ssox 4+ Coxr — o0,
et hujus aequationis \
00%y ___ (99% 20s
(ay3 -_ (Bx’) — % *
L X }
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integrale erit
—_ . (%t
z = s + (53)-

. 3
Sumta autem primo constante C— 0, fit -Sa—: =0 et - —Cc—x

1 ds ___ L . . R .
= atque 3 — e ubi quidem sine ulla restrictio-

ne poni potest ¢ — 0, ut hujus aequationis

00 90!
( z) — axf) - ;—:Z,

seu s T

integrale sit
z=—Lm: @+ +P: @—p]+7 @+ y+ CD (@—y).

Sit deinde C == aa, et ob 0s — Jdx (ss — aa) fiet

§ —

—_— 1 a H
xr = l‘ e hmcque
STUe __ psex a1 Aetar)
T — Ae et § — ——4.ax» unde

s . _4Aaqer®
92 — (1— Ae%x)?’
et aequationes
002y __. aaz 8Aage?d*
(d = (1 —Ae2ax)3
integrale est
a (1~ Ae%aXx av
shrrdy +

z. — T 1-——Ae%% ox

Sit tandem C —-—aa, et ob 0s — ox (aa 3- ss) fit
ar + b — Ang. tang. —,

hincque

' aa
s —=-a tang (ax 4-b) et 5= — = s (e’
quocirca hujus aequationis
0% = () — e
¥/ T \ox2 cos.(ax-}——b)—’z
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integrale est

— asin (ax 4 b)
— cos. (ax-+—b) + (

W

Exemplum 2.

368. Proposita aequatione
20 = (3% 2
(ayz — \9x3) T xx v,
cujus integrale constat, invenire alias ejus ope. inte-
grabiles.

Pro hoe casu habemus
ds — ssox - (C + Z)ozx = o,

qua resoluta erit hujus aequationis

E=C -2+

z2 = sv -} (gip

integrale

- L. Sit primo C—0, et ex aequatione

20x ___
os — ssax-—-;i—.__ 0

fit particulariter s=— vel s=—=— 2, Ponatur ergo e T
eritque
ot 4 = ”ax + 9x — 0, hinc
3 — 1,43
txx - %x = }ja’
Ergo | '
o ad—x? e 03—}~ ax?
= 5z, _et S = re—wy’
ideoque .
. ds v 3x(2a°+4-x7)
w & on = e
unde hujus aequationis
- aaz) 09z 6x (2a +x’)
(8 dx3 (a>—=x)
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{

integrale est

z = 'x‘a(_"—::_u) v+ (a—x)

IL. Sit C=_2, et posito s— xl+ —;— fit
'()t + cfax ttox

= a.’B _ el ‘
cui particulariter satlsfacit t:‘_c;-l-g, ut sit
— CC - cx XX ds L U

G S - I T e
atque hujus aequationis

02y __ Wz _ _a
¥/ (ax=) Cc+=)p *
integrale fit

Yy e €€ X = xx 07

T ex(cAx) vV - (3_2:)'

" Ad integrale autem pro ¢ completum inveniendum statuatur
) ,

‘t:(.“-!—ff—{——a

fietque :
2udx ox ___ — —ccou
du + ==+ 5 =0, sew dw.= 0,
hine # —=b — Z1(1{ 4 2cu), ergo
a(b—=x)
e ¢ — 1
u — Z2 e > unde
i ce 2c¢
t_c+;_+2[b_£) , et
e ¢ —1
a(b—x)
| z( ¢ —1)
L) _; + ,n(b——_:n) LY |
cfec4+=x)e ¢ +c—-x] |
atque »

a t ..
5%+ 7 ttax tt(1 3 D—tt (:x (e""'g:jfn%

a(b—x) i . :
pro e legendo e ¢ . ‘
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Scholioﬁ.

359. Quoniam supra invenimus hanc aequationem

= @) -

integratnonem admittere, quippe qui casus oritur ex gencrali forma
(§. 354.) sumto m—0, erit problemate huc translato

ds — ssbx+(f+"'+))ax— 0,
hincque inventa quantitate s, hujus aequationis
0 . a9 . i (i
@) =G + af + ) — 209 2,
mteglalc erit '

2:‘”’“"(5::

I. Quod si jam- capiamus f—— 0, erit particulariter s — i—
—_—f 1

vel s — , unde quidem aequationis integrabilis forma non

mutatur. At facto s——i- +i , oritur
ot + 22 4 52— o,

cujus integrale est
" 2]+l — 8
x t + Y | - =

2i~1
ideoque
— ig(idm1)atitr
$ — Ta@==1F19 ’
et aequatio integrabilis fit
2\ Qa_z) Ui (i—1) gg+8i(i+ 1) g2 *+i4-(i41) (i42) 24 +22
(a_y - (a:c’ xx (g — x3l+1)3

II. At non rejecto f fit s — ?';— -+, fietque
. 2iudx ' —_
- = 0u 4+ =2 o4 oz — fox,

quae ut in aequationem differentialem secundi gradus ‘facile per
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seriem resolubilem convertatur, ponatur
J— . i or

u — }/f - r_é.—z-c’
et prodit
©oeor  __ 29rvf iGi41)r .
- ox2 % T e~ — 0:
sit Y/ f = a et statuatur .
r=Azi*' 4 Ba'¥+? 4 Cai+3 4 Daité 4 et

ac reperitur '

— (e, o _aap p__a(HRen p__ 2
B—= 1\ni+.z) A, C‘—‘ a (2i+4-3) B, D= 5(2i4) C, E= Z(ﬂr"’) D, etc.
quae abrumpitur quoties i est numerus integer negativus. Sin au-

{em statuatur ’
r— Az—i 4 Bzx'~' 4 Ca*—¢ 4 Da®—¢ 4~ etc.
sequens relatio nascitur

a(i—3)a

— 2i — a(i—n)a — a(i—2)e —
B— 2 A C= 2(2i—1) B, D—-s(,;_,) C, E= f(7i—3) D, etc.

quae abrumpitur quoties i est numerus integer positivus.

Problema 583.

360. Proposita aequatione

&) = G — @gar?
cujus integrale est ) :
v—atang. (az+b).[r:(x P+ P: (x — y)] |
H+mi@ 4+ +P i@ —9p, _ |
per transformationem hic traditam alias invenire aequationes ejus
ope integrabiles. '

Solutio.

Ponamus brevitatis gratia angulum ax 4+ b= @, ut sit
dw—aodx, et ex §. 354. cum sit F—1, G—=0, H—==2%,
. W
- quaeratur quantitas s ex hac aequatione -
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s —ssdz+(C+ 228z =0,
eritque hujus aequatloms : ' .
(55’) — ) - (c:sa:P
integrale
z=su-} (a'"), seu
astang wln:(z+y)4+Q:(z—y)]+s[n:(z+y)+ CD’ (z~9)]
o [m: (z+y)+P:(z —y)] +a tang.w [n (24 J) + Qs (x—y)]
+7r" (z+y) + Q7 (z—1). -
Totum ergo negotium ad inventionem quantitatis s reducntur , quem '

in finem ponamus

—_ ou
K p—, tang. W %oz’

fietque A .
ds __ aa odu Ju* v
3: s @ — wom T auay
et facta substitutione prodit .
aa ddu 2adu —
cos. w?  udx? + oz tang. @ —o,
aa sin. w?
= Tcos.w? ?
2aa
“+ C 4+ 0.
Jam ob
adasin. w? aco

cos, w3 — T Cos w‘+aa’
sumatur o ita ut fiat
—ad4+-aa—+2aa=—=—0.

Capiatur ergo a ——-—a, ut sit
s = — atang. 0 — =
- g w udzx’

et pro quantitate u invenienda haec ‘habetur aequatio

ddu 2adu
adzs + oaptang.w+nau=—0o,

Vol III. 33
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posito C= —aa—nau

seu -aa—@—;-—'—-g tang w+nu—o

ob 3z =2

a ?
cujus resolutio mon parum ardua videtur, inter complures autem
modos eam tractandi hic ad institutum maxime idoneus videtur.
Fingatur

—'Acos Am-—)—Bcos A4+2)u +Ccos (7\+4)m+etc

‘eritque
g—:-, — AAsinAw — (A A4 2)Bsin. A +2)w
— (A 4= 4) Csin. (A + 4) w —etc.
3% — — ANAcoBAw—(A+2 Bcos. A +2)u

— (A 4)2 C cos. (A + 4) & — ete.

et aequatio hac forma repraesentata

2
33,"cos.w+éaa sin. @-}-—271“008 @ — 0 dabit

=-AMA cos.(A—1 ) —(A+2)’Bcos.(A+1)w—(A+4)°C cos.(A +3)u—etc.

—M\A —A+2)°B

T—2)A —2(\+2)B —2(A+4)C
—+-22A : —+-2(\+2)B

—+}-nA —+-nB ‘ ' ~+nC

+nA . —+nB

unde A ita eapi oportet ut sit

AA+2A=—n, seu A — — t4+y @+ 1),
duplexque pro A habeatur valor. Practerea vero secundus termi-
nus eb n—AA -2 ) praebet B — )‘—_!_—,‘, A, tertius vero com- '

mode dat C — 0, unde et sequentes omnes evanescunt.

Sumamus n —=mm — 1, ut sit
A="—1 +metB——’1 T A;
atque mtegrale completum concludi videtu
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u—A [cos. (m _ o + ::i cos. (m -4 1) w]
— A [cos. (m 4= 1) = 2EL cos. (m — 1) w],

sit '

A=@m-41)Bet¥ — (m — 1) 3,

fiet :

u=—(m+1)(B+B)cos. (m—1) 4 + (m=1) (B+B) cos. (m+1) w,

ubi cum binae constantes in unam coalescant, hoc integrale tan--

tum est particulare, ex quo autem deinceps completum elici pote-

rit. Cum ergo sit
- du ___ —(mm—1)sin. (m—i)w—-(ﬁum—i) sinfm41)w .
. ©dw (m—+1) cos. ;(m—1)w4(m—1)cos. . m+1 w erlt.
. s ___ (mm—1) [sin.(m— 1) w4-sin.(m~+1) w)
a— tang. w - (m+1)cos.(m—1)w-+(m—1)cos.(m +1)w’

pro aequatione

ds ss —
aaw—z‘a"‘”‘”"*';;sﬁ—o

obC=——~m—4+1)aa=— —mmaa.
Illud autem integrale inventum ad hanc formam reducitur

s (mm-—f‘tlﬂx-mw
P m—— tang. i) + m_*_tanx.m@tmg'“’

quae expressio substituta illi aequationi egregie satisfacere depre-
henditur.  Scribamus ejus loco @, ac ponamus =0 - pro

integrali completo eliciendo, prodlbltque

— 2t 2@ __ 1. —y, gen

0t+20tdw +0w=—0.
Erat autem modo ante
0
0@ =I= —tang.w — 5, unde .
— 2 aw_cosw’
SOdw—1lcos.) =1lu et £/09» — —

qui est multiplicator pro illa aequatione, sicque fit
tcos. w? ___ dwcos. w?
Tww = C S

uu 4
at est
33 *
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u— 2 mcos. muy €os. W = 2 sin, m v sin. w,

ideoque ’
. ? — A — dw
(m cos. m W + sin.m w tang. w)’— /(mcos mm+sin.qwmg w)3?
“cujus postremi membri mtegrale deprehendltur
— m tang. m w <4 tang. @ — — msin. Mw-}-tang. wcens. mw
m(mm—1) (m+tang. mw tang. w) ~ m(mm — 1) (M cos. m W + Sin. M W tang. w)’

ita ut sit

t
(m cos.mw + sin. mw tang.w)% ~

cos.mwiang.w — msin. mw "
—1)(Mmcos.mw-sin.mwtang.w) ? :

A + m(mm

scu
1 m(mm—1)

t = (C(m cos. mw +-sin. m w tang. w) 4~ c08. M w tang. w —m sin. K W (mcos mw-tsinmwtang w))
cui addatur
—_— (mm—1)sinmw
\ © - tang. » + M COos. m w—Sin. M W tang. w

ut prodeat Z, eritque

.

(mm— 1) (Csin.mw--cos mw)
+sin.mwtang. w) +cos. Mwtang. w — msin. Mw?

- .
2“-tang'm +C(mcos.mw
seu '

$ — (mm—1—tang. w?)(C sin. mw -4 cos.mw) — m tang. w((‘cne mw—sin.mw)

a C (m cos.mw +-sin. Mmw tang. w )+ Cos. MW tang. W — m 1, M W )

Corollarium 1.

361.. Hic praecipue notandum est, hujus acquationis

3
az',‘ +zaa"tang wt+@mm—1)u—o.

mtegrale particulare esse

U == m cos. m @ cos. » ~}- sin. m w sin. w, !
aliud vero integrale particulare reperitur simili modo
U == msin. m @ cos. w — COs. I  sin. w,
‘unde concluditur completum
U == A (mcos. m w cos. & + sin. m w sin. w)
~+ B (m sin. m w co0s. w — cos. m @ sin. ).
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Corollarium 2.

362. Si hic ponatur
A—Ccos.aetB— — Csin. a,
hoc integrale completum ad hanc formam redigitur
u=—C[mcos. (mw -+ @) cos.w - sin. (In w -} a) sin. v,
quod quidem ex integrali particulari primum invento statim concludi
potuisset, cum ibi loco anguli m w scribere liceat m w - a.

Corollarium 3.
363. Hinc multo facilius reperitur valor

S — et ou . .

2 — —tlang. w — o TPL) cum enim Ssit

] . .
-a: =—C(@nm—1)sin. (inw + &) cos. w, erit
(mm — 1)sin. (m w4-a)cos. w

$ — .
a tang. w + m cos. (Mw—+-a) cos.w+sin. (Mw+a) sin.w?

a

hincque
s __ 8s ___ —1 + (mm—1)[m3cos.w?—sin.(mw-+-a)?] _
adw — aadx — - cos. w? lmcos. (mw-+a) cos. w +-sin. (M w-+a)sin w2’
et aequatio, cujus integrationem invenimus, erit
33z _—(3_@?) _ 2(mm—1)aal’m’cos.w’—sin.(mm-}—a)’)_
(aﬁ) — \oJx? {mcos. (Mw—+a) cos. w-sin. (Mw-+a)sin.wj?’

ejusque integrale colligitur
maa{msin. (1'nw+a) sin.w ~+cos (Mw-a) cos.w]

2= m cos. (M w-+a) cos w-sin. (Mw—a)sin w [n =(x+y)+<D:(x — ]
( —1)asin.(mw+-alcos.w ’, '
+ oo (ﬂ?:-ra)cos.w-#sin.(mw-f-a)sin.w [n:(x <4y +q} (T — )]

+ 7 (x +N+PQ": @ — ),

existente w'— ax -+ b.

Scholion 1.

364. Omnino memoratu digna est integratio hujus aequa-
tionis
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| 5ui 1+ 5 tang. m+(mm—1)u 0,
unde occasionem carpo, hanc aequationem generaliorem tractandi
az:: -+ f’fa"tang w—4-gu=0,
quam primum observo posito
9 — — (24 1) 0 v tang, c,n-l-a - ut sit

u
= cos.w’f*+1y,

abire in hanc formam 4

aa‘:‘; gi%'z’)ﬂtang‘w+(g—’2f— 1Hv=0,
ita ut si illa integrabilis existat casu f——n, integrabilis quoque sit
casu f——mn—1. -Jam pro illa aequatione ponatur

u=Asin.Aw 4 Bsin(A+2) w —+Csin.(A +~ 4w

- D sin. (A + 6) w -+ etc.

et facta substitutione in aequatione
209u

Sov €O0S w+ sin.w+2guc’os.w:0,
i repentur
—AAAsi.(A-1 )&—(7\+2)2le A+t )o)-()\+ 4)? Csi.(A+3)w—(A + 6)’Dsi.(A+86)u
—2A\AS ~AAA ‘ -(A+2)°B ~-(A+4)°C
+Ag +2MAf +2(A+2)Bf +2(A+4)CSf
-2(A+2)Bf -2(A+4)CSf =2(AN4-6)Df
—+Ag ~+Bg -+Cg
~+Bg +Cg —+Dg

Oportet ergo sit g—— A X 4+ 2 A f, tum vero coéfficientes assumti
ita determinantur
— MA =000 [ Q4nU-DC
B=sFmi C="sormn » D=0 0 @
Statuamus ergo g=—=mm — ff, ut flat A—=m — f, et aequatio-

nes nostrae sint

ddu 2fJu

3o+ Fo- tang- w 4~-(mm —ffHu—0et
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90v __ 2U+93% ang. o+ [mm— (f+ 1)Jv=10,

0 w? dw
existente
u = v cos. w f+1 geny— ——-l:-—
cos. w’f+1

Quoniam nunc series nostra abrumpitur, quoties est / numerus in-
teger, percurramus casus simpliciores.
I. Sit f= 0, erit:
A—metB—0, C—=0, etc.
ideoque
u—Asin. muwetv :_‘%}%3
II. Sit f— 1, erit
A—me—1 et B::('l_—'l)ﬁ, C=o, et

m—+41
ergo
== (m 3 1) sin. (m— 1)@+ (Mm—1)sin.(m+1 >w,etv=;£.‘-.:n

seu = = m sin. m @ C08. @ — COS. M & 8in. . .

HI. Sit f—= 2, erit A——=m — 2, et

—2Zm-2)A ~_(m—1B__ (m—1)(m—23)A .

hinc
Z == (m1)(m+2)sin.(m— 2)w -+ 2 (M—2)(Mm+2)sin. my

a
—(Mm—1)(m—2)sin. (n + 2) w,

indeque v == ——; secu
€08. W

;;:(mm--’.’)sin.mwcos.2w+2(mm-—4)sin.r;zw
— 3 m cos. n @ sin. 2 w.
IV. Sit f— 3, erit A——=m~ 3, et

_a(m—:i)_A. _2gm—-2_)B —(m+41)cC _— :

Ergo
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Z+(m+1)(m+2) (m-+ 3) sin. (m—3)m+3(m +2)(mm-9)sin, (m—1)w
—+—(m —1)(m—2) (m—-3) sm.(m+3)w +3 (m-2)(mm~9)sin.(m+1)w

tente U — ——
existente u — —-—.

V. Sit f— 4, erit A—=m — 4, ac reperitur

E:—*(m—a- 1)(m+2)(m—+ 3 )(m-+-4)sin.(n—4)w +4(n+2) (m+3)(1mm—1 6 )sin.(in—: "-(_-,

-+ (m—-i Wm— 9)(;n—-3)(m—4)sm (m+ 4)w + 4 (m—2) (m—3)(mmn—1 6)sin.(m+2)u
-+ 6(mm—9 )(mm-o-l 6) sin.mu.

v
cos. w®’ .
unde ratio progressionis per se.est manifesta. Notari autem con-

existente v —

venit si posuissemus

0 == A cos. A w -+ B cos. (7\+2)m+Ccos A + 4) w +etc.
easdem coéfficientium determinationes prodituras fuisse, ex qua hi
duo valores, conjuncti integrale complctum‘ exhibebunt ;- quod étiam
ex forma inventa colligitur, si modo loco anguli m w generalius |
scribatur m w —+- a. ‘ |

Scholion 2.

365. Pluribus autem aliis modis ¢adem aequatio

99 2f3
s+ g-ﬁtang W—4-gu=—o ) |

tractari, et ejus integrale pér series exprimi potest, unde alii casus
integrabilitatis obtinentur. Ad hoc primum notetur, posito u —sin. u*
fore

ou A

a — A sin w* ! cos. w, hincque

~ tzmg. W == A sin. o, et

gi’,‘_)\()\-—-— 1) sin. w*—

=AM — 1)sin. @*—2% — A Asin. ™.

2 cos. w? — A sin. w*

Hinc si ponamus
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u=Asin. > -+ Bsin. o* T 24 C sin, w* T 44D sin. w* + 64 ete.
facta substitutione adipiscimur
0=A(A—1) Asi.0 24 A+ 2)(A+1)Bsi.* + (A4 4)(A+3) Csi.w*+2petc

—AAA —(\+2)°B
+2MA +2(\+2)/B
+gA -+gB

unde sumi oportet vel A—0 vel A—1, tum vero erit
B— M—2M—g C——O"’")"z()"“’f £ B, etc.

— T (A+2) O+ +4)
hinc duo casus evolvi' convenit
A—0O, ’ A— 1,
——d 1 —1—2f—g
B—=+7A, B— -—26—;—-- A,
__&--U f—g —9— 8
—t —-a g 35 —10f—g
D ;6— C | D___ 6.7 C
——_:.1.2_{ 4 M —luf—¢g
E 7.8 D, . E— 8.9 D,
ete. etc.

integratio ergo succedit, quoties fuerit g — ii — 2 i f denotante i
numerum integrum -positivum. - Quare cum posito u == v cos. ¢y ¥ +!
aequatio  transformata sit '

d
a?.: ___.2(f+1)a'v tang. w4 (g — 2 f— v =0,

haec ideoque et illa erit integrabilis, quoties fuerit

g—=G 4+ D42 G+ 1S, |
quos binos casus ita uno complecti licet, ut integratio succedat,
dum sit g —ii+2if.

Scholion 3.

366. Eidem aequationi adhuc inhaerens, cum posito

u == cos, w>, sit
au___ Nemd o0 .
5w —=—Acos. 0 sin. w, ideoque
gw tang. @ = — A cos. w»—% - A cos. w*, et
g?;:__)\(x——i)cos w2 — A A cos. w?,

Vol. III. 34
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statno.

et facta substitutione orietur

0A(A—1)Acos. w2 (A+2)(A+ 1 )B cos.*+(A+ 4«)(1+3-)Ceos w2 i ete.

—2MA. —AAA
—2(A+2)fB
— 20 A
+gA

u— A c0s. w* + B cos. w*+2 4 Ccos. w4 + D cos. ¢*+6 +etc.

—(A+2)°B
—2(A+4)fC
+2(A+-2)fB
+gB

Oportet ergo sit vel A—0velA—=2 4 {, tum vero
B— M —2\—¢ A, C— O ’—2(7\+2)f—g

— PO O 3—2f) B, ete.
et ambo casus ita se habebunt
= 0, A—2fF41
S— —§ E—— .!i-.zf—g |
B"'2(t+2f)A B="%arro &
—asp DI Ri,
— 16—8f—¢g —25410f—g
D—Tcs—-‘c D= 5Gr+n C
- etc.. ) etc.

Ex priori integratio succedit si g == 4ii — 4if, ex posteriori si
g—(2i-4+1)=4-2(2i-41)f, qui casus cum iis, qui ex trans-
formata nascuntur juncti, eodem redeunt ac in §. praec. inventi.
Omnes ergo hactenus inventi integrabilitatis casus huc revocantur,
ut positoc g —=mm — ff, sit vel ==+ i, vel mz=i- f, hoc
Caeterum hi posteriores ca-
sus etiam ex prima resolutione (§. 364) sequuntur, ubi series quo-
que abrumpitur si A — — i, ideoque g—mm — ff—ii— 2if,
ergo i — f=—=-m, et transformatione in subsidium vocata f——i—+m.
€ontra vero casus primo inventi in resolutionibus posterioribus. non

est vel f—+i, vel f—+i-+m.

occurrunt. .
Problema . 59.
367. Concessa hujus aequatnoms integratione

G =FGC )+G(§:)+Hv,
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invenire aequationem hujus formae

=P +2@) +Rrz

pro qua sit

99
= T’;’)—}-r(g—:’)-l—-sv,
ubi F, G, H; P, Q, R

267

; et r, s sunt functiones ipsius x tantum.

Solutio.

Cum sit

(ay)—(a aa_yn)"l"' (a )+ (a??)' ob
(3 )—F(ax)+G(g:)+Hv erit

(axay):F( v)+a:c az’ (a%)""'az”’ et

-+ G + H
—p/d 20F a= . 20F 2 aan
(axzay') FG)+3: G +5a( a:':) axz
20G 20H
-+G +%%  +ox
+H

Deinde vero ob
z = x,)—{- (ax)-i-sv fit
D=GD+rGR)+ R +Ev, e

-+-s
86 00s.
axz - a::)"‘"(ax + o ox (a;:’ ax3(b )+a_;:v'
-t § +2aa;

His jam’ substitutis necesse est, ut omnes termini affecti per

g:::) (3::’) (gv) et v

seorsim evanescant unde sequentes resultant aequationes
34*
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(¢
& I.F-—P |
Py | 1L 6+ Z +Fr=Pr+Q,

&) | n+2g—,6+?+er: F FFs=P(s+30)+Qr+R,
g—; Iv. 2—6'2:—!-1—31? Hr-+-raG+Gs P(2a’ a;)—i—-()(s—k "Y+Rr, _

OdH roH —_ aas~
v V. a—z_i.+ax+Hs P Q-§;+Rs.

Ex prima fit P—F, ex secunda Q: G +%a§, et tertia
. 20G doF roF—2For
R H + + ax’ —- ax ?
qui valores in binis ultnms substituti praebent
28H + 00G r0G—Gor 700F 20For 2s0F—2F0s

9x% ox — ox* T o= T ox
R e Y
d0H rdH sQ0F—20F9s—Fa0s 250G —Gos
. ox? -+ ox oJx3 - ox
+ s( raF—;:Far) =0, :

quarum illa sponte est integrabilis, praebens
2H+gi:—- r—--’la—l"-a:ﬂ':-—-2Fs+Frr:A;

deinde binis illis aequationibus ita repraesentatis
99.Fr 23 Fs _+_ o.Frr. 300G 9.Gr 20H

— ot ax+ax"ax+ax-’
99.Fs s 8Frr 2saG—Gas oH
T e R +% +ip =0,
vel adeo hoc modo
ﬂgT—F_”)—a.r(Gf—}:‘r)+2a-(H—-FS):O,
a"(’;_r‘)—e-zFsdr+rsaF——GaS—2saG+’aH:0

ultima: vero ita repraesentari potest

aﬂg:"—’) 250.(G=FrN-9s(G=-Fr+rg.(H-Fs)—o.
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Quod si jam prior per H—TFs haec vero per — (G ~F» mul-
tiplicetur, summa fit

(H—-F:)aa(G-Fr)ax((}—-!‘r)aa.(n—ts) ._ (G—Fry(H—Fs) dr—o.
+2H—=FsH3(H—=Fs)’ —r(H—=Fs)2.(G—=Fn

—+ 28(G=Fr)0.(G—=Fr)+(G—=Fr)’0s —r(G—Fr)o,(H—TFys)
cujus integrale manifesto est
(H—Fs)0.(G—Fr)—(G—Fr)d.(H— Fs) - +F 8)2 +(G—F r)z s

x
~ (G—Fr)(H—=Fs)r=B;

integrale autem prius inventum est

3-(08:"_")._(G—-Fr)r +2(H—Fs)==A,

quae per H — F s multiplicata et ab illa subtracta relinquit

__ (6= ")aaxm—n) (H—F 5y (G—Fr)?s=B—A (H—Fs),

sicque habentur duae aequationes simpliciter differentiales, ex quibus
binas quantitates r et s definiri oportet, quibus cognitis etiam fun-
ctiones P, Q et R innotescunt. )

Corollarium 1.

368. Sisit F—1, G— o0 et H— 0, aequationes in-
ventae erunt

$9r—ros

-+-rr-—2s—a et —--l—ss:b,

unde Jd z ehmmando fit
r0s—sdr ___  b—ss s rds __ btas+ss—trs
oar  —a—gs—rr? M ST — Taqzs—rr

cujus vesolutio in genere vix suscipienda videtur.  Sumtis  autem
ros __ss—7rTs

constantibus ¢ =0 et b= 0, aequatio 3, == ;=7 posito s=rré;
transit in
rIt209r ___ tt—t Tot ___ —3tt4t

or — 2t—1" seu or ™ 2t—1.?
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unde fit
or __ot(1—%1) __ —ot ot
T T 13—1) — ¢ + 5 ot

3
r:g}/_(s%_:.i)., hin‘:

N

3 N
s____aa]/(St-—!)’

p— 1

Corollarium 2.

369. Pro eodem casu singulari ponamus 3¢t — § — u?,
ut fiat
——3au —3aaun
! __a;, et s—.i—-HtT'
Jam ob @ — 0 est
— o or — 3or
0x —rr—2s T rr(1—2t) T rr(1-—-2u? et
or ___ Oz _g_u_a_u___au(t—mc’)
rr T 3auu 3a T 3auu °?
ita ut sit

— Odu .
dx — -, hincque
1

;‘_ﬁ-—ax et u—

—-—ax ;
ubi quidem salva generalitate sumi potest !
B=0 et u—=1,
ax
unde fit
— —3xx
r= pre e facto
——— 1 . —_ 3x
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