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SUPPLEMENTUM L

AD TOM. 1. CAP. II.

DE
INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM

IRRATIONALIUM.

1.) De integratione formularum differentialium ir-
rationalium. Acta, Academiae Scientiar. Pe-
tropolitanae. Tom. IV. Pars 1. Pay. 4 -3l

Problema 1.

§. 1. S fundio X practer ipsam variabilem z etiom for-
mulam  irvationalem 8 = 1/ (a + bz) involvat: ita tamen, uwt X
st fumctio rationalis  binarum  quantitatum z A4 s, formulam
differentialem Xz abh irratiomalitate liberare.

Solutio

Cum irrationalitas tantum in formula s = /(@ + br) inait,
hanc tantum ita per idoceam substitutionem  lli opartt, ut inde
valor ipsins z mnom fiat irrationalis. Hoe antem  prasstabitor, po-

nendo @ + bz =12, Wt fat s=z et z=""7\) Linegque gz = ;‘:zaz;
quibus valoritzs sgiestitmtis, tvaa formnla dfferentalis Xdz ol ra

tionalem . novam varizbilem z esmplectens, perducitur.
1 %
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AD TOM. 1. CAP. II.

, DE
INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM

IRRATIONALIUM.

\

1.) De infegratione formularum differentialium ir-
rationalium.  Acta, Academine Scientiar. Pe-
tropolitanae. Tom. IV. Pars 1. Pag. 4 — 3l.

Problema. 1.

§ 1. Si functio X practer ipsam variabilem =z etiam for-
mulam  irrationalem s = }/ (a + bz) involvat: ita tamen, w X
sit fumctio rationalis binarum quantitatum 2z e s, formulam
differentialem Xox ab srrationalitate liberare.

Solutio.

Cum irrationalitas tantum in formula s = 1/ (s —+ bs) insit,

hanc tantum ita per idoneam substitutionem tolli oportet, ut inde

valor ipsius « non fiat irrationalis. Hoc autem praestabitur, po-

nendo a «+ bz = 22, ut fiat s =2 et & = =5, hincque 0z=%zdz;

quibus valoribus substitutis, tota formula differentialis Xdz ad ra-
tionalem. novam variabilem z complectens, perducitur.

1*



4 ' SUPPLEMENTUM 1.

Exemplum ‘1.

ox Jx

i e dy = -, posito
V (6 + bx) = s, fiet dy—-b-dz, et integrando y=-b—+C, unde
facta substitutione colligitur y = % V (a + bz) + C.

§ 2. Si fuerit dy—v(

Exemplum 2
§ 3. Si fuerit dy =021 (6 + bz) =380z, sumto
V @+bx)=2¢, erit dy=s0s= —:; 2802, unde integrando fit
y = % # -+ C, et facta substitutione prodit
y=§-2-5(a+ba:)i + C.
Quod integrale si debeat evanescere facto z — 0, fiet
2aVa
C=—— \
ideoque '
2 (@a+b)f—2aya
30b '

Exemplum 3.
§ 4. Si fuerit Jy= VG‘?—’-— . facta  substitutione

: -+ ba)’
V (8 + bs) = 2, erit
ay — 22 —a) s __ 22208 — 2adg

b = 33 ’
unde fit integrando
Y=g ? — 555+ C,
et facta restitutione
Y= ib(a+bz)3—-— V (@ + bz) + C
2'V(a+bz) (3 br — 2 a) + C.



AD TOM. I. CAPUT I 5

Exemplum 4.

. . 0z -
§ 5. Si fuerit dy = Gxti’ facta  substitutione
1/ @+ bx) =2, erit dy = g-,“—’; quae formula porro ob gz = 2—:’3
abit in dy = :%, qua integrata fit y = — b% -+ C, seu facta restitn-
. . —2 . . 2
tione, y = Vet -+ C. Ubi notetur, pro C sumi debere Y

casu quo integrale evanescere debeat facto z — 0.

Problema 2.
§. 6. S fuerit X fumctio quaecumque rationalis binarum
quantitatum z et 8, evistente 8 = 3i/(a+b:&:), formulam  diffe-
rentialem X0z ab srrationalitate liberare.

Solutio.
Ponatur i/(a-u-bx):z, ut sit s =2, erit a 4+ bz =2
hincque 2z = "; ¢ et Or= 3';0'; quibus  valoribus  substitutis
tota formula fiet rationalis.

Exemplum 1.

§ 7. Si fuerit
0z oz

—_—

0y = {/ (@ + bz) — s
posito V (@ + bz) = & et substituto valore hinc nato

82802 . 8403
0z = ==, erit dy = =,

unde integrando fit

y=§'°’3zz+0=2—35’;/(a+bz)’+0.
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Exemplum 2.
§. 8. Si fuerit

0z
W= vty =

¥

posito i/ (@ + b2) = 5 fiet dy = ?’T'”, hinc iutegrando

y=—£—z+0=%‘i/(a+bx)+0.

Exemplum 3.

§ 9. Si fuerit dy =0z }/ (6 + bz) = sdz, facta substi-

_ 8%

tutione fit dy =— —;—, hinc integrando ,

y= 158 +C=2(@+b)} (a~+b)+C.

Problema 3.

§ 10. Si fuerit X functio rationalis binarum quantita-
tum x e s, evistente 8= 3}/ (a + bx), formulam differentialem
Xox ab irvationalitate liberare.

Solutio.
Ponatur 3/ (6 + b2) =2, ut sit s =2, erit a+ bz =",
hinc
x=s"—a et 0x=uﬂ“‘dt.

b b ’

valoribus substitutis formula proposita Xgz certe fiet ratio-
modo numerus exponentialis » fuerit integer.
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Exemplum 1.
§. 11. Si fuerit
0z 0z
W= av s

posito }/ (@ + bz) = 2, ob valorem inde natum

Oz = 5 0s

habebitar

unde integrando colligimus

n -—
y=b(”_l)z” 1+C-\

sive restitutis valoribus

n n—1 "

a4+ bz

) y=b(”__1)(a+bz) " +C=b(n—1)'i/(a+bx)+

Exemplum 2.
§. 12. Si fuerit
()y:‘_ﬂ__ L
Va+b &
posito §/ (@ + bx) = &, et substituto valore

ns* 10z
b

o0z = , flet -

ns" 102 N op—
()y = ——3 —3” 1 03
b b ’

cujus integrale dat

C.
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n—J>

Y =5-(';'§_—7)(a+bm)T+C, sive
n a + bz '
= - = T+
bn—2N Y (a+ b
Ex his autem exemplis jam apparet, integrationem non impediri,
etiamsi exponentes n et A non fuerint numeri integri.

Problema 4.

§ 13. Si fuerit X functio rationalis binarum  quantita-
tum =z & 3, evistente s= 1/ [a+by (f+g2))], quae formula
ergo  duplicem  irrationalitatem  involvit,  formulam  differentialem
X0z ab hac duplici irrationalitate liberare. :

C.-

y

-

Solutio.
Ponatur iterum 1/ [a +b 1/ (f+go)l =&, ut st s=s
erit sumtis quadratis @ —+ b V (f + g2) = 2, hinc
by (f+g2) =2 — a:
ac sumtis denuo quadratis
b (f + gz) = (es — a),
unde colligitur
T =g — {—, hincque

__ 4205 (¢8— a)

Quibus valoribus substitutis tota formula reddetur rationmalis.

Corollarium,
§. 14. Perspicuum est, eodem modo irrationalitatem tolil
posse, si fuerit multo generalius : ¢
s=Y [a+dY (f+ )]

Pogita enim hac formula = s, fiet
a+bY f+g="etd Y f+g)=4s—a.
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Porro b™ (f + g2) = (" — a)™, et hinc colligitar

7 = (‘"b; :’m - %, ideoque
__mns" 1z (" —a)™ 1
[ dx - bm g ¢

Sicque etiam hoc modo tota formula rationalis evadet.

Problema 5.
§ 15. S fuerit X functio rationalis binarum  quanmtita-
tum s e x, exvistente s= 1 ;:-_::’ formulam  differentialem Xox
ab irvationalitate liberare.

Solutio.

Ponatur }/ e Z: = ¢z, et sumtis quadratis erit
a<+bx . __Jez—a
Fogr — % hincque T =5 g

unde differentiando colligitur

__ 2bfz0z — 2ag20z
0z = (b—gzep

Hisque valoribus substitutis formula proposita Xgz ad rationalita-
tem erit perducta.

Exemplum 1.

. . oz __' OEVU"'ﬂ’)
§. 16. Si fuerit dy =5 = Vst

b : 2
V%:zentdy:—f,

, Pposiio

et substituto loco gz valore supra invento colligitur

— 2(0f—ag)os,
oy— (®—ge2 ?

quae formula, uti jam satis constat, reduci potest ad talem fb—_azg,,:

cujus autem integratio vel per logarithmos vel per arcus circula-

res expedietur.
Vol. IV. ' 2
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Exemplum 2.

0z V(l—:t)

§. 17. Sit specialius dy = Viea

whi f=1, g=—1,

a=1 et b =1, ideoque
V(1+2) ¢ dp — 4200 .

= Vo—a * * = o |
quibus valoribus substitutis fiet dy — (T:-L:;)'i‘ Statuatur ergo
40z As
I(l+u)’ Twn ¥ Jl+tz-y’
unde sumtis differentialibus fiet
4 _ A—Ass B __ A+B+B—A)ss
Tvep — Qvep ¥ 1w — 1+ 22}t

Oportet igitur sit A+B=4 e¢ B— A =0, ideoque A =2 et -
B = 2; et quia [ = Arc. tang. s, adipiscimur :

23
Y =1+

quocirca facta restitutione, ob 1 —+ 22 — 1’2-7:’ obtinebitur

l+u

<+ 2 Arc. tang. 2 + C;

y =1V (1 — 25) + 2 Arc. tang. Y/ 152 + C.

Cum igitur hujus arcus tangens sit }/ :{E, erit ejus sinus = J/ -’12'—“

et cosinis = )/ *5%; anguli vero dupli simus erit )/ (1 — zz)
et cosinus — — z, unde fiet
2 Arc. tang. / ::: = Arc. cos. — & = 5 —+ Arc. sin z;

quocirca integrale quaesitum erit
y=1/(l—-m)-o'--g-+Arc. sin. z + C,
quod si ita capi debeat ut evanescat posito 2 = 0, erit
C=—1— —, ideoque
y=171 (1 —22) — 1 + Arec. sin. 2.
Tum igitur, si sumatur z =1, fiet y = 7 — 1, qui valor in frac-
tionibus decimalibus dat 0,6707963.
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Problema 6.
§. 18. 8 fuerit X funtio vationalis binarum  variabi-
livm x e s, evistente s= } ;_I?E’ formulam  differentialem
X0z ad rationatitatem perducere.

Solutio.

Posito s = }/ }_T_—ZE =z, erit ;%:—:- = 5", hincque

fe" —a

. % =7, consequenter 0z = 2O a7t

G—gF

hisque valoribus substitutis tota formula proposita Xdz ad rationa-
litatem erit perducta.

Problema 7.
§. 19. 8% fuerit X functio ratiomalis binarum quantitatum zx et
s, evistente s = )/ (a + buz), formulam  diffeventislem =X gb irva-
tionalitate liberare.

Solutio.

Ponamus s = )/ (6 + bzz) = 2, erit & + bzz = sz, hinc
88 —a

b ’
que ergo potestates pares occurrunt: hac substitutione jam functio
X evadet rationalis. Sumtis vero logarithmis

2z = et quia in functione X tantum quadratum 2z, ejus-

2lz =1 (s6 — a) — 1D,
differentiando fit

20z 2208 . oz s0s
x 28 —a’ ldeoque T T m—a’

Y

Hoc ergo® modo formula proposita X .
tionalis.

prorsus  reddetur ra-

2 %
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Exemplum 1.
§. 20. Si fuerit

— = it gy =2%. =& _ ¥ iz
oy - V (a_._m)’ ent 0!, — =z V (G+bm) 8 z °
Posito ergo 1/ (@ + bzw) = s erit dy = %’, unde colligitur inte-
V (a+baz)
Exemplum 2.
§. 21. Si fuerit

- _ 20 iz
TV (a-+baz) z 8
ponendo 3/ (@ + bzz) = 2, ut sit
___t—a dz __ 208
= —— et - = -,
erit dy = % 03 (82 — a), hincque integrando adipiscimur

y = g3; ()¢ — 3a) + C; unde facta restitutione prodibit integrale quae-

situm y = b“;';b“ V (@ + bzz) + C.

Exemplum 3.
§. 22. Si fuerit

% oz . __ 0z z*

dy-—-m’—, erit dy—— z 8

hinc posito
) -

]/(a+bxx)=s=z fiet 0‘1/.—_',—%(2;‘—“),
unde sumto integrali fiet y = 515 (5551‘-' ) + C, quocirca facta restitu-
. 2 a4 bxz ) .
tione resultat Yy = m -+ C.

Problema 8.
§ 23. 8 fuerit X funmctio rationalis binarum quantita-
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tum 2" et s, existente s= 3/ (a+ ba"), formulam  differentialem
X 9—; ad rationalitatem perducere.

‘Solutio.

Posito s = ) (a + ba") = 2, fiet a + b2" = ¢ et
™ —a
b
currit, ea rationalis reddetur, si hi valores substituantur. Tum

vero sumtis logarithmis habebitur

=

Quia igitur in functione X tantum potestas 2™ oc-

nlz = 1 (& — a) — 1,

et differentiando

ox __ me™ 1oz
z ~ n@Em—a)’

sicque tota formula proposita fiet rationalis.

Exemplum

factaque substitutione orietur haec aequatio

ms" " oe

0y='_ng_'7

qua integrata prodibit

m—1q

_ me _ m ) am — 1 .
y__———”b(m__l)-r-c_——-————”b(m_l)y(a+bx '+ C, sive
m a + bz"

3’=nb(m——l)."i/(a-n—b:i:")-'nc'
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: Problema 9.
§ 25. Si fuerit X [fumctio rationalis quaniitatum zz el

s, existente 3—1/;::::, formulam  differentialem X%’ ab irra-
tionalitate liberare.

Solutio
Ponatur s V}::Z = 2, eritque;_':_'—é-—'z = 2¢, hinc
Tz = {Lf_—';;, unde functio X penitus fit rationalis.  Porro sum-
tis logarithmis

=1l (fee — a) — 1 (b — gzs),
. differentietur, ut prodeat

20r ___  2fsoc 2gs0z __ 3(bf —ag) 20s

z T~ fezr—a b—gese ~ (fer—a)(b—gss)’
unde fit

dx (bf —ag) 805 |

T ~ (fee—a) (b—gse)’

sicque tota formula differentialis fiet rationalis.

Exemplum.

. . 0
§ 26. Si fuerit dy = 1—/(,—::‘;), repraesentemus  hanc
formulam ita ,
ox x — dz zz
W= Vi = = Vives
Hic ergo erit a =0, b =1, et
— z —
P e U =T
erit autem
oz
= = z(l gn)’ unde fit dy = l—gzz

cujus formulae integratio per logarithmos expedietur, si fuerit ¢
numerus positivus: sin autem faerit negativus per arcus circulares
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absolvetur, Sit igitur 1°.) g = ~+ hh, erit

oy = Mm , ideoque

1 1+he,
Yy =2 iz

et restitutis valoribus supra indicatis, erit

_ 1 l(]/ (f+hhzz)+lw) 1, V (f+ bhaz) + he
T2 \V(rhhar)—bs) B Vs ’

Sit 2°) g quantitas negativa, puta g = — hh, erit

y

unde colligitar

Ubi manifestum est, f esse  debere quantitatem positivam,
“alioguin formula differentialis esset imaginaria.

Corollarium.

§. 27. Hinc ergo si proponatur formula

@:V(:iw),ubif=lety=l,

ex casu priore ob 2 — <+~ 1 erit

IV(I+¢¢) [V (a +m)+x]
At si fuerit

0z

dy‘—:m, ubi f=1etg=—1,

xz

colligitur ex casu posteriorc z — Arc. tang. VAT
cluditur

IV(I—m) = Arc. sin. £ = Arc. cos. Y (1 — z2).

15

quia

unde con-
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Problema 10.

§. 28. S fuerit X functio rationalis quantitatum 2" o
8, existenle s = V(‘}:—%:), formulam  differentialem X"—zf ra-
tionalem cfficere.

Solutio.
Ponatar s =, }/ G—;"_—:—g) = g, eritque
a + ba® __f"—a

F’:E—zﬁ: ", hine = W,
tum autem sumtis logarithmis, erit
wlz =1(f" —a)—1(b— gs"),

et differentiando

dz __ fe®—las gs" —lds (bf;ag) M —19g
T T Ffh—a vV =g T (F—ab—gM

quibus valoribus substitutis formula proposita fit rationalis.

Problema 11.
§ 29. S fuerit X funmctio rationalis bimarum  quantita-
tum 2" et s, existente s=1Y “"'b’"), formulam  differentialem

-+ ga®
X %’ ab omne irrationalitate liberare.

Solutio.

Statuatur s = }/ (;%g_:) = #, eritque

a + bz™
f +ga"

m
= Z.., unde fit a:" =€—£:—.8":’
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hinc sumtis logarithmis erit
we = 1(ft™ —a) — I — gs™),
hinc differentiando

nz - m(df—ag) s™ 10s
= = o b=

ideoque

oz __ wm@df—ag) s™ s
z T n(fs™—a)(b— ™)’

quibus  valoribus substitntis irrationalitas formulae propositae peni-
tus tollitur.

Problema 12,
§. 30. Si fuerit X functio rationalis quaecungque bina-
rum quamlitatum x e s, existente 8 = }/ (x + Pz + y22), for-
mulam differentialem Xox ad rationalitatem perducere.

Solutio.

Hic duos casus a se invicem distingni convenit, prout <
fuerit vel quantitas positiva vel negativa.

I. Sit y quantitas positiva, ac ponatar Yy =cc et P = 2bc,
ut habeatur

8 =V (a + 2bez + ccxx) = 1/ [a — bb + (b + c2)*]
ubi loco a — bb brevitatis ergo scribatur e, ut sit

s= 1/ [e + (b + c2)].
Jam statugtur 8 = b + cx + 5, eritque

s=e+b+cx=0+cx) +20 -+ cx)s + 22,
Vol. IV. ' 3

e v gf eyt

=
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unde sequitur

e — a8 =22(b+ cx), sive b+ cx = 7

hincque colligitur

e— s b __e—2bs—es
T=TFw — ST = g
Aequatio autem b + ¢z = == (ifferentiata praebet
25
eos ds €0z + 2808
c"”——"z—u—?—* I YT

unde deducitur

b <+ C% =C——l’ ﬁet § = LR oF 7

22z FY
His ergo valoribus substitutis formula nostra Xdz reddetur ratio-
palis. Postquam igitur ejus integrale fuerit inventum, loco 2 valor

ante inventus 1/ [e + (b + cx)'] — b — cz erit substituendus.

II. Sin autem y fuerit quantitas negativa, ponatur
= —ccet = — 2bc,
ut habeatur ‘
s =1/ (a — 2boz — ccam) = }/ [a + bb — (b -+ cop],
ubi evidens est, quanotitatem o« -+ b necessario esse debere positi-

vam, quia alioquin s evaderet imaginarium. Quamobrem ponamus
brevitatis gratia @ + bb — aa, ut fiat

s =/ [sa — (b + c2)],

ad quam formam rationalem efficiendam statuamus
Via—@+cf]=a— @+ cr)s,
tis quadratis erit «
aa — (b + czf —=aa — 2az (b 4+ cx) + (b + cx)? 22
1atio reducitar ad hanc:
— b +cx)=—2as + (b + cz) sz,
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unde reperitur
2as

b+ ez = ;—;, ideoque
» __2as—b—bss
T c(l-+s0)

Illa autem aequatio differentiata dat

o = 2ads(1 +25)—4assds ___ 2adz(l — 23)
- (1 -+ g2® (M a-s2f

unde fit
2a0z(1 — 82)
08 = e -

Porro autem, cum sit

2as

8=a—(b+ca;)z, ob b+w=i—_._—‘;

a(l —g2) . . . . .
o 0 Quocirca, si loco z, 3 et 0z inventi hi valo-

res substituantur, formaula 'proposita differentialis Xgz evadet ratio-
nalis, et per variabilem s exprimetur, cujus integrale postquam
fuerit inventum, loco z ubique ejus restituatur valor assumtus

g 2 Via—0+eap)

b+cx

erit s =

et integrale obtinebitur per solam variabilem z expressum.

Exemplum 1.
§. 31. BSi fuerit
! - ox
o = V le+@b+cay)’
quae formula ad casum priorem pertinet, erit

__ 0z __ ds _ 9z (¢ -+ 28) ___e+18
'—T—_-c_t’Obdz_— 9es Ot 8= —g;
cujus integrale est y = — % lz; restituto ergo valore
' 8= 1 [e+ (b + cxf] —b— cz, erit
y=—21[V e+ ®+cxf] —b—ex] +C,

quod integrale si evanescere debeat posito £ — 0, fiet

C=1[V (~+b)—b]
3#
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Corollarium.
§. 32. Si ponatur b= 0 et ¢ = 1, sive

dy = V(j—’ , -erit integrale

y=—l[1/(e+xz)—z]+11/e_l
quae formula reducitur ad hanc
V (e+z2)+2
y=1 .
Cum vero porro git

V(e 22) =

Ve
VY e+an)—z

Si igithr hae duae formulae combinentur, habebitur ista integratio
notatu digna '
Aoz -+ Bzozx V(a-o—u)-o-o ‘

jV(Hw) Az-————ve +B1/(e+m)v.

Exemplum 2.

: — 0z
§. 33. Sit gy = Vs (b_._w),] quae formula ad casum
secundum est referenda, ita ut sit dy = —. Cum igitur sit
__ 2ads(1 —23) __a(l— )
02 = Zieap o 8= Ty et
oz __ 2 oz

8 c 14-28?

unde fit integrando y = 3 Arc. tang. 2. Quia igitur est
__a—V [aa— (b+c:c)’] erit

b+cx

a—V [aa— b+ cz))

be+cx

+ C.

y=% Arc. tang.

Corollarium.

§. 34. Sit igitar >=0 et ¢ =1, seu-' formula differen-



\

AD TOM. I. CAP. 1L ' 21

tialis proposita dy = 7—(6%“—_—;) , reperieturque

y = 2 Arc. tang. C.

a— V (aa—2x2)
—

a—-V (aa — xz)
—=

Quia igitur tangens hujus - arcus est tangens dupli

arcus erit = ’Wa:—-;)’ ita ut sit

y = Arc. ta.ng. V_(a:_—:) + C:
hujus autem arcus sinus erit %, sicque integrale quaesitum
| f.ﬁ_:—) = Arc. sin. <.
Quia porro
J . V(da—m):—v(:’—of_u;, erit
J W%E) = — V (s6—22):
quocirca ista generalior conficitur integratio
| V=i = A Arc. sin §—B Y/ (a0 — )

Problema 13.
§. 385. Si fuerit V functio rationalis binarum quanti-
tum o" et 8, existente \
s =1 (a + Bt" + y'"),
formulam differentialem V"' ov ab irrationalitate liberare.

Solutio.
Ponatur o" = z, erit
s =V (a + Bz + Ya0) etv"_'00=a—,?;

hic ergo jam erit V functio rationalis binarum quantitatam 2 et s,
existente
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s = v/ (& + Bz + yw2)
et formula ab irrationalitate liberanda erit Xg-’; qui casus pror-
sus convenit cum problemate praecedente, ideoque eandem habe-
bit solutionem.
Scholion.

§. 36. Praecepta hactenus tradita ad ‘ommes fere formulas
differentiales, quae quidem adhuc tractari potuerunt, extenduntur.
Interim tamen ejusmodi casus occurrere possunt, quibus idonea sub-
stitutio, ad irrationalitatem tollendam necessaria, non tam facile
perspicitur, sed acri judicio demum investigare licet, in quo nego-
tio cum praecepta generalia tradere nondum liceat, exempla quae-
dam particularia speciminis loco in medium afferamus.

Exemplum 1.

§. 37. Si proposita fuerit haec formula srrationalis

— 0z (1 +- )
0P = Q—az) V(1+29'

ejus integrale P investigare.

Si quis hic ejusmodi wuti vellet substitutione, qua formula
]/ (1 + #*) ad rationalitatem perduceretur, oleum et operam . esset

perditurus, interim tamen singulari artificio sequens substitutio ne-
gotium conficere poterit. Statmatur

z V2 .

i—az = P, eritque

1-+pp= (—ll—'_—'_"—z—),, hine
‘ V(l+z)‘_

V(A +pp) =
it differentiando

_dz(l+:m:)V2
Q—zz ?




AD TOM. 1. CAP. IL 23

ex quibus valoribus colligitur
ap e (l+an) V2
Vv (-2 V 1+’
quae feliciter cum formula ipsa proposita convenit, ita ut sit

ap _ . _ 1 op
V(1+pp)—dp V2, sive 0P = Va3 Va+p)

unde colligitur integrando
P=VL21[]/(1 +pp)+p].

Quare si loco p et )/ (1 + pp) valores dati substituantur, haec
obtinetur integratio satis memorabilis
P—f ox (1 + x2) 1 Vi@i+zy)+2zV 2
T =V a+zy) T V2 1—zz )

Exemplum 2.

§. 38. & proposita fuerit haec  formula irvationalis
ox (1 — xz)

0Q = TV o’ ejus integrale Q investigare.
Ad hoc praestandum fiat f—_}_/;: = ¢, eritque
V(1 — g9 = L&,
tum vero erit dg = %, atque hinc colligitur
g sz (—a) V2

V(i—qs) = (+z2) V(1+ah =00 V2,
unde fit

— _1 dq — 1 A .
Q V3 fv(l_w 73 Arc. sin. g.
Restituto ergo pro g valore assumto, ista obtinebitur integratio

_ 0z (1 — zz) _ ‘1 . =V
Q —I(I+M)V(l+z‘) T Va Are. sin. +zz

Scholion.
§. 39. Cum istae duae formulae

e det mm o omm Mtk slre . s

 Am s

r rmn et A e e e T

~
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oz (1 + zx) Va oz (1 — zx) V2
(1—az) V (1+24 € (14+22) V (1429

perductae sint ad has simplices

BV

Via+pe)  V(i—a)’ ,

quarum utraque facile ab irrationalitate liberatur, istae ipsae for-
mulae propositae ope idoneae substitutionis ab irrationalitate libe-
rari possunt; unde mirum non est, earum integralia sive per lo-
garithmum sive per arcum circularem exhiberi potuisse. Satis enim
jam est ostensum, omnium formularnm differentialium rationalium
integralia semper vel per logarithmos et  arcns circnlares, vel ad-
eo algebraice exhiberi posse; quod igitur etiam de illis formulis
irrationalibus est tenendum, quas certae substitutionis ope ad ra-
tionalitatem perducere licet. Unde vicissim plures Geometrae con-
cluserunt: si quae formula differentialis nullo plane modo ab irra-
tionalitate liberari queat, tum ejus integrale etiam neque per loga-
rithmos nec .arcus circulares, multo minus algebraice exprimi posse,
sed ad aliud genus qnantitatum transcendentium referri oportere.
Caeterum combinatio duorum praecedentium exemplorum manuducit
ad solutionem sequentium. - :

Exemplum 3.
§. 40. Si proposita fuerit haec formula differentialis
oV (L+24

0y =—F—%>»
ejus integrale invenire.

Hanc formilam per neutram substitutionem ante usurpatum
rationalem reddere licet: utraque tamen juncta negotium confici
poterit, namque ejus integrale per logarithmos et arcus circulares
sequenti artificio expedietur. Formula ' enim proposita in binas se-
quentes partes discerpi potest, quae sunt
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Yoz (l+ea) § oz (1 —a2)
dy = (1—zz) YV (1+ab + +22) ¥V (1+a9)’

quippe’ quarum summa ipsam formulam nostram  propositam  pro-
ducit; prodit enim

jox(l+zaPp+-} oz (l—zz)r 0z (1 - z4%)
1=z V (1429 T =2V (1429
a V(1424
N —] -—I—T .

Quod &8 ergo duo praecedentia exempla in subsidium vocentur,
manifesto fiet dy = 0P + {1 9dQ, consequenter integrale quaesitum
erit y=}P -+ }Q, quod sequenti modo exprimere licebit

J.sz(l-o-a:‘) _ 1 ! V(l-o-x‘)-o—a:l/ 2 zV 2

1—ot T aYyYa 1—az

1 .
-+ 2V 3 Arec. sin.

1+.w.
Exemplum 4.
§ 41. Si proposita fuerit haec formula differentialis

2 L .
oy = (1-&)%1-.—::4)’ ejus integrale investigare.

Haec formula simili modo ac praecedens tractari potest;
discerpatur enim in sequentes duas partes:

} 0z (1 -+ 22) — } 0z (1 — 22)
(1—z2) V (1+ab) (1+2zn)V (1429’

quippe quae conjunctae producunt
oy — } 0z (1 4~z — | 0z (1 — a2
1—a9) YV (1+a9
_ §ox.420 — ax 0z
L =Y wazy T =2tV (1+ah’

quae cum sit ipsa formula proposita, erit ex praecedentibus exem-
plis dy =340P —10Q, consequenter y =4P —41Q, hinc inte-
grale quaesitum ita reperietur expressum

Vol. IV. _ 4

—
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J. xz 0z 1 lV(l+m‘)+mV2_ 1 Are. i zV 2
I—29V +z9 4V 2 1—az PRV Skl pupny

Scholion.

§. 42. Haec duo postrema exempla si nullo plane modo
ope cujuspiam substitutionis ad rationalitatem perduci possent, in-
gigne  praeberent documentum, quod conclusio supra = memorata
quandoque  fallere possit: Re autem attentius perpensa inveni,
omnia haec quatuor exempla ope unicae substitutionis immediate ad
rationalitatem perduci ideoque integrari posse; id quod ostendisse
utique operae erit pretium. ’

Alia resolutio

quatuor postremorum exemplorum.

§. 43. Statuatur pro primo exemplo

zV 2 l-o-m.;z
v=v gy eritque 1/(1 -+ w) = Ve
tum vero ’
e l—ua=
V(l _W)_V(l+z‘)’
unde fit
e = e Y (1 — ) =55
At differentiando adiplsclmur
o — ix(1—z9 V 2
- (1+z‘)1/(1+z4)'
Cum nanc sit +—% = z‘ = 1 (1 — ", erit
. - o0 izV 2
dv=ox1/2 YV 1—o) sive zV 2

V a+a YVia—w _ Va+ay’

quae aequalitas maxime est notatn digna. Quod si jam haec ae-
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quatio multiplicetur per ::: = i'__"‘::, nascetur haec aequatio
o  w(l+ae) V2
1—w (l—m)'V(l-i-z‘)’
sicque erit
J- oz (1 -+ ax) 1 J' oo 1 1+0
l—zn)V(i+2y) Va2 1—w 2V2 1—0
Deinde aequatio
1 dv oz

Vi Va-w  Vo+ah
multiplicetur per

l—ov _ l1—2x
1+o0 ~  1la-zz!?
ac prodibit formula exempli secundi
[—loem) Lg% L Are tang. v
(l+m)'l/(1+z‘) Y271+mw V2 )

Porro eadem aequatio
1 . oy _ ox
V2 Vi—w)  V(i+a)
dividatur per

Yy 1—o) = %, et prodibit

1 o VY (1+2
V2 1—e 1-—a8
quae est ipsa formula exempli tertii, ita ut jam sit
oz Y (1+at) 1 v 1 v 1 o0
I 1—at szl—¢—2V2J-l+w+2V2jl—w’

quod integrale cum ante invento egregie convenit. Tandem postre-
" ma aequatio hic inventa

1 do =V (1-+a
V2 1—#  1—a
ducatur in o = li:%, ut prodeat |
1 wiv  2azizy (1+2Y) 2 zxoz

V2 1= (—ay(+d)  (—a)y A+’
unde pro exemplo quarto colligitur
J- 2z 0x _ 1 .‘- oy
-y (@+2) ~  2V2

1 db 1 dv
= — —+
1—ot 41/2-[14-«; 4-;/2!1—"’

4*
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. zy2 .
unde cum sit v = Vies' erit -

o 1 ll+v 1 lV(l+a:‘)+zV2
1—ev 2 1—0 2 V(a+od)—z V2
) 1 l[‘l/(l+z‘)+z V2] ] V'(l-o-z‘)-i-:c Va
.g —_— .

(1 —2zxp 1—ax

Deinde vero est

ad Arec. }ang. v = Arc. sin. i = Arc. sin. =V3

V(14 ov) lvaz

1+ov

Scholion.

§. 44. Quanquam auntem haec qnatuor exempla ad rationa-
litatem reducere licuit, tamen conclusio supra memorata, quod om-
nes formulae integrales, quae nullo modo rationales effici queant,
ad aliud pertineant transcendentium genus, neque per solos loga-
rithmos et arcus circulares expediri possint, non solum manet sus-
pecta; sed etiam falsitas ejus evidenter ob oculos poni potest. Sit
enim functio

X = d -+ b -+ ¢ ;

V@a+am) YQ+2H Y0+
tum certe formula differentialis Xdr nullo modo ad rationalita-
tem perduci poterit; interim tamen singulas ejus partes
adz boz cox
Jlvm) Vi Y1+

seorsim rationales 'effici et integralia per logarithmos et arcus cir-
culares exhiberi possunt. Coronidis loco hic sequens problema no-
tatn dignum adjungamus.

Problema 14.
. . . d
Formularum  integralium jm et j'm

ies investigare, pro casibus,  quibus pomitur tam
: 1. ‘
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Solutio,

Cum posito v = ﬁx—i‘),
sumto =0 fore etism v =0, et sumto z=1 fore v=1,
ita ut hae duae quantitates z et v simul evanescant et simul uni-
tati aequentur: hinc deducimus istam aequationem differentialem at-
tentione dignissimam i
1 dv . Oz
V2 Va-o =~ V(i+zhy’
quas ergo ambas formulas in series converti oportet; erit autem ' |

1 (1 oh—i — 1,8, 1.8 1.8.5"
V(i—v9 (a v) 1+“v+2.4"8+2.4.e

2.4 2.4.6

ut supra fecimus, evidens sit,

»'? - efc. et

1
YV (+a4)
Illa jam per dv multiplicata et integrata praebet
» 1 1.8 g 1.8.5
J'1/(1—c;‘)"") 2.6 T3.49° T3.46.13
unde posito v = 1, valor hujus integralis erit

1 1.8 1.8.6 1.8.5.7
7.8 Y320 Y5168 " 2.4.6.8.17

quam seriem littera A indicemus. Simili modo altera series in oz
ducta et integrata producit

91 4~ ete.

1 + -+ etc.

oz 1 1.8 1.8.5 18
= — — P —p — -+ etc.
’ IV(N—«#) 2.8 2.4.9° 2.4.6.13“’1‘ e
cujus valor facto z — 1 erit

1 1.8 1.8.5 . 1.8.5.7
! — s * o509 — iieis YTi e — o

quem littera B designemus, ita ut sit B = 1-/% , sive A =B 1/ 23

unde patet, priorem seriem se habere ad posteriorem ut 1/ 2:1.°

Scholion.
§. 46. Valor formulae integr:';lis f 17::—;) etiam hoc modo

per seriem investigari potest. Cum sit
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1 _ 1+ i
Va—v yvi-m "

(1+w)—4—1—1w+ v — 14 v* -+ ete.

.8
2.4 2

ov % . . . ..
notetur esse | Vicew — 2" Deinde pro integratione reliquorum
terminorum ponatar

j'_;;"(:-’a" Ao+t Y/ (1'-— ) -+ BJ'_V———::_"_"M,

quae aequatio differentiata dat

P =0+ DA Y (1 — o) — 2 4

V(1—w) Va-— Vi—w’
unde per )/ (1 — vv) multiplicando prodit

" = (0 4+ 1) Ao® — (5 + 1) Ao+ — A+ ? B,

Hinc termini in quibus inest ¢"*?, inter se aequati praebent
1= —(®m-+2)A, ideoque A=—;—_}—_—2; termini vero ¢" con-

tinentes pracbent O — (» -+ 1)A +B, 1tunde At B ="*1 ita

n-+2’
ut in genere sit

o290 _ _l_ "1 _ n-1
J"V(l—tm) — n+2 . l/ (l W) -+ u+2fV(l—w)’

quod integrale wuti requiritur evanescit posito v — 0. Ponatar
nunc v = 1, eritque

J-v”""()u . n1

V(i—o)  n+3 J Ya —w;

hinc ergo pro = scnbendo successive valores 0, 2, 4, 6, 8,
etc. erit

J' ovov 1 T
V(l-—w) a2 2’
3
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etc. etc.

o L ] 1 3 12.8 = 82.52 =
— e — e — - ._____._.+etc
J.1/(1—09 2 22 2 22,42 2 22.42.6® 2
: x 12 12 . 8¢ 12.82. 52 12.82.62. 72
=30l —zs+ags—gFgge* 7aee o)
ita ut sit ex problemate praecedente
1 1.8 1.8.6
l + g5+ 5719+ a1 13 + ete , .
x 12 13 .82 12. 3. 52
=30 —za+agg— apeg+ o)
uude fit
1 1.8 1.8.5
x l+gg+513 a6+ ot
A 12 1. 88 12.82. 52
l1— 5 + 33 — g ga + e

2) De integratione formulae irrationalis.
f V(aa -f-” 2ba:+ca:x) )

Acta Academiae Scientiar. Petropolitanae.
Tom. VI. Pars II. Pag. 62 — 67.

Problema - 15.

Invenire integrale hujus formulae irrationalis

J‘ o ox .
V(Mf2bm+m) ,

Solutio.

§. 47. Incipiamus a casu simplicissimo, quo # = 0, et
oz
Y (@aa — 2bz + czz)’

quaeramus  integrale  formulae quae  posito
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b+ a8
p="> tranait in  hane Y (aaco — bbo - a3)’

gui oconvenit, prout o fuerit vel quantitas positiva vel negativa. Sit

- . ds
igitae primo o= <+ ff, et formula nostra fiet Vaai—to+m’
1+ V (aaff — bd - 12)

onjus  integrale  eat }l T , ideoque erit nostrum
integrale

ubi duo casus distin-

\ I w — b4+ V (aa0 — Baw - coxx)
Vo 0 ’
qued ergo ita sumtum, ut evanescat posite z = 0, evadet
1 v — b4} ¢ (aa— M — axx)
T'; —~bdea) ¢ )

At vero al ¢ fuerit quamtitas negativa, puta ¢ = — gg, formula
diforentialia per o expressa erit % cujus integrale

]

gV (angg+dd—132)’
C, quare integrale ita sumtum, ut

3

ost % Are. sin.

) wagg W)
AVAROsAt posite ¥ = 0, Bt
l s "‘-’ l - b
— Arc. 8ip. ——— = — Arc. sin. .
[ ¥ agg ) [ Y (engg + W)

S A% Depotet mwnc II valorem formulae integralis
Lod ita sumtem, wt evanescat posito z =0, sive ¢

Ty — 20 - )
fuerit quamtitas positiva sive pegativa; ac Si sit ¢ = - ff erit
Wi vidimes

2 =247V 0a— 20z +ffz2) .

Il=‘—l Gf—b N
AlWre vere can. quw ¢ = — g¢, erit
: . ] 1 . 1
R= — = Are. sin. =2 &~ — Arc. sio. ———M——
3 ¥ (augg -+ ) P YV (cagg <)’

sive smhodas arcuhes comtractis habebimus
. bV au— 3z — graxi— adg — agts
= Are. sn Y .
\uodiam grar mox  ostendemus,  integrationem formulae  gemeralis
v el semper reduci posse ad casum » =0, si modo

Ve — e ooy

Uy'rv

feerit s ajumerns integer positivus, omnia haec integralia per istum
vaiorem [I exprimi puserunt
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§. 49. Jam post integrationem quantitati variabili 2 ejus-
modi valorem constantem tribuamus, quo formula irrationalis
V (a6 — 20z + cxa)

ad nihilam redigatur, id quod fit, si sumatur 2 = 'El/_(z_b:;“_c.)’

ideoque duobus casibus. Ponamus pro utroque casn functmnem I

abire in A ,ita nt casu ¢ = ff sit 3
V @b — aaff) b+af '
A=711050 = 1Y s
pro altero autem casu, quo ¢ = — gg
1 . =*ag V (bb -+ aagg) ag
A = ; Arc. sin, — pr—rs .; Are. sin. 'V(bb_._m“)'

Hos autem valores A in sequentibus casibus, quibus ipsa formula
radicalis )/ (a8 — 2bz + czx) evanescit, potissimum sumus  con-
templaturi.

§ 50. Nunc ad sequentem casum progressuri, considere-

mus formulam s = }/ (a6 — 20z + cww) — a, ut scillicet evanes-
cat facto 2 = 0, et quoniam est
08 = — bow -+ cxdz
- V(aa—zbz-o-m) ?
erit vicissim integrando
20z

oz

cJ Y (aa— 2bz+m) by V (aa — 2 bz +- caz) + &
unde colligimus
zdz __ b V (62— 2bz +cz2)—a
J-V(aa-o-aba-o-m) R I+ c ’
quare si post integrationem statuamus 2z = f—ﬂ;ﬂ:ﬂ), quippe

quibus casibus fit 1/ (68 — 2z + czz) = 0 et I = A fiet
20z b a

fV(aa—2bn+cm) T e c

o§. i:a Sun;amus porro 8 =u 1/ (aa — 2bz + cxw), fiet
—_ aa0x — Bbxix + Acxx iz
0s = V (aa — 2bz + czx)

Vol. IV. 5

, unde vicissim integrando colligitur
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zxon __ %0 _ oz
26-"V(aa—2bz+m) — 3bf Y (aa — 2bz + yzz) MJV(aa—2bz+m) + 8,
unde statim pro casu 1/ (aa — 2bx + cxx) = 0 deducimus
Py __ (3% — aac) 3ab
] — ey _ 29,
V(aa—2bx+m). 2cc 2e¢

§. 52. Jam ad altiores potestates ascensuri statuamus

8 = a2 )/ (aa — 2bz —+ cwx), et quia hinc fit
2aaxdx — bbxrzdz -+ Sox3oz

0s = VY (sa—2bz+-cx2) ’ erit
8 oo _ xx 0z
30!V(a¢—-2bx+m} - 5bj'l/(aa—2bs—m)
oz

_2MIV(aa—2bm+m) + 3
hincque porro pro casu quo post integrationem statuitur

z = lﬂ(?—:ﬂ , habebitur

f a8 o . (5b‘—8aabc) A — 18adb _ 2a
Y (aa — 20z + cx2) 2¢® 6c® 8ec
__ (5b®  Saab Babb 208

vel = (35 -) A — 55 + 3%

§ 53. Simili modo sit s= 2y (a6 — 2bz + czm), et
quia hinc fit
08 = Saazxdr — Tbxd 0z +- dcxt oz
- 'l/(aa—2bz+cm:) !

erit vicissim integrando

?ox o8 oz '
4ch(aa—2bx+m) - 7bIV(aa—2bz+m)

@z 0z .
_3aafV(aa—2bw+m) + 8

tum igitar pro casu quo fit 1/ (esa — 26z + cxx) =0, ha-
bebimus

4 4 3 3
zt oz — (35b 15aabd - 3a) A 86ad -~ 56a%

-[V(aa—zbz-.-m)" 8t 4de 8cc Bt | 2408
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§. 54. Quo autem ordo in his formulis melius explorari
possit, singulas exhibeaus per factores, quemadmodum ordine
oriuntur, sine ulla abbreviatione, atque hoc modo formulae inte-
grales inventae ita repraesententur

J' o = A
V(aa—zbz-o-m) !
f zdz =2p_ =
V (aa — 2ba + cxz) ¢ ¢’
f xxde - =(l.8bb__ aa)A__l.s.ab
VY (aa — 2b@ +- czz) 1.2¢c 1.3¢ 1.2.¢c’
f 2% 0z =(l.3.5b’_l.8.3aab) __1.8.Babb__ _
V (aa — 2bx + cax) 1.2.8¢ 1.2.38¢ce 1.2.8¢8 1
f x4 oz =(1.s 5.7% 1.8.5.6aabb . 1.8.3a
V (aa — 2bz + czz) 1.2.8.4c¢* 1.2.8.4c 1.2.8. 4c
1.8.5.7ab® .5.11a%

_1234c4+ 2.8.40"
§. 55. Institnamus nunc in genere istam evolutione
mendo 8 = 2" 1/ (aa — 2bz + czz), et quia hinc fit

Js = naaz™ — 1 dx — (21n 4 1) b2 oe + (n + 1) c2z® + 192
- YV (aa -- 2bz -+ czz) '

inde vicissim integrando colligitur
™+ 102 ah oz
4 Do e = @+ DB [

._maj'v(aa”—l"” + 2"V (a6 — 2bz + cam).

— 2bx + cxx)

Quod si vero jam ante elicuerimus

] _ _
I‘V( — 2bz+czm) MA T et

a® oz
IV(aa 2bz -+ cxxm) NA — m’

ita ut hae duae formulae sint cognitae, sequens ex iis ita
nabitur, ut sit
_ 50



36 ' SUPPLEMENTUM 1.

]‘ a® — 19z __ [@+1)bN  naaM
V (6a—2bz+cxz) | (m+1)e (u-o—l)c]
2n-+1)R naaiR
T Tm+1)c m+1c’

Hoc igitur modo has integrationes, -quousque libuerit, continuare
licet, dum ex binis quibusque sequens ope hujus regulae formatur,
ita ut omnia haec integralia vel a logarithmis vel ab arcubus cir-
cularibus pendeant, prouti coefficiens ¢ fuerit vel positivus vel ne-
gativus.  Manifestam autem. est istos valores assignari non posse,
nisi exponens » fuerit numerus integer positivus.

3) De integratione formulae [~Y'>= aliarumque

ejusdem generis, per logarithmos et arcus ecir-
culares. M. 8. Acoademias exhib. dis 16
Sept. 1776.

§. 56. Cum mihi non ita pridem -contigisset, integrale hu-
oz 'l/(l <+ z4)
—at
exprimere, haec mtegratio e0 magis mihi visa est notatu digna,
quod nullo modo perspicieham, eam ad rationalitatem perduci
posse, quandoquidem certum est, istam formulam, quae simplicior

videatar, [0z 3/ (1 + #'), neutiquam ad rationalitatem  revocari

e enim videbam, accessionem denominatoris 1 — 2
mem promovere posse, hincque concludebam dari ejus-
i8 differentiales irrationales, quarum integralia per lo-
arcus circulares exhibere liceat, etiamsi nulla substitu-
ationalitate liberari queant: quaequidem conclusio utique
wlis compositis, quanquam enim istae formulae

jus formulae I per arcum circularem et logarithmum
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[vasse[yaies

ad rationalitatem reduci possunt, tamen formula ex iis composita

Joz| 5 = + 3 B
Va+2) YA+
per nullam plane substitutionem ad aliam formulam rationalem re-
duci potest; propterea quod utraque pars peculiarem substitutio-
nem postulat.

§. 67. Interim tamen cum formulam propositam

IMV(I-c-c‘)

i = 8

attentius essem contemplatus, inveni, eam ab irrationalitate liberari
posse, ope hujus substitutionis prossus singularis

_ Vas+w+Va—u
&= tYV2 '

Hinc enim fit
dz — ot ot

T #Vag+w) tVaa—u)’

quae duae partes ad eundem denominatorem reductae dant
— o‘ —
oz = m[l/(l ﬂ)+]/(l+tt)].
Cum igitar sir
Va+t)+ Y0 —t#)=1tzy2,
hoc valore substituto fiet

—_ .z
0z = tVa—w’
ita ut sit
08 _ x ot V(l-o-o:‘)

T o=y Va—#)
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§. 58. Porro autem sumtis quadratis erit

1+V(1—#)
= T’
unde colligimus

14t Vl—t‘ 148
| 1 4+ oz — ++“( ) (+)[‘/(l u) 1/(1_#)],
sicque ob

Va+th+ /(1 —t)=tzy 2, et

1 +w=a:‘l/2:1+tt).

Simili modo erit
1—8+V(1—1t9
1 _’*”:—( @ )

- V““‘“’ [Va—t+ya+o]=— ALY

Hinc igitur sequitur fore

2z2 V(1 —1t4

1 — 2 = — Y

qui valor in nostra formula substitutis praebet
W0t Y (1424

B = + —a—m

§. 59. Deinde sumtis quadratis habebimus
2 t

(A + zop = 22028 4
2xz (1 — #t)

(1 — aap = 2208

quibus additis prodibit
(A +22p + (1 — 20 = 2 (1 + o) = 252,

unde fit
V(Q+2) = z V2
quo valore substltuto nostra formula abit in hanc
08 = W - f ; .

quae ergo formula est rationalis et solam variabilem ¢ complectitur.

ks
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§. 60. Cum igitar porro sit

1, 1

1
—_—  om— g b
1T—¢tt 3 1+t 2 ’

1—-u

tum vero integrando reperiatar

[mt:Arc. tang. ¢, et
L g let g 1t
1—# 31—t . Va-—-w’

quibus valoribus substitutis reperietar

14-¢

Va—t)

1 1
S—mAl’C.t&Dg.t—kaVz

2
Quare cum regrediendo sit ¢ = VL(IY-:F)’ supra autem invenerimus

l+z‘_—,erxtﬂ_l+x‘,

hincque
— (1 — oy “)’ —_
1 —# ="=—=", ideoque Va—t)= 7_(1 =

his valoribus substitutis, integrale quaesitum per ipsam” variabilem
# sequenti modo exprimetur '

2V (1+zy) 1 Are. ta zV 2 1 le2+V(1+¢t)
I T—m 3V M T Vs 1—az |

§. 61. Hic autem merito quaeretur, quonam artificio ad
substitutionem illam, quae primo intuitu a scopo prorsus aliena
videtar pertigerim? quandoquidem nemo eerte in eam incidisset,
neque etiam ipse memini, quanam ratione ad eam sim perductus.
Verum postquam omnia momenta accuratius perpendissem, me-
thodam multo planiorem detexi, qua istud negotium sine tot amba-
gibus absolvi potest, quam igitur hic perspicue proponi conveniet.
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Methodus  planior et magis natwralis, formulam integralem  pro-
posiiam tractands.
&Y+

§ 62. Quo ex formula 95 = —_——— ‘irrationalitatem
saltem  apparenter tollamur, ponamus /(1 +2Y) =gpr, ut fiat
08 = 22 Cum igitar it 1 <+ 2* = ppzz, erit radicem
extrahendo

w =i+ V(i —1
Ponatur hic } p»p = ¢, ut habeamus

=g+ 1) (@—1), et

e =1[g + v (@ — 1),

. . 20z — dq . .
hincque dxﬂ‘erentna:do . - V=D ergo loco ¢ restituto va-
3 p ; — _%op
lore § pp, erit — V= ;)’a'apswque fiet dz = Ve—g® %
valore substituto ﬁt 98 = = V=

§. 68. Ut nunc hinc quantitatem 2. penitus ejiciamus, quo-
niam invenimus

=2 X0 V’(p‘—4), erit
o = r—a-o-ppawr—q’ hincque
- VEe—d Ve e+ V(-]
1 —2a2 = 3 3 .
. X .
Unde colligitur fore = = — Voo (p‘ 5 quo valore substituto

impetramus formulam differentialem rationalem per novam  variabi-
lem p expressam, quae est

o
08 = — ;:p_a,:’ existente p = V(l: );

unde idem integrale, quod ante nacti sumus, deducitur, Similis auv-
tem substitutio cum successu adhiberi potest in formulis inte-
gralibus multo magis generalibus; veluti in sequente problemate
ostendemus.

[
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Problema 16.
§. 64. Propositam formulam integralem S — I
ope idoneac substitutionis ab omni irrationalitate liberare.

ox V(a-o-b.w-c—cz‘)
a—cxt

Solutio.
Ad speciem saltem irrationalitatis tollendam, ponamus
V @ + bzz + eat) = pz,

ut habeamns S = [ 2%, Cum igitor sit

‘ V (a -+ bax 4+ czt) .
p = _z—, ent
0}7 — adx — cxtom — __ Gdz—ecxtiz
- ax V (@+baz+cxf) pzd  ’
unde erit
02 = — :fo" , o
quo valore substituto fiet
— ppat op )
as — — m'

§. 65. Deinde cum sit
6 + ct = (pp — b) 2z,
hincque porro
@ + co'f = (pp — b &,
aufferatur 4 acz*, ac remanebit .
' (@ — e = [0 — B — 4ad &,

* quo substituto formula nostra fiet

—_ PP
08 = — GiF—1a-

Sicque quantitas variabilis 2 penitus e calculo est extrusa, ac dg-
ducti sumus ad formulam differentiatem prorsus rationalem, cujus

ergo integratio per logarithmos et arcus circulares nulla amplius
Vol. 1IV. 6
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ﬁborat difficultate. = Quin etiam formulae adhuc generaliores
modo feliciter tractari poterunt.
Problema 17.
§. 66. Propositam hanc formulam integralem
‘ J‘ P00}/ (@ + b+ ™

a — c*®
ope idoneae substitutionis ab omni irrationalitate liberare.

Solutio.

~

Utamur igitur hoc substitutione
V @+ b + ™) = pz,
ut formula proposita hanc induat formam

— Pt Tz,
8 = T—;

tum vero cum Ssit

{

n ___ 6+ ba" 4 cx??
P = ——m

erit differentiando

pu-{ 01) — __ %z (@a—cz")
= o=
unde fit
n—1 gn--1
0r = — E 02,

ore éubstituto formula nostra induet hanc formam

__ gramyp
08 = — Fom.

eodem
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§. 67. Deinde cum sit
a + ¢z’ = (p" — b) 2", erit
(@ + c2*") = (" — b)* 2*";
hinc subtrahatur’ 4 acz*®, et remanebit
@ — ") = [(p" — b — 4ac] 2™,
substituto igitur hoc valore fiet
8 = — Gl

quae ergo omnino est rationalis, atque adeo integratio per loga-
rithmos et arcus circulares facile expeditur.

Problema 18.

§. 68. Invenire formulas integrales adhuc generaliores,
quae ope substitutionis

V @+ ba" + ) =pz
ad rationalitatem perduci queanmt.

Solutio.

Quoniam in praecedente problemate invenimus, hane¢ formu-
lam differentialem

27 0z Y/ (@ + b2" + c2’")

& — o
ope hujus substitutionis reduci ad istam formulam rationalem
p"dp :
—_— 5”_ b)’— Zac’ erit
Pz""'0z { (@ + ba" + @) Pp"op
a — co*" - T " —b — dac’

6*



44 SUPPLEMENTUM L

ubi loco P functiones quaecunque ipsius 2 accipi possunt ejusmodi,
ut facta substitutione praebeant functiones rationales ipsius p, id
quod infinitis modis fieri poterit, quorum praecipuos hic per-
curramus.

§ 69. Cum vi substitutionis sit
V (@ + b2 + ca™)

z

p,

]

loco P potestas quaccunque ipsius p assumi poterit, quae sit p*.
Sumatur igitur P. = p*Q, eritque etiam

_Q V @@+ 2" + ca;”')"'

'

P 2 ;
quibus valoribus substitutis prodibit ista aequatio
an—l—-adz _"'/ (a -+ bz + cwm)x-o—c Qpn-o-xdp
a—cz™ T (" — b — 4ac

quae posterior formula denuo est rationalis.

§. 70. Deinde in praecedente problemate quoque inveni-

mus esse

¢ — cz™)’
(—F—)=(P'—b)’—-4ac,
quam ob rem pro Q sumamus potestatem exponentis § harum
quantitatam, vel potius harum quantitatum reciprocam, scilicet ca-
piatur

Q = 2" 1

S @—a™M (0" — b — 4ad]’

Quibus  valoribus substitutis  obtinebimus  formulam latissime pa-
tentem hanc ‘
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§ 72. Ut etiam in membro sinistro exponentes fractos ip-

sius 2 tollamus, ponamus z = y', eritque

y(z‘+0)nv—.p.—v—1 dy"i'/ (a -+ bym -+ cyzm)p.-o-v
(a__cyzav)ﬁ-o-l
qy.-o-m-o-v—i 0q
[(qnv — b)s _ 4ac]‘+l’

quae expressio autem multo generalior videtur, quam revera est.
Si enim loco nv ubique scribamus n resultat ista aequatio

y(“+|)u—p.—v-1 oy V (a -+ by" -+ cy:n)p-o-v
(a——cy"')”""
_ qy.-o-v-o-n—l aq .
[@® — b — 4ac)'*"’

haec autem aequatio manifesto non discrepat ab illa §. 70. alla-
ta; si enim hic loco @ +v— 1 scribamus A et loco y et ¢ ut
ante 2z et p, ipsa praecedens aequatio reperitur, sicque sufficiet
loco A numeros integros assumere.

Corollarium.

§. 73. Quo clarius indoles harum formularum perspiciatur,
sumamus n = 2, et formula differentialis variabilem 2 invol-
vens erit

2" 9z )/ (a8 + bzz + ez !

(a _ czls‘-o—i

1 substitutione 3/ (6 + bzz + co') = pr, transmutatur -

onalem
_ pl “+3 dp .
[(ep — b — 4ac)'*"’
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unde sumendo A = 414 resultat ista aequatio

0z 1/(a+bm+ca:‘)“"" _ o
(a—w‘)“"" = [(pp—b)’—4ac]"""
in qua si porro ponatur $ = 0, fiet
ox "l/(a-ﬁ-bm-'o-cz‘) - _ Ppop .
a— czt - (pp—dp —4ao’

quae si insuper ponatar a =1, b=0etc=1, priebet

oz V (1+a4 pip
s v el el e §

quae est ipsa reductio, quag supra §. 63. fuerat inventa.

Corollarium 2.

§. 74. Si sumamus # = 3, prodibit ista reductio generalis

a:"—"""dzi/(a-'i-bz‘—i-ca;‘)""' _ px-o-nap
(@ — ™ T = —se T

quae ponendo ¢ = 0 migrat in hanc

2= 9z {/ (@ + b2 + ! _ P+ op ‘

a — ca® T =y —da’

posito vero b = 0, haec prodit formula concinnior

S A R N el

a — ca® =T FF—ta’

cujus duos casus evolvisse juvabit.

I. Sit A\ = 0, eritque

ey ara P
& — o2 - 7 P —4ac’

D ac
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quae concinnior redditur ponendo 2z — y, reperietur enim

oy Yy @+ cf) 2p° dp
a—cy“ ——m'

II. Sumto autem A = 1, ista prodit expressio

0xi/(a+cz°)’_ 7 op
s—c® = pP— dac

Scholion.

§. 75. Ex his exemplis satis intelligitur, quam egregie re-
ductiones ex nostris formulis generalibus deduci queant, .quarum re-
solutio, nisi methodus nostra adhibeatur, omnes vires analyseos su-
perare videatur. :

e —

4) Memorabile genus formularum differentialium
maxime irrationalinm, quas tamen ad rafiona-
litatem perducere licet. M. 8. Academiae
exhib. d. 15. Mai 1777,

§. 76. Cum nuper hanc formulam differentialem

0z
(1 —a2) Y (22— 1)

tractassem eamque singulari modo ad  rationalitatem  perduxis-
sem, mox vidi eandem methodum succedere in hac generaliori

oz

d in h ulto eraliori
(a+bm)i/(a+2bzz)' atque adeo in ac m gen
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. 0% )
(a+b:u")"i/(a+2ba;")’

vis altum assurgere potest, cujus resolutio sequenti modo institmitur.

ubi irrationalitas ad ordinem quantum-

z
. 77. TUtor scilicet hac substitutione ' = 2Z
: ’i/ (@ + 20bz") '

ut formula nostra integranda, quam per 0V indicemus, fiat
IV = 9;” . %5, sumtis ergo logarithmis erit

1
IZ =z — 5 1l(a~+ 202",

unde differentiando fit

Z _ dz ba"—19z __  dz (a-+Dba")

Z — Tz T Taw2ba® — x(a—+2ba")?,
erit ergo

dz __ 0Z (a+3ba"

z — Z(@avba" !’

hinc ergo nostra formula erit

__ 0Z (a+2bz")
o0V = (a 4+ dzn)
Cum igitur sit
Z‘"—_—r’_”;—”bi” erita-lf 2bﬁ”=%,
ideoque

2197 |
t)V = m"

a

Cum porro sit as + 2 aba® = 7in-,  addatur utrinque 5b2’",

et prodibit

@ + bz = T 4 b = T erBZ)

= zin Zin ’

quo valore substituto nostra formula evadet
Vol. IV. 7

B Azt adw el el

et

[P

s
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0Z

a + bbZ*™’

oV =

quae ergo formula est rationalis, ideoque per logarithmos et arcus
circulares integrari poterit.

§. 78. Observavi porro, cum hic post signum radicale tan-
tum binomium involvatur, ejus loco quoque trinomia, atque adeo
polynomia introduci posse. Pro trinomiis autem formula differen-
tialis talem habebit formam

o0z

v = (@ + b2™) "}/ (aa + 3abs" + 3bba*")’

nbi ergo irrationalitas ad ordinem multo altiorem ascendit. Nihilo
vero minus etiam ista formula ab irrationalitate ljberari poterit ope
similis substitutionis

x

Z = ;
%V (aa + 3abs" + 3bba*™)’

hinc enim sumtis logarithmis per differentiationem nanciscemur

0Z __ 0z aba™—) dz+2bbz™—1 iz

Z T 7 T T aa+savstmn 0 S0
9Z __ 0z (a 4+ bx")?
Z T z(aa-+3abz"+ 8bbz*M)?

ideoque
iz 0Z aa —+ 3 abz™ + 8 bba2™

z . Z ' (a -+ ba™)®

Cum igitur nostra formula jam sit dV = 9; . ;_-'_%5, introducto
elemento 0Z, obtinebimus "

__ 0Z (aa -+ 8 abz™ 4+ 8 bba*™)
oV = (a —+ bz™)? *
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§. 79. Cum igitar vi substitutionis sit
V (88 + 3aba" + 3bb™") = 2 erit

aa + 3abz® + 3bb*" = Zov

W.
Multiplicetur utrinque per 4, et addatur utrinque b*z*", eritque

(a +ba:")’=”—'—"—§22-";-,m:

hoc igitur valore substituto ex formula nostra littera z penitus ex-
cludetur, prodibitque 9V = ;'—_gf,—z,.. Cujus ergo integrale semper

per logarithmos et arcus circulares reperire licebit.

§. 80. Pro quadrinomiis antem ponamus brevitatis gratia

Y (@® + 4aabs” + 6abbz*" + 40° 2*") = 8§,

ac formula ad rationalitatem reducenda proponatur haec

iz
0V = Gewms .
id quod simili modo succedet, ope hujus substitntionis % = Z, u-

de formula nostra erit gV = %" . &, Cum nunc sit

08 ___ aabaz®™ 1 9z -+ 8abbr?® — 1 dz+ 8 WL —1 oz

s T a® + 4 aabz™ + 6 abbz? ® +- 4 BIZI" )
sive
98 __ 9z _ ba"(aa—+8abz®+ 8 bbat")
8 — =z gn ’
., 0Z oz a8,
erit > = — — —; consequenter
0Z __ 0z (a-+ba"p . dz __ 8™z
Z = 7z ' —gw - hincque = = srooss,

7*
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quo valore substituto formula nostra erit

KnizZ
0V = m—)i.

§. 81. Cum autem sit

S$** = a® -+ 4aabz™ -+ 6abba®™ + 4b°2"", erit

aS'" + b'2'" = (a + &™),

quo valore substituto erit

$4nozZ
oV = aSAR - e AN °
quia igitur posuimus Z = %, erit S = —‘;—, ideoque S'" = ‘z‘:—:,

qui valor surrogatus dabit
9Z
0V = 7w
gsicque itidem ad rationalitatem est perducta.

§. 82. Hinc jam facile intelligitar, quo modo pro omni-
bus polynomiis formulae differentiales comparatae esse debeant, ut
tali suobstitutione ad rationalitatem perduci queant, id quod in _se-
quente problemate expediamus.

Problema 19.
§. 83. Si proposita fuerit haec formula differentialis

oz

oV = (@ + ba:")W [@ + ba") — 2]’

rationalitatem  reducere, quamitumvis magni numers pro
icipiantur.
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Solutio.
Ponamus etiam hic brevitatis gratia
YV (@ + ") — 82" =8,
ut formula fiat

oz
0V = G=ms’
fiatque insuper ¢ = Z, ut habeamus

oV =2%¢._2

z a-+ba™’
Jam logarithmos differentiando reperietur

a8 bz —1 0z (a+4+ba"P —1 — P —1 g

i o , Sive
98 __ 0z bz (a+baP—1_phgin
8 =z sin :

Cum igitur sit 9-z§ = %’ — '18§, hoc valore substituto erit

hincque vicissim erit
oz SAn o7

z  aZ (@+ba"p—1’
quo valore substituto impetramus

. 8nyz
IV = a(a-l-bz"ix’

quia nunc est (@ + bo") = S «+ B2, erit

gn 97
IV = a (9"4—1_::4:"‘).

63
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Denique ob S = —;—, ideoque S = ‘%’ hoc valore substituto
obtinebitur
dv — 0Z

a (14 bAZAm)?

quae est rationalis unicam variabilem Z involvens, cujus adeo inte-
grale per logarithmos et arcus circulares Assignari poterit.

Corollarium 1.

§. 84. [Eadem solutio etiam locum habet, si pro A nu-
meri fracti accipiantur, qua ratione post signum radicale denuo ra-

dicalia involvantur: ita si fuerit A = %, erit formula radicalis

S=VW+M¢—fm,

et formulae nostrae

(1]
v = (a+bz") 8

integrale erit

1
V= —:‘; J 0Z’ = 11 Arc. tang. b" Z.
1+b"2Z ab"

Corollariom 2.

§. 85. Quo haec clariora reddantur, capiamus a =1, b=1,
et n = 4 ut pro postremo casu sit '

0z
A +a) y/ [ + 2 — az]’

S =V [ + ') — zz], et IV =

cujus integrale posito
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Z_ X
T VI + o) — a2]

, erit

V = Arc. tang. Z, sive V = Arc. tang. z )
vV [ + 2 — zz]

Sip autem manente # — 4 et ¢ = 1, fuerit b = — 1, ideoque
$ =Y [1—a)—amy —1],
ipsa formula prodiret imaginaria. '

Corollarium 3.

§. 86. Pro eodem casu l=%, git m =6, a =1 et
b = 1, eritque X

S = Y/ [(1 + 2% — zz], ideoque

_ oz
oV = 1+ 29 / [(1 + o) — 2]

Cujus integrale posito g = Z, erit

'V = Arc. tang. Z = Arc. tang. 70 +:;)‘ ——:m:]‘

Similique modo alia, hujus generis exempla pro lubita formari pos-
sunt, verum quamquam formula problematis admodum est genera-
lis, tamen adhuc multo magis generalior fieri potest, uti in se-
quente problemate sumus ostensuri.

Problema 20.
< §. 87. 8 proponatwr ista formula diﬂ'e(mialis multo ge-

meralior, quippe n qua lres occurrumt  exponenies  indeterminali -

A, 8, et m,
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S~
@+ b)Y/ [(a —+ bz — b2’

oV =
eam ab irrationalitate liberare.

Solutio.

tur iterum brevitatis gratia
[(@ + ba™ — B2 = §,
tegranda proposita fiat

gM—19x _  J=x zm
= (@a+b0z™ 8™ — 7z ° (aa-bz™) 8™
porfo ut ante statuamus 5 = 2, fiet
__ oz zm
- Z " axb™

lem 2z penitus eliminari oportet.  Quoniam nunc am-
S et Z eosdem habent valores, ut in problemate prae-
3 adeo ipsa formula @V oriatur, si praecedens per
licetur, etiam integrale quaesitum obtinebimus, dum su-
rale per Z™ ' multiplicabimus, quo facto erit inte-

i]-zm—toz
1+§zxn‘
Corollarium 1.

Si exponentem m negativum capiamus, irrationalitas
m transferetur, ita posita m — — 1 habebimus

_ 0z YV [(@ + ba") — b*a*)

- 2z (6 + ba")

egrale per Z expressum erit
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V=21 J- 92
— @l zza+vm’

Quin etiam per bhunc exponentem m irrationalitas simplicior reddi
poterit, veluti si sumamus m = A\, erit

_ 2~ on

@ + b2 Y/ [(a + b2 — b* 2"

Cujus integrale posito Z = =, retinente S superiorem valorem
erit

v

x|

_ _1_Izl—-laz
T aliapzn’

Corollariam 2.

§. 89. Deinde vero etiam si pro m fractionem assumamus,
irrationalitas adhuc magis complicabitur, veluti si sumamus m = |1,
formula differentialis jam erit

oV 0z

= (@ + bz") '1"1/ " [(@ + ba")* — b 2" '

Verum hic casus facile ad primum problema . revocatur statuendo
z = ov, ita ut sit

v 2 dv

- (@ + bv"')ﬁ”]/ @ + W™ — po®*™)’

quae formula a. primo problemate aliter non discrepat nisi quod
hic exponens n duplo sit major.

Scholion.

§. 90. Quamquam binae litterae & et b pro lubitu tam
negative, qunam positive accipi possunt, tamen occurrunt casus, qui

sub hac generali forma non comprehenduntor: veluti si propona-
Vol. IV. . 8
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:) d , haec in problemate
(1 —a2) yV (222 — 1) .
primo non continetur, quia fieri deberet aa — — 1, quod cum in
genere evenire posset, etiam problema generale ad hunc casum
accomodatum subjungamus.

tar haec formula

Problema 21.

§ 91. Si ponatur ista formula differentialis latissime
patens tres exponentes indeterminalos involvens

oz
" —9) YV [FFP" — (" — '™

cam ab omni irvationalitate liberare.

0V =

Solutio

Statuamus ut ante brevitatis gratia
VP — (" — 9 =5,
tum vero Z = g, ut formula differentialis fiat

__ oz zm
0V = = =l

Nunc autem sumendo differentialia logarithmica est
08 _ dz Padt_fuh (fan —gp
: )

S z Sn

atque hinc colligitur fore




AD TOM. I. CAP. II. 59

A)

quo valore substituto nanciscimur

av __ zm—1 L FYA

‘ T g (fah—pp
Manifesto autem est (fz* — g)* = 2" — 8™, ideoque
IV = Zm—1 g\m 57
g (Aan —ghn)’
unde postremo ob § = 7 concluditur haec forma
vV — Znio
? g (AZMn—1)’

quae formula a praecedentibus tantum signis discrepat.

8 *
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AD TOM. 1. CAP. III
DE |
INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM
PER SERIES INFINITAS.

De resolutione formulae integralis, fz"'dz(A + 2"
in seriem semper convergentem. Ubi simul
plura insignia artificia circa serierum summa-
tionem explicantur. M. §. Acodemiae ex-
hib. die 12 Aug. 1779,

§ 1. Obtalit se mihi nuper haec formula integralis
foz 1/ (A + 2, cujus valor, cum cssu quo A = O sit }o*, in
mentem mihi venit, eos ejus valores investigare, quos induit, quan-
do A est quantitas valde parva. Mox autem' vidi, hoc vulgari
evolutione praestari neutiquam posse. Cum enim sit

VA@+2)=1VA x(1+-§_‘)*,
ideogue per seriem
z4 . 1. 2
V(A+2)= VA X(l "'"%'T_;_.}'%:"";.:.:'%lf— etc.)
erit valor formulae hujus integralis

fozV @+z)=2zV A X (l +g-5"'—:—:,—:—i.-£; “+ ;:1::%—&;)
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quae series ergo manifesto maxime divergit, quoties A fuerit quan-
titas valde parva, atque adeo, quoties fractio if:- unitatem superaverit.

§. 2. Ut igitur ad scopum propositum pertingerem, ipsam
hanc quaestionem sub hac forma sum contemplatus: Valorem for-
mulae integralis [0z )/ (A + o) a lermimo z = 0 wusque ad
terminum 2z = a exiensum per seriem Semper  convergemiem  ex-
primere, quicungue valor litterae A tribuatwr. Hunc in finem for-
mulam A -+ 2* sub hac specie repraesento

A+ a — (& — 2,
sive hac
@+ (1 — 55)
Hinc igitur erit
—ot 1.1 (a%—at
VAa+a)=VA@+a)X[1 —} Trx— i (5rs) — etel.
Sicque totum negotium huc redit ut harum formularum integralium
[oz (@t — 2, [oz (st — P, [0z (a* — 2, et
. valores ab 2z = O wusque ad % = a4 extensi investigentur, unde
primus terminus [ gz dabit a.
§. 3. Pro secundo termino habebitur integrando
foz (@t — o) = atz — 127,
cujus valor sumto z = a erit 3a®. Pro tertio termino erit

« Joz@ —a)=dz—la7 + |2,
quae expressio posito z — a4 abit in :%g a®. Simili modo pro

quarto termino habebimus

fle@—ap = —fr]— = fiB e
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Eodemque modo reperitur fore

+ o 4.8.13.16
f oz (@ =5

et ita porro. Hanc autem elegantem progressionis legem infra
sum demonstraturus '

§. 4. His igitur valoribus substitutis, totus valor integralis
quaesitus reperietur fore

A 1.1 4.8( at \2 1.1.3 4.8.12/ a* \8 ;

1.4 - ekt — . —_
aV@+a)x1-}-§ rram—a7 5.9(A+a4) 2.4.6 5.9.13(A+a‘) etc.].
Quoniam hic duplices cosfficientes occurrunt, si singulos factores

priorum tam supra quam infra duplicemus, ista series contrahetur
in sequentem

) ;  at 2.2( at \2 2.2.6 (- at \8
6y (B +a)X[1—} Axa 59 (A+a4) — §9.18 (A-o-a‘) — ete.],
quae series manifesto semper convergit, propterea quod non so-

luom coéfficientes haud mediocriter decrescunt, sed etiam formula
at
A+at

unitate est minor.

§. 5. Jam nihil obstat quo minus loco & restituamus ipsam
quantitatem variabilem «, sicque valor hujus formulae integralis

f oz ]/ (A + 7*) exprimetur per sequentem seriem semper con-
vergentem '

V(@ +AHX —1 55m— 55 (Afz‘)g — 5018 (A:‘z‘)x — ete.].
Hic casus quo ista series minime convergit, est ille ipse, quem ini-
tio commemoravimus, quo A = 0, ipsumque integrale = }a®.
Posito igitur A =— O pervenimus ad sequentem seriem maxime no-

tatu digram
2 (1 s 2.2 2.2.6 2.2.6.10

S — 59 5918 5 9.3 17 — )

cujus adeo summam novimus esse — j 2°, ita ut jam habeamus
hanc summationem
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cujus demonstratio altioris inddginis videtur. Interim tamen quo-
niam ejus summa est cognita, veritas sequenti modo ostendi pot-
est. Hinc enim erit

2.2 2.2.6

2 2.4 2-2-9 — 2
5+ 59 * 5o v o =3

quae aequatio in } ducta dat

2.6 2.6.10

3
1l + 5+ 53 * o517

— 5
-+ ete. = 3.

Transponatur hic primus terminus in alteram partem, et multipli-
cando per 7 prodibit

6.10 6.10. 14

9
3.7 Y 31721

—+ ete. = 3.

[]
1 + 5 —+

Translato iterum primo termino ad alteram partem factaque multi-
plicatione per £, colligitur

10 10. 14 10.14.18
1+ 57+ + el %

= B
7o -+ etc. = §.

Simili modo progrediendo prodibit

" 14.18 14.18.92 —
] + 3+ ois * aamm + o 3
" 18. 22 18.22.26 -
1 + %+ 5+ %98 + o =73

Sicque innumerabiles nacti sumus series, quarum summa est cogni-
ta, et quoniam lege aequabili ulterius progrediuntur, signum hoc .
certum est summam primo datam esse justam. Hanc autem in-
signem veritatem infra, ubi rem in genere persequemur, accuratius
demonstrabimus. )

Problema generale.
Formulae  integralis [ 2™~ ' 0z (A + 2" valorem @ ter-
mino £ = 0 wusque ad 2z = a exlensum per Seriem Semper con-
vergentem exprimere.
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Solutio.

§. 6. Formulam A -+ 2" sub hac forma repraesentemus
A + a® — (@ — 2"), quae reducitur ad banc

—
(A + a”) (l - GA“+:")’
sicque formula integralis proposita erit
@A—+a)[z" "oz (l — ‘i'-”——“-”)x.

A-+-a®

At facta evolutione est

(1= 552 =1 (G5F) + RN () — e

quae ergo series ducta in 2™ 'z ita integrari debet, ut inte-

grale ab 2 = 0 ad z = a extendatur. Hinc patet totum negotium

reduci ad hanc integrationem [z™7 '@z (a" — 2")°, cujus valor
™ a™ :

cast quo 6 = O manifesto est — = ——-. Casu vero quo 6 =1
erit
- aPa™ zm-+n

Ja" T 0w (@ — o) = - — T
qui valor, posito z = a4, evadit #_H‘) a™*".  Ac casu quo
0 = 2 erit

e Y = 0 S R
quae expressio positt z = a abit in hanc - “)2(; —5) am ",
Simili modo calculo subducto reperietur

J‘zm-idz(an_xn)s_ n.2n.3n am-o-an'

T m(m-+n) (m+2n) (n+8n)

Ne auntem hic inductioni nimjum tribuamus, hanc progressionem se-
quenti modo accuratius demonstrabimus.

§. 7. Ponamus formulae [ 2™ "' gz (a" — 2")° valorem
jam esse inventum = V, hincque quaeramus valorem formulae se-
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quentis [ 2™~ ' gz (6" — 2")°*"'. Hunc in finem ponamus
fa™" "oz (@ —2"° ' = Af2" 7 gz (a® — 2")° + Ba™(@" — 2)° ',
quae formula differentiata et per 2™ ' gz (" — 2")° divisa praebet |
" — 2" = A + mB @ — 2") — (0 + 1) nBa";
nn{le nascuntur hac duae determinationes ‘
A+m]§a"=a" et mB—+ (6 +1)nB =1,

qui praebent
A= 0rim® o p_ 1

m+('0+1)n'

§. 8. Quoniam igitur post integrationem fieri debet z = a,
membrum littera B affectum evanescit, eritque

Ixm-—l M (an _xn)o-i-l __ _(0+1) na® V.

T m+0+1)n

Cum igitar casu 0 = 0 sit V = &, erit

fa™" ' o9z (0" — o) = ——”(m"_._”) a™ ",
J‘z'.—i dz (a“—z”)’ == (m-:-.v;)z(;-odn) am+”’

- ! .2n.8
}-xm : ' 0z (a“'_ x")a =mn (n-o-u’). (m:-2u;‘(m+3n) ",

Unde patet ordinem supra observatum in ipsa rei natora esse
fundatum.

§. 9. Quia hic integralia ita capi debent, ut evanescant
posito z = 0, in reductione generali, qua sumus usi ubi postre-
mum membrum erat Ba™ (@" — 2")°*', evidens est, hoc mem-
brum pon evanescere, nisi fuerit m > 0; quamobrem, si forte ejus-

Vol. IV. 9
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modi formulae occurrant, ubi exponens m fuerit vel O vel adeo
negativus, reductiones hic inventae locum habere nequeunt.

10. Singuli hi termini factorem involvunt comunem
si cum multiplicatore generali conjungatur, series per in-
_orta erit '

A n o
l— 1 am (A+a“)

A (A—1) n.2n a® \2
1.2 (m—+n) (m~+2n) (A+a")

=@+ a
— ete.

entes sequenti modo contrahi poterunt
. _n a® m (A—1)n[ a® \2
T man (A—o-a") m+n m+2n (A+a")

An A—)n (A—2n/ a® \8
mn m3n m+3u( j‘) -+ ete.

2@+ am

.

A+a

jam hic loco a substituamus ipsam quantitatem variabi-
ec series

An ( an )+ An .(x—-l)n( an )2

m-+n

cm A A+2" m+n m-+2n \A+2"
m(A—l—fG) o (A—=n @A—2n 2" )‘+etc
m-+-n m-+218 m-+3n \A-+2" . :

valorem formulae ' integralis [a™ "' 9z A + 2 a ter-
0 sumtum.

11. Casibus quibus exponens A est numerus integer po-
rritas seriei inventae sponte elucescit; uti his casibus

Sia =1, erit

(@ =T @+ (1— i),

M. e
aaal): inte

oressio = reducitur ad hanc ”7:-‘ A+ 2" —
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gm-+n

=a Quod cum

o . . m
grale vero ordinario modo sumtum erit A% “+
praecedenté convenit.

2°) Si fuerit A = 2, erit

Izm—‘az(A +z~)’=£:7'(A -+ 2" 3[1 —_mi,—'u(A_-;%ﬁ)—Fm?n ’ m-tBn(Af-”z")’J

quae expressio reducitur ad hanc

AA + 2Aa" -+ 2"
m 2n n 2n n
. T man Az "m‘”z

n.2n z’n‘
(m +n) (m+2n)

sive ad hanc concinniorem

™ 2m n m n
—’;(AA+m+»Aw+m+2nz’)
quod egregie convenit cum integrali more solito sumto. - Caeterum
hic meminisse juvabit, haec integralia locum habere non posse, nisi
m fuerit nihilo major, quia alioquin integrale non ita sumi posset,
ut evanesceret casu z = 0.

§. 12. Sin autem exponens A non fuerit numerus integer,
series inventa in infinitum progreditur, ejusque veritas non amplius
in oculos incurrit. His autem casibus forma nostri integralis sim-
plicior et concinnior reddetur, si statuamus A = — -,‘%; " ¢um enim

|l

hujus formula fa™" "' 9z (A + a") ™ integrale erit

P (1 s (i) 2t R ()

m--n \A-+z" m-+n m-+-2n \A4+2z®
"

N m p+n p+2n/ % \8 .
bt (A -+ z) + m+n m+2n m+3n (A+:c") ete.
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§. 13. Hinc jam summam hujus seriei generalis assigna-
re licebit

a+n a a-+n a-+2n _3
y Gl

b4+n b b4+n b+2nx —+ ete.

a a
1+Tx+—b--

Si enim hanc seriem cum inventa comparemus, p = a, et

m + n =2>b, ideoque m = b — n; tum vero erit y = A—f‘?., un-
de relatio inter y et 2z innotescit. Tum igitar hujus seriei sum-
. b—n—1
ma aequabitur huic formulae integrali j ”——-"T"‘ divisae per
A+ 2""
. P
hanc quantitatem - ; ideoque ista summa erit
b —n) @A+ 2"
b—n) @A -+ J'a:""”_’ oz
. -,

ﬁb—”

quae autem .summa subsistere nequit, nisi- fuerit b > ». Caeterum

evidens est, istam seriem semper esse convergentem, cum non so-

lum fractio A—"n— git unitate minor, sed etiam codfficientes omnes

@ + )"

+z®
sint unitate minores.

§. 14. Casus autem maxime memorabilis, qui hic occurrit
est quando A = O0; tum enim nostra formula integralis erit

fr Tt e =00,

huic ergo quantitati semper aequabitur sequens series

am—B " B Ren M pn  p--2n
m (1 + men ¥ Mmtn m+2n o+ n m+2n mSw + etc')’

si modo fuerit m numerus positivus, uti jam 'aliquoties est animad-
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versum. Consequenter hujus seriei

B B (1 —+n) B (B4-1) (n+2n)

m+n (m —+-n) (m+-2n) (m <+-n) (m +2n) (m +-3n) -+ etc.

1+

summa est m—p» 4quae sammatio est  eo nmagis notatu digna,

quod vix ulla via patet, ejus veritatem investigandi.

§. 15. Statim autem apparet, hanc summam subsistere non
posse, nisi tam # quam wm — p foerit numerus positivus. Cum
enim formula nostra integralis casu A = 0 sit [a2™7'TF gz,
quam ab z = O inchoari oportet, evidens est hoc fieri non posse,
nisi m — p foerit numerus positivus; praeterea etiam notandum
est, exponentem » necessario positivum esse debere. Cum enim in
Analysi supra exposita hoc integrale occurrat [a™ ' gz (a" — 2",
manifestum est, si » esset numerns negativus, integrationem non
ita instituti posse, ut casu x = O -evanescat. His notatis istam
seriem accuratius sum contemplaturus et quoniam ejus indoles non
parum abscondita videtur, ejus veritatem duplici modo sum osten-
surus. Primo scilicet ostendam, summam assignatam revera ae-
quari summae totius progressionis; deinde analysin prorsus singu-
larem apperiam, quae non solum directe ad ipsam hanc seriem
perducet, sed etiam ejus summam indicabit.

Demonstratio hujus summationis:

m “+n “+n +2n
___1_'_“ [ ) LI ) LB

m— m-+n m-+n m-+2n m+n Mm+2n m-+3n

<+ ete.

§. 16. Hic scilicet ostendam, si omnes hujus seriei termini
a summa inventa ,—”—2—; successive subtrabantur, tandem reverd ni-

hil relictum iri. Subtracto' enim primo termino 1 remanet _®_

—p *
. . s B (p+n) .
Hinc terminus secundus  ablatus ’ relinquet ) man Hine
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porro subtrahatur tertius terminus ac remahebit '

» (_ny;+n) (r+2n) *
(m —p) (m+n) (m+2n)° /
Hinc jam quartus terminus ablatus residuum praebet sequens

® (a—+n) (L+290) (1+3n)
(m — 1) (m+n) (m-+2n) (m+3n)° .

Unde jam satis liquet, omnibus terminis ablatis tandem remansurum
esse hoc productum in infinitum excurrens

B (tn) (+2n) (u+8n) (v 4n) (eto.
(m — p) (m +n) (m +-2n) (m + 3n) (m + 4n) (etc. *

§ 17. Facile autem intelligitur valorem hujus producti re-

vera nihilo esse aequalem. Omisso enim primo factore "—'{—'-‘ , Om=

nes reliqui factores sunt fractiones unitate minores, quia p < m,
et quoniam tam numeratores quam denominatores in  arithmetica
progressione increscunt, jam satis constat, valorem talis producti
revera evanescere. Hic autem probe tenendum est, ut productum
infinitarum talium fractionum in nihilum abeat, non sufficere, ut sin-
gulae fractiones sint unitate minores, veluti evenit in hac forma ‘

cujus producti in inﬁnituni protensi valor facile ostenditur esse — i

§. 18. Quoniam in nostro producto singuli denominatores
superant suos numeratores eadem quantitate m — p, istam formam
generaliorem considerabo

a_ b c . a 'e
a+4 b-+A c+A d+A e+A

etc.

et perscrutabor, sub quibusnam conditionibus ejus valor in infini-
tum extensus, qui sit II, revera in nihilum sit abiturus. Evidens
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autem est, hoc evenire, si eadem forma inversa

1 __ a+4 b+A c+A d+A

T "a "% "¢ a— ° ete

in infinitum excrescit. Sin autem ejus valor fuerit infinitus, etiam
ejus logarithmus infinitus evadat necesse est. Cum igitur sit

l

=l“:’A+lb';'A+l°—+A+ldT+A+etc.

|-

facta evolutione reperietur

1 ( (1 1 1 1 1
—ip(L L 1 1 1
,A(a,+b,+°,+3§+¢,+etc.)
1A8(1 1 1 1 1
+§A(;,+b,+?+d,+’,+etc.)
— etc.

quae expressio semper erit infinita, quoties summa primae seriei

1 o eps
- + % -+ —z— -+ % -+ etc. fuerit infinita. Hanc autem summam

semper esse infinitam, quoties numeri a4, b, ¢, d, etc. in progres-
sione arithmetica crescunt, jam notum est et per se perspicuum,

quod cum in nostra serie contingat, certum est, illins producti in-
finiti- valorem esse evanescentem.

§ 19. Circa nostram autem seriem id imprimis notatu

. . . m . .
dignum occurrit, quod ejus summa Py litteram n non involvat,

ita ut ejus summa semper maneat eadem, quicflque valores litte-
rae n tribuantur, quod quidem pro casu # = O per se statim fit
.manifestum , quandoquidem tum series nostra evadit

quae cum sit progressio geometrica, ejus summa erit m_f‘:_-; Quod
vero summa perpetuo maneat eadem, quicunque valores ipsi » tri-

.
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buantur, non tam facile perspicitur, etsi veritas a nobis jam sit
demonstrata.

§. 20. Quin etiam demonstratio hic tradita multo latius
patet, cum adeo in eadem forma valores ipsins = variare liceat.
Ita si posito @ loco », pro ejus multiplis 2#n, 3n, 44, 5n, etc
scribamus novas litteras 8, y, 3, ¢, etc. ut habeatur ista series

B ® p4+a [ u-+-a p+p
m+¢+m+¢ m+B+ﬂ+a m+f my

1+ -+ ete.

ejus summa etiam nunc erit ﬁ . Subtracto enim termino primo
remanet ;E—F Hinc terminus secundus subtractus relinquit

g (k+a)
(m—u) (n—+a)°

Hinc tertius terminus subtractus
B (1 +a) (p+f)

(m—w) (m+a) (m+B)° _ .
Unde jam patet, in infinitum tandem prodiri productum

B (o) (B+B) (m+y) (m+3) (cte.
(m — p) (m +a) (m+B) (m+B) (m-+3) (etc. * -

cujus valor semper erit evanescens, si modo baec series

1 1 1 1
el sl e S e + =+ etc.

habuerit summam infinite magnam, uti modo ante ostendimus.

Analysis singularis

directe ad seriem supra inventam perducens.
§. 21. Ponamus .
" (1—a"Y =Afa" "ozl —2Y +B[2a" "' (1 —2" ",
et reperietur A = m + O6n et B = — 0 #n; hinc ergo si ponamus

fa"'9z (1 —aY=Pet [2" 0z (1 —2" " '=Q,
erit
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(1 —a) =m-+0n)P —0624Q, ideoque
Q_m-o-Ou P—;—”z’”(l—a:")".

Quodsi jam ambo integralia P et Q a termino 2 = O usque ad
¢ = 1 extendamus, erit Q = %’—" X P; si modo fuerit tam
m > 0 quam 6 > 0.
§ 22. Cum jam st 0Q = %2, denominstore in se-
riem evoluto erit
Q=0P (1 + 2" + 2" 4+ 2" + 2" 4+ etc.):
consequenter -babebitur
Q=P + [2" P + [ 2 0P + [ 2** 0P =+ etc.
quae singula integralia ita sunt comparata, ut quodlibet ad praece-
dens reduci possit, ope hujus reductionis
(1 —a"’*'=Afa" """ 02(1 — 2")° + Bfa" 7"z (1 — 2",
pro qua reperitir A = — a — n (0§ +~ 1) et B =
§. 23. 8i etiam haec duo integralia a termino z = 0 usque
ad z= 1 extendantur, fiet
=—[a+n0 + 1)]f2*"" " dz(1 —2"’ +af2" " dx(l — 2",

gsi modo fuerit @ > O et 6 + 1 > 0. Facmmusnunca:m-o—kn,
et quia ante posueramus 2™ ' gz (1 — 2")° = haec aequatio
abibit in hanc formam

—[a+n(0 -+ 1)]]3:"‘*"‘0P+¢j'z“_‘dP=0,
quocirca habebimus hanc reductionem

[ +" 9P = [#" P = 21 __ (8 5p

T-(o_ Mmet-n (A 4+-0-41)

§. 24. Haec formula generalis nobis jam suppeditat se-

quentes integrationes specmles
Vol. IV. 10
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lo)Si7t=0 j'a; 0P = ;"'—"_@"‘—I-)P
29) Bir=1|[2" 0P = %5 [ 4" 0P, ideoque

m-+n (0-42)

fz’"aP: m . m-+n P,

m+n (041 m-+-n (04+2)
3°) Sid= 3| [2™ 0P = g [ 4™ 0P, ideogue
J-w P = m . m-+n ,_m+2n P

m+n(0-+1) ma+n (043 m-+n (649

3 — — 2 s
4°)8Sirx=4|[d" 9P = m_,_:;o...l)'m+":z+(5”—2§ m::@:—i} n::-@. "

ete. ete.

§. 25. Cum igitar ex superioribus fuisset
Q=[P (1 + " + 2" + 2** + 2" + etc.),

gi pro singulis terminis valores modo inventos substituamus, atque
utrinque per P dividamus, nanciscemur hanc aequationem

m m+n m-+n m-2n

m-+n(0+1) 1n+n(0+1) m-n(0-+2) m+n(0+l) ‘man(0+2) m+n(0+3 ) +ete.

supra autem ostendimus esse -% = 2;’;—“, quae ergo fractio est
summa istius seriei infinitae.

§ 26. Ut jam consensum hujus seriei cum supra in-
venta ostendamus, primo loco O scribamus —,".i, atque series mnostra
inventa hanc induet formam

m-o-p,_l m " m-+n m L m+n  m+2n

® MmN+ m+n+p.'m+2u+p. mAn+p M+-An-+p m+8n+¢+ew'

cujus veritas eodem modo quo ante fueram usus, demonstrari

potest. Si enim a summa subtrahatur terminus primus relinquitur

» . . m (m <+ n) .
- Subtracto hinc termino secundo remanet g g Hinc

. . - 2
porro  tertius terminus subtractus relinquit - (”'_'._(:_':_'3 8:::2:) ]

et ita porro, quae operatio s8i in infinitum continuetur, producti
hujus resultantis valor est = 0. Tum vero evidens est, - seriem
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hanc inventam in eam ipsam quam supra dedimus transmutari, si
hic loco m scribatur ., at vero m — p loco p.

§. 27. Coronidis loco hic subjungam seriem multo genera-
liorem ejusdem generis, cujus summam pariter assignare licet,
quam sequenti problemate sum complexurus.

°
Problema 1.

§28 Proposita hac serie 4 + B - +0“5+D—£--|-etc

abe

investigare conditiones, sub quibus ejus summam assignare liceat.

Solutio.

Haec ergo series involvit ternas series: primam litterarum
«, B, ¥, 3, etc. quae numeratores seriei propositae constitnunt;
secundam litterarum a4, b, ¢, &, etc. ex quibus denominatores for-
mantur; tertiam litterarum A, B, C, D, etc. quae -codfficientes ter-
minorum exhibent. Quemadmodum igitur ternae istae series com-
paratae esse debeant, ut seriei propositae summam per expressio-
nem finitam atque adeo rationalem. assignare liceat, hic investigabo.

§. 29. Statuamus hujus seriei summam esse %, atque ea-

dem methodo utamur quam jam supra adhibuimus, scilicet ab hac

summa primo subtrahamus primum terminum A et cum remaneat
§——-,-é!, statuamus S8 — Af = «, ut habeamus >; hinc subtraha-

t )
mos secundum terminum B -, et residuum erit '—%:ﬂ. Hic

jam faciamus @ — B¢ = , wut habeamus 2B. unde si subtrahatur

t.a’
tertius terminus C ":, residuom erit 9{?—;—0"'. Fiat hic 8 — Ct =

ut habeamus :%’,, unde terminus quartus ablatus relinquit %‘)

Fiat hic iterum ¢ — D¢ = 3, ut habeamus %, unde quintum

10*
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terminum gubtrahendo colligitar %7@ Haecque  operationes
in infinitum continuari intelligantur,

§. 30. Ex his igitur determinationibus tam littera S quam
litterae @, b, c, d, etc. sequenti modo definientur

S=a-+ Af, a=f + Bt; b=y -+ Ct; c =3 + Di; et

Atque his valoribus introductis residuum, postquam omnes seriei
8

termini foerint a formula - ablati, remanebit hoc productum in
infinitum  excurrens :—.f:{,—:;%%, quod ergo productum si in nihi-
lam abeat, tum summa seriei propositae revera erit — %. Videa-

mus igitar sub quibusnam conditionibus hoc productum evanescat.

- § 381. Designemus hoc productum littera II, wut substitatis
pro a, b, c, etc. valoribus inventis erit -

—8 o . ’ . Y . c .
n—-t_(c-o-At B+Bt y+Ct 34Dt etc’)

ubi scilicet factorem -% praefiximus. Nunc igitar quaeritur sub

quibusnam  conditionibus istnd pi'odnctum in iofinitam continuatum
in nfhilam sit abiturum. Evidens autem est hoc evenire, si pro-
ductum istud invertatur, ejusque logarithmus eveniat infinite magnus.
Hoc ergo locum inveniet, quando summa horum logarithmorum

4 (1 -+ ‘“) -+ l(l -+ l;‘) -+ l(l +c-7—t) -+ l(l +P8-t) -+ ete. = o0}
id quod semper continget, si sumtis tantum primis termmls, qui
omnes factorem comunem habent £, series haec

A B C D
-;+-5-+-;l-+-5-+etc.

habuerit summam infinite magnam, tum igitar nostrae seriei pro-

positae summa semper erit “"'A‘.
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§. 32. Neque vero absolute necesse est, ut productum II
penitus evanescat, sed quemcunque habuerit valorem scilicet II,
quoniam is oritur postquam tota summa seriei propositae, quam
ponamus = S, ablata fuerit a formula -3—, ita ut sit II = -3- — 8,

undemanifestoﬁtS:%—lI.

§. 23. Ut hoc exemplo illustramus, litteris «, 8, v, 3, ete.
hos tribuemus valores ¢ = 3, B = 15, y = 35, 3 = 63, etc.
praeterea vero sit £ = 1, atque insuper A=B=C=D =etc. = 1:
‘hinc ergo determinationes inventae praebebunt

S=4, a=16, b= 36, c= 64, d =100, etc.
Sicque series nostra jam erit |

8.168 8.156. 85 8.15.85.68

%8s 1686 6 is 86 er 100 + efC

1+8+

pro cujus summa notetur esse I = 4 . :.'1?.'3.':48.'::6 etc. Constat

A - 8.16.85.68.99 efo. 3
autem ex quadratura circuli Wallisians esse s e Tooec — =

existente = peripheria circuli cujus diameter est unitas. Hinc ergo
erit 1 = =, ideoque summa nostrae seriei S =4— 2, ideoque
proxime .

§. 34. At vero series generalis, quam hoc modo sumus
adepti, maxime est faecunda in formatione innumerabilium serierum
specialium, cum non modo tam seriem litterarum a«, §, y, 3, etec.
- sed etiam litterarm A, B, C, D, etc. prorsus pro lubitn assumere
liceat, quandoquidem inde litterae a, b, ¢, d, etc. sponte determi-
nantur; tum autem talium serierum summam semper assignare li-
eebit, s8i modo valor producti in infinitum excurrentis, quod littera
I1 indicavimus definiri poterit, wubi perinde est, utrum iste valor
fuerit rationalis sive adeo , transcendens quadraturam quamcunque
involvens.

et —

2. =er s




SUPPLEMENTUM IIL
AD TOM. 1. CAP. IV.
DE

INTEGRATIONE FORMULARUM LOGARITHMICARUM
' ET EXPONENTIALIUM.

1) Evolutio formulae integralis [+ ~'dz(2)*, in-
tegratione a valore z =0 ad =z =1 extensa.
Nov. Commentarii Acad. Imp. Sc. Petro-
politanae. Tom. XVI. Pag. 91 — 139.

-

Theorema 1.

§. 1. Si # denotat npumerum integrum positivum quemcun-
que, et formulae [ 2'~' gz (1 — 2" integratio a valore z = 0
usque ad # = 1 extendatur, erit ejus valor:

1. 2 L T T "

— f (e (f+2)(+80...... (f+ng)°

Demonstratio.
Notum est in genere, integrationem formulae |
J'z’—‘dz(l — "

reduci posse ad integrationem hujus [ 2! gz (1 — ™', quo-
‘niam quantitates constantes A et B ita definire licet, ut fiat

[0 — A=A (1l — ) Bl (1 — ™
| sumtis enim differentialibus prodit haec aequatio

!
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d (1l —2 " =Ad "ozl —2H" "' +Bfd ' oz (1 — )™
“W-P‘_’oz(l _w‘)’”—'”
quae per 2/~ gz (1 — o)™ " divisa dat
1 — 2 = A + Bf (1 — 2*) — Bmga®, seu
1—2"=A—Bmg+ B ({f~+mg) (1l —2,
quae aequatio ut consistere possit, necesse est sit
1=B(f+ mg) e¢ A= Bmg;
unde colligimus
B =7_,—_!;—g et A =]'-':%E
Quocirca habebimus sequentem reductionem generalem
o= oz (1 — 2™ f_._mj'a:"’dx(l — )" 4 H_m o (1 —2™

quae cum evanescat posu:o z = 0, siquidem sit f > 0, constantis
additione haud est opus. Quare extenso utroque integrali usque
ad z = 1, pars integralis postrema sponte evanescit, eritque pro
casu z = 1 .

faf='0z(1 —2) = ,_._"fa;""dw(l )
Cum igitar sumto m=151tj'a;’_'da;(l—-z')°=-}—zf=7lr,
posito # = 1, nanciscimur pro eodem casu # = 1 sequentes valores

[~z —2)=2%

l..

T e

- g2 1 2
N e Y =T

— &8 1 3 8
[0 —af =5 7 7+ "f+se

ete.

hincque pro numero quocunque integro positivo n concludimus fore

- 1 2 8 n

[0 (1 — 2 = f R = TRE =L TIRRERE PR

gi modo numeri f et g sint positivi.
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Corollarium 1.

§. 2. Hinc ergo vicissim valor hujusmodi producti ex quot-
cunque factoribus formati, per formulam integralem exprimi potest,
ita ut sit

1. 2. 8. .... w]’m’”’dz(l—w‘)"

(f+g) (f+2g) (f+8g) .. <.f+us)
integrali hoc a valore # = 0 usque ad z = 1 extenso.

Corollarium 2.
§. 3. Quodsi ergo hujusmodi habeatur progressio

S ¥ 2 . L 2 8 , 1 2. 8. 4 _. etc
f+g? (f+g) (f+2g)° (f+8g) (f+2g) (f+8g)’ (f-+8g) (f+2g) (f+8g) (f+4g)’ ~ '

¢jus terminus generalis qui indici indefinito # convenit, commode
hac forma integrali -5—. fof~' 9z-(1 — 2" repraesentatur, cujus ope

ea progressio interpolari, ejusque termini indicibus fractis respon-
dentes exhiberi poterunt.

Corollarium 3.

§. 4. 8Si loco » scribamus # — 1, habebimus

1. 2. 8..... (m—1) I —_ A —1
FrT T = =)o e — 2,

quae per F:'Ts multiplicata praebet

L2 B..... _ s
TR T T mf—-;h' tor (1 — T

Scholion 1.

§. 5. Hanc posteriorem formam immediate ex preecedente
derivare licuisset, cum modo demonstraverimus esse
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fod =0 (1 — oy =

siquidem utrumque integrale a valore # = 0 usque ad z = 1 extendatur;
quam integralium determinationem in sequentibus ubique subintelligi opor-
tet. Deinde etiam perpetuo est tenendum, quantitates f et g esse positi-
va.s', quippe quam conditionem demonstratio allata absolute postulat. Quod
autem ad numerum # attinet, quatenus eo index cujusque termini pro-
gressionis (§. 3.) designatur, nihil impedit, quominus eo numeri quicunque
sive positivi sive negativi demotentur, quandoquidem ejus progressionis
omnes termini etiam indicibus negativis respondentes per formulam in-
tegralem datam exhiberi censentur. Interim tamen probe tenendum est,
hanc reductionem

jaf"dm(l-—z‘)”‘—

non esse veritati consentaneam, nisi sit m > 0; quia alioquin pars algebraica
o/ (1 — 2™ von evanesceret posito z = 1.

f”’—' M(l z‘)ﬂ—i’

f+»s

j'a;'—‘da;(l xg)m—i

F+mg

I-H"s

Scholion 2.

§. 6. Hujusmodi series, quas transcendentes appellare licet, quia ter-
mini indicibus fractis respondentes sunt quantitates transcendentes, jam
olim in Comment. Petrop. Tomo V. (*) fusius sum prosecutus; unde hoc
loco non tam istas progresgiones, quam eximias formularum integralium
comparationes, quaé inde derivantur, diligentius sum scrutaturus. Cum .
scilicet ostendissem, hujus producti indefiniti 1. 2. 3.. . .n valorem hac
formula integrali { dz (%)" ab 2 = 0 ad z = 1 extensa exprimi, quae res
quoties » est numerus integer positivus per ipsam integrationem est mani-
festa, eos casus examini subjeci, quibus pro » numeri fracti accipiuntur;
ubi quidem ex ipsa formula integrali neutiquam patet, ad quodnam genus
quantitatum transcendentium hi termini referri debeant. Singulari autem

(*) Institut. Calc. integralis Tom. I. Sect. 1. Cap. IV.
Vol. IV. 11
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artificio eosdem terminos ad quadraturas magis cognitas reduxi, quod prop-
terea maxime dignum videtur, ut majori studio perpendatur.

Problema 1.

- §. 7. Cum demonstralum sit esse
1. 2. 3

F+e)G+20 G+38....C+m)
grali ab z = 0 ad z = 1 extenso, ejusdem producti casw quo g — 0 va-
lorem per formulam integralem assignare.

g—f;.fx’_'dz(l—z‘)” inte-

Solutio.

Posito g = O in formula integrali membrum (1 — 2*)" evanescit,

simul vero etiam denominator g", unde quaestio huc redit,
”n

(_l_?_a;_‘)_ valor definiatur casu g = 0,

pnator evanescit.

ut fractionis:
quo tam numerator quam denomi-

Hunc in finem spectetur g ut quantitas infinite parva,
et cum sit 2° = ¢*'®, fiet 2° = 1 + glz, ideoque

QA —2) =g" (— 12" = g" ()"

ex quo pro hoc casu formula nostra integralis abit in

fiad=" oz ()"
ita ut,jam habeatur

1. 2, f_?‘ ...... ”=fj-zf_' dw (lé)” sen
1 2. 3

...... n=1{""" a1 9z Q)"

Corollarium 1.

§. 8. Quoties » est numerus integer positivus, integratio formulae
faf ' 9z ()" succedit, eaque ab z = 0 ad z = 1 extensa revera prodit
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id productum, cui istam formulam aequalem invenimus. Sin autem pro
n capiantur numeri fracti, eadem formula integralis inserviet huic pro-
gressioni hypergeometricae interpolandae

1; 1.2; 1.2.3; 1.2.3.4; 1.2.3.4.5; 1.2, 3. 4. 5. 6; etc. sen
1; 25 6; 24; 120; " 720, ete. '
Corollarium 2.

§. 9. Si expressio modo inventa per principalem dividatur, orietur
productum, cujus factores in progressione arithmetica quacunque pro-
grediuntur

Ff+gf+28Ff+3g...f+ng=1("g"- Izl_’ dz 1)*

o~ 0z (1 — 2"’

cujus ergo etiam valores, si s sit numerus fractus, hinc assignari licebit.

Corollariam 3. .
§. 10. Cum sit

JofT 0zl —)' =2 [l 9z (1 — "',

T g
erit etiam simili modo pro casu g = 0
Jd = 0z @) =% [ 0z ()",
hincque per istas alteras formulas integrales
1. 2. 8....... n=nf" o9z ()" et

_pn—1 a1 B EA L
(f+8) (f+28). .(f+ng)=("""g"" "' (f+ng) [ om0 —ap—

Scholion.

. § 11. Cum invenerimus esse

1. 2. 3..... n= """ 9z )",
11 *
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patet hanc formulam integralem non a valore quantitatis f pendere, quod
etiam facile perspicituar ponendo o — y, unde fit f2' ' 9z = dy, et
I} =—lz=—}ly =11, ideoque rey" = (Y™, ita ut sit

1. 2 3...... n=fdy(@)",

quae formula ex priori nascitur ponendo f = 1. Pro interpolatione ergo
hujusmodi formarum totum negotium huc reducitur, ut istius formulae
integralis [ dz (I)" valores difiniantur, quando exponens s est numerus
fractus. Veluti si » sit =}, assignari oportet valorem hujus formulae
Joz 3/ 1}, quem olim jam ostendi esse = {3/ =, denotante = circuli
peripheriam cujus diameter — 1: pro aliis autem numeris fractis cujus
valorem ad quadraturas curvarum algebraicarum altioris ‘ordinis revocare
docui. Quae reductio cum minime sit obvia, atque tum solum locum
habeat, quando formulae [ dz (I})" integratio a valore 1 =0 ad z =1
extenditur, singulari attentione digna videtur. Etsi autem jam olim hoc
argumentum tractavi, tamen quia per plures ambages eo sum perductus
idem hic resumere et concinnius evolvere constitui.

Theorema 2.

§. 12. Si formulae integrales a valore £ =— 0 usque ad # = 1 exten-
dantur, et » denotet numerum integrum positivum, erit

J‘zf—idw(l ___zx)n—i
jz’—’dz(l _zl)!ﬂ—l

L 2 B pm -
(+1) (1r2) (e 3) 2 ng [2I 7" a1~ )

ue numeri positivi loco f et g accipiantur.

Demonstratio.

Cum supra (§. 4.) ostenderimus esse
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1. 2. 3..... n f
T+ +20...C+ng) s(f+ns)

habebimus, si loco s scribamus 2 n,

1. 2. 3....2n f.2ng - "1
(ool to (i —Frraml? 20—

Dividatur nunc prima aequatio per secundam, ac prodibit ista tertia

[f+(n+1)g] [f+@-+2)g]..((+208) _g" (F+298) [/ ~"dn(1 —a""
m+1)(n+2)....2n 2 (f+ng) o '9n(1— 2P

—l dz(l — zl)n—i’

At si in prima aequatione loco f scribatur f + mg, orietur haec aequatio
quarta

1. 2. 3. . ... ... n (fng)ng oy ap—y =1
[f+(n+l)s][f+(n+2)s]--(f+2»s)—g"(f+2ng)w 01 —2)

Multiplicetur haec quarta aequatio per illam tertiam, ac reperietar ipsa
aequatio demonstranda :

1. 2. 3.......
(n—+-1) (n+2)(n+-3). .

f&' 01—

—,ngj' N dn(1—a" X Jo T on(1—af

Corollarium 1.

§ 13. Si in prima aequatione statuatur f=mn et g=1, orietur idem
productum

1. 2. ..... ”n
m+1)(n—+2)....2n

=infd " 01—,

qua aequatione cum illa collata adipiscimur

fa" "'z (1 —a)" " _ja:’_'da:(l—a;‘)""'
gjz"""‘"dx(l-—-a:‘)""’ jz’“dw(l zc)m—i

PO L
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Corollarium 2.

§. 14. Si in illa aequatione loco z scribamus 2*, fiet

l. 2. 3 ......... ! gjczm—-qu(l xt)l—i;

®»+1) (» 4+ 2).. T2

ita ut jam consequamur istam comparationem inter sequentes formulas
integrales

) ol | " — 4
[2™ 0z (1 — 2" = [2f ™" gz (1 —2°)" " xf" 0z (1—2) "

jz’_’éz(l—x’)"—‘

Corollarium 3.

§. 15. Si in aequatione theorematis ponamus g = 0, ob (1 —z)"
= g™ (I)™, potestates ipsius g se destruent, orieturque haec aequatio

1. 2. 3....... — "=t fof =0z Q)"
(+1) (»+2).. ”sz 9=} fzf-‘d ™"’

unde colligimus

e L S

seu ob
fad= 0z @y~ =L fo'" 02 )", hane

2 & 9z ()Y ~—1 n—1
{'[fa-*a::z;;v‘:”” 0z (1 — )"

Corollarium 4.

§. 16. Ponamus hic f =1, g = 2 et # =3, ut m sit numerus
integer positivas, et ob [dz ()™ = 1. 2. 3...... m, erit
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PRNTREIC ) o

m 1.2 3.m 2[" 7021 —2)
hincque

(s =V 1.2.3...m3 " de (0 —aF ",
et sumendo m = 1, ob j V(l—m:) ry Z habebitur

Jozyu=v(lyaem)=tv=

Scholion.

§. 17. En ergo succinctam demonstrationem theorematis olim a me
prolati, quod sit [dz 3/ &l =11/ =, eamque ab interpolationis ratione,
qua tum usus fueram, libera. Deducta scilicet hic ea ex hoc theoremate,
quo inveni esse

[J‘zf—ﬂ 05 (l,!;)“_']’

‘ J‘zf—i dz (l%)’”_‘

Principale autem theorema, unde hoc est deductum ita se habet
jz’“'dz(l —a;‘)""’ X J' z"""""dx(l _xg)n—q

g jm’"dx(l—z‘)’""

utrumque enim membrum per integrationem ab 2 = 0 ad 2 = 1 exten-

sam evolvitur in hoc productum npumericum

1. 2. 3....... m—1) 1
w+1)(+2....... @n—1) n°

Ac si alteri membro speciem latius patentem tribueri velimus, theorema

ita proponi poterit ut sit

¢ .ja,""oz(l _zx)n—i x_[z"""‘"dx(l —-a,")""’
Jof = de @ — P

=g [ (1 — P,

=fa"""oz(1 —2)"";

=kj'z"""'dx(l _zb)n—|’
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hicque si capiatur g = 0, fit

re . f—1 0$ (lé)n—i]z
oz (zg)"—"

=k[fa" "9z (1 — ).

notandum est, quod illa aequalitas subsistat, quicunque
et g accipiantur: casu quidem f = g, ea est manifesta,

. _, 1= =" 1
’dﬁ(l—x‘)’ = (ng ,f) =”_g

’

e 0z (1 — a;‘)“_' —_ k."wnk—i 0z (l — zk)u-i’

+~g—1 03 (l‘—‘ zx)n—l — %J’xﬂx—l ow (1 — ﬁ)ﬂ—i,

erspicus, quia k¥ pro lubitu accipere licet. Eodem autem
hoc theorema perveni, ad alia similia pertingere licet.

Theorema 3.

Si sequentes formulae integrales a valore 2 =0 ad =1 |
; # denotet numerum integrum positivum quemcunque,

2 3 ....... n

1) .(2» + 2)...3n =ing 2™ 0z (1 — 2" ™" X

fof =0z (1 — 2"
[0z — "

i positivi pro f et g accipiantur.

Demonstratio.

ecedente’ theoremate jam vidimus esse
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1. 2. 3...... 2n f.2ng
(f+8) (f+ 2g)...(f+ 2ng) ~ g™ (f + 2ng)

simili autem modo, si in forma principali loco # scribamus 3% habebimus

o= b —

1. 2. 3....3n _ f.3ng — At
0020 (ot P oeamgl? w0 —a,

ex quo illa aequatio per hanc divisa producit

[f+@n+ 1)g][f+(2n + 2)g]..... (f + 3ng) __ 2g" (f + 3ng) X

@rn+1D@2m+2) ... ... .. 3n T 3 (f + 2ng)
[ 2 —F
f& oz (1 — ™!

. Verum si in aequatione principali (§. 4.) loco f scribamus f + 2ng, adi-
piscimur hanc aequationem - )

1. 20 3 ..., " __(f =+ 2ng).ng
[f + (@2n =+ 1)g] [f+ (20 +2)g]..... (f+3ng) g (f + 3ng) X

fa:"""“—'da;(l __zt)l—-i .

Multiplicetur nunc haec aequatio per praecedentem, et orietur ipsa aequatio,
quam demonstrari oportet

1. 2. 3...... »
@2n+1)(2n + 2)..... 3

= ing ST s (1 — 2 x

Imf—-i dz(l _zx)m—c .
Jof =t 0w (1 — 2P

Corollarium 1.
§ 19. Eundem valorem ex aequatione principali nanciscimur, po-
nendo f = 2n et g = 1, ita ut sit
1. 2.'8...... " %”J‘xzn—-idz(l__w)n—i’

Ghr1)@n+3. . .08

Vol. IV. ‘ 12
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quae formula integralis, loco z sertbendo z*, transformatur in hanc
tuk o™ 0 — A,
ita ut sit
zf-o-m—i l_ztl—l 13’—'.0“(1 “‘“’8)"-'
el S P T
='kj'z"‘"'h(l — o,

Corollariom 2.
§. 20. Si hic statuamus g = 0, ob 1 — 2* — gl! habebimus
hanc aequationem

fof= d =t x LE O

_[z'" o (‘})-—v
cum igitur ante invenissémus

(EA Xy
js"" 08(13).—'

habebimus has aequationes in se multiplicando

”a/"'fh’_ﬁu_ nk— 1 R — e
(o asgper —EjETed A X [T e (1 — 2

=kf2™ "1 — )"

—_ kjﬁ“-'dt(l - 1))-—0,

Corollarium 3.

§. 21, Sine ulla restrictione hic ponere licet f = 1; tum ergo
sumto w = | et b —- 3, erit

[ ":! - -
0-": ’ H —x’ 3
[I;”((ll)i) =9 fdr(1— 1) ’xjﬁa;(l s,

et ob
fos (’i)—g =3 fox (1!); et {dx (@)° =1, obtinebimus
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KIe

oot =1joea—a xfaea -
tumverosnmtou—-getk-_?. erit
[fosa@y P _ -4 -4
Use® T —ofateq—a Ixjeaa—a

seu

o =1 ade( —2) "X [Pdq —ay

Theorema generale.

§. 22. Si sequentes formnlae'integrales a valore z = O usque ad
2 = 1 extendantur, et n denotet numerum integrum positivam quem-
cunque, erit

1. 2, 3.....n A g ot
On+1)0n+2)...00 +1)m ;...1"8“"""0”(1-—40‘) X

J‘zf—i dz(l ___zl')ll—l
Imf—! 025(1 __zc)(l-o-nu—i’

quicnnque numeri positivi pro litteris f et g accipiantar.

Demonstratio.

Cum - sit uti supra ostendimus

1. 2. ....... ”n _ f.”g 5'—' dm 1 — " — 4

F+ g (f+ 2g)...(f + ng) ti,"'(f+m;)I =&,
si hic loco s scribamus primo M, tum vero (A + l)n nanciscemur has
duas aequationes

1. 2. ....... an f.ang

F+8) F+28)...0+g) " (f + g

fof = o (1 — " et
12*
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1. 2. ... A+n f.-00 = 1)ng

F+) F+28...[f+0+Dng]l g "[F+0+ ng =
IZ’—' l’x(l — z‘)(a-o-cp-—i’

quarum illa per hanc divisa praebet
(f +~Mg—+g) f+Mmg—+2g)...... (f + Ang + ng)
Mm+1)m+2)......... (A + n)
_ g g+ ng) Jf 7w —2A
T+ 1) (Mg [T (1 — AR

At si in aequatione prima loco f scribamus f + Ang, obtinebus

1. 2. . . .. .. .. n
F+Mmg+g (f+ Mg+ 2g)....( + g + ng)

_ -+ ng)ng +ing—1 n—1

AT A

quae duae aequationes in se ductae producunt ipsam aequalitatem demon-
strandam

1. 2.. .. . »n Mg - ing — -
(M+l)(ln+2)....(‘m+n)—z+1“’, 0z (1 — o) X
I-’D’_'dz(l—z')‘“—’ '
J‘zf—i ()z(l _ zj)(l-i-ip-—-l

Corollarium 1.

§. 23. 8i in aequatione principali statuamus f—=An et g =1,
reperiemus etiam

1. 2. ...... ” n n — _
On+1) w+-2). . . .(An-o-n):)...l_'.x” ‘oz (1 —a)" !,

quae forma loco z scribendo 2* abit in hanc

’ %J’zkﬂ—idz(l _m))n-!;
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ita ut habeamus hoc theorema latissime patens

“+Ang — 1 — B —1 I“"_'oz(l "‘z‘)’m—'
g_[z' M(l zC) X Izl—-c 03(1 — ml)ln-o-n—l

=k[M* g1 —h

Corollarium 2.

§. 24. Hoc jam theorema locum habet, etiamsi # non it numerus
integer; quin etiam cum numerum A pro lubitu accipere liceat, loco An
scribamus m, et perveniemus ad hoc theorema

Jd @ — gt Rf e —a
_fz""dz(l __zx)m-o-n—i : gj'a:""”““' dx(l _zx)n—l

Corollarium 3.

§. 25. Si ponamus g = 0, ob 1 — 2% = gli, hoc theorema
- istam induet formam '

J‘zf—i M(l}’)m—l _ J‘wmk—i 05(1 ___zl)ﬁ—i
jz’“dz(l},""""" jz""dx(l;)""‘ ’

quae commodius ita repraesentatur

0@ X[ @™ e A,
o= a G =k[a™ T (1 — T

ubi evidens est numeros m et m inter se permutari posse.

Scholion.

§. 26. Duplicem ergo deteximus fontem, unde innumerabiles for-
mularum integralium comparationes haurire licet; alter fons §. 24. patefac-
tus complectitur hujusmodi formulas integrales

Ja2=t oz (1 = a1,
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quas jam ante aliquod tempus pertract:m in observationibus circa inte-
gralia formularum (¥)

f#~ oz (1 —-m")T'—
a valore £ = 0 usque ad z =— 1 extensa, ubi ostendo primo litteras p et g
inter se permutari posse, ut sit

fE el —F = —
tum vero etiam esse

J‘ *'dxr 0=

2 .
a—z" » sin 7

imprimis autem demonstravi esse
mp—i 09} Ppre—! 05 z?—! dz P oz
_’i/(l — zn)n—q ]/(l mh—r ]/(1 n-—r ‘/(l u—q’
in qua aequatione comparatio in §. 24. inventa jam continetur; ita ut hinc
nihil novi, quod non jam evolvi, deduci queat. Alterum igitur ' fontem
§. 25. indicatum hic potissimam investigandum suscipio, ubi cum sive ulla
restrictione sumi queat f = 1, aequatio nostra primaria erit

0z ()" ' X foz ()" - -
: (f)dx(zn)"‘i"-(') =k 01—,
cujus beneficio valores formulae integralis [ dz (1%, quando A non est
numerus integer, ad quadraturas: curvarum algebraicarmm revocare licebit;
quandoquidem quoties A est numerus integer, integratio habetur absoluta
quoniam est

fox @y =1.2.8....... A

Maximi autem momenti quaestio versatur circa eos casus, quibus A est nu-
merus fractus, quos ergo pro ratione denominationis hic successive sum
definiturus.

(*) Miscellanes Taurinensia. Tom. III.

9
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Problema 2.
§. 27. Denotante © numerum integrum positivum , definire valorem
]
formulae integralis [ 0z (12, integratione ab z = O wsque ad =1 extensa.

Solutio.

In aequatione nostra generali faciamus m — n, eritque
oz @' . m—s -
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