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NOTICE.

Finding that all the Editions of the PRINCIPIA are now out of
- print, we have been induced to veprint NEWTON'S last Edition without
note or comment, only introducing the « Corrigenda” of the old copy

and correcting typographical crrors.
w. T.
H B
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VIRI PRAESTANTISSIMI

ISAACI NEWTONI
OPUS HOCCE
MATHEMATICO-PHYSICUM

SECULI GENTISQUE NOSTRAE DECUS EGREGIUM.

EN tibi norma poli, & diva libramina molis,
Computus en Jovis; & quas, dum primordia rerum
Pangeret, omniparens leges violare creator
Noluit, atque-operum qua fundamenta locérit.
Intima panduntur victi penetralia celi,
Nec latet extremos quee vis circumrotat orbes.
Sol solio residens ad se jubet omnia prono
Tendere descensu, nec recto tramite currus
Sidereos patitur vastum per inane moveri ;
Sed rapit immotis, se centro, singula gyris.
Jam patet horrificis quee sit via flexa cometis;
Jam non miramur barbati phanomena astri.
Discimus hinc tandem qua causa argentea Pheebe
Passibus haud quis graditur; cur subdita nulli
Hactenus astronomo numerorum fraena recuset :
Cur remeant nodi, curque auges progrediuntur.
Discimus & quantis refluum vaga Cynthia pontum
Viribus impellit, fessis dum fluctibus ulvam
Deserit, ac nautis suspectas nudat arenas ;
Alternis vicibus suprema ad littora pulsans.
Quz toties animos veterum torsere sophorum,
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Quzque scholas frustra rauco certamine vexant,
Obvia conspicimus, nubem pellente mathesi.
Jam dubios nulla caligine pregravat error,
Queis superum penetrare domos atque ardua celi
Scandere sublimis genii concessit acumen.

Surgite mortales, terrenas mittite curas ;
Atque hinc czligene vires dignoscite mentis,

A pecudum vita longe lateque remotz.

Qui scriptis jussit tabulis compescere cades,
Furta & adulteria, & perjura crimina fraudis;
Quive vagis populis circundare maenibus urbes
Auctor erat; Cererisve beavit munere gentes ;
Vel qui curarum lenimen pressit ab uva;

Vel qui Niliaca monstravit arundine pictos
Consociare sonos, oculisque exponere voces ;
Humanam sortem minus extulit : utpote pauca
Respiciens misere tantum solamina vite.

Jam vero superis convive admittimur, alti
Jura poli tractare licet, jamque abdita ceecee
Claustra patent terre, rerumque immobilis ordo,
Et quee preteriti latuerunt secula mundi.

Talia monstrantem mecum celebrate camaenis,
Vos 6 calicolum gaudentes nectare vesci,
NewTtonuM clausi reserantem scrinia veri,
NewTonum Musis charum, cui pectore puro
Pheebus adest, totoque incessit numine mentem :
Nec fas est propius mortali attingere divos.

EDM. HALLEY.



AUCTORIS PRAEFATIO

AD LECTOREM.

UM wveteres mechanicam (u#i auctor est Pappus) in verum nalur-
alium investigatione maximi fecevint; & rwecentiores, nissis
formis substantialibus & qualitatibus occultis, phanomena nature ad
leges mathematicas rvevocave aggressi sint: Visum est in hoc tractatu
mathesin evcolere, guatenus ea ad philosophiam spectat.  Mechanicam
vero duplicem veteres constituerunt : rationalem, gque per demon-
strationes accurate procedit, & practicam. Ad practicam spectant
artes omnes manuales, @ quibus wtiguc mechanica nomen nutuata est.
Cum antem artifices parum accurate operari soleant, fit ut mechanica
omnis a geometria ifa distinguatur, ut quicquid accuratum sit ad
‘geometriam referatur, quicquid minus accuratum ad mechanicam.
Attamen ervoves non sunt artis, scd artificum. Qui minus accurate
operatur, imperfectior est mechanicus, & si quis accuratissime operari
posset, hic_foret mechanicus omnium perfectissimus. Nam & linearunt
rectavum & civeulorum descviptiones, in quibus geometria fundatur,
ad mechanicam pertinent. Has lineas describere geometria non docet,
sed postulat. Postulat enim ut lyro easdem accurate describere prius
didicerct, quam limen attingat geometrie ; dein, quomodo per has
operationes problemata solvantur, docet ; rectas & circulos describere
problemata sunt, sed non geometrica. [Ex mechanica postulatur hovum
solutio, in geometria docetur solutorum usus. Ac gloriatur geometria
quod tam paucls principiis aliunde petitis tam multa preastet. Fun-
datur igitur geometria n praxi mechanica, & nihil aliud cst quan
mechanicze universalis pars #lla, qua artem mensurande accurale pro-
ponit ac demonstrat. Cum autem artes manuales in corportbus noven-
dis pracipue versentur, fit ut geometria ad magnitudinem, mechanica
ad motum vulgo veferatur.  Quo sensu mechanica rationalis er7¢
scientia motuum, qui ex viribus gquibuscungue vesultant, & vivium
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gue ad motus quoscungue vequivuntur, accurate proposita ac demon-
strata. Pars /lwec mechanice @ wveferibus in potentiis quinque ad
artes manuales spectantibus exculta futt, qui gravitatem (cum potentia
manualis non sit) vix aliter quam in ponderibus per polentias tllas
movendis considerarunt. Nos autem non artibus sed philosophie con-
sulentes, deque potentiis non manualibus sed naturalibus scribentes, ea
maxime tractamus, que ad gravitalem, levitatem, vim elasticam,
vesistentiam fluidorum & ciusmodi vives seu attractivas seu impulsivas
spectant : Et ea propler, hac nostra tangquam philosophie principia
mathematica proponimus. Omnis enim philosoplue difficnltas in eo
versari videtur, ut a phenoments motuum investigemus vives nature,
deinde ab his viribus demonstremus phenomena wveligua. Et huc
spectant propositiones generales, quas libro primo & secundo pertrvac-
tavimus. In libro autem tertio exemplum hujus vei proposuimus per
explicationem systematis mundani. 161 enim, cx phanomenis ceelestibus,
per propositioncs 1 libris prioribus mathematice demonstratas, deri-
vantur vives gravitatis, quibus corpora ad solem & planctas singulos
tendunt. Dcoinde ex lis viribus per propositiones eliam malhematicas,
deducuntur nwotus planetarum, comectarum, lune & maris.  Utiname
c@tera nature phenomena ex principis meckanicis eodem argumentandt
genere dertvare liceret.  Nam multa me movent, ut nornikil suspicer
ea ommia ex wribus quibusdam pendeve posse, quibus corporum
particule per causas nondum cognitas vel tn se mutuo impelluntur &
secundum figuras rvegulares cokerent, vel ab invicem fugantur & rece-
dunt : quibus viribus ignolis, philosopht hactenus naturam [frustra
lentarunt. Spero autem quod vcl huic philosophandt modo, vel veriori
alicuz, principia hic posita lucem aliguam prebebunt.

In his edendis, vir acutissimus & in omni literarum geneve eru-
ditissimus Edmundus Halleius operan: navavit, nec solum typothetarume
sphalmata corvexit & schemala incidi curavit, sed etiam auctor fuil,
ut hovum editionem aggrederer.  Quippe cum demonstvatam a e
Joguram ovbium c@lestium impetvaverat, vogave non destitiz, ut candem
cum Societate Regali communicarem, que deinde hortatibus & be-
nignis suis auspiciis effecit, ut de eadenr in lucem emittenda cogitare
tnciperem. At postquam motuum lunarium tuequalitates aggressus
essem, detnde etiam alia tentave capissem, que ad leges & mensuras
gravitatis & aliarum virium, & figuras a corporibus secundum
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datas quascunque leges attvactis descvibendas, ad motus corporum
plurium inter se, ad motus corporum in mediis vesistentibus, ad vives,
densttates & motus mediorum, ad orbes cometarum & similia spectant,
editionem tn aliud tempus diffevendam esse putave, ut cetera vimaver &
una in publicum darem. Que ad motus lunares spectant (inperfecta
cum sint) in covollarits propositionis LXVI simul complexus sum,
ne singula methodo prolixiore quam pro vei dignitate proponere, &
sigillatim demonstrave tenercr, & seviem veliguarum propositionum
interrumpere.  Nonnulla sero inventa locts munus idoneis tnsercre
malui, guam numerum propositionum & citationes mutare. Ut omnia
candide legantur, & defectus in materia tam difficili non tam: repre-
hendantur, quam novis lectorum conatibus investigentur, & benigne
suppleantur, enixe rogo.

Dabam Cantabrigie, ¢ Collegio
S. Trinitatis, Maii 8, 1686.

1S. NEWTON.
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EDITIONEM SECUNDAM.

[ N lac sccunda Principiorum editione multa sparsime emendantur,

& nonnunlle adjiciuntur.  In libri primi sectione 11 inoventio
virium, quibus corpora in orbibus dats vevolve possint, facilior vedditur
& amplior. [ libri secundi sectione V11 theoria resistentie fluidorum
accuratins investigatur, & novis cxperimentis confirmatur.  In libro
lertio theoria lune & pracessio @quinoctiorum ex principiis suis
plenius deducuntur, & theoria cometarum pluribus & accuratius
computalis orbrum cxcmplis confirmatur.

Dabam ZLZondin, Mar. 28, 1713.
IS. NEWTON.
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EDITIONEM SECUNDAM.

EWTONIANZAE philosophizz novam tibi, lector benevole,
diuque desideratam editionem, plurimum nunc emendatam
atque auctiorem exhibemus. Que potissimum contineantur in hoc
opere celeberrimo, intelligere potes ex indicibus adjectis: quee vel
addantur vel immutentur, ipsa te fere docebit auctoris prefatio.
Reliquum est, ut adjiciantur nonnulla de methodo hujus philosophiz.
Qui physicam tractandam susceperunt, ad tres fere classes revo-
cari possunt. Extiterunt enim, qui singulis rerum speciebus quali-
tates specificas & occultas tribuerint; ex quibus deinde corporum
singulorum operationes, ignota quadam ratione, pendere voluerunt,
In hoc posita est summa doctrinz scholasticee, ab A ristotele & Peri-
pateticis derivate : Affirmant utique singulos effectus ex corporum
singularibus naturis oriri ; at unde sint illee nature non docent; nihil
itaque docent. Cumque toti sint in rerum nominibus, non in ipsis
rebus ; sermonem quendam philosophicum censendi sunt adinvenisse,
philosophiam tradidisse non sunt censendi.

Alii ergo melioris diligentize laudem consequi sperarunt rejecta
vocabulorum inutili farragine. Statuerunt itaque materiam univer-
sam homogeneam esse, omnem vero formarum varietatem, que in
corporibus cernitur, ex particularum componentium simplicissimis
quibusdam & intellectu facillimis affectionibus oriri.  Et recte
quidem progressio instituitur a simplicioribus ad magis composita, si
particularum primariis illis affectionibus non alios tribuunt modos,
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quam quos ipsa tribuit natura. Verum ubi licentiam sibi assumunt,
ponendi quascunque libet ignotas partium figuras & magnitudines,
incertosque situs & motus ; quin & fingendi fluida quadam occulta,
quae corporum poros liberrime permeent, omnipotente pradita sub-
tilitate, motibusque occultis agitata; jam ad somnia delabuntur,
neglecta rerum constitutione vera: qua sane frustra petenda est ex
fallacibus conjecturis, cum vix etiam per certissimas observationes
investigari possit. Qui speculationum suarum fundamentum desu-
munt ab hypothesibus; etiamsi deinde secundum leges mechanicas
accuratissime procedant; fabulam quidem elegantem forte & venus-
tam, fabulam tamen concinnare dicendi sunt.

Relinquitur adeo tertium genus, qui philosophiam scilicet expe-
rimentalem profitentur. Hi quidem ex simplicissimis quibus possunt
principiis rerum omnium causas derivandas esse volunt : nihil autem
principii loco assumunt, quod nondum ex phanomenis comproba-
tum fuerit. Hypotheses non comminiscuntur, neque in physicam
recipiunt, nisi ut questiones de quarum veritate disputetur. Duplici
itaque methodo incedunt, analytica & synthetica.  Nature vires
legesque virium simpliciores ex selectis quibusdam phanomenis
per analysin deducunt, ex quibus deinde per synthesin reliquorum
constitutionem tradunt. Hac illa est philosophandi ratio longe
optima, quam prae cateris merito amplectendum censuit celeberrimus
auctor noster. Hanc solam utique dignam judicavit, in qua excolenda
atque adornanda operam suam collocaret. Hujus igitur illustrissi-
mum dedit exemplum, mundani nempe systematis explicationem e
theoria gravitatis felicissime deductam. Gravitatis virtutem universis
corporibus inesse suspicati sunt vel finxerunt alii: primus ille &
solus ex apparentiis demonstrare potuit, & speculationibus egregiis
firmissimum ponere fundamentum.

Scio equidem nonnullos magni etiam nominis viros, prajudiciis
quibusdam plus aquo occupatos, huic novo principio zgre assentiri
potuisse, & certis incerta identidem pretulisse. Horum famam
vellicare non est animus: tibi potius, benevole lector, illa paucis
exponere lubet, ex quibus tute ipse judicium non iniquum feras.

Igitur ut argumenti sumatur exordium a simplicissimis & proximis ;
dispiciamus paulisper qualis sit in terrestribus natura gravitatis, ut
deinde tutius progrediamur ubi ad corpora celestia, longissime a se-
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dibus nostris remota, perventum fuerit. Convenit jam inter omnes
philosophos corpora universa circumterrestria gravitare in terram.
Nulla dari corpora vere levia jamdudum confirmavit experientia
multiplex.  Que dicitur levitas relativa, non est vera levitas, sed
apparens solummodo; & oritur a prapollente gravitate corporum
contiguorum.

Porro, ut corpora universa gravitent in terram, ita terra vicissim
in corpora squaliter gravitat ; gravitatis enim actionem esse mutuam
& utrinque @qualem sic ostenditur. Distinguatur terrze totius moles
in binas quascunque partes, vel zquales vel utcunque inaquales :
jam si pondera partium non essent in se mutuo equalia; cederet
pondus minus majori, & partes conjuncta pergerent recta moveri ad
infinitum, versus plagam in quam tendit pondus majus: omnino contra
experientiam.  Itaque dicendum erit pondera partium in quilibrio
esse constituta : hoc est, gravitatis actionem esse mutuam & utrinque
eequalem.

Pondera corporum, zequaliter a centro terre distantium, sunt ut
quantitates materiz in corporibus.  Hoc utique colligitur ex zquali
acceleratione corporum omnium, e quiete per ponderum vires
cadentium : nam vires quibus inaqualia corpora aqualiter acceleran-
tur, debent esse proportionales quantitatibus materize movende. Jam
vero corpora universa cadentia wqualiter accelerari ex eo patet,
quod in vacuo Boyliano temporibus @qualibus @qualia spatia cadendo
describunt, sublata scilicet aéris resistentia: accuratius autem
comprobatur per experimenta pendulorum.

Vires attractivee corporum, in @qualibus distantiis, sunt ut quan-
titates materiee in corporibus. Nam cum corpora in terram & terra
vicissim in corpora momentis @qualibus gravitent; terra pondus in
unumquodque corpus, seu vis qua corpus terram attrahit, 2zquabitur
ponderi corporis ejusdem in terram. Hoc autem pondus erat ut
quantitas materiee in corpore : itaque vis qua corpus unumquodque
terram attrahit, sive corporis vis absoluta, erit ut eadem quantitas
materiz.

Oritur ergo & componitur vis attractiva corporum integrorum
ex viribus attractivis partium : siquidem aucta vel diminuta mole
materize ostensum est proportionaliter augeri vel diminui ejus
virtutem.  Actio itaque telluris ex conjunctis partium actionibus
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conflari censenda erit; atque adeo corpora omnia terrestria se mutuo
trahere oportet viribus absolutis, qua sint in ratione materiz trahentis,
Hac est natura gravitatis apud terram : videamus jam qualis sit in
celis.

Corpus omne perseverare in statu suo vel quiescendi vel movendi
uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur
statum illum mutare ; nature lex est ab omnibus recepta philosophis.
Inde vero sequitur corpora, qua in curvis moventur, atque adeo
de lineis rectis orbitas suas tangentibus jugiter abeunt, vi aliqua
perpetuo agente retineri in itinere curvilineo. Planetis igitur in
orbibus curvis revolventibus necessario aderit vis aliqua; per cujus
actiones repetitas indesinenter a tangentibus deflectantur.

Jam illud concedi axquum est, quod mathematicis rationibus
colligitur & certissime demonstratur; corpora nempe omnia, qua
moventur in linea aliqua curva in plano descripta, queque radio ducto
ad punctum vel quiescens vel utcunque motum describunt areas circa
punctum illud temporibus proportionales, urgeri a viribus qua ad
idem punctum tendunt. Cum igitur in confesso sit apud astronomos
planetas primarios circum solem, secundarios vero circum suos
primarios, areas describere temporibus proportionales; consequens
est ut vis illa, qua perpetuo detorquentur a tangentibus rectilineis
& in orbitis curvilineis revolvi coguntur, versus corpora dirigatur
qué sita sunt in orbitarum centris. Heec itaque vis non inepte vocari
potest, respectu quidem corporis revolventis, centripeta; respectu
autem corporis centralis, attractiva; a quacunque demum causa orirj
fingatur.

Quin & hzc quoque concedenda sunt, & mathematice demon-
strantur : Si corpora plura motu xquabili revolvantur in circulis
concentricis, & quadrata temporum periodicorum sint ut cubi
distantiarum a centro communi; vires centripetas revolventium fore
reciproce ut quadrata distantiarum.  Vel, si corpora revolvantur in
orbitis quee sunt circulis finitimz, & quiescant orbitarum apsides
vires centripetas revolventium fore reciproce ut quadrata distantiarum.
Obtinere casum alterutrum in planetis universis consentiunt astronomi.
Itaque vires centripete planetarum omnium sunt reciproce ut
quadrata distantiarum ab orbium centris.  Si quis objiciat planetarum,
& luna priesertim, apsides non penitus quiescere ; sed motu quodam

.
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lento ferri in consequentia : responderi potest, etiamsi concedamus
hunc motum tardissimum exinde profectum esse quod vis centripetae
proportio aberret aliquantum a duplicata, aberrationem illam per
computum mathematicum inveniri posse & plane insensibilem esse.
Ipsa enim ratio vis centripetz lunaris, quee omnium maxime turbari
debet, paululum quidem duplicatam superabit; ad hanc vero sexaginta
fere vicibus propius accedet quam ad triplicatam. Sed verior erit
responsio, si dicamus hanc apsidum progressionem, non ex aberrati-
one a duplicata proportione, sed ex alia prorsus diversa causa oriri,
quemadmodum egregie commonstratur in hac philosophia. Restat
ergo ut vires centripete, quibus planetee primarii tendunt versus
solem & secundarii versus primarios suos, sint accurate ut quadrata
distantiarum reciproce.

Ex iis quae hactenus dicta sunt constat planetas in orbitis suis
retineri per vim aliquam in ipsos perpetuo agentem: constat vim
illam dirigi semper versus orbitarum centra : constat hujus efficaciam
augeri in accessu ad centrum, diminui in recessu ab eodem : & augeri
quidem in eadem proportione qua diminuitur quadratum distantiz,
diminui in eadem proportione qua distantiz quadratum augetur.
Videamus jam, comparatione instituta inter planetarum vires centri-
petas & vim gravitatis, annon ejusdem forte sint generis. Ejusdem
vero generis erunt, si deprehendantur hinc & inde leges exdem,
ezdemque affectiones. Primo itaque lunz, quae nobis proxima est,
vim centripetam expendamus.

Spatia rectilinea, qua a corporibus e quiete demissis dato tempore
sub ipso motus initio describuntur, ubi a viribus quibuscunque
urgentur, proportionalia sunt ipsis viribus: hoc utique consequitur
ex ratiociniis mathematicis. Erit igitur vis centripeta lunz, in orbita
sua revolventis, ad vim gravitatis in superficie terree, ut spatium
quod tempore quam minimo describeret luna descendendo per vim
centripetam versus terram, si circulari omni motu privari fingeretur,
ad spatium quod eodem tempore quam minimo describit grave
corpus in vicinia terre, per vim gravitatis suz cadendo. Horum
spatiorum prius zequale est arcus a luna per idem tempus descripti
sinui verso, quippe qui lunz translationem de tangente, factam a vi
centripeta, metitur ; atque adeo computari potest ex datis tum lunz

7
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tempore periodico, tum distantia ejus a centro terree. Spatium poste-
rius invenitur per experimenta pendulorum, quemadmodum docuit
Hugenius. Inito itaque calculo, spatium prius ad spatium posterius,
seu vis centripeta luna in orbita sua revolventis ad vim gravitatis in
superficie terrae, erit ut quadratum semidiametri terree ad orbite
semidiametri quadratum. Eandem habet rationem, per ea que
superius ostenduntur, vis centripeta lunz in orbita sua revolventis
ad vim lunz centripetam prope terre superficiem. Vis itaque
centripeta prope terre superficiem @qualis est vi gravitatis. Non
ergo diversa sunt vires, sed una atque eadem : si enim diverse essent,
corpora viribus conjunctis duplo celerius in terram caderent quam ex
vi sola gravitatis. Constat igitur vim illam centripetam, qua luna
perpetuo de tangente vel trahitur vel impellitur & in orbita retine-
tur, ipsam esse vim gravitatis terrestris ad lunam usque pertingentem.
Et rationi quidem consentaneum est ut ad ingentes distantias illa sese
virtus extendat, cum nullam ejus sensibilem imminutionem, vel in
altissimis montium cacuminibus, observare licet. Gravitat itaque
luna in terram: quin & actione mutua terra vicissim in lunam
e®qualiter gravitat: id quod abunde quidem confirmatur in hac
philosophia, ubi agitur de maris @xstu & @quinoctiorum preecessione,
ab actione tum lunz tum solis in terram oriundus. Hinc & illud
tandem edocemur, qua nimirum lege vis gravitatis decrescat in
majoribus a tellure distantiis. Nam cum gravitas non diversa sit a
vi centripeta lunari, heec vero sit reciproce proportionalis quadrato
distantiee ; diminuetur & gravitas in eadem ratione.

Progrediamur jam ad planetas reliquos. Quoniam revolutiones
primariorum circa solem & secundariorum circa jovem & saturnum
sunt phanomena generis ejusdem ac revolutio lunz circa terram,
quoniam porro demonstratum est vires centripetas primariorum
dirigi versus centrum solis, secundariorum versus centra jovis &
saturni, quemadmodum luna vis centripeta versus terre centrum
dirigitur ; adhzc, quoniam omnes illa vires sunt reciproce ut quadrata
distantiarum a centris, quemadmodum vis lunz est ut quadratum
distantiee a terra : concludendum erit eandem esse naturam universis,
Itaque ut luna gravitat in terram, & terra vicissim in lunam ; sic etiam
gravitabunt omnes secundarii in primarios suos, & primarii vicissim
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_in secundarios; sic & omnes primarii in solem, & sol vicissim in
primarios.

Igitur sol in planetas universos gravitat & universi in solem. Nam
secundarii dum primarios suos comitantur, revolvuntur interea circum
solem una cum primariis. Eodem itaque argumento, utriusque
generis planete gravitant in solem, & sol in ipsos. Secundarios vero
planetas in solem gravitare abunde insuper constat ex inzqualitatibus

- lunaribus; quarum accuratissimam theoriam, admiranda sagacitate
patefactam, in tertio hujus operis libro expositam habemus.

Solis virtutem attractivam quoquoversum propagari ad ingentes
usque distantias, & sese diffundere ad singulas circumjecti spatii
partes, apertissime colligi potest ex motu cometarum; qui ab immensis
intervallis profecti feruntur in viciniam solis, & nonnunquam adeo ad
ipsum proxime accedunt ut globum ejus, in periheliis suis versantes,
.tantum non contingere videantur. Horum theoriam, ab astronomis
antehac frustra queesitam, nostro tandem saculo feliciter inventam &
per observationes certissime demonstratam preestantissimo nostro
auctori debemus.  Patet igitur cometas in sectionibus conicis umbi-
licos in centro solis habentibus moveri, & radiis ad solem ductis areas
temporibus proportionales describere.  Ex hisce vero phanomenis
manifestum est & mathematice comprobatur vires illas, quibus
cometee retinentur in orbitis suis, respicere solem & esse reciproce ut
quadrata distantiarum ab ipsius centro.  Gravitant itaque cometa
in solem : atque adeo solis vis attractiva non tantum ad corpora
planetarum in datis distantiis & in eodem fere plano collocata, sed
etiam ad cometas in diversissimis calorum regionibus & in diversissi-
mis distantiis positos pertingit. Hzc igitur est natura corporum
gravitantium, ut vires suas edant ad omnes distantias in omnia corpora
gravitantia. Inde vero sequitur planetas & cometas universos se
mutuo trahere, & in se mutuo graves esse: quod etiam confirmatur
ex perturbatione jovis & saturni, astronomis non incognita, & ab
actionibus horum planetarum in se invicem oriunda; quin & ex motu
illo lentissimo apsidum, qui supra memoratus est, quique a causa
consimili proficiscitur.

Eo demum pervenimus ut dicendum sit & terram & solem & cor-
pora omnia caxlestia, quae solem comitantur, se mutuo attrahere.

-
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Singulorum ergo particule quaque minima vires suas attractivas
habebunt, pro quantitate materiee pollentes; quemadmodum supra de
terrestribus ostensum est. In diversis autem distantiis erunt &
harum vires in duplicata ratione distantiarum reciproce: nam ex
particulis hac lege trahentibus componi debere globos eadem lege
trahentes mathematice demonstratur.

Conclusiones pracedentes huic innituntur Axiomati, quod a nullis
non recipitur philosophis; effectuum scilicet ejusdem generis, quorum
nempe qua cognoscuntur proprietates eazdem sunt, easdem esse
causas & easdem esse proprietates qua nondum cognoscuntur. Quis
enim dubitat, si gravitas sit causa descensus lapidis in Eurgpa, quin
eadem sit causa descensus in America ? Si gravitas mutua fuerit inter
lapidem & terram in Europa; quis negabit mutuam esse in A merica ?
Si vis attractiva lapidis & terre componatur in Ewuropa ex viribus
attractivis partium; quis negabit similem esse compositionem in
America ? Si attractio terree ad omnium corporum genera & ad omnes
distantias propagetur in Eurgpa ; quidni pariter propagari dicamus in
America ? In hac regula fundatur omnis philosophia: quippe qua
sublata nihil affirmare possimus de universis. Constitutio rerum
singularum innotescit per observationes & experimenta: inde vero non
nisi per hanc regulam de rerum universarum natura judicamus.

Jam cum gravia sint omnia corpora, qua apud terram vel in celis
reperiuntur, de quibus experimenta vel observationes instituere licet;
omnino dicendum erit gravitatem corporibus universis competere.
Et quemadmodum nulla concipi debent corpora, qua non sint ex-
tensa, mobilia & impenetrabilia; ita nulla concipi debere, que non
sint gravia. Corporum extensio, mobilitas & impenetrabilitas non
nisi per experimenta innotescunt: eodem plane modo gravitas
innotescit. Corpora omnia de quibus observationes habemus, ex-
tensa sunt & mobilia & impenetrabilia : & inde concludimus corpora
universa, etiam illa de quibus observationes non habemus, extensa
esse & mobilia & impenetrabilia.  Ita corpora omnia sunt gravia, de
quibus observationes habemus: & inde concludimus corpora universa,
etiam illa de quibus observationes non habemus, gravia esse. Si quis
dicat corpora stellarum inerrantium non esse gravia, quandoquidem
eorum gravitas nondum est observata; eodem argumento dicere li-

L
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cebit neque extensa esse, nec mobilia, nec impenetrabilia, cum he
fixarum affectiones nondum sint observatee. Quid opus est verbis ?
inter primarias qualitates corporum universorum vel gravitas habebit
locum; vel extensio, mobilitas & impenetrabilitas non habebunt.
Et natura rerum vel recte explicabitur per corporum gravitatem,
vel non recte explicabitur per corporum extensionem, mobilitatem
& impenetrabilitatem.

Audio nonnullos hanc improbare conclusionem, & de occultis
qualitatibus nescio quid mussitare. Gravitatem scilicet occultum esse
quid, perpetuo argutari solent; occultas vero causas procul esse
ablegandas a philosophia. ~ His autem facile respondetur; occultas
esse causas, non illas quidem quarum existentia per observationes
clarissime demonstratur, sed has solum quarum occulta est & ficta
existentia nondum vero comprobata. Gravitas ergo non erit occulta
causa motuum calestium; siquidem ex phaenomenis ostensum est, hanc
virtutem revera existere. Hi potius ad occultas confugiunt causas ;
qui nescio quos vortices, materize cujusdam prorsus fictitize & sensibus
omnino ignotz, motibus iisdem regendis preficiunt.

Ideone autem gravitas occulta causa dicetur, eoque nomine
rejicietur e philosophia, quod causa ipsius gravitatis occulta est &
nondum inventa ?  Qui sic statuunt, videant nequid statuant absurdi,
unde totius tandem philosophiz fundamenta convellantur. Etenim
causa continuo nexu procedere solent a compositis ad simpliciora : ubi
ad causam simplicissimam perveneris, jam non licebit ulterius progredi.
Cause igitur simplicissima nulla dari potest mechanica explicatio : si
daretur enim, causa nondum esset simplicissima. Has tu proinde
causas simplicissimas appellabis occultas, & exulare jubebis? Simul
vero exulabunt & ab his proxime pendentes & qua ab illis porro
pendent, usque dum a causis omnibus vacua fuerit & probe purgata
philosophia.

Sunt qui gravitatem prater naturam esse dicunt, & miraculum
perpetuum vocant. Itaque rejiciendam esse volunt, cum in physica
preternaturales cause locum non habeant. Huic ineptae prorsus
objectioni diluenda, quee & ipsa philosophiam subruit universam, vix
opere pretium est immorari. Vel enim gravitatem corporibus
omnibus inditam esse negabunt, quod tamen dici non potest: vel
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eo nomine preeter naturam esse affirmabunt, quod ex aliis corporum
affectionibus atque adeo ex causis mechanicis originem non habeat.
Dantur certe primarice corporum affectiones; que, quoniam sunt
primariz, non pendent ab aliis.  Viderint igitur annon & he omnes
sint pariter preter naturam, eoque pariter rejicienda : viderint vero
qualis sit deinde futura philosophia.

Nonnulli sunt quibus hac tota physica celestis vel ideo minus
placet, quod cum Carfeszz dogmatibus pugnare & vix conciliari
posse videatur. His sua licebit opinione frui; ex @quo autem agant
oportet: non ergo denegabunt aliis eandem libertatem quam sibi
concedi postulant. NEwToN1aANAM itaque philosophiam, qua nobis
verior habetur, retinere & amplecti licebit, & causas sequi per
phznomena comprobatas, potius quam fictas & nondum comprobatas.
Ad veram philosophiam pertinet, rerum naturas ex causis vere
existentibus derivare : eas vero leges quarere, quibus voluit summus
opifex hunc mundi pulcherrimum ordinem stabilire; non eas quibus
potuit, si ita visum fuisset. Rationi enim consonum est, ut a
pluribus causis, ab invicem nonnihil diversis, idem possit effectus
proficisci: heec autem vera erit causa, ex qua vere atque actu
proficiscitur; reliquae locum non habent in philosophia vera. In
horologiis automatis idem indicis horarii motus vel ab appenso
pondere vel ab intus concluso elatere oriri potest.  Quod si oblatum
horologium revera sit instructum pondere; ridebitur qui finget
elaterem, & ex hypothesi sic praepropere conficta motum indicis
explicare suscipiet: oportuit enim internam machina fabricam
penitius perscrutari, ut ita motus propositi principium verum explo-
ratum habere posset. Idem vel non absimile feretur judicium de
philosophis illis, qui materia quadam subtilissima czlos esse repletos,
hanc autem in vortices indesinentur agi voluerunt. Nam si phano-
menis vel accuratissime satisfacere possent ex hypothesibus suis;
veram tamen philosophiam tradidisse, & veras causas motuum
calestium invenisse nondum dicendi sunt; nisi vel has revera existere,
vel saltem alias non existere demonstraverint.  Igitur si ostensum
fuerit, universorum corporum attractionem habere verum locum in
rerum natura; quinetiam ostensum fuerit, qua ratione motus omnes
cclestes abinde solutionem recipiant; vana fuerit & merito deridenda
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objectio, si quis dixerit eosdem motus per vortices explicari debere,
etiamsi id fieri posse vel maxime concesserimus. Non autem conce-
dimus : nequeunt enim ullo pacto phanomena per vortices explicari ;
quod ab auctore nostro abunde quidem & clarissimis rationibus evin-
citur; ut somnis plus zquo indulgeant oporteat, qui ineptissimo fig-
mento resarciendo, novisque porro commentis ornando infelicem
operam addicunt.

Si corpora planetarum & cometarum circa solem deferantur a
vorticibus ; oportet corpora delata & vorticum partes proxime ambi-
entes eadem velocitate eademque cursus determinatione moveri, &
eandem habere densitatem vel eandem vim inertiz pro mole materiz.
Constat vero planetas & cometas, dum versantur in iisdem regionibus
czlorum, velocitatibus variis variaque cursus determinatione moveri.
Necessario itaque sequitur, ut fluidi calestis partes illee, qua sunt
ad easdem distantias a sole, revolvantur eodem tempore in plagas
diversas cum diversis velocitatibus : etenim alia opus erit directione
& wvelocitate, ut transire possint planete; alia, ut transire possint
comete. Quod cum explicari nequeat; vel fatendum erit, universa
corpora celestia non deferri a materia vorticis; vel dicendum erit,
eorundem motus repetendos esse non ab uno eodemque vortice, sed
a pluribus qui ab invicem diversi sint, idemque spatium soli circum-
jectum pervadant.

Si plures vortices in eodem spatio contineri, & sese mutuo pene-
trare motibusque diversis revolvi ponantur; quoniam hi motus debent
esse conformes delatorum corporum motibus, qui sunt summe regu-
lares, & peraguntur in sectionibus conicis nunc valde eccentricis, nunc
ad circulorum proxime formam accedentibus; jure querendum erit,
qui fieri possit, ut iidem integri conserventur nec ab actionibus
materiz occursantis per tot secula quicquam perturbentur. Sane si
motus hi fictitii sunt magis compositi & difficilius explicantur, quam
veri illi motus planetarum & cometarum; frustra mihi videntur in
philosophiam recipi : omnis enim causa debet esse effectu suo sim-
plicior. Concessa fabularum licentia, affirmaverit aliquis planetas
omnes & cometas circumcingi atmospheris, adinstar telluris nostra ;
que quidem hypothesis rationi magis consentanea videbitur quam
hypothesis vorticum. ~Affirmaverit deinde has atmospharas, ex na-
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tura sua, circa solem moveri & sectiones conicas describere ; qui sane
motus multo facilius concipi potest, quam consimilis motus vorticum
se invicem permeantium. Denique planetas ipsos & cometas circa
solem deferri ab atmospharis suis credendum esse statuat, & ob
repertas motuum celestium causas triumphum agat. Quisquis autem
hanc fabulam rejiciendam esse putet, idem & alteram fabulam rejiciet:
nam ovum non est ovo similius, quam hypothesis atmosphararum
hypothesi vorticum.

Docuit Galileuns lapidis projecti & in parabola moti deflexionem
a cursu rectilineo oriri a gravitate lapidis in terram, ab occulta sci-
licet qualitate. Fieri tamen potest ut alius aliquis, nasi acutioris,
philosophus causam aliam comminiscatur. Finget igitur ille mate-
riam quandam subtilem, qua nec visu nec tactu neque ullo sensu
percipitur, versari in regionibus qua proxime contingunt telluris
superficiem. Hanc autem materiam, in diversas plagas, variis &
plerumque contrariis motibus ferri, & lineas parabolicas describere
contendet. Deinde vero lapidis deflexionem pulchre sic expediet, &
vulgi plausum merebitur. Lapis, inquiet, in fluido illo subtili natat
& cursui ejus obsequendo, non potest non eandem una semitam de-
scribere.  Fluidum vero movetur in lineis parabolicis; ergo lapidem
in parabola moveri necesse est. Quis nunc non mirabitur acutis-
simum hujusce philosophi ingenium, ex causis mechanicis, materia
scilicet & motu, phanomena nature ad vulgi etiam captum preeclare
deducentis ? Quis vero non subsannabit bonum illum Galileum, qui
magno molimine mathematico qualitates occultas, e philosophia feli-
citer exclusas, denuo revocare sustinuerit? Sed pudet nugis diutius
immorari.

Summa rei huc tandem redit : cometarum ingens est numerus;
motus eorum sunt summe regulares, & easdem leges cum planetarum
motibus observant. Moventur in orbibus conicis, hi orbes sunt valde
admodum eccentrici. Feruntur undique in omnes calorum partes,
& planetarum regiones liberrime pertranseunt, & s@pe contra signo-
rum ordinem incedunt. Hzc phanomena certissime confirmantur
ex observationibus astronomicis : & per vortices nequeunt explicari.
Imo, ne quidem cum vorticibus planetarum consistere possunt. Co-
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metarum motibus omnino locus non erit; nisi materia illa fictitia
penitus e celis amoveatur.

Si enim planeta circum solem a vorticibus devehuntur ; vorticum
partes, qua proxime ambiunt unumquemque planetam, ejusdem
densitatis erunt ac planeta; uti supra dictum est. Itaque materia illa
omnis, qua contigua est orbis magni perimetro, parem habebit ac
tellus densitatem : quee vero jacet intra orbem magnum atque orbem
saturni, vel parem vel majorem habebit. Nam ut constitutio vorticis
permanere possit, debent partes minus densa centrum occupare,
magis dense longius a centro abire. Cum enim planetarum tempora
periodica sint in ratione sesquiplicata distantiarum a sole, oportet
partium vorticis periodos eandem rationem servare. = Inde vero
sequitur vires centrifugas harum partium fore reciproce ut quadrata
distantiarum. Qua igitur majore intervallo distant a centro, nituntur
ab eodem recedere minore vi: unde si minus densz fuerint, necesse
est ut cedant vi majori, qua partes centro propiores ascendere con-
antur.  Ascendent ergo densiores, descendent minus dense, &
locorum fiet invicem permutatio; donec ita fuerit disposita atque
ordinata materia fluida totius vorticis, ut conquiescere jam possit in
equilibrio constituta. Si bina fluida, quorum diversa est densitas,
in eodem vase continentur; utique futurum est ut fluidum, cujus major
est densitas, majore vi gravitatis infimum petat locum : & ratione
non absimili omnino dicendum est, densiores vorticis partes majore
vi centrifuga petere supremum locum. Tota igitur illa & multo
maxima pars vorticis, quae jacet extra telluris orbem, densitatem
habebit atque adeo vim inertiz pro mole materiz, quee non minor
erit quam densitas & vis inertie telluris : inde vero cometis trajectis
orietur ingens resistentia, & valde admodum sensibilis; ne dicam,
qua motum eorundem penitus sistere atque absorbere posse merito
videatur. Constat autem ex motu cometarum prorsus regulari,
nullam ipsos resistentiam pati quz vel minimum sentiri potest;
atque adeo neutiquam in materiam ullam incursare, cujus aliqua sit
vis resistendi, vel proinde cujus aliqua sit densitas seu vis inertiz.
Nam resistentia mediorum oritur vel ab inertia materize fluidae, vel a
defectu lubricitatis. Quz oritur a defectu lubricitatis, admodum ex-
igua est; & sane vix observari potest in fluidis vulgo notis, nisi valde
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.
tenacia fuerint adinstar olei & mellis. Resistentia qua sentitur in
aére, aqua, hydrargyro, & hujusmodi fluidis non tenacibus fere tota
est prioris generis; & minui non potest per ulteriorem quemcunque
gradum subtilitatis, manente fluidi densitate vel vi inertiz, cui semper
proportionalis est hec resistentia; quemadmodum clarissime demon-
stratum est ab auctore nostro in peregregia resistentiarum theoria,
quee paulo nunc accuratius exponitur, hac secunda vice, & per experi-
menta corporum cadentium plenius confirmatur.

Corpora progrediendo motum suum fluido ambienti paulatim
communicant, & communicando amittunt, amittendo autem retardan-
tur. Est itaque retardatio motui communicato proportionalis ;
motus vero communicatus, ubi datur corporis progredientis velocitas,
est ut fluidi densitas; ergo retardatio seu resistentia erit ut eadem
fluidi densitas; neque ullo pacto tolli potest, nisi a fluido ad partes
corporis posticas recurrente restituatur motus amissus. Hoc autem
dici non poterit, nisi impressio fluidi in corpus ad partes posticas
aqualis fuerit impressioni corporis in fluidum ad partes anticas,
hoc est, nisi velocitas relativa qua fluidum irruit in corpus a tergo,
@qualis fuerit velocitati qua corpus irruit in fluidum, id est, nisi
velocitas absoluta fluidi recurrentis duplo major fuerit quam velocitas
absoluta fluidi propulsi; quod fieri nequit. Nullo igitur modo tolli
potest fluidorum resistentia, quae oritur ab eorundem densitate &
vi inertize. Itaque concludendum erit; fluidi calestis nullam esse
vim inertize, cum nulla sit vis resistendi: nullam esse vim qua mo-
tus communicetur, cum nulla sit vis inertiee : nullam esse vim qua
mutatio qualibet vel corporibus singulis vel pluribus inducatur,
cum nulla sit vis qua motus communicetur; nullam esse omnino
efficaciam, cum nulla sit facultas mutationem quamlibet inducendi.
Quidni ergo hanc hypothesin, qua fundamento plane destituitur,
quaeque nature rerum explicande ne minimum quidem inservit, in-
eptissimam vocare liceat & philosopho prorsus indignam. Qui calos
materia fluida repletos esse volunt, hanc vero non inertem esse sta-
tuunt; hi verbis tollunt vacuum, re ponunt. Nam cum hujusmodi
materia fluida ratione nulla secerni possit ab inani spatio; disputatio
tota fit de rerum nominibus, non de naturis. Quod si aliqui sint adeo
usque dediti materiee, ut spatium a corporibus vacuum nullo pacto
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admittendum credere velint; videamus quo tandem oporteat illos
pervenire.

Vel enim dicent hanc, quam confingunt, mundi per omnia pleni
constitutionem ex voluntate dei profectam esse, propter eum finem,
ut operationibus naturz subsidium praesens haberi posset ab ethere
subtilissimo cuncta permeante & implente; quod tamen dici non
potest, siquidem jam ostensum est ex cometarum phznomenis, nullam
esse hujus atheris efficaciam : vel dicent ex voluntate dei profectam
esse, propter finem aliquem ignotum; quod neque dici debet, siquidem
diversa mundi constitutio eodem argumento pariter stabiliri posset :
vel denique non dicent ex voluntate dei profectam esse, sed
ex necessitate quadam naturee. Tandem igitur delabi oportet
in feces sordidas gregis impurissimi. Hi sunt qui somniant fato
universa regi, non providentia; materiam ex necessitate sua semper
& ubique extitisse, infinitam esse & aternam. Quibus positis, erit
etiam undiquaque uniformis : nam varietas formarum cum necessitate
omnino pugnat. Erit etiam immota : nam si necessario moveatur in
plagam aliquam determinatam, cum determinata aliqua velocitate ;
pari necessitate movebitur in plagam diversam cum diversa velocitate ;
in plagas autem diversas, cum diversis velocitatibus, moveri non
potest; oportet igitur immotam esse. Neutiquam profecto potuit
oriri mundus, pulcherrima formarum & motuum varietate distinctus,
nisi ex liberrima voluntate cuncta providentis & gubernantis dei.

Ex hoc igitur fonte promanarunt ille omnes qua dicuntur naturee
leges : in quibus multa sane sapientissimi consilii, nulla necessitatis
apparent vestigia.  Has proinde non ab incertis conjecturis petere,
sed observando atque experiendo addiscere debemus. Qui vere
physicee principia legesque rerum, sola mentis vi & interno rationis
lumine fretum, invenire se posse confidit; hunc oportet vel statuere
mundum ex necessitate fuisse, legesque propositas ex eadem necessitate
sequi; vel si per voluntatem dei constitutus sit ordo natura, se tamen,
homuncionem misellum, quid optimum factu sit perspectum habere.
Sana omnis & vera philosophia fundatur in phaenomenis rerum : que si
nos vel invitos & reluctantes ad hujusmodi principia deducunt, in qui-
bus clarissime cernuntur consilium optimum & dominium summum
sapientissimi & potentissimi entis ; non erunt hac ideo non admittenda
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principia, quod quibusdam forsan hominibus minus grata sint futura.
His vel miracula vel qualitates occultee dicantur, quae displicent:
verum nomina malitiose indita non sunt ipsis rebus vitio vertenda;
nisi illud fateri tandem velint, utique debere philosophiam in atheismo
fundari. Horum hominum gratia non erit labefactanda philosophia,
siquidem rerum ordo non vult immutari.

Obtinebit igitur apud probos & @quos judices prastantissima
philosophandi ratio, quae fundatur in experimentis & observationibus.
Huic vero, dici vix poterit, quanta lux accedat, quanta dignitas,
ab hoc opere praclaro illustrissimi nostri auctoris; cujus eximiam
ingenii felicitatem, difficillima quaeque problemata enodantis, & ad ea
porro pertingentis ad qua nec spes erat humanam mentem assurgere
potuisse, merito admirantur & suspiciunt quicunque paulo profundius
in hisce rebus versati sunt. Claustris ergo reseratis, aditum nobis
aperuit ad pulcherrima rerum mysteria.  Systematis mundani
compagem elegantissimam ita tandem patefecit & penitius perspec-
tandam dedit; ut nec ipse, si nunc revivisceret, rex A/phonsus vel
simplicitatem vel harmoniz gratiam in ea desideraret. Itaque nature
majestatem propius jam licet intueri, & dulcissima contemplatione
frui, conditorum vero ac dominum universorum impensius colere
& venerari, qui fructus est philosophizz multo uberrimus. Cacum
esse oportet, qui ex optimis & sapientissimis rerum structuris non
statim videat fabricatoris omnipotentis infinitam sapientiam &
bonitatem : insanum, qui profiteri nolit.

Extabit igitur eximium NEwTONI opus adversus atheorum impetus
munitissimum praesidium : neque enim alicunde felicius, quam ex hac
pharetra, contra impiam catervam tela deprompseris. Hoc sensit
pridem, & in pereruditis concionibus anglice latineque editis, primus
egregie demonstravit vir in omni literarum genere praclarus idemque
bonarum artium fautor eximius RicHArDUsS BeNTLEIUS, seculi sui
& academie nostrae magnum ornamentum, collegii nostri S. Zrinitatis
magister dignissimus & integerrimus.  Huic ego me pluribus
nominibus obstrictum fateri debeo : huic & tuas quz debentur gratias,
lector benevole, non denegabis. Is enim, cum a longo tempore
celeberrimi auctoris amicitia intima frueretur, (qua etiam apud
posteros censeri non minoris &stimat, quam propriis scriptis que



EDITORIS PRAEFATIO. Xxxiit

literato orbi in deliciis sunt inclarescere) amici simul fam=z & scien-
tiarum incremento consuluit. Itaque cum exemplaria prioris editionis
rarissima admodum & immani pretio coémenda superessent; suasit
ille crebris efflagitationibus, & tantum non objurgando perpulit
denique virum preastantissimum, nec modestia minus quam eruditione
summa Iinsignem, ut novam hanc operis editionem, per omnia
elimatam denuo & egregiis insuper accessionibus ditatam, suis
sumptibus & auspiciis prodire pateretur : mihi vero, pro jure suo,
pensum non ingratum demandavit, ut quam posset emendate id fieri
curarem.

Cantabrigie, Mail 12, 1713,

Rocerus CotEs collegii .S, 7rinitatis socius,
astronomiz & philosophiz experimentalis
professor Plunianis. ‘
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EDITIONEM TERTIAM.

N Editione hacce tertia, gquam Henricus Pemberton M.D. zir
harum rerum peritissimus curavit, nonnulla tn libro sccundo de
reststentia mediorum paunlo fusius explicantur guam antea, & adduntur
experimenta nova de vesistentia gravium que cadunt in aire. In
libvo tertio argumentum qua lunam in orbe suo per gravitatenm retinere
probatur, paulo fusius cxponitur : & nove adduntur obscrvationes de
proporiione diametrorum Fovis ad inviceme a D. Poundio facte.
Adduntur ctiam observationes aliquot cometw illius qui anno 1680
apparuil, a D. Kirk mense Novembr: in Germania kabitw, quew nuper
ad manus nostras venerunt, & quarum ope constet quam prope orbes
parabolict motibus cometarum respondent. Lt orbita cometa illius,
computante Halleio, paulo accuratius delerminatur gquam antea, idgue
in ellipsi. Et ostenditur cometam in hac orbita elliptica, per novem
calorum signa, non minus accurate cursum peregisse, quame solent
plancte 1n orbitis cllipticis per astronomiam definitis moveri.  Orébis
ctiam cometa qui anno 1723 apparuil, a D. Bradleio astronomie apud
Oxonienses professove computatus, adyicitur.

1S. NEWTON.

Dabam Zondini, Jan. 12, 1725-6. >
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PHILOSOPHIZAZ NATURALIS

PRINCIPIA MATHEMATICA.
DEFINITIONES.

DEFINITIO I.

Quantitas materie est mensura ejusdem orta ex illius densitate et
magnitudine conjunctin.

ER densitate duplicata, in spatio etiam duplicato, fit quadruplus;

in triplicato sextuplus. Idem intellige de nive & pulveribus

per compressionem vel liquefactionem condensatis. Et par est ratio

corporum omnium, qua per causas quascunque diversimode conden-

santur.  Medii interea, si quod fuerit, interstitia partium libere per-

vadentis, hic nullam rationem habeo. Hanc autem quantitatem sub

nomine corporis vel masse in sequentibus passim intelligo. Innotescit

ea per corporis cujusque pondus : Nam ponderi proportionalem esse

reperi per experimenta pendulorum accuratissime instituta, uti posthac
docebitur.

DEFINITIO I1T.

Quantitas motus est mensura eusdem orta cx velocitate cf quantitate
matcrie conjunctin.

Motus totius est summa motuum in partibus singulis ; ideoque in
corpore duplo majore, &quali cum velocitate, duplus est, & dupla cum

velocitate quadruplus,
A
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DEFINITIO III.

Materie vis insita est potentia vesistendi, qua corpus unumquodque,
quantum in se est, perseverat in statu suo vel quiescends vel movendi

untformiter in divectum.

Hzc semper proportionalis est suo corpori, neque differt quic-
quam ab inertia masse, nisi in modo concipiendi. Per inertiam
materia fit, ut corpus omne de statu suo vel quiescendi vel movendi
difficulter deturbetur. Unde etiam vis insita nomine significantissimo
vis inertie dici possit. Exercet vero corpus hanc vim solummodo
in mutatione status sui per vim aliam in se impressam facta;
estque exercitium illud sub diverso respectu & resistentia & impetus :
Resistentia, quatenus corpus ad conservandum statum suum reluctatur
vi impressz ; impetus, quatenus corpus idem, vi resistentis obstaculi
difficulter cedendo, conatur statum obstaculi illius mutare. Vulgus
resistentiam quiescentibus & impetum moventibus tribuit: sed
motus & quies, uti vulgo concipiuntur, respectu solo distinguuntur
ab invicem; neque semper vere quiescunt, qua vulgo tanquam
quiescentia spectantur.

DEFINITIO 1V.

Vis impressa est actio in corpus exercita, ad mutandum ejus statum
vel quiescends vel movendi uniformiter in divectum.

Consistit haec vis in actione sola, neque post actionem permanet
in corpore. Perseverat enim corpus in statu omni novo per solam
vim inertize. Est autem vis impressa diversarum originum, ut ex
ictu, ex pressione, ex Vi centripeta.
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DEFINITIO V.

Vis centripeta cst, qua corpora versus punctum aliquod, tangquam ad
centrum, undique trakuntur, impelluntur, vel utcungue tendunt.

Hujus generis est gravitas, qua corpora tendunt ad centrum
terrae ; vis magnetica, qua ferrum petit magnetem; & vis illa, que-
cunque sit, qua planete perpetuo retrahuntur a motibus rectilineis,
& in lineis curvis revolvi coguntur.  Lapis, in funda circumactus,
a circumagente manu abire conatur; & conatu suo fundam distendit,
eoque fortius quo celerius revolvitur; &, quamprimum dimittitur,
avolat. Vim conatui illi contrariam, qua funda lapidem in manum
perpetuo retrahit & in orbe retinet, quoniam in manum ceu orbis
centrum dirigitur, centripetam appello. Et par est ratio corporum
omnium, qua in gyrum aguntur. Conantur ea omnia a centris
orbium recedere; & nisi adsit vis aliqua conatui isti contraria,
qua cohibeantur & in orbibus retineantur, quamque ideo centripetam
appello, abibunt in rectis lineis uniformi cum motu.  Projectile,
si vi gravitatis destitueretur, non deflecteretur in terram, sed in
linea recta abiret in ccelos; idque uniformi cum motu, si modo
aéris resistentia tolleretur. Per gravitatem suam retrahitur a cursu
rectilineo & in terram perpetuo flectitur, idque magis vel minus
pro gravitate sua & velocitate motus. Quo minor fuerit ejus gravitas
pro quantitate materiee, vel major velocitas quacum projicitur, eo
minus deviabit a cursu rectilineo & longius perget.  Si globus plum-
beus, data cum velocitate secundum lineam horizontalem a montis
alicujus vertice vi pulveris tormentarii projectus, pergeret in linea
curva ad distantiam duorum milliarium, priusquam in terram deci-
deret: hic dupla cum velocitate quasi duplo longius pergeret, &
decupla cum velocitate quasi decuplo longius: si modo aéris resi-
stentia tolléretur.  Et augendo velocitatem augeri posset pro lubitu
distantia in quam projiceretur, & minui curvatura linez quam de-
scriberet, ita ut tandem caderet ad distantiam graduum decem vel
triginta vel nonaginta; vel etiam ut terram totam circuiret vel
denique ut in ccelos abiret, & motu abeundi pergeret in infinitum.
Et eadem ratione, qua projectile vi gravitatis in orbem flecti posset &
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terram totam circuire, potest & luna vel vi gravitatis, si modo gravis
sit, vel alia quacunque vi, qua in terram urgeatur, retrahi semper a
cursu rectilineo terram versus, & in orbem suum flecti: & sine
tali vi luna in orbe suo retineri non potest. Haec vis, si justo minor
esset, non satis flecteret lunam de cursu rectilineo : si justo major,
plus satis flecteret, ac de orbe terram versus deduceret. Requiritur
quippe, ut sit justee magnitudinis : & Mathematicorum est invenire
vim, qua corpus in dato quovis orbe data cum velocitate accurate
retineri possit; & vicissim invenire viam curvilineam, in quam corpus
e dato quovis loco data cum velocitate egressum a data vi flectatur.
Est autem vis hujus centripete quantitas trium generum, absoluta,
acceleratrix, & motrix.

DEFINITIO VI.

Vis centripelew quantitas absolula est mensura eusdem: major wvel
minor pro efficacta cause eam propagantis a centro per rvegiones

i circuitu.

Ut vis magnetica pro mole magnetis vel intensione virtutis major
in uno magnete, minor in alio.

DEFINITIO VII

Vis centripeie  quantitas acceleratriz est ipsius mensura velocitatl
proportionalis, quam dato tempore gencrat.

Uti virtus magnetis ejusdem major in minori distantia, minor
in majori: vel vis gravitans major in vallibus, minor in cacumini-
bus altorum montium, atque adhuc minor (ut posthac patebit)
in majoribus distantiis a globo terree; in equalibus autem distantiis
eadem undique, propterea quod corpora omnia cadentia (gravia an
levia, magna an parva) sublata aéris resistentia, azqualiter accelerat.
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DEFINITIO VIII

Vis centripele quantitas motvix est ipsius mensura proportionalis
motui, quem dato lempore generat,

Uti pondus majus in majore corpore, minus in minore; & in
corpore eodem majus prope terram, minus in ccelis. Haec quantitas
est corporis totius centripetentia seu propensio in centrum, & (ut ita
dicam) pondus; & innotescit semper per vim ipsi contrariam &
@qualem, qua descensus corporis impediri potest.

Hasce virium quantitates brevitatis grdtia nominare licet vires
motrices, acceleratrices, & absolutas; & distinctionis gratia referre
ad corpora centrum petentia, ad corporum loca, & ad centrum
virium : nimirum vim motricem ad corpus, tanquam conatum totius
in centrum ex conatibus omnium partium compositum; & vim
acceleratricem ad locum corporis, tanquam efficaciam quandam, de
centro per loca singula in circuitu diffusam, ad movenda corpora
quae in ipsis sunt; vim autem absolutam ad centrum, tanquam
causa aliqua praditum, sine qua vires motrices non propagantur
per regiones in circuitu; sive causa illa sit corpus aliquod centrale
(quale est magnes in centro vis magnetice, vel terra in centro vis
gravitantis) sive alia aliqua qua non apparet. =~ Mathematicus
duntaxat est hic conceptus: Nam virium causas & sedes physicas
jam non expendo.

Est igitur vis acceleratrix ad vim motricem ut celeritas ad motum.
Oritur enim quantitas motus ex celeritate & ex quantitate materiz,
& vis motrix ex vi acceleratrice & ex quantitate ejusdem materize
conjunctim. Nam summa actionum vis acceleratricis in singulas
corporis particulas est vis motrix totius. Unde juxta superficiem
terre, ubi gravitas acceleratrix seu vis gravitans in corporibus
universis eadem est, gravitas motrix seu pondus est ut corpus : at si
in regiones ascendatur ubi gravitas acceleratrix fit minor, pondus
pariter minuetur, eritque semper ut corpus & gravitas acceleratrix
conjunctim. ~ Sic in regionibus ubi gravitas acceleratrix duplo
minor est, pondus corporis duplo vel triplo minoris erit quadruplo
vel sextuplo minus.
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Porro attractiones & impulsus eodem sensu acceleratrices &
motrices nomino. Voces autem attractionis, impulsus, vel propen-
sionis cujuscunque in centrum, indifferenter & pro se mutuo promiscue
usurpo; has vires non physice sed mathematice tantum considerando.
Unde caveat lector, ne per hujusmodi voces cogitet me speciem vel
modum actionis causamve aut rationem physicam alicubi definire, vel
centris (quea sunt puncta mathematica) vires vere & physice tribuere;
si forte aut centra trahere, aut vires centrorum esse dixero.

Stholiim.

Hactenus voces minus notas, quo sensu in sequentibus accipiendae
sint, explicare visum est. Tempus, spatium, locus & motus, sunt
omnibus notissima.  Notandum tamen, quod vulgus quantitates
hasce non aliter quam ex relatione ad sensibilia concipiat. Et
inde oriuntur prejudicia quaedam, quibus tollendis convenit easdem
in absolutas & relativas, veras & apparentes, mathematicas & vulgares
distingui.

I. Tempus absolutum, verum, & mathematicum, in se & natura
sua sine relatione ad externum quodvis, zquabiliter fluit, alioque
nomine dicitur duratio : Relativum, apparens, & vulgare est sensibilis
& externa quaevis durationis per motum mensura (seu accurata
seu inequabilis) qua vulgus vice veri temporis utitur; ut hora, dies,
mensis, annus.

I1. Spatium absolutum, natura sua sine relatione ad externum
quodvis, semper manet similare & immobile : Relativum est spatii
hujus mensura seu dimensio qualibet mobilis, quee a sensibus nostris
per situm suum ad corpora definitur, & a vulgo pro spatio immobili
usurpatur : uti dimensio spatii subterranei, aérii vel ccelestis definita
per situm suum ad terram. Idem sunt spatium absolutum &
relativum, specie & magnitudine; sed non permanent idem semper
numero. Nam si terra, verbi gratia, moveatur, spatium aéris nostri,
quod relative & respectu terre semper manet idem, nunc erit una
pars spatii absoluti in quam aér transit, nunc alia pars ejus; & sic
absolute mutabitur perpetuo.
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ITT. Locus est pars spatii quam corpus occupat, estque pro ratione
spatii vel absolutus vel relativus. Pars, inquam, spatii ; non situs cor-
poris, vel superficies ambiens. Nam solidorum aqualium zquales
semper sunt loci; Superficies autem ob dissimilitudinem figurarum ut
plurimum inzquales sunt; Situs vero proprie loquendo quantitatem
non habent, neque tam sunt loca quam affectiones locorum. Motus
totius idem est cum summa motuum partium ; hoc est, translatio totius
de suo loco eadem est cum summa translationum partium de locis
suis; ideoque locus totius idem est cum summa locorum partium, &
propterea internus & in corpore toto.

IV. Motus absolutus est translatio corporis de loco absoluto in
locum absolutum, relativus de relativo in relativum. Sic in navi que
velis passis fertur, relativus corporis locus est navigii regio illa in qua
corpus versatur, seu cavitatis totius pars illa quam corpus implet,
quaque adeo movetur una cum navi : & quies relativa est permansio
.corporis in eadem illa navis regione vel parte cavitatis. At quies
vera est permansio corporis in eadem parte spatii illius immoti, in
qua navis ipsa una cum cavitate sua & contentis universis movetur.
Unde si terra vere quiescat, corpus, quod relative quiescit in navi,
movebitur vere & absolute ea cum velocitate, qua navis movetur in
terra.  Sin terra etiam moveatur; orietur verus & absolutus corporis
motus, partim ex terre motu vero 1n spatio immoto, partim ex navis
motu relativo in terra. Et si corpus etiam moveatur relative in
navi; orietur verus ejus motus, partim ex vero motu terrz in
spatio immoto, partim ex relativis motibus tum navis in terra tum
corporis in navi: & ex his motibus relativis orietur corporis
motus relativus in terra. Ut si terre pars illa, ubi navis versatur,
moveatur vere in orientem cum velocitate partium 10010; & velis
ventoque feratur navis in occidentem cum velocitate partium decem :
nauta autem ambulet in navi orientem versus cum velocitatis parte
una : movebitur nauta vere & absolute in spatio immoto cum velo-
citatis partibus 10001 in orientem, & relative in terra occidentem
versus cum velocitatis partibus novem.

Tempus absolutum a relativo distinguitur in Astronomia per
zquationem temporis vulgi. Inzquales enim sunt dies naturales,
qui vulgo tanquam zquales pro mensura temporis habentur. Hanc
inequalitatem corrigunt Astronomi, ut ex veriore tempore mensurent
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motus ccelestes.  Possibile est, ut nullus sit motus quabilis, quo
tempus accurate mensuretur.  Accelerari & retardari possunt motus
omnes, sed fluxus temporis absoluti mutari nequit. FEadem est
duratio seu perseverantia existentie rerum, sive motus sint celeres,
sive tardi, sive nulli : proinde hac a mensuris suis sensibilibus merito
distinguitur, & ex iisdem colligitur per zquationem astronomicam.
Hujus autem equationis in determinandis phanomenis necessitas,
tum per experimentum horologii oscillatorii, tum etiam per eclipses
satellitum Jovis evincitur.

Ut ordo partium temporis est immutabilis, sic etiam ordo partium
spatii.  Moveantur ha de locis suis, & movebuntur (ut ita dicam) de
seipsis.  Nam tempora & spatia sunt sui ipsorum & rerum omnium
quasi loca. In tempore quoad ordinem successionis, in spatio quoad
ordinem situs, locantur universa. De illorum essentia est ut sint
loca: & loca primaria moveri absurdum est. Hac sunt igitur
absoluta loca; & sole translationes de his locis sunt absoluti
motus.

Verum quoniam he spatii partes videri nequeunt, & ab invicem
per sensus nostros distingui; earum vice adhibemus mensuras
sensibiles. Ex positionibus enim &, distantiis rerum a corpore ali-
quo, quod spectamus ut immobile, definimus loca universa: deinde
etiam & omnes motus @stimamus cum respectu ad predicta loca,
quatenus corpora ab iisdem transferri concipimus.  Sic vice locorum
& motuum absolutorum relativis utimur; nec incommode in rebus
humanis : in philosophicis autem abstrahendum est a sensibus.  Fieri
etenim potest, ut nullum revera quiescat corpus, ad quod loca
motusque referantur.

Distinguuntur autem quies & motus absoluti & relativi ab invicem
per proprietates suas & causas & effectus. Quietis proprietas est,
quod corpora vere quiescentia quiescunt inter se. Ideoque cum
possibile sit, ut corpus aliquod in regionibus fixarum, aut longe ultra,
quiescat absolute; sciri autem non possit ex situ corporum ad
invicem in regionibus nostris, horumne aliquod ad longinquum illud
datam positionem servet necne; quies vera ex horum situ inter se
definiri nequit.

Motus proprietas est, quod partes, qua datas servant positiones
ad tota, participant motus eorundem totorum. Nam gyrantium
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partes omnes conantur recedere ab axe motus, & progredientium
impetus oritur ex conjuncto impetu partium singularum. Motis
igitur corporibus ambientibus, moventur quze in ambientibus rela-
tive quiescunt. Et propterea motus verus & absolutus definiri
nequit per translationem e vicinia corporum, qua tanquam quies-
centia spectantur. Debent enim corpora externa non solum tanquam
quiescentia spectari, sed etiam vere quiescere. Alioquin inclusa
omnia, preter translationem e vicinia ambientium, participabunt
etiam ambientium motus veros; & sublata illa translatione non
vere quiescent, sed tanquam quiescentia solummodo spectabuntur.
Sunt enim ambientia ad inclusa, ut totius pars exterior ad partem
interiorem, vel ut cortex ad nucleum. Moto autem cortice, nu-
cleus etiam, sine translatione de vicinia corticis, ceu pars totius,
movetur.

Precedenti proprietati affinis est, quod moto loco movetur una
locatum : ideoque corpus, quod de loco moto movetur, participat
etiam loci sui motum. Motus igitur omnes, qui de locis motis
fiunt, sunt partes solummodo motuum integrorum & absolutorum :
& motus omnis integer componitur ex motu corporis de loco suo
primo, & motu loci hujus de loco suo, & sic deinceps; usque dum
perveniatur ad locum immotum, ut in exemplo naute supra me-
morato. Unde motus integri & absoluti non nisi per loca immota
definiri possunt: & propterea hos ad loca immota, relativos ad
mobilia supra retuli. Loca autem immota non sunt, nisi que
omnia ab infinito in infinitum datas servant positiones ad invicem
atque adeo semper manent immota, spatiumque constituunt quod
immobile appello.

Causz, quibus motus veri & relativi distinguuntur ab invicem,
sunt vires in corpora impresse ad motum generandum. Motus verus
nec generatur nec mutatur, nisi per vires in ipsum corpus motum
impressas : at motus relativus generari & mutari potest sine viribus
impressis in hoc corpus. Sufficit enim ut imprimantur in alia solum
corpora ad qua fit relatio, ut iis cedentibus mutetur relatio illa, in
qua hujus quies vel motus relativus consistit. Rursum motus verus
a viribus in corpus motum impressis semper mutatur; at motus
relativus ab his viribus non” mutatur necessario. Nam si exdem
vires in alia etiam corpora, ad qua fit relatio, sic imprimantur, ut
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situs relativus conservetur, conservabitur relatio in qua motus rela-
tivus consistit. Mutari igitur potest motus omnis relativus, ubi
verus conservatur, & conservari ubi verus mutatur; & propterea
motus verus in ejusmodi relationibus minime consistit.

Effectus, quibus motus absoluti & relativi distinguuntur ab
invicem, sunt vires recedendi ab axe motus circularis. Nam in
motu circulari nude relativo ha vires nulle sunt, in vero autem
& absoluto majores vel minores pro quantitate motus. Si pendeat
situla a filo prelongo, agaturque perpetuo in orbem, donec filum
a contorsione admodum rigescat, dein impleatur aqua, & una cum
aqua quiescat; tum vi aliqua subitanea agatur motu contrario in
orbem, & filo se relaxante, diutius perseveret in hoc motu; super-
ficies aquae sub initio plana erit, quemadmodum ante motum vasis :
At postquam vas, vi in aquam paulatim impressa, effecit ut haec
quoque sensibiliter revolvi incipiat; recedet ipsa paulatim a medio,
ascendetque ad latera vasis, figuram concavam induens (ut ipse
expertus sum), & incitatiore semper motu ascendet magis & magis,
donec revolutiones in @qualibus cum vase temporibus peragendo,
quiescat in eodem relative. Indicat hic ascensus conatum rece-
dendi ab axe motus, & per talem conatum innotescit & mensura-
tur motus aqua circularis verus & absolutus, motuique relativo
hic omnino contrarius. Initio, ubi maximus erat aque motus
relativus in vase, motus ille nullum excitabat conatum recedendi
ab axe: aqua non petebat circumferentiam ascendendo ad latera
vasis, sed plana manebat, & propterea illius verus motus circularis
nondum inceperat. Postea vero, ubi aquae motus relativus decrevit,
ascensus ejus ad latera vasis indicabat conatum recedendi ab axe;
atque hic conatus monstrabat motum illius circularem verum per-
petuo crescentem, ac tandem maximum factum ubi aqua quiescebat
in vase relative. Quare conatus iste non pendet a translatione
aque respectu corporum ambientium, & propterea motus circularis
verus per tales translationes definiri nequit. Unicus est corporis
cujusque revolventis motus vere circularis, conatui unico tanquam
proprio & adeaquato effectui respondens: motus autem relativi
pro variis relationibus ad externa innumeri sunt; & relationum
instar, effectibus veris omnino destituuntur, nisi quatenus verum
illum & unicum motum participant. Unde & in systemate eorum,
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qui ceelos nostros infra ccelos fixarum in orbem revolvi volunt,
& planetas secum deferre; singule ccelorum partes, & planete
qui relative quidem in ccelis suis proximis quiescunt, mov&ntur
vere. Mutant enim positiones suas ad invicem (secus quam fit in
vere quiescentibus) unaque cum ccelis delati participant eorum
motus, & ut partes revolventium totorum, ab eorum axibus recedere
conantur.

Quantitates relativee non sunt igitur ez ipsa@ quantitates, quarum
nomina pre se ferunt, sed sunt earum mensurae ille sensibiles (vera
an errantes) quibus vulgus loco quantitatum mensuratarum utitur.
At si ex usu definiende sunt verborum significationes; per nomina
illa temporis, spatii, loci & motus proprie intelligendee erunt ha
mensure sensibiles; & sermo erit insolens & pure mathematicus, si
quantitates mensuratz hic intelligantur.  Proinde vim inferunt sacris
literis, qui voces hasce de quantitatibus mensuratis ibi interpre-
tantur. Neque minus contaminant mathesin & philosophiam, qui
quantitates veras cum ipsarum relationibus & vulgaribus mensuris
confundunt.

Motus quidem veros corporum singulorum cognoscere, & ab
apparentibus actu discriminare, difficillimum est; propterea quod
partes spatii illius immobilis, in quo corpora vere moventur, non
incurrunt in sensus. Causa tamen non est prorsus desperata. Nam
argumenta desumi possunt, partim ex motibus apparentibus qui sunt
motuum verorum differentize, partim ex viribus qua sunt motuum
verorum cause & effectus. Ut si globi duo, ad datam ab invicem
distantiam filo intercedente connexi, revolverentur circa commune
gravitatis centrum; innotesceret ex tensione fili conatus globorum
recedendi ab axe motus, & inde quantitas motus circularis computari
posset. Deinde si vires qualibet zquales in alternas globorum
facies ad motum circularem augendum vel minuendum simul im-
primerentur, innotesceret ex aucta vel diminuta fili tensione
augmentum vel decrementum motus; & inde tandem inveniri
possent facies globorum in quas vires imprimi deberent, ut motus
maxime augeretur; id est, facies postice, sive qua in motu circulari
sequuntur.  Cognitis autem faciebus quee sequuntur, & faciebus
oppositis quee pracedunt, cognosceretur determinatio motus. In
hunc modum inveniri posset & quantitas & determinatio motus
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hujus circularis in vacuo quovis immenso, ubi nihil extaret externum
& sensibile quocum globi conferri possent. Si jam constituerentur
in spatio illo corpora aliqua longinqua datam inter se positionem
servantia, qualia sunt stellee fixae in regionibus ccelorum: sciri quidem
non posset ex relativa globorum translatione inter corpora, utrum
his an illis tribuendus esset motus. At si attenderetur ad filum,
& deprehenderetur tensionem ejus illam ipsam esse quam motus
globorum requireret; concludere liceret motum esse globorum,
& corpora quiescere; & tum demum ex translatione globorum
inter corpora, determinationem hujus motus colligere. Motus autem
veros ex eorum causis, effectibus, & apparentibus differentiis colligere,
& contra ex motibus seu veris seu apparentibus eorum causas
& effectus, docebitur fusius in sequentibus. Hunc enim in finem
tractatum sequentem composui.
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SIVE

LEGES MOTUS.

LEX 1.

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movend:i uni-
Jormiter in divectum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur
statum suum mutare.

ROJECTILIA perseverant in motibus suis, nisi quatenus a

resistentia aéris retardantur, & vi gravitatis impelluntur deor-

sum. Trochus, cujus partes cohaxrendo perpetuo retrahunt sese a

motibus rectilineis, non cessat rotari, nisi quatenus ab aére retardatur.

Majora autem planetarum & cometarum corpora motus suos &

progressivos & circulares in spatiis minus resistentibus factos con-
servant diutius.

LEX II.

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impresse, & fieri
secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Si vis aliqua motum quemvis generet; dupla duplum, tripla
triplum generabit, sive simul & semel, sive gradatim & successive
impressa fuerit.  Et hic motus (quoniam in eandem semper plagam
cum vi generatrice determinatur) si corpus antea movebatur, motui
ejus vel conspiranti additur, vel contrario subducitur, vel obliquo
oblique adjicitur, & cum eo secundum utriusque determinationem
componitur.
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LEX TIII.

Actioni contrariam semper & wqualem esse veactionem : sive corporune
duorum actiones in se mutuo semper csse equales & in partes
contrarvias dirigi.

Quicquid premit vel trahit alterum, tantundem ab eo premitur
vel trahitur.  Si quis lapidem digito premit, premitur & hujus
digitus a lapide. Si equus lapidem funi alligatum trahit, retrahe-
tur etiam & equus (ut ita dicam) equaliter in lapidem : nam funis
utrinque distentus eodem relaxandi se conatu urgebit equum versus
lapidem, ac lapidem versus equum ; tantumque impediet progressum
unius quantum promovet progressum alterius. Si corpus aliquod
in corpus aliud impingens, motum ejus vi sua quomodocunque
mutaverit, idem quoque vicissim in motu proprio eandem mutationem
in partem contrariam vi alterius (ob eequalitatem pressionis mutuz)
subibit.  His actionibus @quales fiunt mutationes, non veloci-
tatum, sed motuum; scilicet in corporibus non aliunde impeditis.
Mutationes enim velocitatum, in contrarias itidem partes facte,
quia motus equaliter mutantur, sunt corporibus reciproce propor-
tionales. Obtinet etiam hac lex in attractionibus, ut in scholio
proximo probabitur.

COROLLARIUM I

Corpus viribus conjunctis diagonalem parallelogrammi eodem tempore
describere, quo latera separvatss.

Si corpus dato tempore, vi sola M

in loco 4 impressa, ferretur uniformi - ¥
cum motu ab 4 ad B; & visola &V in L
eodem loco impressa, ferretur ab 4 ad C: \\
compleatur parallelogrammum A4 BDC, o

C D

& vi utraque feretur corpus illud eodem
tempore in diagonali ab 4 ad . Nam quoniam vis V agit secun-
dum lineam A4 C ipsi BD parallelam, hec vis per legem 11 nihil
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mutabit velocitatem accedendi ad lineam illam BD a vi altera
genitam.  Accedet igitur corpus eodem tempore ad lineam BD,
sive vis NV imprimatur, sive non; atque ideo in fine illius temporis
reperietur alicubi in linea illa BD. [Eodem argumento in fine
temporis ejusdem reperietur alicubi in linea €D, & idcirco in utri-
usque linee concursu D reperiri necesse est. Perget autem motu
rectilineo ab A4 ad D per legem 1.

COROLLARIUM II.
Et Jinc patet compositio vis divecte AD 4

ex viribus quibusvis obliguis AB & \ T\B
BD, & wvicissim wesolutio vis cujusvis _

divecte AD n obliguas quascungue AB . \
& BD.  Que gquidem compositio & c ND

resolutio abunde confirmatur ex mechanica.

Ut si de rote alicujus centro O exeuntes radii inequales O M,
O N filis M A, N P sustineant pondera 4 & P, & quearantur vires
ponderum ad movendam rotam : Per centrum O agatur recta £ O L
filis perpendiculariter occurrens in A and L, centroque O & inter-
vallorum O K, OL majore OL i
describatur circulus occurrens filo !\
MA in D: & acte recte 0D e !)N
parallela sit 4C, & perpendicu- \(2/ / L
laris DC. - Quoniam nihil refert,
utrum filorum puncta X, L, D

D //
affixa sint an non affixa ad planum
rote ; pondera idem valebunt, ac G
si suspenderentur a punctis X & e
L vel D & L. Ponderis autem
A exponatur vis tota per lineam .
A

|
|
P

A D, & hac resolvetur in vires /
A C CD, quarum A C trahendo ’
radium OJD directe a centro nihil valet ad movendam rotam; vis
autem altera D C, trahendo radium 0D O perpendiculariter, idem

T
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valet, ac si perpendiculariter traheret radium O Z ipsi O D ®qualem;
hoc est, idem atque pondus 2, si modo pondus illud sit ad pondus
A ut vis DC ad vim DA, id est (ob similia triangula 4 D C,
DOK,) ut OK ad OD sea OL. Pondera igitur 4 & P, qua
sunt reciproce ut radii in directum positi O K & O L, idem pollebunt,
& sic consistent in zquilibrio : qua est proprietas notissima libre,
vectis, & axis in peritrochio. Sin pondus alterutrum sit majus
quam in hac ratione, erit vis ejus ad movendam rotam tanto
major.

Quod si pondus p ponderi P aquale partim suspendatur filo V g,
partim incumbat plano obliquo p G: agantur p A, N H, prior
horizonti, posterior plano p G perpendicularis; & si vis ponderis p
deorsum tendens, exponatur per lineam p /, resolvi potest heec in
vires p N, N. Sifilop NV per-

pendiculare esset planum aliquod M.
2 O, secans planum alterum p G
in linea ad horizontem parallela; \\0 | L

& pondus p his planis p 0, p G | /
. |
L

solummodo incumberet; urgeret /

/
illud heec plana viribus p V, AN, /,/
perpendiculariter nimirum planum

P Qvip N, & planum p G vi \

A N. Ideoque si tollatur planum

p O, ut pondus tendat filum; / 9
quoniam filum sustinendo pondus =~ @ P

jam vicem prestat plani sublati,

tendetur illud eadem vi p A, qua planum antea urgebatur. Unde
tensio fili hujus obliqui erit ad tensionem fili alterius perpendicularis
PN, ut p N ad p H. Ideoque si pondus p sit ad pondus A4
in ratione, qua componitur ex ratione reciproca minimarum
distantiarum filorum suorum p AV, 4 M a centro rotz, & ratione
directa p // ad p N, pondera idem valebunt ad rotam movendam,
atque ideo se mutuo sustinebunt, ut quilibet experiri potest.

Pondus autem p, planis illis duobus obliquis incumbens, rationem
habet cunei inter corporis fissi facies internas: & inde vires cunei
& mallei innotescunt : utpote cum vis qua pondus g urget planum
2 @ sit ad vim, qua idem vel gravitate sua vel ictu mallei impellitur
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secundum lineam p /7 in plana, ut p NV ad p A ; atque ad vim, qua
urget planum alterum p G,ut p N ad N AH. Sed & vis cochlex
per similem virium divisionem colligitur ; quippe quea cuneus est a
vecte impulsus.  Usus igitur corollarii hujus latissime patet, & late
patendo veritatem ejus evincit; cum pendeat ex jam dictis me-
chanica tota ab auctoribus diversimode demonstrata. Ex hisce
enim facile derivantur vires machinarum, quae ex rotis, tympanis,
trochleis, vectibus, nervis tensis & ponderibus directe vel oblique
ascendentibus, caterisque potentiis mechanicis componi solent, ut
& vires tendinum ad animalium ossa movenda.

COROLLARIUM III.

Quantitas notus que colligitur capiendo summam motuum jfac-
torum ad eandem parvtem, & differentiam factorum ad contrarias,
non mutatur ab actione corporum inter se.

Etenim actio eique contraria reactio aquales sunt per legem 111,
ideoque per legem 11 @quales in motibus efficiunt mutationes
versus contrarias partes. Ergo si motus fiunt ad eandem partem ;
quicquid additur motui corporis fugientis, subducetur motui corporis
insequentis sic, ut summa maneat eadem quz prius. Sin corpora
obviam eant; zqualis erit subductio de motu utriusque, ideoque
differentia motuum factorum in contrarias partes manebit eadem.

Ut si corpus sphericum A sit triplo majus corpore spherico 5,
habeatque duas velocitatis partes ; & B sequatur in eadem recta cum
velocitatis partibus decem, ideoque motus ipsius A4 sit ad motum
ipsius B, ut sex ad decem : ponantur motus illis esse partium sex
& partium decem, & summa erit partium sexdecim. In corporum
igitur concursu, si corpus A lucretur motus partes tres vel quatuor
vel quinque, corpus B amittet partes totidem, ideoque perget corpus
A post reflexionem cum partibus novem vel decem vel undecim,
& B cum partibus septem vel sex vel quinque, existente semper
summa partium sexdecim ut prius. Si corpus 4 lucretur partes novem
vel decem vel undecim vel duodecim, ideoque progrediatur post
concursum cum partibus quindecim vel sexdecim vel septendecim

vel octodecim; corpus B, amittendo tot partes quot A4 lucratur,
B
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vel cum una parte progredietur amissis partibus novem, vel quiescet
amisso motu suo progressivo partium decem, vel cum una parte
regredietur amisso motu suo & (ut ita dicam) una parte amplius,
vel regredietur cum partibus duabus ob detractum motum progres-
sivum partium duodecim.  Atque ita summa motuum conspirantium
15+ 1 vel 16+ 0, & differentize contrariorum 17—1 & 18—2 semper
erunt partium sexdecim, ut ante concursum & reflexionem. Cog-
nitis autem motibus quibuscum corpora post reflexionem pergent,
invenietur cujusque velocitas, ponendo eam esse ad velocitatem
ante reflexionem, ut motus post est ad motum ante. Ut in casu ultimo,
ubi corporis 4 motus erat partium sex ante reflexionem & partium
octodecim postea, & velocitas partium duarum’ ante reflexionem ;
invenietur ejus velocitas partium sex post reflexionem, dicendo,
ut motus partes sex ante reflexionem ad motus partes octodecim
postea, ita velocitatis partes duz ante reflexionem ad velocitatis
partes sex postea.

Quod si corpora vel non spharica vel diversis in rectis moventia
incidant in se mutuo oblique, & requirantur eorum motus post
reflexionem ; cognoscendus est situs plani a quo corpora concur-
rentia tanguntur in puncto concursus : dein corporis utriusque motus
(per Corol. 11.) distinguendus est in duos, unum huic plano per-
pendicularem, alterum eidem parallelum : motus autem paralleli,
propterea quod corpora agant in se invicem secundum lineam huic
plano perpendicularem, retinendi sunt iidem post reflexionem atque
antea; & motibus perpendicularibus mutationes wquales in partes
contrarias tribuendz sunt sic, ut summa conspirantium & differentia
contrariorum maneat eadem que prius.  Ex hujusmodi reflexionibus
oriri etiam solent motus circulares corporum circa centra propria.
Sed hos casus in sequentibus non considero, & nimis longum esset
omnia huc spectantia demonstrare.
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COROLLARIUM 1V.

Commune gravitatis centrum corporum duovum vel plurium, ab ac-
tionibus covporum inter se, mon mutal statwn suum vel motus
vel quietis; & proplerex covporum omnium in se mutuo agentium
(exclusis actionibus & impedimentis externis) commune centrum
gravitatis vel quiescit vel movetur uniformiter in divectum.

Nam si puncta duo progrediantur uniformi cum motu in lineis
rectis, & distantia eorum dividatur in ratione data, punctum dividens
vel quiescit vel progreditur uniformiter in linea recta. Hoc postea
in lemmate xxm1 ejusque corollario demonstratur, si punctorum
motus fiant in eodem plano; & eadem ratione demonstrari potest,
si motus illi non fiant in eodem plano. Ergo si corpora quotcunque
moventur uniformiter in lineis rectis, commune centrum gravitatis
duorum quorumvis vel quiescit vel progreditur uniformiter in linea
recta; propterea quod linea, horum corporum centra in rectis uni-
formiter progredientia jungens, dividitur ab hoc centro communi in
ratione data. Similiter & commune centrum horum duorum &
tertii cujusvis vel quiescit vel progreditur uniformiter in linea recta;
propterea quod ab eo dividitur distantia centri communis corporum
duorum & centri corporis tertii in data ratione. Eodem modo &
commune centrum horum trium & quarti cujusvis vel quiescit vel
progreditur uniformiter in linea recta; propterea quod ab eo divi-
ditur distantia inter centrum commune trium & centrum quarti
in data ratione, & sic in infinitum. Igitur in systemate corporum,
quae actionibus in se invicem aliisque omnibus in se extrinsecus
impressis omnino vacant, ideoque moventur singula uniformiter in
rectis singulis, commune omnium centrum gravitatis vel quiescit vel
movetur uniformiter in directum.

Porro in systemate duorum corporum in se invicem agentium,
cum distantiz centrorum utriusque a communi gravitatis centro sint
reciproce ut corpora; erunt motus relativi corporum eorundem, vel
accedendi ad centrum illud vel ab eodem recedendi, zquales inter
se. Proinde centrum illud a motuum zqualibus mutationibus in
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partes contrarias factis, atque ideo ab actionibus horum corporum
inter se, nec promovetur nec retardatur nec mutationem patitur
in statu suo quoad motum vel quietem. In systemate autem cor-
porum plurium, quoniam duorum quorumvis in se mutuo agentium
commune gravitatis centrum ob actionem illam nullatenus mutat
statum suum; & reliquorum, quibuscum actio illa non intercedit,
commune gravitatis centrum nihil inde patitur; distantia autem
horum duorum centrorum dividitur a communi corporum omnium
centro in partes summis totalibus corporum quorum sunt centra
reciproce proportionales; ideoque centris illis duobus statum suum
movendi vel quiescendi servantibus, commune omnium centrum
servat etiam statum suum : manifestum est quod commune illud
omnium centrum ob actiones binorum corporum inter se nunquam
mutat statum suum quoad motum & quietem. In tali autem syste-
mate actiones omnes corporum inter se, vel inter bina sunt corpora,
vel ab actionibus inter bina composite; & propterea communi om-
nium centro mutationem in statu motus ejus vel quietis nunquam
inducunt. Quare cum centrum illud ubi corpora non agunt in se
invicem, vel quiescit, vel in recta aliqua progreditur uniformiter ;
perget idem, non obstantibus corporum actionibus inter se, vel
semper quiescere, vel semper progredi uniformiter in directum;
nisi a viribus in systema extrinsecus impressis deturbetur de hoc
statu.  Est igitur systematis corporum plurium lex eadem, que
corporis solitarii, quoad perseverantiam in statu motus vel quietis.
Motus enim progressivus seu corporis solitarii seu systematis corporum
ex motu centri gravitatis eestimari semper debet.

COROLLARIUM V.

Corporum dato spatio inclusorum diidem sunt motus inter se, sive
spatium tllud quiescat, sive moveatur idem uniformiter in divectum
sine motwn circulari.

Nam differentiz motuum tendentium ad eandem partem, &
summe tendentium ad contrarias, ezedem sunt sub initio in utroque
casu (ex hypothesi) & ex his summis vel differentiis oriuntur con-
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gressus & impetus quibus corpora se mutuo feriunt. Ergo per legem
11 zquales erunt congressuum effectus in utroque casu; & propterea
manebunt motus inter se in uno casu aquales motibus inter se
in altero. Idem comprobatur experimento luculento. Motus omnes
eodem modo se habent in navi, sive ea quiescat, sive moveatur
uniformiter in directum.

COROLLARIUM VI

St corpora moveantur quomodocungue inter se, & a viribus accelera-
tricibus @qualibus secundum lineas parallelas urgeantur; pergen.
omnia eodem modo mover: inler se, ac st viribus illis non essent

ncitata.

Nam vires ille equaliter (pro quantitatibus movendorum cor-
porum) & secundum lineas parallelas agendo, corpora omnia @qualiter
(quoad velocitatem) movebunt per legem 11. ideoque nunquam
mutabunt positiones & motus eorum inter se.

Scholiwns.

Hactenus principia tradidi a mathematicis recepta & experientia
multiplici confirmata. Per leges duas primas & corollaria duo prima
Galileus invenit descensum gravium esse in duplicata ratione tem-
poris, & motum projectilium fieri in parabola; conspirante ex-
perientia, nisi quatenus motus illi per aéris resistentiam aliquantulum
retardantur.  Corpore cadente gravitas uniformis, singulis temporis
particulis @qualibus @qualiter agendo imprimit vires @quales in
corpus illud, & velocitates zquales generat: & tempore toto vim
totam imprimit & velocitatem totam generat tempori proportionalem.
Et spatia temporibus proportionalibus descripta, sunt ut velocitates
& tempora conjunctim; id est in duplicata ratione temporum. Et
corpore sursum projecto gravitas uniformis vires imprimit & velo-
citates aufert temporibus proportionales ; ac tempora ascendendi ad
altitudines summas sunt ut velocitates auferende, & altitudines ille
sunt ut velocitates ac tempora conjunctim, seu in duplicata ratione
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velocitatum. Et corporis secundum rectam quamvis projecti motus
a projectione oriundus cum motu a gravitate oriundo componi-
tur. Ut si corpus 4 motu solo projectionis dato
tempore describere posset rectam 4 B & motu -
solo cadendi eodem tempore describere posset A/
altitudinem A4 C: compleatur parallelogrammum TE
ABDC, & corpus illud motu composito repe-
rietur in fine temporis in loco D, & curva linea
AED, quam corpus illud describet, erit parabola |
quam recta 4 5 tangit in 4, & cujus ordinata P
BD estut ABg. Ab iisdem legibus & corollariis

pendent demonstrata de temporibus oscillantium

pendulorum, suffragante horologiorum experientia quotidiana. Ex his
iisdem & lege tertia Christophorus Wrennus eques auratus, Fokannes
Wallisius S.T.D. & Christianus Hugenius, atatis superioris geome-
trarum facile principes, regulas congressuum .& reflexionum durorum
corporum seorsim invenerunt, & eodem fere tempore cum Sociefate
Regia communicarunt, inter se (quoad has leges) omnino conspirantes :
& primus quidem Wallisius, deinde Wrennus & Hugenius inventum
prodiderunt.  Sed & veritas comprobata est a Wrenno coram Regia
Soczetate per experimentum pendulorum : quod etiam Clarissimus
Mariottus libro integro exponere mox dignatus est. Verum, ut
hoc experimentum cum theoriis ad amussim congruat, habenda est
ratio, cum resistentizz aéris, tum etiam vis elasticee concurrentium
corporum.  Pendeant corpora spherica 4, B filis parallelis &
equalibus 4 C, B D, a centris C, D). His centris & intervallis de-
scribantur semicirculi £ A4 7, o
G B H radiis CA, DB bisecti.
Trahatur corpus A ad arcus \
£ AF punctum quodvis &, &
(subducto corpore B) demitta- > .
tur inde, redeatque post unam \
oscillationem ad punctum V.
Est RV retardatio ex resisten-
tia aéris. Hujus R V7 fiat $' 7" pars quarta sita in medio, ita scilicet
ut .5 & 7"V =quentur, sitque £.S ad S 7 ut 3ad2. EtistaS7T
exhibebit retardationem in descensu ab .S ad 4 quam proxime.

B

¢ D

d (j\l/"\:f]
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Restituatur corpus B in locum suum. Cadat corpus 4 de puncto
S, & velocitas ejus in loco reflexionis 4 sine errore sensibili tanta
erit, ac si in vacuo cecidisset de loco 7. Exponatur igitur haec
velocitas per chordam arcus 7°4. Nam velocitatem penduli in
puncto infimo esse ut chordam arcus, quem cadendo descripsit,
propositio est geometris notissima. Post reflexionem perveniat
corpus A ad locum s, & corpus B ad locum £  Tollatur corpus B
& inveniatur locus v, a quo si corpus A demittatur & post unam
oscillationem redeat ad locum 7, sit s # pars quarta ipsius 7 v sita in
medio, ita videlicet ut » s & # v ®quentur; & per chordam arcus # .4
exponatur velocitas, quam corpus 4 proxime post reflexionem habuit
in loco A. Nam ¢ erit locus ille verus & correctus, ad quem corpus
A, sublata aéris resistentia, ascendere debuisset. Simili methodo
corrigendus erit locus £ ad quem corpus £ ascendit, & inveniendus
locus /, ad quem corpus illud ascendere debuisset in vacuo. Hoc
pacto experiri licet omnia, perinde ac si in vacuo constituti essemus.
Tandem ducendum erit corpus A (ut ita dicam) in chordam arcus
7T A, quz velocitatem ejus exhibet, ut habeatur motus ejus in loco A4
proxime ante reflexionem ; deinde in chordam arcus # A, ut habeatur
motus ejus in loco 4 proxime post reflexionem. Et sic corpus 5
ducendum erit in chordam arcus /5 /, ut habeatur motus ejus proxime
post reflexionem. Et simili methodo, ubi corpora duo simul
demittuntur de locis diversis, inveniendi sunt motus utriusque tam ante,
quam post reflexionem ; & tum demum conferendi sunt motus inter se
& colligendi effectus reflexionis. Hoc modo in pendulis pedum
decem rem tentando, idque in corporibus tam inaequalibus quam squali-
bus, & faciendo ut corpora de intervallis amplissimis, puta pedum octo
vel duodecim vel sexdecim, concurrerent; reperi semper sine errore
trium digitorum in mensuris, ubi corpora sibi mutuo directe occurre-
bant, zequales esse mutationes motuum corporibus in partes contrarias
illatee, atque ideo actionem & reactionem semper esse @quales. Ut
si corpus A incidebat in corpus B quiescens cum novem partibus
motus, & amissis septem partibus pergebat post reflexionem cum
duabus ; corpus B resiliebat cum partibus istis septem. Si corpora
obviam ibant, 4 cum duodecim partibus & B cum sex, & redibat A
cum duabus ; redibat 7 cum octo, facta detractione partium quatuorde-
cim utrinque. De motu ipsius A4 subducantur partes duodecim & resta-
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bit nihil : subducantur aliz partes duz, & fiet motus duarum par-
tium in plagam contrariam: & sic de motu corporis B partium’
sex subducendo partes quatuordecim, fient partes octo in plagam
contrariam. Quod si corpora ibant ad eandem plagam, 4 velocius
cum partibus quatuordecim, & B tardius cum partibus quinque, &
post reflexionem pergebat A

cum quinque partibus ; perge- E_@ c D K_H
bat /& cum quatuordecim, facta |
translatione partium novem de. g
A in B. Et sic in reliquis. 5
A congressu & collisione cor-  V
porum nunquam mutabatur
quantitas motus, qu® ex
summa motuum conspirantium

& differentia contrariorum colligebatur. Nam errorem digiti unius
& alterius in mensuris tribuerim difficultati peragendi singula satis
accurate.  Difficile erat, tum pendula simul demittere sic, ut corpora
in se mutuo impingerent in loco infimo I Z; tum loca s, £ notare, ad
quae corpora ascendebant post concursum. Sed & in ipsis corporibus
pendulis inzqualis partium densitas, & textura aliis de causis ir-
regularis, errores inducebant.

Porro nequis objiciat regulam, ad quam probandam inventum est
hoc experimentum, preesupponere corpora vel absolute dura esse,
vel saltem perfecte elastica, cujusmodi nulla reperiuntur in com-
positionibus naturalibus; addo quod experimenta jam descripta
succedunt in corporibus mollibus eque ac in duris, nimirum a con-
ditione duritiei neutiquam pendentia. Nam si regula illa in cor-
poribus non perfecte duris tentanda est, debebit solummodo reflexio
minui in certa proportione pro quantitate vis elasticee. In theoria
Wrenni & Hugenii corpora absolute dura redeunt ab invicem
cum velocitate congressus. Certius id affirmabitur de perfecte
elasticis. In imperfecte elasticis velocitas reditus minuenda est simul
cum vi elastica; propterea quod vis illa, (nisi ubi partes corporum
ex congressu leduntur, vel extensionem aliqualem quasi sub
malleo patiuntur,) certa ac determinata sit (quantum sentio) faciatque
ut corpora redeant ab invicem cum velocitate relativa, quee sit ad
relativam velocitatem concursus in data ratione. Id in pilis ex
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lana arcte conglomerata & fortiter constricta sic tentavi. Primum
demittendo pendula & mensurando reflexionem, inveni quantitatem
vis elasticee; deinde per hanc vim determinavi reflexiones in aliis
casibus concursuum, & respondebant experimenta. Redibant semper
pile ab invicem cum velocitate relativa, quee esset ad velocitatem
relativam concursus ut 5 ad 9 circiter. Eadem fere cum velocitate
redibant pilee ex chalybe: ali® ex subere cum paulo minore: in
vitreis autem proportio erat 15 ad 16 circiter. Atque hoc pacto
lex tertia quoad ictus & reflexiones per theoriam comprobata est, qua
cum experientia plane congruit.

In attractionibus rem sic breviter ostendo. Corporibus duobus
quibusvis 4, B se mutuo trahentibus, concipe obstaculum quodvis
interponi, quo congressus eorum impediatur. Si corpus alterutrum
A magis trahitur versus corpus alterum A, quam illud alterum A
in prius .4, obstaculum magis urgebitur pressione corporis 4 quam
pressione corporis B, proindeque non manebit in @quilibrio. Pre-
valebit pressio fortior,” facietque ut systema corporum duorum &
obstaculi moveatur in directum in partes versus /5, motuque in spatiis
liberis semper accelerato abeat in infinitum. Quod est absurdum &
legi primz contrarium. Nam per legem primam debebit systema
perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in
directum, proindeque corpora qualiter urgebunt obstaculum, &
idcirco qualiter trahentur in invicem. Tentavi hoc in magnete &
ferro. Si heec in vasculis propriis sese contingentibus seorsim posita,
in aqua stagnante juxta fluitent; neutrum propellet alterum, sed
@qualitate attractionis utrinque sustinebunt conatus in se mutuos,
ac tandem in zquilibrio constituta quiescent.

Sic etiam gravitas inter terram & ejus partes mutua est. Sece-
tur terra /7 plano quovis £ G in partes
duvas EGF & EGI/: & =qualia erunt E/\\H
harum pondera in se mutuo. Nam si plano
alio #K quod priori £G parallelum sit, pars
major £G/ secetur in partes duas £EGAH .
& HKI, quarum HK7 equalis sit parti
prius abscisse £FG : manifestum est quod /

pars media £ G K H pondere proprio in
neutram partium extremarum propendebit, G\_//ﬁ(
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sed inter utramque in aquilibrio, ut ita dicam, suspendetur, &
quiescet. Pars autem extrema /K7 toto suo pondere incumbet in
partem mediam, & urgebit illam in partem
alteram extremam £ G F'; ideoque vis qua E/’\H
partium A K7/ & EGK H summa EGJ /
tendit versus partem tertiam £ZGF, ®qualis
est ponderi partis A/ K7, id est ponderi ¥ 1
partis tertie £G/F. Et propterea pondera
partium duarum £G/, £GF in se mutuo
sunt zqualia, uti volui ostendere. Et nisi
pondera illa zqualia essent, terra tota in
libero there fluitans ponderi majori cederet, & ab eo fugiendo abiret
in infinitum. ‘
Ut corpora in concursu & reflexione idem pollent, quorum
velocitates sunt reciproce ut vires insite : sic in movendis instrumentis
mechanicis agentia idem pollent & conatibus contrariis se mutuo
sustinent, quorum velocitates secundum determinationem virium
@stimatae, sunt reciproce ut vires. Sic pondera aquipollent ad
movenda brachia libree, queae oscillante libra sunt reciproce ut
eorum velocitates sursum & deorsum : hoc est, pondera, si recta
ascendunt & descendunt, @quipollent, qua sunt reciproce ut punc-
torum a quibus suspenduntur distantize ab axe libree; sin planis
obliquis aliisve admotis obstaculis impedita ascendunt vel descendunt
oblique, zquipollent, quae sunt reciproce ut ascensus & descensus,
quatenus facti secundum perpendiculum : idque ob determinationem
gravitatis deorsum. Similiter in trochlea seu polyspasto vis manus
funem directe trahentis, qua sit ad pondus vel directe vel oblique
ascendens ut velocitas ascensus perpendicularis ad velocitatem
manus funem trahentis, sustinebit pondus. In horologiis &
similibus instrumentis, quz ex rotulis commissis constructa sunt,
vires contrariz ad motum rotularum promovendum & impe-
diendum, si sunt reciproce ut velocitates partium rotularum in quas
imprimuntur, sustinebunt se mutuo. Vis cochlez ad premendum
corpus est ad vim manus manubrium circumagentis, ut circularis
velocitas manubrii ea in parte ubi a manu urgetur, ad velocitatem
progressivam cochlez versus corpus pressum. Vires quibus Cu-
neus urget partes duas ligni fissi sunt ad vim mallei in cuneum, ut

/

G K
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progressus cunei secundum determinationem vis a malleo in ipsum
impresse, ad velocitatem qua partes ligni cedunt cuneo, secundum
lineas faciebus cunei perpendiculares. Et par est ratio machinarum
omnium.

Harum efficacia & usus in eo solo consistit, ut diminuendo velo-
citatem augeamus vim, & contra: Unde solvitur in omni aptorum
instrumentorum genere problema, Datum pondus data vi movends,
aliamve datam resistentiam vi data superandi. Nam si machinz
ita formentur, ut velocitates agentis & resistentis sint reciproce ut
vires ; agens resistentiam sustinebit : & majori cum velocitatum dis-
paritate eandem vincet. Certe si tanta sit velocitatum disparitas,
ut vincatur etiam resistentia omnis, qua tam ex contiguorum &
inter se labentium corporum attritione, quam ex continuorum & ab
invicem separandorum cohasione & elevandorum ponderibus oriri
solet; superata omni ea resistentia, vis redundans accelerationem
motus sibi proportionalem, partim in partibus machina, partim in
corpore resistente producet. Ceaterum mechanicam tractare non
est hujus instituti. Hisce volui tantum ostendere, quam late pateat
quamque certa sit lex tertia motus. Nam si @stimetur agentis actio
ex ejus vi & velocitate conjunctim; & similiter resistentis reactio
astimetur conjunctim ex ejus partium singularum velocitatibus &
viribus resistendi ab earum attritione, cohzsione, pondere, & accel-
eratione oriundis; erunt actio & reactio, in omni instrumentorum
usu, sibi invicem semper zquales. Et quatenus actio propagatur
per instrumentum & ultimo imprimitur in corpus omne resistens,
ejus ultima determinatio determinationi reactionis semper erit
contraria.
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LIBER PRIMUS.

SECTIO 1.

De methodo rationum primarum & ultimarum, cujus ope sequentia
demonstrantuy.

LEMMA 1.

Quantitales, ut & quantitatum rationes, que ad @qualitatem tempore
quovis finito constanter lendunt, & ante finem temporis tllius
propius ad invicem accedunt quam pro data quaves differentia,
Siunt wltimo equales.

I negas; fiant ultimo inzquales, & sit earum ultima differentia
D. Ergo nequeunt propius ad @qualitatem accedere quam
pro data differentia 2 : contra hypothesin.

LEMMA 1II.

St in figura quavis AackE, rvectis Aa, AE & curva ac E com-
prehensa, inscvibantur parvallelogramma

quotcungue A'b, Bc, Cd, &c. sub basi- ; ﬂf m

ébus AB, BC, CD, &c. wgualitus, & b

lateribus Bb, Cc, Dd, &c. figure laters e "

A a parallelis contenta; & compleantur E
parallelogramma aKbl, bLcm, cMdn, DM ¢

&e.  Dein horum parallelogrammorum,
latitudo minuatur, & numerus augeatur
wn infiritum : dico quod wltime rationes
quas habent ad se invicem figura mnscvipla. A R¥ Gy D B
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AKbLcMdAD, creumseripta AalbmendoE, & curvilinen
AabcdE, sunt rationes @qualitatss.

Nam figure inscriptee & circumscripte differentia est summa
parallelogrammorum K/, L m, M n, Do, hoc est (ob zquales omnium
bases) rectangulum sub unius basi A4 & altitudinum summa A e,
id est, rectangulum A B/a. Sed hoc rectangulum, eo quod latitudo
ejus AFB in infinitum minuitur, fit minus quovis dato. Ergo
(per lemma 1) figura inscripta & circumscripta & multo magis figura
curvilinea intermedia fiunt ultimo eequales. Q. £. D.

LEMMA III.

E@dem rationes wltime sunt etiam rvationes equalitatis, ubi parallelo-
grammorum latitudines A B, BC, CD, &c. sunt inequales, &
omnes nunuuntuy in infinitum.

Sit enim 4 F zqualis latitudini maxima, & compleatur parallelo-
grammum ~ A af. Hoc erit majus quam differentia figurae inscripte
& figure circumscripte ; at latitudine sua 4  in infinitum diminuta,
minus fiet dato quovis rectangulo. Q. £. D.

Corol. 1. Hinc summa ultima parallelogrammorum evanescentium
coincidit omni ex parte cum figura curvilinea.

Corol. 2. Et multo magis figura rectilinea, queae chordis evanes-
centium arcuum aé, b¢, c¢d, &c. comprehenditur, coincidit ultimo
cum figura curvilinea.

Corol. 3. Ut & figura rectilinea circumscripta quz tangentibus
eorundem arcuum comprehenditur. ’

Corol. 4. Et propterea he figuree ultimz (quoad perimetros a¢ £))
non sunt rectilinez, sed rectilinearum limites curvilinei.

LEMMA 1IV.

St in duabus figuris AacE, PprT, inscribantur (ut supra) due
pavallelogrammorum  series, sitque idem amborum numerus, &
ubi latitudines in infinitum diminuuntur, vationes ultime pavallelo-
grammorum in una figura ad parallelogramma in altera, singulovum
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ad singula, sint eedem; dico quod figure due AackE, Ppr T, sunt
ad nvicem 1n eadem illa ratione.

a
T~ 7
L~
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K \
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\ |
\
A K P T

Etenim ut sunt parallelogramma singula ad singula, ita (compo-
nendo) fit summa omnium ad summam omnium, & ita figura ad
figuram ; existente nimirum figura priore (per lemma r11) ad summam
priorem, & figura posteriore ad summam posteriorem in ratione
equalitatis. Q. £. D.

Corol. Hinc si duz cujuscunque generis quantitates in eundem
partium numerum utcunque dividantur; & partes illee, ubi numerus
earum augetur & magnitudo diminuitur in infinitum, datam obti-
neant rationem ad invicem, prima ad primam, secunda ad secundam,
cetereque suo ordine ad cateras: erunt tota ad invicem in eadem
illa data ratione. Nam si in lemmatis hujus figuris sumantur
parallelogramma inter se ut partes, summa partium semper erunt
ut summe parallelogrammorum ; atque ideo, ubi partium & parallelo-
grammorum numerus augetur & magnitudo diminuitur in infinitum,
in ultima ratione parallelogrammi ad parallelogrammum, id est (per
hypothesin) in ultima ratione partis ad partem.

LEMMA V.

Semilium figurarum latera omnia, gue sibi mutuo vespondent, sunt
proportionalia, tam curvilinea quam vectilinea; & arew sunt in

duplicata ratione laterum.
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LEMMA VI,

S arcus quilibet positione datus A CB sublendatur chorda A B,
& in puncto aliguo A, in
medio curvature continue, .~
tangatur a vecta ulvingue

¢ ¢
producta AD; dein puncta SN -
P /B\ \ \\f -
v

A D a

~

A, B ad invicem accedant
& coéant ; dico quod aug-
wius BAD, sub chovda g

e
&’ tangente contentus, min- :
uetur n  infinitum &

wltimo evanescet. 7

k)

Nam si angulus ille non evanescit, continebit arcus 4 CB cum
tangente 4D angulum rectilineo ®qualem, & propterea curvatura
ad punctum A non erit continua, contra hypothesin.

LEMMA VIL

Iisdem positis; dico quod ultima wvatio arcus, chovde, & langentss
ad invicem est ratio equalitatis.

Nam dum punctum & ad punctum A4 accedit, intelligantur sem-
per AB & AD ad puncta longinqua 6 ac & produci, & secanti B0
parallela agatur 6 4. Sitque arcus 4 ¢ 6 semper similis arcui 4 CB.
Et punctis A4, B coeuntibus, angulus &4 4, per lemma superius,
evanescet ; ideoque recte semper finite A4 6, A4 &, & arcus interme-
dius A ¢ coincident, & propterea xquales erunt. Unde & hisce
semper proportionales recte 4 B, A D, & arcus intermedius 4 C B
evanescent, & rationem ultimam habebunt zqualitatis. Q. £. D.

Corol. 1. Unde si per B ducatur tangenti parallela £ F, rectam
quamvis A F per A transeuntem
perpetuo secans in &, hec BF
ultimo ad arcum evanescentem _—
A CPB rationem habebit aqualita-
tis, e0 quod completo parallelo-
grammo 4 F B D rationem semper habet wqualitatis ad 4 D.
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Corol. 2. Etsi per B & A ducantur plures recte BE, BD, AF,
A G, secantes tangentem 4./ & ipsius parallelam B F; ratio ultima
abscissarum omnium A0, AE, BF, BG, chordeque & arcus 48
ad invicem erit ratio equalitatis.

Corol. 3. Et propterea hz omnes linez, in omni de rationibus
ultimis argumentatione, pro se invicem usurpari possunt.

LEMMA VIIL

St recte date AR, BR cum arcu ACB, chorda AB & tangente
AD, triangula tria RAB, RACB, RAD constituunt, dein puncta
A, B accedunt ad invicem: dico quod wltima jforma triangulorum
evanescentium est similitudinis, & ultima ratio equalitatis.

Nam dum punctum B ad punctum A4 accedit, intelligantur semper

AB, AD, AR ad puncta A D
longinqua 4, & & 7 produci, .~ . el
ipsique R [ parallela agi -

vbd, & arcui A CAHB similis
semper sit arcus Ac¢b. Et v
coeuntibus punctis A4, B,
angulus 6 4 J evanescet, & )
propterea triangula tria sem-

perfinitard b, r Acbr Ad

coincident, suntque eo nom- r
ine similia & zqualia. Unde & hisce semper similia & proportionalia
RAB, RACB, RAD fient ultimo sibi invicem similia & equalia.
Q. E.D.

Corol. Et hinc triangula illa, in omni de rationibus ultimis argu-
mentatione. pro se invicem usurpari possunt.

LEMMA IX.

St veeta AE & curva A BC positione date se mutuo secent in
angulo dato A, & ad vectam illam in alio dato angulo ordinatim
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applicentur BD, CE, curve occurventes in B, C, .dein puncta
B, C szmul accedant ad punctum A : dico guod arew triangulorum
ABD, ACE erunt ultimo ad invicem in duplicata ratione laterum.

Etenim dum puncta B, C accedunt ad punctum A, intelligatur
semper A4 D produci ad puncta longinqua & & ¢, ut sint 4d, Ae
ipsis 4D, AE proportionales, & erigantur ordinate @4, ec ordi-

natis D B, E C parallele qua , z c
occurrant ipsis A5, A C productis / /
in 6 & ¢. Duci intelligatur, tum

curva Aéc ipsi A BC similis, tum g 7]

/

/ ;
recta A4 g, que tangat curvam J / /
utramque in 4, & secet ordinatim | C
applicatas DB, EC, db, ec in F, '
G, f, &¢ Tum manente longitu- P
dine A4 ¢ coeant puncta B, C cum
puncto A4 ; & angulo ¢4 g evanes-
cente, coincident areze curvilinex
Abd, Ace cum rectilineis A/d, A
Age; ideoque (per lemma v.) erunt in duplicata ratione laterum 4 &,
Ae: Sed his areis proportionales semper sunt aree A BD, ACE, &
his lateribus latera 4 D, A E. Ergo & aree ABD, ACE sunt
ultimo in duplicata ratione laterum A D, AE. Q.E.D.

LEMMA X.

Spatia que covpus urgente quacungue vi finita describit, stve vis illa
determinata & immutabilis sit, sive eadem continuo augeatur vel
continuo diminuatur, sunt ipso motus initio in duplicata ratione
Lenmiporum.

Exponantur tempora per lineas 4D, AE, & velocitates genite
per ordinatas DB, EC; & spatia his velocitatibus descripta, erunt
ut aree ABD, ACE his ordinatis descripte, hoc est, ipso motus
initio (per lemma 1x.) in duplicata ratione temporum AD, AE.
Q.ED.

C
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Corol. 1. Et hinc facile colligitur, quod corporum similes similium
figurarum partes temporibus proportionalibus describentium errores,
qui viribus quibusvis @qualibus ad corpora -similiter applicatis
generantur, & mensurantur per distantias corporum a figurarum
similium locis illis, ad quae corpora eadem temporibus iisdem pro-
portionalibus sine viribus istis pervenirent, sunt ut quadrata temporum
in quibus generantur quam proxime.

Corol. 2. Errores autem qui viribus proportionalibus ad similes
figurarum similium partes similiter applicatis generantur, sunt ut vires
& quadrata temporum conjunctim.

Corol. 3. ldem intelligendum est de spatiis quibusvis qua corpora
urgentibus diversis viribus describunt. Haec sunt, ipso motus initio,
ut vires & quadrata temporum conjunctim.

Corol. 4. Ideoque vires sunt ut spatia, ipso motus initio, descripta
directe & quadrata temporum inverse.

Corol. 5. Et quadrata temporum sunt ut descripta spatia directe
& vires inverse.

Scholtum.

Si quantitates indeterminatee diversorum generum conferantur
inter se, & earum aliqua dicatur esse ut est alia quavis directe vel
inverse : sensus est, quod prior augetur vel diminuitur in eadem
ratione cum posteriore, vel cum ejus reciproca. Et si earum aliqua
dicatur esse ut sunt alize duz vel plures directe vel inverse : sensus
est, quod prima augetur vel diminuitur in ratione qua componitur
ex rationibus in quibus alie vel aliarum reciprocz augentur vel
diminuuntur. Ut si A dicatur esse ut B directe & C directe & D
inverse : sensus est, quod A augetur vel diminuitur in eadem ratione
I

BC .
) hoc est, quod A & — sunt ad invicem in ratione

cum B x C x D

data.
LEMMA XI.
Sublensa evanescens anguli contactus, in curvis omnibus curvaturam

Jindtam ad punctum contactus habentibus, est ultimo in vatione
duplicata subtense arcus contermini,
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Cas. 1. Sit arcus ille 4 B, tangens ejus 4 D, subtensa anguli
contactus ad tangentem perpendicularis A /), subtensa arcus A4 5.
Huic subtensee 4 £ & tangenti 4 D perpendiculares erigantur 4 G,
B G, concurrentes in &, dein accedant puncta D, 5, G, ad puncta 4,
b, g, sitque 7 intersectio linearum B G, A G ultimo facta ubi puncta
D, B accedunt usque ad 4. Manifestum est , d 1

quod distantia G/ minor esse potest quam | ™ b
assignata quaevis. Est autem (ex natura circu-
lorum per puncta 4 B G, Abg transeuntium) ©
ADB guad. equale 4 GxBD, & Ab guad.
equale 4 gx6d; ideoque ratio 4 B guad. ad
Ab guad. componitur ex rationibus 4 G ad A g

& B D ad é6d. Sed quoniam &/ assumi potest
minor longitudine quavis assignata, fieri potest

ut ratio 4 G ad A4 g minus differat a ratione
aqualitatis quam pro differentia quavis assignata, I
ideoque ut ratio 4 B guad. ad Aé quad. minus 4
differat a ratione B0 ad 44 quam pro differentia ¢
quavis assignata. Est ergo, per lemma 1, ratio ultima 4 B guad.
ad A 6 gquad. eadem cum ratione ultima B0 ad éd. Q.E.D.

Cas. 2. Inclinetur jam B0 ad A4 D in angulo quovis dato, &
eadem semper erit ratio ultima £ D ad éd qua prius, ideoque eadem
ac A B quad. ad A b quad. Q.E.D.

Cas. 3. Et quamvis angulus D non detur, sed recta B0 ad
datum punctum convergat, vel alia quacunque lege constituatur;
tamen anguli 2, & communi lege constituti ad sequalitatem semper
vergent & propius accedent ad invicem quam pro differentia quavis
assignata, ideoque ultimo zquales erunt, per lem. 1, & propterea
linee BD, éd sunt in eadem ratione ad invicem ac prius. Q.Z£.0D.

Corol. 1. Unde cum tangentes A D, Ad, arcus A B, A4, &
eorum sinus B C, 6¢ fiant ultimo chordis 4 B, A 6 @quales; erunt
etiam illorum quadrata ultimo ut subtense 5 D, éd.

Corol. 2. Eorundem quadrata sunt etiam ultimo ut sunt arcuum
sagitte, qua chordas bisecant & ad datum punctum convergunt.
Nam sagittz il sunt ut subtense B D, 64.

Corol. 3. 1deoque sagitta est in duplicata ratione temporis quo
corpus data velocitate describit arcum.
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Corol. 4. Triangula rectilinea 4 DB, A dé sunt ultimo in tripli-
cata ratione laterum A4 D, Ad, inque sesquiplicata laterum D 5,
d 6, utpote in composita ratione laterum 40 d D
& DB, Ad & db existentia. Sic & triangula 3
ABC, Abc sunt ultimo in triplicata ratione
laterum B C, é¢c. Rationem vero sesquiplicatam
voco triplicatee subduplicatam, que nempe ex
simplici & subduplicata componitur.

Corol. 5. Et quoniam D B, d4 sunt ultimo
parallele & in duplicata ratione ipsarum A4 D,
Ad: erunt arex ultimz curvilinee A4 D B,
Adb (ex natura parabole) duz tertize partes
triangulorum rectilineorum A DB, Adé; &
segmenta 4 B, A6b partes tertiz eorundem
triangulorum. Etinde he arez & haec segmenta
erunt in triplicata ratione tum tangentium A 0D, 4 &; tum chordarum
& arcuum A B, A 6.

I+
g

G

Sclolinm.

Ceterum in his omnibus supponimus angulum contactus nec
infinite majorem esse angulis contactuum, quos circuli continent cum
tangentibus suis, nec iisdem infinite minorem; hoc est, curvaturam
ad punctum 4, nec infinite parvam esse nec infinite magnam, seu
intervallum A 7 finitee esse magnitudinis.  Capi enim potest D B
ut A D*: quo in casu circulus nullus per punctum 4 inter tangen-
tem A D & curvam A4 B duci potest, proindeque angulus contactus
erit infinite minor circularibus. Et simili argumento si fiat DB
successive ut A D*, AD°, AD°, AD? &c. habebitur series
angulorum contactus pergens in infinitum, quorum quilibet posterior
est infinite minor priore. Et si fiat D B successive ut 4 D*, 4 D3,
ADs, AD;, AD:, A D3 &c. habebitur alia series infinita an-
gulorum contactus, quorum primus est ejusdem generis cum circu-
laribus, secundus infinite major, & quilibet posterior infinite major
priore. Sed & inter duos quosvis ex his angulis potest series
utrinque in infinitum pergens angulorum intermediorum inseri,
quorum quilibet posterior erit infinite major minorve priore. Ut
si inter terminos 4 D* & A D? inseratur series A D%, A D%, AD3,
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AD5, AD; AD3, ADYE, ADY, ADY, &. Et rursus inter
binos quosvis angulos hujus seriei inseri potest series nova angulorum
intermediorum ab invicem infinitis intervallis differentium. Neque
novit natura limitem.

Quz de curvis lineis deque superficiebus comprehensis demon-
strata sunt, facile applicantur ad solidorum superficies curvas &
contenta.  Praemisi vero hac lemmata, ut effugerem tedium de-
ducendi longas demonstrationes, more veterum geometrarum, ad
absurdum.  Contractiores enim redduntur demonstrationes per
methodum indivisibilium.  Sed quoniam durior est indivisibilium
hypothesis, & propterea methodus illa minus geometrica censetur ;
malui demonstrationes rerum sequentium ad ultimas quantitatum
evanescentium summas & rationes, primasque nascentium, id est,
ad limites summarum & rationum deducere; & propterea limitum
illorum demonstrationes qua potui brevitate premittere. His enim
idem prestatur quod per methodum indivisibilium; & principiis
demonstratis jam tutius utemur. Proinde in sequentibus, siquando
quantitates tanquam ex particulis constantes consideravero, vel si pro
rectis usurpavero lineolas curvas; nolim indivisibilia, sed evanescentia
divisibilia, non summas & rationes partium determinatarum, sed sum-
marum & rationum limites semper intelligi; vimque talium demonstra-
tionum ad methodum precedentium lemmatum semper revocari.

Objectio est, quod quantitatum evanescentium nulla sit ultima
proportio; quippe que, antequam evanuerunt, non est ultima, ubi
evanuerunt, nulla est. Sed & eodem argumento zque contendi
posset nullam esse corporis ad certum locum, ubi motus finiatur,
pervenientis velocitatem ultimam : hanc enim, antequam corpus
attingit locum, non esse ultimam, ubi attingit, nullam esse. Et
responsio facilis est: Per velocitatem ultimam intelligi eam, qua
corpus movetur, neque antequam attingit locum ultimum & motus
cessat, neque postea, sed tunc cum attingit; id est, illam ipsam ve-
locitatem quacum corpus attingit locum ultimum & quacum motus
cessat. Et similiter per ultimam rationem quantitatum evanescen-
tium, intelligendam esse rationem quantitatum, non antequam eva-
nescunt, non postea, sed quacum evanescunt.  Pariter & ratio prima
nascentium est ratio quacum nascuntur. Et summa prima & ultima
est quacum esse (vel augeri aut minui) incipiunt & cessant.  Extat
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limes quem velocitas in fine motus attingere potest, non autem
transgredi. Haec est velocitas ultima. Et par est ratio limitis quan-
titatum & proportionum omnium incipientium & cessantium. Cum-
que hic limes sit certus & definitus, problema est vere geometricum
eundem determinare. Geometrica vero omnia in aliis geometricis
determinandis ac demonstrandis legitime usurpantur.

Contendi etiam potest, quod si dentur ultime quantitatum eva-
nescentium rationes, dabuntur & ultima magnitudines : & sic quan-
titas omnis constabit ex indivisibilibus, contra quam ZFwclides de
incommensurabilibus, in libro decimo elementorum, demonstravit.
Verum hac objectio falsz innititur hypothesi. Ultima rationes
ille quibuscum quantitates evanescunt, revera non sunt rationes
quantitatum ultimarum, sed limites ad quos quantitatum sine limite
decrescentium rationes semper appropinquant; & quas propius
assequi possunt quam pro data quavis differentia, nunquam vero
transgredi, neque prius attingere quam quantitates diminuuntur in
infinitum. Res clarius intelligetur in infinite magnis.  Si quantitates
duze quarum data est differentia augeantur in infinitum, dabitur
harum ultima ratio, nimirum ratio zqualitatis, nec tamen ideo da-
buntur quantitates ultime seu maximz quarum ista est ratio. In
sequentibus igitur, siquando facili rerum conceptui consulens dixero
quantitates quam minimas, vel evanescentes, vel ultimas; cave
intelligas quantitates magnitudine determinatas, sed cogita semper
diminuendas sine limite.

SECTIO 11.

De inventione virium centripetarum.

PROPOSITIO I. THEOREMA I

Avreas, quas covpora in gyros acta vadiis ad immobile centrum
virtum  ductis describunt, & in planis immobilibus consistere,
& esse lemporibus proportionales.

Dividatur tempus in partes azquales, & prima temporis parte de-
scribat corpus vi insita rectam 4 5. Idem secunda temporis parte, si
nil impediret, recta pergeret ad ¢, (per leg. 1.) describens lineam B¢
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qualem ipsi 4 B ; adeo ut radiis 4.5, B.S, ¢S ad centrum actis,
confecte forent mquales aree 4S5, BSc. Verum ubi corpus
venit ad B, agat
vis centripeta
impulsu unico
sed magno, effi-
ciatque ut cor-
pus de recta S¢
declinet & per-
gatinrecta B C.
Ipsi B.S paral-
lela agatur ¢ C,
occurrens B C
in C; & com-
pleta secunda
temporis parte,
corpus (per le-
gum corol. 1.)
reperietur in C,
in eodem plano
cum triangulo
ASB. Junge
S C; & triangulum S B C, ob parallelas .S B, C¢, @quale erit trian-
gulo S B, atque ideo etiam triangulo .S'4 B.  Simili argumento si
vis centripeta successive agat in C, D, E, &c. faciens ut corpus singulis
temporis particulis singulas describat rectas CD, DE, EF, &e.
jacebunt ha omnes in eodem plano; & triangulum SCD triangulo
SBC & SDEipsi SCD, & SEFipsi SDE axquale erit.  Aqua-
libus igitur temporibus aquales arez in plano immoto describuntur :
& componendo, sunt arearum summae quaevis SA DS, S AFS inter
se, ut sunt tempora descriptionum. Augeatur jam numerus & minu-
atur latitudo triangulorum in infinitum; & eorum ultima perimeter
A DF, (per corollarium quartum lemmatis tertii) erit linea curva:
ideoque vis centripeta, qua corpus a tangente hujus curve perpetuo
retrahitur, aget indesinenter; arez vero queevis descriptee S A DS,
S AFS temporibus descriptionum semper proportionales, erunt
iisdem temporibus in hoc casu proportionales. Q. £. D.
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Corol. 1. Velocitas corporis in centrum immobile attracti est in
spatiis non resistentibus reciproce ut perpendiculum a centro illo in
orbis tangentem rectilineam demissum.  Est enim velocitas in locis

illis 4, B, C, D,

£, ut sunt bases £ A
M ST -. ,/l/ hS
aequalium trian- V4 N
/] BN d
gulorum A B,
BC CD DE,
EF; & hax

bases sunt reci-
proce ut perpen-
dicula in ipsas
demissa.

Corol. 2. Si
arcuum duorum
aqualibus tem-
poribus in spa-
tiis non resisten-
tibus ab eodem
corpore succes-
sive descriptor-
um chorde A5,
B C complean-
tur in parallelogrammum A4 B CV, & hujus diagonalis Z V in ea
positione quam ultimo habet ubi arcus illi in infinitum diminuuntur,
producatur utrinque ; transibit eadem per centrum virium.

Corol. 3. Siarcuum zqualibus temporibus in spatiis non resisten-
tibus descriptorum chorde A4 B, B C ac D E, EF compleantur in
parallelogramma A BCV, DEF Z; vires in B & £ sunt ad invi-
cem in ultima ratione diagonalium £V, £ Z, ubi arcus isti in infini-
tum diminuuntur. Nam corporis motus B C & £ F componuntur
(per legum corol. 1.) ex motibus B¢, BV & Ef, EZ:atqui BV &
EZ, ipsis Ce & Ff ®quales, in demonstratione propositionis hujus
generabantur ab impulsibus vis centripetee in B & £, ideoque sunt
his impulsibus proportionales.

Corol. 4. Vires quibus corpora qualibet in spatiis non resistenti-
bus a motibus rectilineis retrahuntur ac detorquentur in orbes curvos
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sunt inter se ut arcuum equalibus temporibus descriptorum sagittz
illz que convergunt ad centrum virium, & chordas bisecant ubi
arcus illi in infinitum diminuuntur. Nam he sagitte sunt semisses
diagonalium, de quibus egimus in corollario tertio.

Corol. 5. Ideoque vires exdem sunt ad vim gravitatis, ut he
sagittee ad sagittas horizonti perpendiculares arcuum parabolicorum,
quos projectilia eodem tempore describunt.

Corol. 6. Eadem omnia obtinent per legum corol. v. ubi plana, in
quibus corpora moventur, una cum centris virium, quee in ipsis sita
sunt, non quiescunt, sed moventur uniformiter in directum.

PROPOSITIO II. THEOREMA 1I.

Corpus omne, quod movetur in linea aliqgua curva tn plano descripta,
& radio ducto ad punctum vel immobile, vel motu rectilineo
uniformiter progrediens, descrebit areas civea punctum illud tempor-
ibus proportionales, uvgetur a vi centvipeta tendente ad idem punctum.

Cas. 1. Nam corpus omne, quod movetur in linea curva, detor-
quetur de cursu rectilineo per vim aliquam in ipsum agentem (per
leg. 1.). Et vis illa, qua corpus de cursu rectilineo detorquetur, &
cogitur triangula quam minima S4B, SBC, SCD, &c. circa
punctum immobile .S temporibus aqualibus zqualia describere, agit
in loco B secundum lineam parallelam ipsi ¢ C (per prop. xL. lib. 1.
elem. & leg. 11.) hoc est, secundum lineam Z.5; & in loco C se-
cundum lineam ipsi & D parallelam, hoc est, secundum lineam S C,
&c. Agit ergo semper secundum lineas tendentes ad punctum illud
immobile .S. Q. FE.D.

Cas. 2. Et, per legum corollarium quintum, perinde est, sive qui-
escat superficies, in qua corpus describit figuram curvilineam, sive
moveatur eadem una cum corpore, figura descripta, & puncto suo
S uniformiter in directum.

Corol. 1. In spatiis vel mediis non resistentibus, si arez non sunt
temporibus proportionales, vires non tendunt ad concursum radio-
rum ; sed inde declinant in consequentia, seu versus plagam in quam
fit motus, si modo arearum descriptio acceleratur: sin retardatur,
declinant in antecedentia.
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Corol. 2. In mediis etiam resistentibus, si arearum descriptio acce-
leratur, virium directiones declinant a concursu radiorum versus
plagam, in quam fit motus.

Scholium.

Urgeri potest corpus a vi centripeta composita ex pluribus viri-
bus. In hoc casu sensus propositionis est, quod vis illa que ex
omnibus componitur, tendit ad punctum 5.  Porro si vis aliqua agat
perpetuo secundum lineam superficiei descriptze perpendicularem ;
hzc faciet ut corpus deflectatur a plano sui motus™ sed quantitatem
superficiei descriptee nec augebit nec minuet, & propterea in com-
positione virium negligenda est.

PROPOSITIO III. THEOREMA III

Corpus omne, quod wvadio ad centrum corporis allerius wutcungue
moti ducto describit areas civca cenivum illud temporibus propor-
tionales, wrgetur vi composita ex vi centripeta lendente ad corpus
ilud alterum, & ex wvi omni accelevatrvice qua corpus illud

alterum urgetur.

Sit corpus primum Z, & corpus alterum 7°: & (per legum corol.
vi.) si vi nova, quae @qualis & contraria sit illi, qua corpus alterum
7" urgetur, urgeatur corpus utrumque secundum lineas parallelas;
perget corpus primum Z describere circa corpus alterum 7 areas
easdem ac prius: vis autem, qua corpus alterum 7" urgebatur, jam
destruetur per vim sibi aqualem & contrariam; & propterea (per
leg. 1.) corpus illud alterum 7 sibimet ipsi jam relictum vel quies-
cet, vel movebitur uniformiter in directum: & corpus primum Z
urgente differentia virium, id est, urgente vi reliqua perget areas
temporibus proportionales circa corpus alterum 7 describere. Ten-
dit igitur (per theor. 11.) differentia virium ad corpus illud alterum
7 ut centrum. Q. FE.D.

Corol. 1. Hinc si corpus unum Z radio ad alterum 7 ducto
describit areas temporibus proportionales ; atque de vi tota (sive sim-
plici, sive ex viribus pluribus juxta legum corollarium secundum
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composita) qua corpus prius L urgetur, subducatur (per idem legum
corollarium) vis tota acceleratrix, qua corpus alterum urgetur :
vis omnis reliqua, qua corpus prius urgetur, tendet ad corpus alterum
7" ut centrum.

Corol. 2. Et, si arex ille sunt temporibus quamproxime propor-
tionales, vis reliqua tendet ad corpus alterum 7" quamproxime.

Corol. 3. Et vice versa, si vis reliqua tendit quamproxime ad
corpus alterum 7, erunt arez ille temporibus quamproxime propor-
tionales. '

Corol. 4. Si corpus L radio ad alterum corpus 7 ducto describit
areas, qua cum temporibus collate sunt valde inequales; & corpus
illud alterum 7" vel quiescit, vel movetur uniformiter in directum :
actio vis centripetz ad corpus illud alterum 7 tendentis vel nulla est,
vel miscetur & componitur cum actionibus admodum potentibus
aliarum virium : visque tota ex omnibus, si plures sunt vires,
composita ad aliud (sive immobile sive mobile) centrum dirigitur.
Idem obtinet, ubi corpus alterum motu quocunque movetur; si modo
vis centripeta sumatur, qua restat post subductionem vis totius in
corpus illud alterum 7" agentis.

Scholium.

Quoniam @quabilus arearum descriptio index est centri, quod
vis illa respicit, qua corpus maxime afficitur, quaque retrahitur a
motu rectilineo, & in orbita sua retinetur; quidni usurpemus in
sequentibus zquabilem arearum descriptionem ut indicem centri,
circum quod motus omnis circularis in spatiis liberis peragitur ?

PROPOSITIO IV. THEOREMA IV.

Corporum, que diversos circulos @quabili motu describunt, vives
centripetas ad centra eorundem civculorum tendere ; & esse inter se,
ut sunt arcuum simul descriptovum quadrata applicate ad civcu-
lorum rados.

Tendunt hz vires ad centra circulorum per prop. 11. & corol. 2.
prop. 1. & sunt inter se ut arcuum aqualibus temporibus quam
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minimis descriptorum sinus versi per corol. 4. prop. I. hoc est, ut
quadrata arcuum eorundem ad diametros circulorum applicata per
lem. vii. & propterea, cum hi arcus sint ut arcus temporibus quibusvis
@qualibus descripti, & diametri sint ut eorum radii; vires erunt
ut arcuum quorumvis simul descriptorum quadrata applicata ad
radios circulorum. Q.Z.D.

Corol. 1. Cum arcus illi sint ut velocitates corporum, vires cen-
tripete erunt in ratione composita ex duplicata ratione velocitatum
directe, & ratione simplici radiorum inverse.

Corol. 2. Et, cum tempora periodica sint in ratione composita
ex ratione radiorum directe, & ratione velocitatum inverse; vires
centripetee sunt in ratione composita ex ratione radiorum directe, &
ratione duplicata temporum periodicorum inverse.

Corol. 3. Unde si tempora periodica zquentur, & propterea
velocitates sint ut radii; erunt etiam vires centripete ut radii: &

contra.
Corol. 4. Si & tempora periodica, & velocitates sint in ratione

subduplicata radiorum; @quales erunt vires centripete inter se: &
contra.

Corol. 5. Sitempora periodica sint ut radii, & propterea velocitates
@quales ; vires centripete erunt reciproce ut radii : & contra.

Corol. 6. Si tempora periodica sint in ratione sesquiplicata radio-
rum, & propterea velocitates reciproce in radiorum ratione subdu-
plicata; vires centripetee erunt reciproce ut quadrata radiorum :
& contra.

Corol. 7. Et universaliter, si tempus periodicum sit ut radii &
potestas qualibet A", & propterea velocitas reciproce ut radii potestas
R ; erit vis centripeta reciproce ut radii potestas £***: & contra.

Corol. 8. Eadem omnia de temporibus, velocitatibus, & viribus,
quibus corpora similes figurarum quarumcunque similium, centraque
in figuris illis similiter posita habentium, partes describunt, con-
sequuntur ex demonstratione praecedentium ad hosce casus applicata.
Applicatur autem substituendo aquabilem arearum descriptionem
pro aquabili motu, & distantias corporum a centris pro radiis
usurpando.

Corol. 9. Ex eadem demonstratione consequitur etiam; quod
arcus, quem corpus in circulo data vi centripeta uniformiter revol-
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vendo tempore quovis describit, medius est proportionalis inter dia-
metrum circuli, & descensum corporis eadem data vi eodemque
tempore cadendo confectum.

Scholiume.

Casus corollarii sexti obtinet in corporibus ccelestibus, (ut seorsum
collegerunt etiam nostrates Wrennus, Hookius & Halleus) & prop-
terea qua spectant ad vim centripetam decrescentem in duplicata
ratione distantiarum a centris, decrevi fusius in sequentibus expo-
nere.

Porro pracedentis propositionis & corollariorum ejus beneficio,
colligitur etiam proportio vis centripetze ad vim quamlibet notam,
qualis est ea gravitatis. Nam si corpus in circulo terree concentrico
vi gravitatis sue revolvatur, hac gravitas est ipsius vis centripeta.
Datur autem ex descensu gravium & tempus revolutionis unius,
& arcus dato quovis tempore descriptus, per hujus corol. ix. Et
hujusmodi propositionibus Hugensus in eximio suo tractatu de Horolo-
gio Oscillatorio vim gravitatis cum revolventium viribus centrifugis
contulit.

Demonstrari etiam possunt preecedentia in hunc modum.  In cir-
culo quovis describi intelligatur polygonum laterum quotcunque.
Et si corpus in polygoni lateribus data cum velocitate movendo
ad ejus angulos singulos a circulo reflectatur; vis, qua singulis re-
flexionibus impingit in circulum, erit ut ejus velocitas: ideoque
summa virium in dato tempore erit ut velocitas illa, & numerus re-
flexionum conjunctim : hoc est (si polygonum detur specie) ut lon-
gitudo dato illo tempore descripta, & aucta vel diminuta in ratione
longitudinis ejusdem ad circuli predicti radium ; id est, ut quadratum
longitudinis illius applicatum ad radium: ideoque, si polygonum
lateribus infinite diminutis coincidat cum circulo, ut quadratum arcus
dato tempore descripti applicatum ad radium. Haec est vis centrifuga,
qua corpus urget circulum; & huic aqualis est vis contraria, qua
circulus continuo repellit corpus centrum versus.
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PROPOSITIO V. PROBLEMA L

Data guibuscunque in locis velocitate, qua corpus figuvam datam
viribus ad commune aliguod centrum fendentibus describil,

centrum illnd inventre.

Figuram descriptam tangant recte tres 2 7, 7Q V, VV R in punc-
tis totidem P, O, R, concurrentes in 7~ & V. Ad tangentes eri-
gantur perpendicula P 4, Q B, R C velocitatibus corporis in punctis
illis P, O, R, a quibus eriguntur, reciproce proportionalia; id est,
ita ut sit 2.4 ad O B ut velocitas in Q ad velocitatem in P, & O 5
ad R C ut velocitas in R ad velocitatem in (. Per perpendiculorum
terminos A, B, C ad angulos rectos ducantur A D, DBE, E C
concurrentes in D & £: Et actea 7D, V' E concurrent in centro
queesito .S.

Nam perpendicula a centro .S in tangentes 2 7, Q 7" demissa (per
R

corol. 1. prop. 1.) sunt reciproce

ut velocitates corporis in punctis ///? v
. L

P & Q; ideoque per construc-

tionem ut perpendicula A P, \

B Q directe, id est ut perpendi- B\\
cula a puncto 2 in tangentes \ . /e
demissa.  Unde facile colligi- \A/_} b
tur quod puncta S, D, 7 suntin e }

T

una recta.  Et simili argumento o
puncta .S, £, J sunt etiam in una recta; & propterea centrum .S
in concursu rectarum 70, V E versatur. Q.F.D.

PROPOSITIO VI. THEOREMA V.

St corpus in spatio non vesistente civca centrum immobile in ovée
quocungue revolvatur, & arcum quemvis jamgam nascentem
tempore quam munimo describat, & sagitta arcus duct intelli-
gatur, que chordam bisecet, & producta transeat pev centrum
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vivium : evit vis centripeta in medio arcus, wt sagitta divecte &
tempus bis inverse.

Nam sagitta dato tempore est ut vis (per corol. 4. prop. 1.) &
augendo tempus in ratione quavis, ob auctum arcum in eadem
ratione sagitta augetur in ratione illa duplicata (per corol. 2 & 3,
lem. x1) ideoque est ut vis semel & tempus bis. Subducatur du-
plicata ratio temporis utrinque, & fiet vis ut sagitta directe & tempus
bis inverse. Q. E. D.

Idem facile demonstratur etiam per corol. 4. lem. x.

Corol. 1. Si corpus P revol-
vendo circa centrum .S describat
lineam curvam 4 PQ; tangat vero
recta ZPR curvam illam in puncto
quovis P, & ad tangentem ab alio
quovis curvee puncto ( agatur
Q R distantie .SP parallela, ac
demittatur @ 7" perpendicularis

ad distantiam illam S /2: vis centripeta erit reciproce ut solidum

SP d. T guad. .
7= QXRQ = ; si modo solidi illius ea semper sumatur

quantitas, quee ultimo fit, ubi coeunt puncta 2 & Q. Nam QR
zqualis est sagittee dupli arcus Q 2, in cujus medio est 7, & duplum
trianguli SQP, sive SP x Q 7, tempori, quo arcus iste duplus describi-
tur, proportionale est; ideoque pro temporis exponente scribi potest.

Corol. 2. Eodem argumento vis centripeta est reciproce ut solidum

P . . . . . .
SY qQXRQ 7 , si modo S} perpendiculum sit a centro virium in or-

bis tangentem PR demissum. Nam rectangula S¥Y'x QP& SPx QT
a&quantur.

Corol. 3. Si orbis vel circulus est, vel circulum concentrice tangit,
aut concentrice secat, id est, angulum contactus aut sectionis cum
circulo quam minimum continet, eandem habens curvaturam eun-
demque radium curvature ad punctum P, & si P I/ chorda sit
circuli hujus a corpore per centrum virium acta: erit vis centripeta
QPyg

reciproce ut solidum S¥gx P V. Nam PV est Ok
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Corol. 4. lisdem positis, est vis
centripeta ut velocitas bis directe,
& chorda illa inverse, Nam velo-
citas est reciproce ut perpendiculum
SY per corol. 1. prop. 1.

Corol. 5. Hinc si detur figura
quaevis curvilinea AP Q, & in ea
detur etiam punctum .S, ad quod vis
centripeta perpetuo dirigitur, inveniri potest lex vis centripete, qua
corpus quodvis £ a cursu rectilineo perpetuo retractum in figurae

illius perimetro detinebitur, eamque revolvendo describet.  Nimi-

rum computandum est vel solidum 5P g x RQ 7 g vel solidum S ¥g¢

x P I’ huic vi reciproce proportionale. Ejus rei dabimus exempla
in problematis sequentibus.

PROPOSITIO VII. PROBLEMA II.

Gyretur corpus in circumferentia circult, vequivitur lex vis centripete
tendentis ad punctum quodcungue datum.

Esto circuli circumferentia
VQPA,; punctum datum, ad
quod vis ceu ad centrum su-
um tendit, .S'; corpus in cir-
cumferentia latum P ; locus
proximus, in quem movebitur
Q; & circuli tangens ad lo-
cum priorem PRZ. Per
punctum .S ducatur chorda
PV & acta circuli diametro
VA, jungatur 4 P,; & ad
SP demittatur perpendiculum
Q7 quod productum occur-
rat tangenti PR in Z; ac
denique per punctum Q agatur LR, qua ipsi SP parallela sit, &
occurrat tum circulo in Z, tum tangenti 22 in . Et ob similia
triangula ZQR, ZTP, VPA; erit RP guad. hoc est QRL ad
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QT gquad. ut AV quad. ad PV guad. 1deoque QRLxPV guad.

AV gquad.
equatur Q 7" guad.  Ducantur hac ®qualia in \_S;j_'ég%md.’ & punctis
P & Q coeuntibus scribatur P P pro RL. Sic fiet SP guad x PV cub,

AV quad.

SP gquad. x Q T quad.
QR '

vis centripeta est reciproce ut

equale Ergo (per corol. 1. & 5. prop. vi.)

SPgx PV cub. .
AV guad. id est (ob datum

A V guad.) reciproce ut quadratum distantize seu altitudinis SP &
cubus chorde PV conjunctim. Q.FE.7.

Idem aliter.

Ad’tangentem P R productam demittatur perpendiculum S ¥ :
& ob similia triangula SYP, VPA; erit AV ad PV ut SPad SY:
e S P X PV SP guad. x PV cub.
ideoque V% equale SV, & AV guad.
SY gquad.x P V. Et propterea (per corol. 3. & 5. prop. Vi) vis

SPgx PV cub.
AV, , hoc est, ob datam A4 7

reciproce ut SPg x PV cub. Q.E.1.

Corol. 1. Hinc si punctum datum .S, ad quod vis centripeta semper
tendit, locetur in circumferentia hujus circuli, puta ad 77, erit vis
centripeta reciproce ut quadrato-cubus altitudinis S7.

Corol. 2. Vis, qua corpus P in circulo 4 P 7"V circum virium
centrum .S revolvitur, est ad vim, qua
corpus idem 2 in eodem circulo &
eodem tempore periodico circum aliud
quodvis virium centrum R revolvi po-
test, ut K P guad. x SP ad cubum rec-
te SG, que a primo virium centro .S
ad orbis tangentem PG ducitur, & di-
stantize corporis & secundo virium cen-
tro parallela est. Nam per construc-
tionem hujus propositionis vis prior est ad vim posteriorem ut
RPgxPT cub. ad SPgx PV cub. id est, ut SPxRPg ad

D

equale

centripeta est reciproce ut

A
gv]
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SP cub. x PV cub.
P T cub. ’
SG cub.

Corol. 3. Vis, qua corpus P in orbe quocunque circum virium
centrum .S revolvitur, est ad vim, qua
corpus idem 2 in eodem orbe eodem-
que tempore periodico circum aliud
quodvis virium centrum & revolvi po-
test, ut SP x R Pg, contentum utique
sub distantia corporis a primo virium
centro .S & quadrato distantie ejus
a secundo virium centro &, ad cubum
recte SG, que a primo virium centro
S ad orbis tangentem PG ducitur, & corporis a secundo virium centro
distantizz & P parallela est. Nam vires in hoc orbe ad ejus punctum
quodvis P ezdem sunt ac in circulo ejusdem curvature.

sive (ob similia triangula P.SG, TP V) ad

PROPOSITIO VIII. PROBLEMA III.

Moveatur corpus in semicirculo PQA : ad hunc effectum rvequivitur
lex vis centripete tendentis ad punctum adeo longinguum S, ut linee

omnes PS, RS ad id ducte, pro parallelis haberi possint.

A semicirculi centro C agatur P
semidiameter C .4 parallelas istas
perpendiculariter secans in M/ & NV,
&jungatur CP. Obsimiliatriangula  /
CPM,PZT & RZQ est CPg ad {
PMgut PRgad Q7¢, & ex na- AL N
tura circuli PR ¢ ®quale est rectan-
gulo QRx RN+ (QN, sive coeun-
tibus punctis 2 & Q rectangulo S8
ORx2PM. Ergoest CPgad PM quad. ut QR x 2PMad QT
Q7T gquad. 2PM cub. , QT quad. x SP quad.
“O0R zquale CPgwm’.’& OR
2PM cub. x SP quad.

CP quad.

R -

=
% ..
T

quad. ideoque

zequale Est ergo (per corol. 1. & 5. prop.
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2 PM cub. x SP guad.
C P quad.

) reciproce ut P M cub. Q. E. 1.

V1) vis centripeta reciproce ut

, hoc est (neglecta

2 SP guad.
CP quad.
Idem facile colligitur etiam ex propositione pracedente.

ratione determinata

Scholium,

Et argumento haud multum dissimili corpus invenietur moveri in
ellipsi, vel etiam in hyperbola vel parabola, vi centripeta, qua sit
reciproce ut cubus ordinatim applicatee ad centrum virium maxime
longinquum tendentis.

PROPOSITIO IX. PROBLEMA IV.

Gyretur covpus in spirvali PQS secante radios omnes SP,SQ, &c. in an-
gulo dato: vequiritur lex vis centripete tendentis ad centrum sprvalis.

Detur angulus indefinite parvus P.SQ, & ob datos omnes an-

e

Vv S

gulos dabitur specie figura SPRQ7. Ergo datur ratio Q—~T, estque

QR
Q———TQ—ZIZ{% ut Q 7, hoc est (ob datam specie figuram illam) ut .S2.

Mutetur jam utcunque angulus 2.5 Q, & recta Q& angulum contac-
tus Q PR subtendens mutabitur (per lemma x1.) in duplicata ratione

T quad. .
ipsius PR vel Q7. Ergo manebit _Q_Q?]_Z;ﬁ__ eadem quz prius, hoc
est ut SP. Quare —Q—T%%S;—Py est ut .S P cub. ideoque (per corol.

1. & 5. prop. V1) vis centripeta est reciproce ut cubus distantie S 2.
Q.E I
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Idem aliter.

Perpendiculum SV in tangentem demissum, & circuli spiralem
concentrice secantis chorda P V7 sunt ad altitudinem S'Z in datis
rationibus ; ideoque S P cub. est ut SYgx P V, hoc est (per corol.
3. & 5. prop. V1.) reciproce ut vis centripeta.

LEMMA XII.

Parallelogramma omnia civca date ellipseos vel hyperbole diametros
quasvis conjugatas descripta esse inter se equalia.

Constat ex conicis.

PROPOSITIO X. PROBLEMA V.

Gyretur corpus tn ellipsi: requivitur lex vis centripele “tendentis
ad centrum ellipseos.

Sunto CA, CAB semiaxes ellipseos; G P, DK diametri alie
conjugatee ; P F, Q 7 perpendicula ad diametros ; Q v ordinatim appli-
cata ad diametrum
GP; & si comple-
atur parallelogram-
mum QuP R, erit D
(ex conicis) rectan-
gulum Po G ad Qv
guad. ut P C quad.
ad CD guad. &
(ob similia triangula
Quv7, PCF) Qu
guad. est ad Q7
guad. ut PC quad. ad
PF gquad. & con-
junctis  rationibus,
rectangulum Pz G
ad Q 7 guad. ut PC
guad. ad CD guad, & P C guad. ad PF guad. id est, v G ad
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T guad. CDgxPF
QTZ— ut PC guad. ad hfu—xc—g—z Scribe QR pro

Py, & (per lemma x11.) BCx C A pro CD x P F, nec non (punctis
P & Q coeuntibus) 2 P C pro v G, & ductis extremis & mediis in

7 guad. x P C
se mutuo fiet Q qua RX 7 aequale QBC;ZCA 7 Est ergo
(per corol. 5. prop. VL) vis centripeta reciproce ut 2BCgxCAyg .

PC ’
id est (ob datum 2 BCgx CA ¢) reciproce ut P%‘; hoc est, directe
ut distantia PC. Q. E.[1.

Idem aliter.

In recta P G ab altera parte puncti 7" sumatur punctum z ut 7 %
sit zqualis ipsi 7'2 ; deinde cape # V, quee sit ad 2 G ut est D C guad.
ad P C-guad. Et quoniam ex conicis est Qv guad, ad Pv G ut
DC gquad. ad P C guad. erit Qv guad. ®quale Poxu V. Adde
rectangulum # P utrinque, & prodibit quadratum chorde arcus 2 Q
aquale rectangulo V" Pw; ideoque circulus, qui tangit sectionem
conicam in £ & transit per punctum (), transibit etiam per punctum 7,
Coeant puncta P & Q, and ratio # V" ad # G, que eadem est cum
ratione D Cg¢ ad P Cy, fiet ratio PV ad PG seu PV ad 2 PC;

DC . .
ideoque P V" @qualis erit 2 Vo Cg. Proinde vis, qua corpus 2 in ellipsi
2DCyq

revolvitur, erit reciproce ut PC in P F¢ (per corol. 3. prop. v1.)

hoc est (ob datum 2 D Cg in P Fg) directe ut PC. Q. E. I.

Corol. 1. Est igitur vis ut distantia corporis a centro ellipseos : &
vicissim, si vis sit ut distantia, movebitur corpus in ellipsi centrum
habente in centro virium, aut forte in circulo, in quem utique ellipsis
migrare potest.

Corol. 2. Et =qualia erunt revolutionum in ellipsibus universis
circum centrum idem factarum periodica tempora. Nam tempora
illa in ellipsibus similibus sequalia sunt (per corol. 3. & 8. prop. 1v.)
in ellipsibus autem communem habentibus axem majorem sunt ad
invicem ut ellipseon arex tote directe, & arearum particulee simul
descriptee inverse; id est, ut axes minores directe, & cerporum
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velocitates in verticibus principalibus inverse; hoc est, ut axes illi
minores directe, & ordinatim applicatee ad idem punctum axis com-
munis inverse; & propterea (ob @qualitatem rationum directarum
& inversarum) in ratione sequalitatis.

Scholivm.

Si ellipsis centro in infinitum abeunte vertatur in parabolam,
corpus movebitur in hac parabola; & vis ad centrum infinite
distans jam tendens evadet @quabilis. Hoc est theorema Galile:,
Et si coni sectio parabolica (inclinatione plani ad conum sectum
mutata) vertatur in hyperbolam, movebitur corpus in hujus perime-
tro vi centripeta in centrifugam versa. Et quemadmodum in
circulo vel ellipsi si vires tendunt ad centrum figure in abscissa
positum; hz vires augendo vel diminuendo ordinatas in ratione
quacunque data, vel etiam mutando angulum inclinationis ordina-
tarum ad abscissam, semper augentur vel diminuuntur in ratione
distantiarum a centro, si modo tempora periodica maneant zqualia ;
sic etiam in figuris universis si ordinate augeantur vel diminu-
antur in ratione quacunque data, vel angulus ordinationis utcunque
mutetur, manente tempore periodico; vires ad centrum quodcunque
in abscissa positum tendentes in singulis ordinatis augentur vel
diminuuntur in ratione distantiarum a centro.

SECTIO II11.

De motu covporum in conicis sectiontbus excentricis.

PROPOSITIO XI. PROBLEMA VI.

Revolvatur corpus in ellipsi; requivitur lex vis centvipetwe tendentis
ad umbtlicum ellipseos.

Esto ellipseos umbilicus S.  Agatur S22 secans ellipseos tum
diametrum D K in £, tum ordinatim applicatam Qv in x, & com-
pleatur parallelogrammum QxPR. Patet £P =qualem esse semiaxi
majori A4 C, eo quod, acta ab altero ellipseos umbilico /A linea A 7
ipsi EC parallela, ob zquales CS, CH =zquentur £S5, EJ
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adeo ut £ P semi-
summa sit ipsarum
PSS, Pl id est (ob
parallelas /77, P R,
& angulos zquales
IPR, HPZ)ipsarum
P.S,P H, qua con-
junctim axem totum
2 A C adequant.
Ad S P demittatur
perpendicularis Q 7,

& ellipseos latere \\ e | N /

recto principali (seu N ,"’/ ) /

2 BE guady icto e b )‘/
AC _—

L, erit LZxQ R ad —

L xPovutQRad Pv,idest,ut PE seu ACad PC; & L x Pvad
GvP ut L ad Gv; & GvP ad Qv guad. ut PC guad. ad CD gquad. &
(per corol. 2. lem. vi1.) Qv gquad. ad Qx guad. punctis Q & P coeuntibus
est ratio equalitatis; & Qx guad. seu Qv guad. est ad Q T quad. ut
EP guad. ad PF quad. id est, ut CA guad. ad PF guad. sive (per lem.
x1t) ut CD quad, ad CB guad. Et conjunctis his omnibus rationibus,
LxQRfitad Q7 quad. ut ACx LxPCgx CDg,seuz2 CBgxPCq
xCDg ad PCxGovxCDgxCRBg, sive ut 2P C ad Gov. Sed
punctis Q & P coeuntibus ®quantur 2P C & Go. Ergo & his
proportionalia LxQ R & Q 7T guad. mquantur. Ducantur heec
SQP]g’ & fiet L x S P g xequale ——-———-—SPgQXRQ &
corol. 1. & 5. prop. VL) vis centripeta reciproce est ut L x.S/Pg¢, id
est, reciproce in ratione duplicata distantie SP. Q. £. /.

&qualia in . Ergo (per

1dewe aliter.

Cum vis ad centrum ellipseos tendens, qua corpus P in ellipsi
illa revolvi potest, sit (per corol. 1. prop. X.) ut C 2 distantia corporis
ab ellipseos centro C; ducatur C £ parallela ellipseos tangenti 7 R;
& vis, qua corpus idem 2 circum aliud quodvis ellipseos punctum
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PE cub.
S revolvi potest, si CE & P.S concurrant in £, erit ut -——:S;—j—;:— (per

corol. 3. prop. vi..) hoc est, si punctum .S sit umbilicus ellipseos,
ideoque P £ detur, ut S Pg reciproce. Q. E. 1.

Eadem brevitate, qua traduximus problema quintum ad parabolam,
& hyperbolam, liceret idem hic facere: verum ob dignitatem
problematis, & usum ejus in sequentibus non pigebit casus ceteros
demonstratione confirmare.

PROPOSITIO XII. PROBLEMA VII.

Moveatur corvpus tn hyberboln : vequivitur lex vis centripete tendentis
ad umbilicum figure.

Sunto C.A4, CB semiaxes hyperbole; P G, KD diametri aliee
conjugate ; P F perpendiculum ad diametrum K D; & Qv ordina-
tim applicata ad diametrum G P.  Agatur .5 P secans cum diame-
trum 0 Kin £, tum ordinatim applicatam Qo in z, & compleatur
parallelogrammum Q RPx. Patet £ P =xqualem esse semiaxi
transverso A4 C, eo quod, acta ab altero hyperbole umbilico / linea
H 7 ipsi E C parallela, ob @quales CS, CH ®quentur £S5, £7;
adeo ut £ P semidifferentia sit ipsarum .S, P 7, id est (ob parallelas
IH, PR & angulos aquales /PR, HPZ) ipsarum P S, P H,
quarum differentia axem totum 2 A4 C adequat. Ad S P demittatur
25Cqy
AC )
dicto L,erit LXxQR ad LxPv ut QR ad Puv, seu Px ad Py,
id est (ob similia triangula Pxz, P £ C)ut PE ad P C,seu A C ad
PC Eritetam LxPovad Gv x Pvut L ad Gov,; & (ex natura
conicorum) rectangulum Go P ad Qv guad. ut PCq ad CDg; &
(per corol. 2. lem. vi1.) Qv guad. ad Qx guad. punctis Q & P coe-
untibus fit ratio equalitatis ; & Qx guad. seu Q v quad. est ad Q T¢
ut £Pg ad PFyg,id est,ut CAg ad P Fy,sive (per lem. x11.) ut
CDgad CBg: & conjunctis his omnibus rationibus Z x Q R fit ad
Q7Tg ut ACXLxPCgxCDyg,seu 2CBgxPCgxCDyg ad
PCxGoxCDgxCBg, siveut 2 PCad Go. Sed punctis P& Q
coeuntibus @quantur 2 PC & Gwv. Ergo & his proportionalia

perpendicularis Q 7. Et hyperbole latere recto principali (seu
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L x QR & QT7¢ =quantur. Ducantur hec equalia in Sﬁ, &

OR
SP
fiet L x SPg xquale ——%g—rg . Ergo (per corol. 1. & 5. prop. v1.)

vis centripeta reciproce est ut L x SPg¢, id est, reciproce in ratione
duplicata distantiz SP. Q.E.7.

AT
/I’
/

Idem aliter.

Inveniatur vis, qua tendit ab hyperbola centro C.  Prodibit hzc
distantizz C P proportionalis. Inde vero (per corol. 3. prop. viL)

E cub.
SPy , hoc est, ob datam PE,

vis ad umbilicum .S tendens erit ut

reciproce ut SPq¢. Q.£.1
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Eodem .modo demonstratur, quod corpus hac vi centripeta in
centrifugam versa movebitur in hyperbola opposita.

LEMMA XIIL

Latus vectum parabole ad verticem quemvis pertinens est quadvuplum
distantie verticis tllius ab umbilico figure.
Patet ex conicis.

LEMMA XIV.

Perpendiculum, quod ab umbilico parabole ad tangentem ejus demettitur,
medium est proportionale inter distantias umbilici a puncto contactus
& a vertice principali figure.

Sit enim A P parabola, S umbilicus ejus, A4 vertex principalis,
P punctum contactus, O ordinatim applicata ad diametrum princi-
palem, P/ tangens diametro
principali occurrens in M, & /]/
SV linea perpendicularis ab
umbilico in tangentem. Jun-
gatur ANV & ob xquales /.S
& SP, MN, & NP, MA &
A O parallele erunt rectee A NV
& OP; & inde triangulum M
S AN rectangulum erit ad A, & simile triangulis zqualibus SN 47,
SNP:ergoPSestad SNutSNad S4. Q.ED.

Corol. 1. PSgestad SNgutPSad S4.

Corol. 2. Et ob datam .S 4 est SNgut PS.

Corol. 3. Et concursus tangentis cujusvis £/ cum recta SNV, qua
ab umbilico in ipsam perpendicularis est, incidit in rectam 4 N,
queae parabolam tangit in vertice principali.

[9)

PROPOSITIO XIII. PROBLEMA VIII.

Moveatur corpus in perimetyo parabole: requiritur lex vis centripete
tendentis ad umbilicum hujus figure.

Maneat constructio lemmatis, sitque £ corpus in perimetro para-
bole, & a loco @, in quem corpus proxime movetur, age ipsi S22
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parallelam Q R & perpendicularem Q 7, necnon Qv tangenti pa-
rallelam, & occurrentem tum diametro P G in 7, tum distantize
SP in x. Jam ob similia triangula Pxov, S P M, & equalia unius
latera S/, S P, ®qualia sunt alterius latera Px seu QR & Pu.
Sed ex conicis quadratum ordinate Qv @quale est rectangulo sub
latere recto & segmento diametri Pw, id est (per lem. xmL) rec-
tangulo 4 PSx Py, seu 4 PSxQR; & punctis P & Q coeuntibus,
ratio Qv ad Qx (per corol. 2. lem. vi) fit ratio aqualitatis. Ergo
Q x guad. eo in casu P
@®quale est rectangulo

4 PSxQR. Estau-
tem (ob similia triangu-
laQx7,SPN)Qxgad -
Q7Tgut PSgad SNy,

hoc est (per corol. 1.
lem. xwv.) ut 2.5 ad
SA4, id est, ut 4 P.S
xQRad 4 SAxQOR,

& inde (per prop. IX.

lib. v. elem.) Q 7¢ & 4SA x QR @quantur. Ducantur heec equalia
SPY & fer 2L2x977
QR QR
corol. 1. & 5. prop. V1.) vis centripeta est reciproce ut SPgx4.54,
id est, ob datam 4.5 A, reciproce in duplicata ratione distantie
SP. QE.[

Corol. 1. Ex tribus novissimis propositionibus consequens est, quod
si corpus quodvis 2 secundum lineam quamvis rectam £/ quacunque
cum velocitate exeat de loco P, & vi centripeta, qua sit reciproce
proportionalis quadrato distantiz locorum a centro, simul agitetur;
movebitur hoc corpus in aliqua sectionum conicarum umbilicum ha-
bente in centro virium; & contra. Nam datis umbilico, & puncto
contactus, & positione tangentis, describi potest sectio conica, quz
curvaturam datam ad punctum illud habebit. Datur autem curvatura
ex data vi centripeta, & velocitate corporis : & orbes duo se mutuo
tangentes eadem vi centripeta eademque velocitate describi non possunt.

Corol. 2. Si velocitas, quacum corpus exit de loco suo P, ea sit,
qua lineola Z R in minima aliqua temporis particula describi possit;

/ \
AN
\
N
\
\
\
\
\,
\
s,

M <)

in equale SPgx4S5A4: & propterea (per
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& vis centripeta potis sit eodem tempore corpus idem movere
per spatium Q & : movebitur hoc corpus in conica aliqua sectione,

~

79 -

, quae ultimo fit,
oR 4
ubi lineole P R, Q R in infinitum diminuuntur. Circulum in his
corollariis refero ad ellipsin; & casum excipio, ubi corpus recta

descendit ad centrum.

cujus latus rectum principale est quantitas illa

PROPOSITIO XIV. THEOREMA VI.

St corpora plura revolvantur civca centvum commune, & vis centripeta
sit reciproce in duplicate ratione distantie locovum a centro; dico
quod orbium latera rvecta principalia sunt in duplicata ratione
arearum, quas corpora rvadits ad centrum ductis eodem tempore
describunt.

Nam (per corol 2. prop. xur) latus
Q7y
QR
quz ultimo fit, ubi coeunt puncta P &
Q. Sed linea minima Q & dato tempore
est ut vis centripeta generans, hoc est
(per hypothesin) reciproce ut SPyg.
Q7¢
OR
latus rectum Z in duplicata ratione areze Q 7°x .S P. O.E.D.

Corol. Hinc ellipseos area tota, eique proportionale rectangulum
sub axibus est in ratione composita ex subduplicata ratione lateris
recti, & ratione temporis periodici. Namque area tota est ut area
QT x SP, qua dato tempore describitur, ducta in tempus periodi-
cum.

rectum Z zquale est quantitati

Ergo estut Q 7g x SPg, hoc est,

PROPOSITIO XV. THEOREMA VII.

Lisdem positis, dico quod tempora periodica in ellipsibus sunt in ratione
sesquiplicata majorum axium.

Namque axis minor est medius proportionalis inter axem majo-
rem & latus rectum, atque ideo rectangulum sub axibus est in ra-
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tione composita ex subduplicata ratione lateris recti & sesquiplicata
ratione axis majoris. Sed hoc rectangulum (per corol. prop. x1v.)
est in ratione composita ex subduplicata ratione lateris recti & ratione
periodici temporis. Dematur utrobique subduplicata ratio lateris
recti, & manebit sesquiplicata ratio majoris axis eadem cum ratione
periodici temporis. Q. E. D.

Corol. Sunt igitur tempora periodica in ellipsibus eadem ac in
circulis, quorum diametri zzquantur majoribus axibus ellipseon.

PROPOSITIO XVI. THEOREMA VIIIL

Lisdem positis, & actis ad corpore lineis vectis, quee tbidem tangant
ovbitas, demissisque ab umbilico communi ad has tangentes perpen-
dicularibus : dico guod velocitates corporum sunt in vatione composita
ex vatione perpendiculorum inverse, & subduplicata rvatione laterum
vectovum principalium divecte.

Ab umbilico .S ad tangentem P R
demitte perpendiculum S¥, & velo-
citas corporis P erit reciproce in sub-
Yyq
7
Nam velocitas illa est ut arcus quam
minimus P Q in data temporis parti-
cula descriptus, hoc est (per lem. viL)
ut tangens P R, id est, ob proportion-
ales PRad Q7 & SPad ST, ut
SPxQT

Sy 7
S P x Q T ut area dato tempore descripta, id est (per prop. X1v.)
in subduplicata ratione lateris recti. Q. Z. D).

Corol. 1. Latera recta principalia sunt in ratione composita ex
duplicata ratione perpendiculorum, & duplicata ratione velocita-
tum.

Corol. 2. Velocitates corporum, in maximis & minimis ab umbi-
lico communi distantiis, sunt in ratione composita ex ratione distan-

duplicata ratione quantitatis

hv:

sive ut S Y reciproce & SP x Q7 directe; estque
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tiarum inverse, & subduplicata ratione laterum rectorum principalium
directe. Nam perpendicula jam sunt ipse distantiz.

Corol. 3. ldeoque velocitas in conica sectione, in maxima vel
minima ab umbilico distantia, est ad velocitatem in circulo in eadem a
centro distantia in subduplicata ratione lateris recti principalis ad
duplam illam distantiam.

Corol. 4. Corporum in ellipsibus gyrantium velocitates in medio-
cribus distantiis ab umbilico communi sunt ezdem, qua corporum
gyrantium in circulis ad easdem distantias; hoc est (per corol. 6.
prop. 1v.) reciproce in subduplicata ratione distantiarum. Nam
perpendicula jam sunt semi-axes minores, & hi sunt ut mediz
proportionales inter distantias & latera recta. Componatur hac
ratio inverse cum subduplicata ratione laterum rectorum directe, &
fiet ratio subduplicata distantiarum inverse.

Corol. 5. In eadem figura, vel etiam in figuris diversis, quarum
latera recta principalia sunt zqualia, velocitas corporis est reciproce
ut perpendiculum demissum ab umbilico ad tangentem.

Corol. 6. In parabola velocitas est reciproce in subduplicata ratione
distantizz corporis ab umbilico figure; in ellipsi magis variatur,
in hyperbola minus quam in hac ratione. Nam (per corol. 2. lem.
x1v.) perpendiculum demissum ab umbilico ad tangentem parabolz est
in subduplicata ratione distantize. In hyperbola perpendiculum minus
variatur, in ellipsi magis. '

Corol. 7. In parabola velocitas corporis ad quamvis ab umbilico
distantiam est ad velocitatem corporis revolventis in circulo ad
eandem a centro distantiam in subduplicata ratione numeri binarii
ad unitatem ; in ellipsi minor est, in hyperbola major quam in hac
ratione. Nam per hujus corollarium secundum velocitas in vertice
parabole est in hac ratione, & per corollaria sexta hujus &
propositionis quarte servatur eadem proportio in omnibus distantiis.
Hinc etiam in parabola velocitas ubique @qualis est velocitati
corporis revolventis in circulo ad dimidiam distantiam, in ellipsi
minor est, in hyperbola major.

Corol. 8. Velocitas gyrantis in sectione quavis conica est ad
velocitatem gyrantis in circulo in distantia dimidii lateris recti prin-
cipalis sectionis, ut distantia illa ad perpendiculum ab umbilico in
tangentem sectionis demissum. Patet per corollarium quintum.
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Corol. 9. Unde cum (per corol. 6. prop. 1v.) velocitas gyrantis in
hoc circulo sit ad velocitatem gyrantis in circulo quovis alio reciproce
in subduplicata ratione distantiarum; fiet ex a&quo velocitas gyrantis
in conica sectione ad velocitatem gyrantis in circulo in eadem dis-
tantia, ut media proportionalis inter distantiam illam communem
& semissem principalis lateris recti sectionis, ad perpendiculum ab
umbilico communi in tangentem sectionis demissum.

PROPOSITIO XVII. PROBLEMA IX.

Posito quod vis centripeta sit vectproce proportionalis quadrato dis-
tantie locorum a centro, & quod vis tllius quantitas absoluta sit
cognita; vequiritur linea, quam corpus describit de loco dato cum
data velocitate secundum datam rectam egrediens.

Vis centripeta tendens ad punctum .§ ea sit, qua corpus p in
orbita quavis data p ¢ gyretur, & cognoscatur hujus velocitas
in loco p. De loco P secundum lineam 2P R exeat corpus P
cum data velocitate, & mox inde, cogente vi centripeta, deflectat
illud in coni section-
em PQ. Hancigitur
recta P R tanget in
P. Tangat itidem
recta aliqua p # orbi-
tam pg in p, & si
ab S ad eas tangen-
tes demitti intelligan-
tur perpendicula, erit
(per corol. 1. prop.
xvL) latus rectum
principale coni secti-
onis ad latus rectum
principale orbite in ratione composita ex duplicata ratione perpen-
diculorum & duplicata ratione velocitatum, atque ideo datur.  Sit
L coni sectionis latus rectum. Datur praterea ejusdem coni sectionis
umbilicus S.  Anguli RPS complementum ad duos rectos fiat
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angulus R P A ; & dabitur positione linea P 77, in qua umbilicus alter
H locatur. Demisso ad P /7 perpendiculo S'XK, erigi intelligatur
semiaxis conjugatus BC, & erit SPg—2 KPH+PHq¢=SHg=
4CHg=4BHg—4BCg=SP+PH: quad. — L x SP+P H=
SPg+2SPH+PHg—LxSP+PH  Addantur utrobique
2KPH—-SPg—PHg+LxSP+PH, & fiet LxSP+PH=
2 SPH+2KPH,seua SP+PH ad PH ut 2S5P+2KP ad L.
Unde datur 2 A tam longitudine quam positione, Nimirum si ea sit
corporis in P velocitas, ut latus rectum Z minus fuerit quam 2.5 P
+2 K P, jacebit P /A ad eandem partem tangentis Z R cum linea
PS; ideoque figura erit ellipsis, & ex datis umbilicis .S, A, & axe
principali S P+ PH,
dabitur. Sin tanta
sit corporis velocitas,
ut latus rectum Z
equale fuerit 252
+2 K P, longitudo
P A infinita erit; &
propterea figura erit
parabolaaxem habens
SH parallelum linez
P K, & inde dabitur.
Quod si corpus ma-
jori adhuc cum vel-
ocitate de loco suo P exeat, capienda erit longitudo P A ad alteram
partem tangentis; ideoque tangente inter umbilicos pergente, figura
erit hyperbola axem habens principalem @qualem differentiz linearum
SP & PH, & inde dabitur. Nam si corpus in his casibus revolvatur
in conica sectione sic inventa, demonstratum est in prop. Xi, x11, &
x111, quod Vis centripeta erit ut quadratum distantiz corporis a centro
virium S reciproce ; ideoque linea P Q recte exhibetur, quam corpus
tali vi describet, de loco dato P, cum data velocitate, secundum
rectam positione datam P R egrediens. Q. E. F.

Corol. 1. Hinc in omni coni sectione ex dato vertice principali D,
latere recto Z, & umbilico .S, datur umbilicus alter 77 capiendo
DH ad DS ut est latus rectum ad differentiam inter latus rectum
& 4DS. Nam proportio SP+PH ad PH ut 2 SP+2 KPad L
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in casu hujus corollarii, it DS+ DH ad DH ut 4 DS ad L, &
divisim DSad DHut 4 DS—L ad L.

Corol. 2. Unde si datur corporis velocitas in vertice principali D,
invenietur orbita expedite, capiendo scilicet latus rectum ejus ad
duplam distantiam 2.5, in duplicata ratione velocitatis hujus datee
ad velocitatem corporis in circulo ad distantiam .S gyrantis (per
corol. 3. prop. xv1.;) dein DA ad D.S ut latus rectum ad differentiam
inter latus rectum & 4 D .S.

Corol. 3. Hinc etiam si corpus moveatur in sectione quacunque
conica, & ex orbe suo impulsu quocunque exturbetur; cognosci
potest orbis, in quo postea cursum suum peraget. Nam componendo
proprium corporis motum cum motu illo, quem impulsus solus
generaret, habebitur motus quocum corpus de dato impulsus loco,
secundum rectam positione datam, exibit.

Corol. 4. Et si corpus illud vi aliqua extrinsecus impressa continuo
perturbetur, innotescet cursus quam proxime, colligendo mutationes
quas vis illa in punctis quibusdam inducit, & ex seriei analogia
mutationes continuas in locis intermediis zstimando.

Scholium.

Si corpus P vi centripeta ad
punctum quodcunque datum A&
tendente moveatur in perimetro
date cujuscunque sectionis coni-
ce, cujus centrum sit C; & requi-
ratur lex vis centripete : ducatur
C G radio R P parallela, & orbis
tangenti P G occurrens in G; &

vis illa (per corol. 1. & schol. prop.

. C G cub.
x. & corol. 3. prop. vIL) erit ut 5 quad,
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SECTIO IV.

De inventione orbium ellipticorum, pavabolicorum & hyperbolicorum
ex umbilico dato.

LEMMA XV.

Si ab- ellipseos vel hyperbole cujusvis umbilicts duobus S, H, ad
punctum quodvis tertium N inflectantur recte due SV, HV,
quarum una HV @qualis sit axi prin-

cipali figure, id est, axi in quo umbilict

Jacent, altera SV a perpendiculo TR in n
se demisso bisecetur in T ; perpendiculum

Jllud T R sectionenms conicam alicubi tan- S H
get : & contra, st tangit, evid W'V @qualis axi principali figure.

Secet enim perpendiculum 7°R rectam A I productam, si opus
fuerit, in R ; & jungatur S R. Ob =quales 7°.5, 7"V, =quales erunt
& recte SR, VR & anguli 7RS, TR V. Unde punctum R erit
ad sectionem conicam, & perpendiculum 7 R tanget eandem: &
contra. Q. ZE.D.

PROPOSITIO XVIII. PROBLEMA X.

Datis umbilico & axtbus principalibus descvibere trajectorias ellip-
ticas & hyperbolicas, que transibunt per puncta data, & rectas
posttione datas contingent.

Sit .S communis umbilicus figurarum; 4 B longitudo axis prin-
cipalis trajectorie cujusvis; £ punc-

tum per quod trajectoria debet tran- = . B
sire; & 7K recta quam debet tangere. & 4 v P
Centro P intervallo A B—S8P, si /‘r
orbita sit ellipsis, vel 4 B+SP, si 7, H;
ea sit hyperbola, describatur circulus \ E
H G. Adtangentem 7R demittatur 4 GF
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perpendiculum §' 7] & producatur idem ad ¥, ut sit 7"} aqualis S 7;
centroque V & intervallo 4 B describatur circulus A, Hac
methodo sive dentur duo puncta 7, p, sive duz tangentes 7R, 7,
sive punctum P & tangens 7" R, describendi sunt circuli duo.  Sit
/1 eorum intersectio communis, & umbilicis S, Z, axe illo dato
describatur trajectoria.  Dico factum. Nam trajectoria descripta
(eo quod P H+SP in ellipsi & P H—S P in hyperbola zquatur
axi) transibit per punctum P, & (per lemma superius) tanget rectam
TR. Et eodem argumento vel transibit eadem per puncta duo
P, p, vel tanget rectas duas 7R, ¢». Q.E.F.

PROPOSITIO XIX. PROBLEMA XI.

Cirvca datum umbilicum trajectoriam parvabolicam describere, qua
transibit per puncta data, & rectas positione datas continget.

Sit .S umbilicus, P punctum & 7 R tangens trajectoriee descri-
bend®. Centro P, intervallo .S describe circulum #~G. Ab um-
bilico ad tangentem demitte perpendicularem .S 7, & produc eam
ad V,utsit 77V aqualis § 7. Eodem modo describendus est alter
circulus fg, si datur alterum punctum g, vel inveniendum alterum
punctum z, si datur altera tangens £, dein du-
cenda recta 7 £ qua tangat duos circulos 7 G,
/S & si dantur duo puncta P, p, vel transeat per
duo puncta 7, v, si dantur duz tangentes 7R, /P
t7, vel tangat circulum /G & transeat per
punctum ¥, si datur punctum P & tangens & g
TR. Ad F/ demitte perpendicularem S/, |¥
eamque biseca in X ; & axe .S A, vertice prin-
cipali X describatur parabola. Dico factum.
Nam parabola, ob equales SK & /7K, SP &
F P, transibit per punctum P; & (per lem. x1v.
corol. 3.) ob ®=quales S 7" & 7"V & angulum rectum S 7" R, tanget
rectam 7K. Q.E.F.
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PROPOSITIO XX. PROBLEMA XII

Circa datum umbilicum trajectoviam quamuvis specic datam describere.
que per data puncta transibit & rectas tanget positione datas.

Cas. 1. Dato umbilico S, describenda sit trajectoria 4 B C per
puncta duo B, C. Quoniam trajectoria datur specie, dabitur ratio
axis principalis ad distantiam um-
bilicorum. In ea ratione cape
KB ad BS, & LC ad CS
Centris B, C, intervallis BK, CL,
describe circulos duos, & ad rectam
KL, qua tangat ecosdem in K S
& L, demitte perpendiculum .S G, idemque seca in 4 & a, ita ut
sit GA ad AS & Ga ad a5 ut est B ad B .S & axe 4 a,
verticibus A, @, describatur trajectoria. Dico factum. Sit enim
A umbilicus alter figure descripte, & cum sit G4 ad A .S ut
Ga ad a8, erit divisim Ga—G A seu Aa ad a.S—A4 .5 seu SH
in eadem ratione, ideoque in ratione quam habet axis principalis
figuree describendz ad distantiam umbilicorum ejus; & propterea
figura descripta est ejusdem speciei cum describenda. Cumque
sint K B ad B.5& L Cad C.S in eadem ratione, transibit haec figura
per puncta &, C, ut ex conicis manifestum est.

Cas. 2. Dato umbilico .S, describenda sit trajectoria qua rectas
duas 7R, ¢ alicubi contingat. Ab umbilico in tangentes demitte
perpendicula .S 7, .S# & produc ea-
dem ad Vv, ut sint 77V, v =qua-
les 7S, #S. Biseca Vv in O, &
erige perpendiculum infinitum O /4,
rectamque F°.§ infinite productam
secain K & £, ita utsit VK ad K.S
& Vi ad £S ut est trajectoriae descri-
benda axis principalis ad umbilico-
rum distantiam. Super diametro A'4
describatur circulus secans O/ in A; & umbilicis .S, /7, axe principali
ipsam V/{ ®quante, describatur trajectoria. Dico factum. Nam biseca

Kk in X, & junge X, HS, HV, Hv. Quoniam est VA ad XS ut

N |
H a
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Vkad £S; & composite ut VA + Vkad K S+4£S,; divisimque ut
VE—VKad £2S—KS,idest,ut 2/ X ad 24X & 2K X ad 2.5X,
ideoque ut VX ad ZX & HX ad SX, similia erunt triangula
VXH, HXS, & propterea VH eritad S/ ut VX ad X 7/, ideoque
ut VK ad KS. Habet igitur trajectorize descripte axis principalis
V A eam rationem ad ipsius umbilicorum distantiam .S/, quam
habet trajectoriee describenda axis principalis ad ipsius umbilicorum
distantiam, & propterea ejusdem est speciei. Insuper cum VA,
v H @quentur axi principali, & V'S, 2.5 a rectis 7°R, ¢» perpen-
diculariter bisecentur, liquet (ex lem. xv.) rectas illas trajectoriam
descriptam tangere. Q. Z. F.

Cas. 3. Dato umbilico .S describenda sit trajectoria qua rectam
TR tanget in puncto dato R In rectam 7°AR demitte perpendi-
cularem .S 7, & produc eandem ad ¥, ut sit 7'V ®qualis S§7.  Junge
VR & rectam V.S infinite productam seca in A" & 4, ita ut sit
VK ad SK & Vik ad S4 ut ellipseos describendz axis principalis
ad distantiam umbilicorum; cir-
culoque super diametro A% de-
scripto secetur producta recta
VR in A, & umbilicis .S, /, T A
axe principali rectam VA
aquante, describatur trajectoria. " | ™. i
Dico factum. Namque VA Y RS &
esse ad SH ut VA ad SA,
atque ideo ut axis principalis trajectorize describende ad distantiam
umbilicorum ejus, patet ex demonstratis in casu secundo, & propterea
trajectoriam descriptam ejusdem esse speciei cum describenda, rectam
vero 7R qua angulus /' R.S bisecatur, tangere trajectoriam in puncto
R, patet ex conicis. Q. £. F.

Cas. 4. Circa umbilicum .S describenda jam sit trajectoria 4 P 5,
quz tangat rectam 7 R, transeatque per punctum quodvis 7 extra
tangentem datum, queeque similis sit figuree @ 4, axe principali @ 4
& umbilicis s, Z descriptze. In tangentem 7 A& demitte perpendicu-
lum S 7, & produc idem ad /, ut sit 7"V aqualis 7. Angulis
autem V'SP, S VP fac angulos /4sg, skg aquales; centroque ¢ &
intervallo quod sit ad 24 ut SP ad V.S describe circulum secan-
tem figuram a6 in p. Junge sp & age S H que sit ad 5/ ut est
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S P ad sp, queeque angulum P .S/ angulo ps4 & angulum V.S H
angulo psg¢ ®quales constituat. Denique umbilicis S, /A, & axe
principali 4 B distantiam J /A =quante, describatur sectio conica.
Dico factum. Nam si agatur sv qua sit ad sp ut est sZ ad sg,
queaeque constituat angulum zsp angulo 4s¢ & angulum vs/Z an-
gulo ps¢g =quales, triangula sv/4, spg¢g erunt similia, & propte-
rea v/ erit ad pg¢ utestskad sg, id est (ob similia triangula V.S P,
hsg)ut est V.S ad SP seu aé ad pg. Aquantur ergo v/ & al.

‘Z'A'Z::;:S-'-""

Porro ob similia triangula V'S /A, vsk, est VA ad SH utv/ad
sk, id est, axis conice sectionis jam descriptzz ad illius umbilico-
rum intervallum, ut axis 24 ad umbilicorum intervallum s/Z; &
propterea figura jam descripta similis est figuree @ p 4. Transit autem
hzc figura per punctum P, eo quod triangulum P .S/ simile sit
triangulo ps/%; & quia V' /A aquatur ipsius axi & V.S bisecatur
perpendiculariter a recta 7" R, tangit eadem rectam 7 R. Q. FE. F.

LEMMA XVI.

A datis tribus punciis ad quartum non datum inflectere tres vectas
quarum differentie vel dantur vel nulle sunt.

Cas. 1. Sunto puncta illa data 4, B, C & punctum quartum Z,
quod invenire oportet; ob datam differentiam linearum A4 Z, B Z,
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locabitur punctum Z in hyperbola cujus umbilici sunt 4 & B, &
principalis axis differentia illa data. Sit axis ille /' V. Cape P M/
ad M A utest MN ad A B, & erecta PR perpendiculari ad 4 B,
demissaque Z R perpendiculari ad P R; erit, ex natura hujus hyper-
bole, Z R ad 4 Z utest M N ad A B. Simili discursu punctum Z
locabitur in alia hyperbola, cujus umbilici sunt 4, C & principalis
axis differentia inter 42 & CZ, ducique potest Q.S ipsi 4 C
perpendicularis, ad quam si ab hyperbolee hujus puncto quovis Z
demittatur normalis Z.S, haec fuerit ad 4 Z ut est differentia inter
AZ & CZ ad AC. Dantur ergo rationes ipsarum Z R & Z .S ad
A Z, & idcirco datur earundem Z R
& Z .S ratio ad invicem; ideoque si
recte RP, SQ concurrant in 7, &
agantur 772 & T A, figura TRZ .S
dabitur specie, & recta 7°Z in qua
punctum Z alicubi locatur, dabitur
positione. Dabitur etiam recta 7" A4,
ut & angulus 477; & ob datas
rationes ipsarum 4 Z ac 7Z ad Z .S
dabitur earundem ratio ad invicem;
& inde dabitur triangulum 4 7°Z,
cujus vertex est punctum Z. Q.E.J. B

Cas. 2. Si duz ex tribus lineis, puta 4 Z & B Z, ®quantur, ita
age rectam 7°Z, ut bisecet rectam A B; dein quare triangulum
A 7T Z ut supra.

Cas. 3. Si omnes tres @quantur, locabitur punctum Z in centro
circuli per puncta 4, B, C transeuntis. Q. £. /.

Solvitur etiam hoc lemma problematicum per librum tactionum
Apolloniz a Vieta restitutum.

PROPOSITIO XXI. PROBLEMA XIIL

Trajectoriam cirvca datum wumbilicum describere, que transibit per
puncta data & rectas positione datas continget.

Detur umbilicus .S, punctum P, & tangens 7 R, & inveniendus
sit umbilicus alter /7. Ad tangentem demitte perpendiculum § 7, &
produc idem ad ¥, ut sit 7} =qualis S 7, & erit ¥ A =qualis axi
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principali. Junge SP, AP, & erit §P differentia inter 7P &
axem principalem. Hoc modo si dentur plures tangentes 7" R, vel
plura puncta P, devenietur semper ad lineas totidem ¥ /A, vel P /,
a dictis punctis ¥ vel P ad umbilicum <
H ductas, qua vel @quantur axibus, vel ‘i».\ R p
datis longitudinibus .5' 2 differunt ab iis- > _

A

dem, atque ideo qua vel aquantur sibi ~_ \
invicem, vel datas habent differentias; \\ e ~ \
& inde, per lemma superius, datur um- N \X
bilicus ille alter /7. Habitis autem um- S H

bilicis una cum axis longitudine (quae vel est ¥ /7, vel, si trajectoria
ellipsis est, P 7+ .S P sin hyperbola, P /7 —.5P) habetur trajectoria.
Q.E. I

Scholium.

Ubi trajectoria est hyperbola, sub nomine hujus trajectorie oppo-
sitam hyperbolam non comprehendo. Corpus enim pergendo in motu
suo in oppositam hyperbolam transire non potest.

Casus ubi dantur tria puncta sic solvitur expeditius. Dentur puncta
B, C, D. Junctas BC, CD produc ad £, F, ut sit £B ad £C
ut SBad SC & FCad £D ut SCad §D. Ad £ F ductam &
productam demitte normales .S'G, B /A, inque G.S infinite producta
cape G A adAS & Gaad aSutest Z B ad B.S; &erit A vertex,
& Aa axis principalis trajectorize : quee, perinde ut ' A major,
equalis, vel minor
fuerit quam A .S,
erit ellipsis, para-
bola vel hyperbola;
puncto @ in primo
casu cadente ad ean-
dem partem linex
GZF cum puncto A ;
in secundo casu ab-
eunte in infinitum
in tertio cadente ad
contrariam partem
linee G/ Nam
si demittantur ad G F perpendicula C/, DK ;erit /Cad B ut EC

- 7
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ad £2B, hoc est, ut SCad S5 ; & vicissim /Cad SCut HBad SAB
sive ut G4 ad S 4. Etsimili argumento probabitur esse A D ad
S D in eadem ratione. Jacent ergo puncta B, C, D in coni sectione
circa umbilicum .S ita descripta, ut rectz omnes, ab umbilico .S ad
singula sectionis puncta ducte, sint ad perpendicula a punctis iisdem
ad rectam G F demissa in data illa ratione.

Methodo haud multum dissimili hujus problematis solutionem
tradit clarissimus geometra de Ja Hire, conicorum suorum lib. viir
prop. Xxv.

SECTIO V.

Inventio ovbium ubi umbilicus neuter datur.

LEMMA XVII.

St a date conice sectionis puncto quovis P ad trapezii alicujus
A BDC, in conwca illa sectione inscripti, latera quatuor infinite
producta A B, CD, AC, DB totidem recte PQ, PR, PS,PT
in datis angulis ducantur, singule ad singula: rvectangulum
ductarum ad opposita duo latera P Q x PR, erit ad vectangulum
ductarum ad alia duo latera opposita PS x P'T in data ratione.

Cas. 1. Ponamus primo lineas ad opposita latera ductas parallelas
esse alterutri reliquorum laterum, puta PQ & PR lateri AC &
P Sac P T lateri A B. Sintque insuper latera duo ex oppositis,
puta A C & B D, sibi invicem parallela.  Et recta, qua bisecat pa-
rallela illa latera, erit una ex diametris conice sectionis, & bisecabit
etam KR Q. Sit O punctum in
quo AR Q bisecatur, & erit PO
ordinatim applicata ad diametrum ~
illam. Produc P O ad X, ut sit o
O K =qualis PO, & erit OK or-
dinatim applicata ad contrarias
partes diametri. Cum igitur puncta
A, B, P & K sint ad conicam
sectionem, & P K secet A B in
dato angulo, erit (per prop. 17,
19, 21 & 23 lib. 111. conicorum

|7/
i

P
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Apolionii) rectangulum P Q K ad rectangulum A Q B in data ratione.
Sed Q K & P R =quales sunt, utpote zqualium OK, OP, & O0Q,
OR differentie, & inde etiam rectangula P QK & P Q x PR ®qua-
lia sunt; atque ideo rectangulum P Qx P R est ad rectangulum
A Q B, hoc est ad rectangulum .S x £ 7 in data ratione. Q. .£. D.

Cas. 2. Ponamus jam trapezii latera opposita 4 C & B D non esse
parallela. Age Bd parallelam 4 C & occurrentem tum recte .S 77
in ¢ tum conica sectioni in . Junge Cd secantem P Q in 7, &
ipsi P Q parallelam age D M
secantem Cdin M & A B in V.
Jam ob similia triangula B 7°¢,
DBN; etBtseu PQ ad 7T¢
ut D Nad NB. Sic & Rrest
ad AQseu PSutDMad A N. :
Ergo, ducendo antecedentes in 5
antecedentes & consequentes in ' ;
consequentes, ut rectangulum P Q : j
in R 7 est ad rectangulum P .S'in 4 & %
T'¢, ita rectangulum N D M est
ad rectangulum A4 N B, & (per cas. 1.) ita rectangulum P Q in P»
est ad rectangulum P.S in P¢ ac divisim ita rectangulum P Q x
P R est ad rectangulum PSxP 7. Q.E.D.

Cas. 3. Ponamus denique lineas
quatuor PQ, PR, PSS, P 7T non
esse parallelas lateribus 4 C, 4 B,
sed ad ea utcunque inclinatas.
Earum vice age g, P parallelas
ipsi A C; & Ps, Pt parallelas ipsi
A B ; & propter datos angulos trian-
gulorum PQg¢, PR», PSs, P T,
dabuntur rationes P Q ad Pg, PR i
ad P»,PSad Ps,& PTad Pt; ; T B
atque ideo rationes composite P Q
XxPR ad PgxPr, & PSxP Tad PsxPt Sed, per superius
demonstrata, ratio Pgx P» ad Psx P¢ data est: ergo & ratio
POxPRad PSxPT Q. E.D.

C
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LEMMA XVIIIL

Iisdem posttis, st vectangulum ductavum ad opposita duo latera trapezii
PQ x PR sit ad rectangulum ductarum ad religua duo latera
PSx PT i data ratione; punctum P, a quo linee ducuntur,
tanget conicam sectionem circa trapezium descriptam.

Per puncta 4, B, (, D & aliquod infinitorum punctorum 2,
puta p, concipe conicam sectionem describi: dico punctum 2 hanc
semper tangere. Si negas, junge 4P secantem hanc conicam sec-
tionem alibi quam in P, si fieri potest, puta in . Ergo si ab his
punctis & & ducantur in datis angulis ad latera trapezii rectz p ¢,
pr,ps, Pt & bk bn bf 6d; erit ut bkxbn ad 6fx6d ita
(per lem. xviL) pgxpr ad psxpt, & ita (per hypoth.) PQ x PR
ad PSxP7. Est & propter similitudinem trapeziorum 64 Af,
PQAS, ut 6k ad 6f ita PQ ad PS. Quare, applicando ter-
minos prioris proportionis ad terminos correspondentes hujus, erit
bnadédut PRad P7. Er-
go trapezia aquiangula Dnéd,
D R P 7T similia sunt, & eorum
diagonales D 4, D P propterea
coincidunt.  Incidit itaque &
in intersectionem rectarum A4 2P,
D P ideoque coincidit cum
puncto £. Quare punctum
P, ubicunque sumatur, incidit
in assignatam conicam sectio-

D
nem. Q.FE.D.
Corol. Hinc si recte tres : L
PQ, PR, PS a puncto com- A g £Q B

muni 2 ad alias totidem positione datas rectas 4B, CD, A C, singule
ad singulas, in datis angulis ducantur, sitque rectangulum sub duabus
ductis 2 Qx PR ad quadratum tertiz S in data ratione: punc-
tum 2P, a quibus recte ducuntur, locabitur in sectione conica
que tangit lineas A B, CD in A & C: & contra. Nam coeat linea
B D cum linea A4 C, manente positione trium A4 B, C D, A C; dein
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coeat etiam linea P 7" cum linea P.S: & rectangulum PSxP T
evadet P .S guad. recteque A B, C D, quae curvam in punctis 4 & 5,
C & D secabant, jam curvam in punctis illis coeuntibus non amplius
secare possunt, sed tantum tangent.

Sclolizem.

Nomen conica sectionis in hoc lemmate late sumitur, ita ut sectio
tam rectilinea per verticem coni transiens, quam circularis basi pa-
rallela includatur. Nam si punctum p incidit in rectam, qua puncta
A & D vel C & B junguntur, conica sectio vertetur in geminas
rectas, quarum una est recta illa in quam punctum p incidit, &
altera est recta qua alia duo ex punctis quatuor junguntur.  Si tra-
pezii anguli duo oppositi simul sumpti 22quentur duobus rectis, & linez
quatuor 2 Q, PR, PS, P T ducantur ad latera ejus vel perpendi-
culariter vel in angulis quibusvis
aqualibus, sitque rectangulum
sub duabus ductis PO x PR
aquale rectangulo sub duabus
aliis P SxP 7, sectio conica
evadet circulus. Idem fiet, si
linez quatuor ducantur in an-
gulis quibusvis, & rectangulum
sub duabus ductis PO x PR
sit ad rectangulum sub aliis
duabus P Sx P 7 ut rectan-
gulum sub sinubus angulorum
S, 7, in quibus duz ultime
£S, PT ducuntur, ad rectangulum sub sinubus angulorum O, R, in
quibus duz prime P Q, P R ducuntur. Czteris in casibus locus
puncti £ erit aliqua trium figurarum, quae vulgo nominantur sectiones
conicae. Vice autem trapezii 4 B CD substitui potest quadrilaterum,
cujus latera duo opposita se mutuo instar diagonalium decussant.
Sed & e punctis quatuor 4, B, C, D possunt unum vel duo abire ad
infinitum, eoque pacto latera figure, qua ad puncta illa convergunt,
evadere parallela: quo in casu sectio conica transibit per caxtera
puncta, & in plagas parallelarum abibit in infinitum.
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LEMMA XIX.

Invenive punctum P, a quo s¢
recte quatuwor PQ, PR,
PS, PT ad alias totidem
positione datas vectas A B,
CD, AC, BD, singule ad
singulas, tn datis angulis
ducantur, rectangulum sub
duabus ductis, P Q x PR,
sit ad rectangulum sub alits
duabus, PS x PT, in data

rvatione.

Linezz A B, C D, ad quas recte due P @, P R unum rectangu-
lorum continentes ducuntur, conveniant cum aliis duabus positione
datis lineis in punctis A4, B, C, D. Ab eorum aliquo 4 age rectam
quamlibet 4 #, in qua velis punctum P reperiri. Secet ea lineas
oppositas B D, C D, nimirum BD in A & CD in /, & ob datos
omnes angulos figurz, dabuntur rationes 2 Q ad P4 & P4 ad
P .S, ideoque ratio 2 Q ad P S. Auferendo hanc a data ratione P Q
x PR ad P SxP T, dabitur ratio P R ad P 7, & addendo datas
rationes P 7 ad P R, & P T ad P H dabitur ratio P 7 ad P H, atque
ideo punctum P. Q.E.7

Corol. 1. Hinc etiam ad loci punctorum infinitorum 2 punctum
quodvis D tangens duci potest. Nam chorda P .0, ubi puncta 2.
ac D conveniunt, hoc est, ubi A /A ducitur per punctum /2, tan-
gens evadit. Quo in casuy, ultima ratio evanescentium /P & P H
invenietur ut supra. Ipsi igitur 4 D duc parallelam C Z occurren-
tem B in F, & in ea ultima ratione sectam in £, & D E tangens
erit, propterea quod C F & evanescens / /A parallele sunt, & in £
& P similiter secte.

Corol. 2. Hinc etiam locus punctorum omnium 2 definiri potest.
Per quodvis punctorum A, B, C, D, puta A4, duc loci tangentem
A E, & per aliud quodvis punctum B duc tangenti parallelam B 7
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occurrentem loco in ~. Inven-
ietur autem punctum /7 per
lem. xix. Biseca B Fin G, &
acta indefinita 4 G erit positio
diametri ad quam B G & F G
ordinatim applicantur.  Haec
A G occurrat loco in H, &
erit 4 A diameter sive latus
transversum, ad quod latus rec-
tum erit ut £ Gg¢g ad 4 Gx
GH. Si AG nusquam oc-
currit loco, linea A /H existente
infinita, locus erit parabola, &

Gg

latus rectum ejus ad diametrum 4 G pertinens erit Sin ea

AG-
alicubi occurrit, locus hyperbola erit, ubi puncta 4 & / sita sunt ad
easdem partes ipsius G: & ellipsis, ubi G intermedium est, nisi forte
angulus 4 G B rectus sit, & insuper B G guad. 2quale rectangulo
A G H, quo in casu circulus habebitur.

Atque ita problematis veterum de quatuor lineis ab ZEwclide
inceepti & ab Apollonio continuati non calculus, sed compositio
geometrica, qualem veteres querebant, in hoc corollario exhibetur.

LEMMA XX.
St parallelogrammum quodvis A S P Q angulis duobus oppositis A &

P tangit sectionem quamuvis conicam in punctis A & P; & lateribus
unius angulorum illorum infinite productis A Q, A S occurrit eidem
sectiont conice in B & C; a punctis autem occursuum B & C ad
quintum quodvis sectionis conice punctum D agantur vecte due BD,
C D occurrentes alteris duobus infinite productis parallelogrammsi
lateribus PS, P Q in T & R : erunt semper abscisse laterum partes

PR & PT ad invicem in data ratione. Et contra, si partes ille
abscisse sunt ad invicem in data ratione, punctum D tanget sectionem
conicam per puncta quatuor A, B, C, P transeuntem.
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Cas. 1. Jungantur BP, CP & a puncto D agantur recte duze

DG, D E, quarum prior D G ipsi A B parallela sit & occurrat P B,
PQ,CAin H, I, G; altera D E parallela sit ipsi 4 C & occurrat
PC PSS, AB in F, K, E: & erit (per lem. XVvIL) rectangulum
DExDF ad rectangulum D G x D H in ratione data. Sed est
PQad DE (seu /7Q) ut PB c
ad /A B, ideoque ut P 7 ad
DH; & vicissim PQ ad PT
utDEad DH. Est& PR S
ad D Fut RCad D C, ideo-
que ut (/G vel) P Sad DG,
& vicissim PR ad PS ut DF
ad D G; & conjunctis rationi-
bus fit rectangulum PQ x PR
ad rectangulum PS x P 7T ut
rectangulum D E x DF ad
rectangulum D G x D H, at-
que ideo in data ratione. Sed
dantur PQ & P.S, & propterea ratio PR ad P7 datur. Q.E.D.

Cas. 2. Quod si P R & P T ponantur in data ratione ad invicem,
tum simili ratiocinio regrediendo, sequetur esse rectangulum D £
x D F ad rectangulum D G x D A in ratione data, ideoque punctum
D (per lem. xviL) contingere conicam sectionem transeuntem per
puncta A, B, C, P. Q.E.D.

Corol. 1. Hinc si agatur B C secans PQ in », & in P 7 capiatur
Pt in ratione ad P7» quam habet P 7" ad P R: erit B/ tangens
conice sectionis ad punctum B. Nam concipe punctum 2 coire
cum puncto 5, ita ut, chorda B evanescente, B7 tangens evadat;
& C D ac B 7 coincident cum CB & B ¢

Corol. 2. Et vice versa si B¢ sit tangens, & ad quodvis conicae
sectionis punctum D conveniant 8D, CD ; erit PRad P7 ut Pr
ad P¢£ Etcontra, si sit PR ad P 7 ut P» ad P£: convenient,
B D, CD ad conicz sectionis punctum aliquod .

Corol. 3. Conica sectio non secat conicam sectionem in punctis
pluribus quam quatuor. Nam, si fieri potest, transeant duz conica
sectiones per quinque puncta A4, B, C, P, O; easque secet recta 5D
in punctis D, &, & ipsam P ( secet recta Cding. Ergo P R est ad

» K t

i
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P T ut Pgad P7; unde PR & Py sibi invicem @quantur, contra
hypothesin.

LEMMA XXI.

St recte due mobiles & infinite BM, CM per data puncta B, C
cen polos ducte, concursu suo M describant tertiam positione datam
vectam M N ; & alie due infinite recte B D, CD cum prioribus
duabus ad puncta illa data B, C datos angulos M BD, M C D
¢ffectentes ducantnr: dico quod he due BD, CD concursu suo D
describent sectionem conicam per puncta B, C transeuntem. Et vice
versa, st vecte BD, CD concursu suo D describant sectionem
conicam per data puncta B, C, A transeuntem, & sit angulus
DBM semper wqualis angulo dato A BC, angulusque DCM

semper @qualis angulo dato A CB : punctum M continget vectam
positione datam.

Nam in recta M/ NV detur punctum 2V, & ubi punctum mobile
M incidit in immotum 4V, incidat punctum mobile 2 in immotum P,

Junge CN, BN, CP, BP, & a puncto P age rectas P7, PR
occurrentes ipsis B0, CD in T & R, & facientes angulum BP 7
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qualem angulo dato B NV A, & angulum CP R xqualem angu-
lo dato CAN M. Cum ergo (ex hypothesi) equales sint anguli
MBD,NBP, ut & anguli ¥ CD, N CP; aufer communes NV 5D
& N CD, & restabunt zquales NBM & PBT,NCM & PCR:
ideoque triangula N B M, P B 7 similia sunt, ut & triangula NV C /7,
PCR. Quare PTestad NMut PBad NB, & PRad NI ut
PCad NC. Suntautem puncta B, C, NV, P immobilia. Ergo P7
& P R datam habent rationem ad NV M, proindeque datam rationem
inter se; atque ideo (per lem. xx.) punctum /), perpetuus rectarum
mobilium B 7 & C AR concursus, contingit sectionem conicam, per
puncta B, C, P transeuntem. (Q.Z.D.

Et contra, si punctum mobile [ contingat sectionem conicam
transeuntem per data puncta 5, C, A, & sit angulus D5 M semper
qualis angulo dato 4 5 C, & angulus D C A/ semper ®qualis an-
gulo dato 4 C B, & ubi punctum 2 incidit successive in duo quee-
vis sectionis puncta immobilia p, P, punctum mobile A7 incidat suc-
cessive in puncta duo immobilia #, N: per eadem 7, N agatur

recta z NV, & heec erit locus perpetuus puncti illius mobilis 2.  Namy,
si fieri potest, versetur punctum A7 in linea aliqua curva. Tanget
ergo punctum /) sectionem conicam per puncta quinque B, C, A,
#, P transeuntem, ubi punctum /J/ perpetuo tangit lineam curvam.

Sed & ex jam demonstratis tanget etiam punctum /) sectionem co--
F
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nicam per eadem quinque puncta B, C, 4, p, P, transeuntem, ubi
punctum /7 perpetuo tangit lineam rectam. Ergo duaz sectiones
conicze transibunt per eadem quinque puncta, contra corol 3. lemmat.
xx. Igitur punctum A7 versari in linea curva absurdum est. Q. Z.D.

PROPOSITIO XXII. PROBLEMA XIV.

Trajectoriam per data quingue puncta describere.

Dentur puncta quinque 4, B, ¢, P, D. Ab eorum aliquo A ad
alia duo quaevis 5, C, que poli nominentur, age rectas A4 B, A C,
hisque parallelas 7P S, P R Q per punctum quartum 2. Deinde a
polis duobus B, C age per punctum quintum /2 infinitas duas B D 7,
C R D, novissime ductis 7P .S, PR Q (priorem priori & posteri-
orem posteriori) occurrentes in 7° & K. Denique de rectis P 7,
PR, acta recta ¢7 ipsi 7R parallela, abscinde quasvis P#, Pr ipsis P 7,
PR proportionales ; & si per earum terminos ¢ » & polos B, C acte
B¢, C# concurrant in 4, locabitur punctum illud & in trajectoria que-

sita. Nam punctum illud & (per lem. xx.) versatur in conica sectione
per puncta quatuor A, B, C, P transeunte ; & lineis R», 7/ evanes-
centibus, coit punctum & cum puncto /).  Transit ergo sectio conica
per puncta quinque 4, B, C, P, D. Q.E.D.

Idem aliter.

E punctis datis junge tria quaevis 4, B, C; & circum duo eorum
B, C, ceu polos, rotando angulos magnitudine datos 4 BC, 4 CAB,
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applicentur crura B4, C A4, primo ad punctum [, deinde ad punc-
tum /P, & notentur puncta A/, N in quibus altera crura 2L, CL
casu utroque se decussant. Agatur recta infinita M/ NV, & rotentur
anguli illi mobiles circum polos suos B, C, ea lege ut crurum B Z,
CL vel BM, CM intersectio, qua jam sit », incidat semper in
rectam illam infinitam M N ; & crurum B A, CA, vel BD, CD
intersectio, quae jam sit &, trajectoriam quesitam P 4 D d B delinea-
bit. Nam punctum & (per lem. xx1) continget sectionem conicam

\

ek

per puncta B, C transeuntem; & ubi punctum  accedit ad puncta
L, M, N, punctum & (per constructionem) accedet ad puncta 4 D P.
Describetur itaque sectio conica transiens per puncta quinque 4, 5,
CP D QEF

Corol. 1. Hinc recta expedite duci potest, qua trajectoriam
queesitam in puncto quovis dato 5 continget. Accedat punctum & ad
punctum B, & recta B & evadet tangens quasita.

Corol. 2. Unde etiam trajectoriarum centra, diametri & latera
recta inveniri possunt, ut in corollario cecundo lemmatis x1x.

Scholium.

Constructio prior evadet paulo simplicior jungendo B P, & in ea, si
opus est, producta capiendo Bp ad BP ut est PRad P7; &
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per p agendo rectam infinitam pe ipsi S P 7 parallelam, & in ea
capiendo semper pe¢ xqualem P ; & agendo rectas B¢ C# con-
currentes in 4. Nam cum sint P» ad P¢ PR ad P 7, p B ad
P B, pead Pt in eadem ratione; erunt pe¢ & P 7 semper aquales.
Hac methodo puncta trajectorize inveniuntur expeditissime, nisi mavis
curvam, ut in constructione secunda, describere mechanice.

PROPOSITIO XXIII. PROBLEMA XV.

Tragectoriam descvibere, que per data quatuwor puncta transibit, &
vectam continget positione datam.

Cas. 1. Dentur tangens /7 B, punctum contactus 5, & alia tria
puncta C, D, P. Junge B C, & agendo P .S parallelam rectze B H,
& P Q parallelam rectz B C, comple parallelogrammum 2.5 P Q.
Age B D secantem S 7 in 7, & C D secantem P Q in R. Denique,

Q H

agendo quamvis ¢7 ipsi 7R parallelam, de P Q, P.S abscinde
Pr, Pt ipsis PR, P T proportionales respective; & actarum C7,
B¢ concursus 4 (per lem. xx.) incidet semper in trajectoriam
describendam.

Ldem aliter.

Revolvatur tum angulus magnitudine datus C B # circa polum 5,
tum radius quilibet rectilineus & utrinque productus 2 C circa polum
C. Notentur puncta A/, N, in quibus anguli crus B C secat
radium illum, ubi crus alterum A A concurrit cum eodem radio in
punctis Z & D. Deinde ad actam infinitam M NV concurrant per-
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petuo radius ille CP vel CD & anguli
crus BC, & cruris alterius B A con-
cursus cum radio delineabit trajecto-
riam queesitam. , =

Nam si in constructionibus proble- /
matis superioris accedat punctum 4 ad /
punctum 7, linee CA & C B coinci- /
dent, & linea A B in ultimo suo situ
fiet tangens B/, atque ideo construc-
tiones ibi positz evadent eedem cum 7/
constructionibus hic descriptis.  De-
lineabit igitur cruris B /A concursus
cum radio sectionem conicam per o
puncta C, D, P transeuntem, & rectam
B H tangentem in puncto B. Q.E.F.

Cas. 2. Dentur puncta quatuwor B, C, D, P extra tangentem
H I sita. Junge bina lineis B D, C P concurrentibus in G, tangen-
tique occurrentibus in 7 & Z. Secetur tangens in A, ita ut sit
HA ad T A, ut est rectangulum sub media proportionali inter C &
& G P & media proportionali inter B A & H D, ad rectangulum
sub media proportionali inter DG & G B & media proportionali
inter P/ & 7C; & erit A
punctum contactus. Nam si @ P c /1
recte P/ parallela 77X trajec- ' ‘ '
toriam secet in punctis quibus-
vis X & Y: erit (ex conicis)
punctum A ita Jocandum, ut
fuerit /' A guad. ad A I quad.
in ratione composita ex ratione
rectanguli X/AZY ad rectan-
gulum B H D, seu rectanguli
C G P ad rectangulum D G B,
& ex ratione rectanguli B A D
ad rectangulum P 7 C. Invento autem contactus puncto A, descri-
betur trajectoria ut in casu primo. Q. £. F.

Capi autem potest punctum 4 vel inter puncta /7 & 7, vel extra;
& perinde trajectoria dupliciter describi.
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PROPOSITIO XXIV. PROBLEMA XVI.

Trajectoriam describeve, quee transibit per data tria puncta, & rectas
duas positione datas continget.

Dentur tangentes /7, K L & puncta 5, C, D. Per punctorum
duo quaevis B, D age rectam infinitam B0 tangentibus occurren-
tem in punctis /7, K. Deinde etiam per alia duo quaevis C, D age
infinitam C 0 tangentibus occurrentem in punctis /, L. Actas ita
seca in R & S, ut sit /' R ad K R ut est media proportionalis inter
BH & HD ad mediam proportionalem inter 5K & KD; &
/.S ad L .S ut est media proportionalis inter C /7 & /D ad mediam
proportionalem inter CZ & L D. Seca autem pro lubitu vel inter
puncta X & H, 7 & L, vel extra eadem; dein age R .S secantem
tangentes in 4 & P, & erunt 4 & P puncta contactuum. Nam si
A & P supponantur esse puncta contactuum alicubi in tangentibus
sita; & per punctorum /, 7, K, L quodvis /, in tangente alterutra
M 7 situm, agatur recta 7 ¥ tan-
genti alteri A L parallela, quee
occurrat curve in X & ¥, & in
ea sumatur /Z media propor-
tionalis inter /X & 7Y : erit,
ex conicis, rectangulum X /V
seu /2 quad. ad L P quad. ut
rectangulum CJ/ 0 ad rectangu-
lum CZ D, id est (per construc-
tionem) ut S7 guad. ad SL guad. S
atque ideo /7 Z ad L P ut S/ ad v~ H\\
S L. Jacentergo puncta S, P, Z
in una recta. Porro tangentibus concurrentibus in G, erit (ex conicis)
rectangulum X / ¥V seu / Z guad. ad 7 A guad. ut G P guad. ad G A
guad. ideoque / Z ad /A ut G P ad G A. Jacent ergo puncta P, Z
& A in una recta, ideoque puncta .S, P & 4 sunt in una recta. Et
eodem argumento probabitur quod puncta R, P & A4 sunt in una
recta. Jacent igitur puncta contactuum 4 & P in recta £.S. Hisce
autem inventis, trajectoria describetur ut in casu primo problematis

superioris. Q. E.F.
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In hac propositione, & casu secundo propositionis superioris con-
structiones ezdem sunt, sive recta X Y trajectoriam secet in X & ¥,
sive non secet; ezque non pendent ab hac sectione. Sed demon-
stratis constructionibus ubi recta illa trajectoriam secat, innotescunt
constructiones, ubi non secat; iisque ultra demonstrandis brevitatis
gratia non immoror.

LEMMA XXIL
Figuras in alias ejusdem generis figuras mutare.

Transmutanda sit ﬁgqua queevis /G Z. Ducantur pro lubitu
rectee due parallele 4 O, BL tertiam quamvis positione datam
A B secantes in A & B, & a figure puncto quovis G, ad rectam
A B ducatur quavis G D, ipsi O A parallela.  Deinde a puncto ali-
quo O, in linea O A dato, ad punctum D ducatur recta O D, ipsi BL
occurrens in 4, & a punc-

L
to occursus erigatur recta /
d g datum quemvis angulum 0 1

cum recta /B L continens, / g H/a

ad O d quam habet D G ad
OD; & erit g punctum
in figura nova /4 g7 puncto /

atque eam habens rationem /

G respondens. Eadem ra- | N ,- \
tione puncta singula figure f / |
prime dabunt puncta toti- / R |

A B b 1

dem figure nove. Concipe

igitur punctum G motu continuo percurrere puncta omnia figure
prime, & punctum g motu itidem continuo percurret puncta omnia
figure nove & eandem describet.  Distinctionis gratia nominemus
D G ordinatam primam, dg ordinatam novam; A4/ abscissam
primam, & & abscissam novam ; O polum, O D radium abscindentem,
O A radium ordinatum primum, & Oa (quo parallelogrammum
O A B a completur) radium ordinatum novum.

Dico jam quod, si punctum G tangit rectam lineam positione da-
tam, punctum g tanget etiam lineam rectam positione datam. Si
punctum G tangit conicam sectionem, punctum g tanget etiam
conicam sectionem. Conicis sectionibus hic circulum annumero. Por-
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ro si punctum G tangit lineam tertii ordinis analytici, punctum g
tanget lineam tertii itidem ordinis; & sic de curvis lineis superiorum
ordinum. Linex duz erunt ejusdem semper ordinis analytici quas
puncta G, g tangunt. Etenim ut est ¢ ad O A ita sunt Od ad O,

. OAxARB
dgad DG, & AB ad AD; ideoque A D equalis est ————a—);,—~—,
& D G =xqualis est%;:,—{& Jam si punctum G tangit rectam li-

neam, atque ideo in @quatione quavis, qua relatio inter abscissam
A D & ordinatam D G habetur, indeterminate ille 4 D & D G ad
unicam tantum dimensionem ascendunt, scribendo in hac aquatione

OAxAB OAxdg
T aaq P AD & —

nova, in qua abscissa nova

a d & ordinata nova dg ad
unicam tantum dimensionem 0
ascendent, atque ideo que /‘ -
designat lineam rectam. Sin
AD & DG, vel earum al-

terutra, ascendebant ad duas

dimensiones in aquatione

prima, ascendent itidem ad

& dg ad duas in aquatione

secunda. Et sic de tribus

vel pluribus dimensionibus. *
Indeterminate a d, d¢ in @quatione secunda, & A4 0D, D G in prima
ascendent semper ad eundem dimensionum numerum, & propterea
linez, quas puncta G, ¢ tangunt, sunt ejusdem ordinis analytici.

Dico preeterea, quod si recta aliqua tangat lineam curvam in
figura prima; hac recta eodem modo cum curva in figuram novam
translata tanget lineam illam curvam in figura nova; & contra. Nam
si curvae puncta quavis duo accedunt ad invicem & coeunt in figura
prima, puncta eadem translata accedent ad invicem & coibunt in
figura nova; atque ideo recta, quibus hzc puncta junguntur, simul
evadent curvarum tangentes in figura utraque,

Componi possent harum assertionum demonstrationes more magis
geometrico. Sed brevitati consulo.

pro D G, producetur zquatio

B D
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Igitur si figura rectilinea in aliam transmutanda est, sufficit recta-
rum, a quibus conflatur, intersectiones transferre, & per easdem in
figura nova lineas rectas ducere. Sin curvilineam transmutare opor-
tet, transferenda sunt puncta, tangentes, & alie recte, quarum ope
curva linea definitur. Inservit autem hoc lemma solutioni difficiliorum
problematum, transmutando figuras propositas in simpliciores. Nam
recte quavis convergentes transmutantur in parallelas, adhibendo
pro radio ordinato primo lineam quamvis rectam, qua per con-
cursum convergentium transit; idque quia concursus ille hoc pacto
abit in infinitum; line autem parallele sunt, quae nusquam
concurrunt.  Postquam autem problema solvitur in figura nova;
si per inversas operationes transmutetur haec figura in figuram
primam, habebitur solutio quésita.

Utile est etiam hoc lemma in solutione solidorum problematum.
Nam quoties duz sectiones conica obvenerint, quarum intersectione
problema solvi potest, transmutare licet earum alterutram, si hyper-
bola sit vel parabola, in ellipsin: deinde ellipsis facile mutatur in
circulum.  Recta item & sectio conica, in constructione planorum
problematum, vertuntur in rectam & circulum.

PROPOSITIO XXV. PROBLEMA XVII.

Tragectoriam describere, que per data duo puncta transibit, & rectas
tres continget positione datas.

Per concursum tangentium qua- ;| d \
rumvis duarum cum se invicem, &
concursum tangentis tertiee cum recta
illa, quee per puncta duo data tran-
sit, age rectam infinitam ; eaque
adhibita pro radio ordinato primo, | .
transmutetur figura, per lemma su- \
perius, in figuram novam. In hac \
figura tangentes ille due evadent
sibi invicem parallele, & tangens
tertia fiet parallela recte per puncta
duo data transeunti. Sunto /%7, 4/ tangentes ille due parallele, 74

e

AN 5 W
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tangens tertia, & %/ recta huic parallela transiens per puncta illa a, 4,
per qua conica sectio in hac figura nova transire debet, & parallelo-
grammum 474/ complens. Secentur recte 4z, &, £/ in ¢, d, ¢, ita ut
sit /¢ ad latus quadratum rectanguli @26, 7¢ ad 7d, & ke ad £d ut est
summa rectarum /47 & 4/ ad summam trium linearum, quarum prima
est recta 74, & altere duz sunt latera quadrata rectangulorum /46
& alb: & erunt ¢, d, ¢ puncta contactuum. Etenim, ex conicis, sunt
/% ¢ quadratum ad rectangulum /46, & z¢ quadratum ad 74 quadratum,
& # ¢ quadratum ad £4 quadratum, & ¢/ quadratum ad rectangulum
a/6 in eadem ratione; & propterea d

/¢ ad latus quadratum ipsius /4, '

ic ad 7d, £e¢ ad £d, & ¢/ ad latus
quadratum ipsius @ /4 sunt in sub-
duplicata illa ratione, & composite,
in data ratione omnium antecedentium
/¢ & £/ ad omnes consequentes, qua
sunt latus quadratum rectanguli @ /¢,
& recta 74, & latus quadratum rec-
tanguli /6. Habentur igitur ex data , L
illa ratione puncta contactuum ¢, &, ¢, A AL
in figura nova. Per inversas operationes lemmatis novissimi trans-
ferantur hac puncta in figuram primam, & ibi (per prob. x1v.)
describetur trajectoria. Q. Z./F. Caterum perinde ut puncta a, &
jacent vel inter puncta Z, /, vel extra, debent puncta ¢, &, ¢ vel inter
puncta %, 7, £ /, capi, vel extra. Si punctorum &, 6 alterutrum cadit
inter puncta %, /, & alterum extra, problema impossible est.

PROPOSITIO XXVI. PROBLEMA XVIII.

Tragectoviam describere, que transibit per punctum datum, & vectas
quatuor positione datas continget,

Ab intersectione communi duarum quarumlibet tangentium ad
intersectionem communem reliquarum duarum agatur recta infinita,
& eadem pro radio ordinato primo adhibita, transmutetur figura
(per lem. xxi.) in figuram novam, & tangentes binz, qua ad
radium ordinatum primum concurrebant, jam evadent parallele. Sun-
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toille 27 & £/, 7% & %/ continen- il B
tes parallelogrammum /4z4£/ Sit- ]

que p punctum in hac nova figura

puncto in figura prima dato respon- 7o

dens. Per figure centrum O aga- -

tur p ¢, & existente Og zquali O g, T
erit ¢ punctum alterum per quod T
sectio conica in hac figura nova T,
transire debet. Per lemmatis xx11.
operationem inversam transferatur
hoc punctum in figuram primam, Al "

& ibi habebuntur puncta duo per quae trajectoria describenda est.

Per eadem vero describi potest trajectoria illa per problema xvii
Q.E.F.

LEMMA XXIIIL

S? vecte due positione date AC, BD ad data puncta A, B, terminentur,
datamgue habeant rationem ad invicem, & vecta CD, qua puncta
indeterminata C, D junguntur, secetur in vatione data in K: dico
quod punctum K locabitur in recta positione data.

Concurrant enim recte 4 C, BD in E, & in B E capiatur B G
ad 4 EF utest BD ad A C, sitque FD semper ®qualis date £ G;
& erit ex constructione £ C
ad G D, hoc est,ad £ F ut :
AC ad BD, ideoque in ratio- /
ne data, & propterea dabitur S
specie triangulum £ £ C. - L
Secetur CFin L ut sit C L /

ad CF in ratione CK ad :
C D; & ob datam illam ra- A / T

tionem, dabitur etiam specie S T
triangulum £ FL; proin- g
deque punctum L locabitur

in recta £ L positione data. Junge L K, & similia erunt triangula
CLK. CFD,; & ob datam D & datam rationem L K ad FD,

¢ 3 ¥ b
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dabitur L X. Huic @qualis
capiatur £ A, & erit semper / ;
E LK H parallelogrammum. ]
Locatur igitur punctum A
in parallelogrammi illius la-
tere positione dato /A K.
Q.E.D.

Corol. Ob datam specie
figuram £ F L C, recte tres 27 T |
EF,EL&ECidest GD, * G B F
H K & E C, datas habent rationes ad invicem.

LEMMA XXIV.

St vecte tres tangant quamcunque coni sectionem, quarum duc paral-
lelw sint ac dentur positione ; dico quod sectionis semidiameter hisce
duabus parallela, sit media proportionalis inter harum segmenta,
punctis contactuum & tangenti tertia interjecta.

Sunto A F, G B parallele duz coni sectionem 4 DB tangentes in
A & B; E Frecta tertia coni sectionem tangens in /7, & occurrens

prioribus tangentibus in /& & G, sitque €2 semidiameter figurze
tangentibus parallela : dico

quod 4 F, CD, B G sunt A"

continue proportionales. / /

Nam si diametri con-

jugate A B, D M tangenti E /1/ A =

F G occurrant in £ & H, \ . e \
seque mutuo secent in (, /

& compleatur parallelo- \\ /’ :

grammum /K CL; erit H D] K c M

ex natura sectionum con- 0 \
icarum ut £ C ad CHA4 ita /
CAad CL, & ita divisim N j 7
EC—CA ad CA-CL G Qe B

seu £.A4ad AL, & composite £A4 ad EA+AL seu E' L ut EC
ad £C+ CA seu £25, ideoque, ob similitudinem triangulorum £Z.A4 £,
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ELLLECH EBG AFad L/7ut CH ad BG. Est itidem, ex
natura sectionum conicarum, L /seu CKad CD ut CD ad CH;
atque ideo ex aquo perturbate 4 Fad CDut CDad B G. Q. E. D.

Corol. 1. Hinc si tangentes duze F G, P Q tangentibus parallelis
AF, BG occurrant in F & G, P & Q, seque mutuo secent in O erit
ex &quo perturbate 4 F ad BQ ut A P ad B G, & divisim ut 7P
ad G Q, atque ideo ut 70 ad O G.

Corol. 2. Unde etiam recte due P G, FQ, per puncta P & G,
F & Q, ducte, concurrent ad rectam A4 CAB per centrum figure &
puncta contactuum A4, 5 transeuntem.

LEMMA XXV,

St parallelogrammi latera quatuov infinite producta tangant section-
eme quamcungue conicam, & abscindantur ad tangentem gquamuvis
quintam ; sumantur autem laterum quorumuvis dumorum conteymi-
norum abscisse terminate ad angulos oppositos parallelogrammi :
dico quod abscissa alterutra sit ad latus illud a quo est abscissa, ut
pars lateris altevius contermini inter punctum contactus & latus
tertium est ad abscissarum altevam.

Tangant parallelogrammi M/ L 7 K latera quatuor M L,/ K, K L,
M T sectionem conicam in A, B, C, D, & secet tangens quinta /' Q

) M A L
n\\ /
A

\
}//
/

/

C

hec latera in 7, Q, Z & E; sumantur autem laterum M/, K7
abscisse M E, K Q. vel laterum K L, M L abscisse K H, M F:
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dico quod sit M E ad M/ ut BK ad KQ,; & KH ad K L ut
A M ad M F. Nam per corollarium primum lemmatis superioris est
ME ad E/ut AM seu B K ad B Q, & componendo M £ ad M 7 ut
BKadKQ Q. ED Item KH ad HL utBKseuAM ad
AF, & dividendo K Had K Lut AMad MF. Q.E.D.

Corol. 1. Hinc si datur parallelogrammum 7 K L M, circa datam
sectionem conicam descriptum, dabitur rectangulum X Q x M E, ut
& huic zquale rectangulum X ' x M F. Aquantur enim rectangula
illa ob similitudinem triangulorum X Q A, M F E.

)/

Corol. 2. Et si sexta ducatur tangens ¢¢ tangentibus X 7, M7
occurrens in ¢ & ¢, rectangulum K Q x M E =quabitur rectangulo
Kgx Me; eritque KQ ad Me ut K¢ ab M E, & divisim ut Qg ad Ee.

Corol. 3. Unde etiam si £ ¢, ¢Q jungantur & bisecentur, & recta
per puncta bisectionum agatur, transibit haec per centrum sectionis
conice. Nam cum sit Q¢ ad EZeut K Q ad Me, transibit eadem
recta per medium omnium £¢, ¢Q, M K (per lem. xx11.) & medium
rectze M/ K est centrum sectionis.

PROPOSITIO XXVII. PROBLEMA XIX.

Trajectoriam describere, que vectas quingue positione datas continget.

Dentur positione tangentes 4 BG, BCF, GCD, FDE, E A.
Figure quadrilateree sub quatuor quibusvis contente 4 B F E dia-
gonales 4 F, BE biseca in M & N, & (per corol. 3. lem xxv.)
recta J/ V per puncta bisectionum acta transibit per centrum trajecto-
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rie. Rursus figure quadrilatere B G D F, sub aliis quibusvis qua-
tuor tangentibus contentz, diagonales (ut ita dicam) BD, GF
biseca in P & Q: & recta P Q per puncta bisectionum acta tran-
sibit per centrum trajectorizze. Dabitur ergo centrum in concursu
bisecantium. Sit illud O. Tangenti cuivis B C parallelam age K Z,
ad eam distantiam ut centrum O in medio inter parallelas locetur,

G

& acta K L tanget trajectoriam describendam. Secet hec tangentes
alias quasvis duas G C D, FDE in L & K. Per harum tangentium
non parallelarum CZ, FK cum parallelis CF, K'L concursus C & X,
F & L age CK, F'L concurrentes in R, & recta O R ducta & pro-
ducta secabit tangentes parallelas CF, K L in punctis contactuum.
Patet hoc per corol. 2. lem. xx1v. Eadem methodo invenire licet
alia contactuum puncta, & tum demum per construct. prob. x1v.
trajectoriam describere. Q. £. /.

Scholinm.

Problemata, ubi dantur trajectoriarum vel centra vel asymptoti,
includuntur in przcedentibus. Nam datis punctis & tangentibus
una cum centro, dantur alia totidem puncta alizque tangentes a
centro ex altera ejus parte aqualiter distantes. Asymptotos autem
pro tangente habenda est, & ejus terminus infinite distans (si ita
loqui fas sit) pro puncto contactus. Concipe tangentis cujusvis punc-



96 DE MOTU CORPORUM

tum contactus abire in infinitum, & tangens vertetur in Asympto-
ton, atque constructiones problematum pracedentium vertentur in
constructiones ubi Asymptotos datur.

Postquam trajectoria descripta est, invenire licet axes & umbilicos
ejus hac methodo. In constructione & figura lemmatis xx1 fac ut
angulorum mobilium P BN, P CAN, crura B P, C P, quorum con-
cursu trajectoria describebatur, sint sibi invicem parallela, eumque
servantia situm revolvantur circa polos suos 5, C in figura illa. Inte-
rea vero describant altera angulorum illorum crura CN, B N, con-
cursu suo K vel £, circulum BZGKC. Sit circuli hujus centrum O.

P

Ab hoc centro ad regulam A/ N, ad quam altera illa crura C N,
B N interea concurrebant, dum trajectoria describebatur, demitte
normalem O A circulo occurrentem in X & L. Et ubi crura illa
altera C X, B K concurrunt ad punctum illud & quod regule propius
est, crura prima C /P, B P parallela erunt axi majori, & perpendicu-
laria minori; & contrarium eveniet, si crura eadem concurrunt ad
punctum remotius L. Unde si detur trajectorize centrum, dabuntur
axes. Hisce autem datis, umbilici sunt in promptu.

Axium vero quadrata sunt ad invicem ut X' / ad LA, & inde
facile est trajectoriam specie datam per data quatuor puncta descri-
bere. Nam si duo ex punctis datis constituantur poli C, 5, tertium
dabit angulos mobiles, PCK, PBK ; his autem datis describi potest
circulus BG KC. Tum ob datam specie trajectoriam, dabitur
ratio O /7 ad OK, ideoque ipsa O H. Centro O & intervallo O A
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describe alium circulum, & recta, qua tangit hunc circulum, &
transit per concursum crurum C X, B K, ubi crura prima CP, BP
concurrunt ad quartum datum punctum, erit regula illa A7V cujus
ope trajectoria describetur. Unde etiam vicissim trapezium specie
datum (si casus quidam impossibiles excipiantur) in data quavis sec-
tione conica inscribi potest.

Sunt & alia lemmata quorum ope trajectorize specie datz, datis
punctis & tangentibus, describi possunt. Ejus generis est quod, si
recta linea per punctum quodvis positione datum ducatur, que da-
tam coni sectionem in punctis duobus intersecet, & intersectionum
intervallum bisecetur, punctum bisectionis tanget aliam coni sectionem
ejusdem speciei cum priore, atque axes habentem prioris axibus
parallelos. Sed propero ad magis utilia.

LEMMA XXVI.

Trianguli specie & magnitudine dati tres angulos ad rectas totidem
positione datas, que non sunt omnes pavallele, singulos ad singulas
ponere.

Dantur positione tres recte infinite 4 B, 4 C, B C, & oportet
triangulum D £ F ita locare, ut angulus ejus 2 lineam A4 B, angulus
E lineam A C, & angulus F lineam B C tangat. Super D E, D F
& E I describe tria circulorum segmenta DR E, D G F, EMF,
quae capiant angulos angulis B4 C A BC, ACPHE aquales
respective.  Describantur autem hzc segmenta ad eas partes linea-
rum DE, DF, EF, ut litere DRED eodem ordine cum
literis BACRB, litere DGFD eodem cum literis 4 B C A,
& litere £EM FE eodem cum literis 4 C B A in orbem redeant;
deinde compleantur hzc segmenta in circulos integros. Secent
circuli duo priores se mutuo in G, sintque centra eorum P & Q.
Junctis G P, P Q, cape Ga ad A B ut est G P ad P Q, & centro G,
intervallo G'@ describe circulum, qui secet circulum primum 0D G £
in . Jungatur tum @D secans circulum secundum DG in 4,
tum @ £ secans circulum tertium £ Fin ¢c.  Et jam licet figuram
A B Cdef constituere similem & @qualem figure abc D EF. Quo
facto perficitur problema.

Agatur enim F¢ ipsi @ D occurrens in z, & jungantur a G, 6 G,
G
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0 G, 0D, PD. Ex constructione est angulus £ a D =qualis angulo
CA B, & angulus ac F ®qualis angulo 4 C B, ideoque triangulum
anc triangulo A B C equiangulum. Ergo angulus ¢n¢ seu Fu D
angulo 4 BC, ideoque angulo 746D =qualis est; & propterea

o/

punctum # incidit in punctum 4.  Porro angulus G P Q, qui dimi-
dius est anguli ad centrum G2 D, ®qualis est angulo ad circum-
ferentiam Ga D ; & angulus G'Q P, qui dimidius est anguli ad
centrum G Q D, zqualis est complemento ad duos rectos anguli ad
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circumferentiam G 6.0, ideoque equalis angulo G éa; suntque
ideo triangula G P Q, Gaé similia; & G a est ad a6 ut GP ad
P Q; id est (ex constructione) ut Ga ad 4 5. Alquantur itaque
ab & AB; & propterea triangula @é¢, 4 5 C, que modo similia
esse probavimus, sunt etiam aqualia.” Unde, cum tangant insuper
trianguli 2 £ F anguli D, £, F trianguli aéc latera aé, ac, 6«
respective, compleri potest figura A B Cdef figure abc D EF
similis & aqualis, atque eam complendo solvetur problema. Q. Z. F.

Corol. Hinc recta duci potest cujus partes longitudine data rectis
tribus positione datis interjacebunt. Concipe triangulum D £ F,
puncto D ad latus £ F accedente, & lateribus D £, D /F in directum
positis, mutari in lineam rectam, cujus pars data D £ rectis positione
datis 4 B, A C, & pars data D F rectis positione datis 4 B, BC
interponi debet ; & applicando constructionem pracedentem ad hunc
casum solvetur problema.

PROPOSITIO XXVIII. PROBLEMA XX.

Trajectoriam specte & magnitudine datam describere, cujus partes
date rectls tribus positione datis interjacebunt.

Describenda sit trajectoria, qua sit similis & zqualis linez curva
D E F, quzeque a rectis tribus A B, A C, B C positione datis, in

AN

partes datis hujus partibus D £ & E F similes & zquales secabitur.

Age rectas D E, EF, D F, & trianguli hujus D £/ pone an-
gulos D, E, F ad rectas illas positione datas (per lem. xxvi) dein
circa triangulum describe trajectoriam curve D £ F similem &
equalem. Q. E. F.
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LEMMA XXVIL

Trapezium specie datum descvibere, cujus anguli ad rectas gquatuor
posttione datas, qua neque omnes parallele sunt, neqgue ad commune
punctum convergunt, singull ad singulas consistent.

Dentur positione recte quatuor 4 B C, A D, BD, CE; quarum
prima secet secundam in A, tertiam in /5, & quartam in C: & de-
scribendum sit trapezium fg /47, quod sit trapezio /G H I simile;
& cujus angulus f, angulo dato /" aqualis, tangat rectam A4 B C;
caeterique anguli g, Z, 7, ceteris angulis datis G, A, 7 aquales, tan-
gant caeteras lineas A D, B D, C E respective. Jungatur F H &
super G, FFH, FI describantur totidem circulorum segmenta

£8G, FTH, FVI; quorum primum 7.5 G capiat angulum
@qualem angulo B 4 D, secundum ./ 7"/ capiat angulum zqualem
angulo CB D, ac tertium F V7 capiat angulum zqualem angulo
A CE. Describi autem debent segmenta ad eas partes linearum
FG, FH, FI, ut literarum £S5 G F idem sit ordo circularis qui
literarum B A4 D B, utque litere F 77H F eodem ordine cum
literis CBDC, & litere F VI F eodem cum literis 4 CE A in
orbem redeant. Compleantur segmenta in circulos integros, sitque
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P centrum circuli primi #S G, & Q centrum secundi F 7 H.
Jungatur & utrinque producatur P @, & in ea capiatur Q & in ea
ratione ad 2 Q quam habet 5 Cad 4 B. Capiatur autem Q R ad
eas partes puncti ¢ ut literarum 2, Q, R idem sit ordo atque li-
terarum A4, B, C: centroque R & intervallo R # describatur circulus
quartus /N ¢ secans circulum tertium V7 in ¢. Jungatur F¢
secans circulum primum in @, & secundum in 4. Agantur oG,
bH, cl, & figure abc /7 G H 7 similis constitui potest figura 4 B C
Jgki.  Quo facto erit trapezium fg /47 illud ipsum, quod constituere
oportebat. .

Secent enim circuli duo primi #SG, F T H se mutuo in X.
Jungantur PK, QK, RK,a K, 6K, cK, & producatur Q P ad L.
Anguli ad circumferentias Fa K, F6 K, F¢c K sunt semisses angu-
lorum FP K, FQK, FR K ad centra, ideoque angulorum illorum
dimidiis L PK, L Q K, L R K ®quales. Est ergo figura PQRK
figure a ¢ K equiangula & similis, & propterea aé est ad é¢ ut
PQOad QR,idest,ut 4 5ad BC. Angulis insuper Fa G, FbH
Fel ®quantur f A g, fB 7, fC1i, per constructionem. Ergo figure
abc FFG H 7 figura similis 4 B Cfg/ki compleri potest.  Quo facto
trapezium fg /4 constituetur simile trapezio /G /7, & angulis suis
S, 8 % ¢ tangetrectas A BC, AD, BD, CE. Q.E.F.

Corol. Hinc recta duci potest cujus partes, rectis quatuor positione
datis dato ordine interjectze, datam habebunt proportionem ad invicem.
Augeantur anguli #°G /, G /1 ] usque eo, ut recte /G, G H, H7
in directum jaceant, & in hoc casu construendo problema ducetur
recta fg /i, cujus partes fg, g4, /4i, rectis quatuor positione datis
AB & AD AD & BD, 5D & CE interjecta, erunt ad invicem
ut linee F G, G H, H/, eundemque servabunt ordinem inter se.
Idem vero sic fit expeditius.

Producantur A B ad K, & BDad L,utsit BK ad A B wt H7
ad GH; & DLad BDut G7ad FG; & jungatur K L occurrens
recte CEinz. Producaturz /. ad M, utsit LA ad L ut G A ad
H I, & agatur tum M Q ipsi L B parallela, recteque A D occurrens
in g, tum g7 secans 4 B, BD in f, & Dico factum.

Secet enim Mg rectam A B in Q, & A D rectam K L in S, &
agatur 4 P que sit ipsi B D parallela & occurrat 7 L in P, & erunt
gMad Li(giad he, MiadL:, G/l ad HI, AK ad BK) &
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AP ad B L in eadem ratione. Secetur DL in R utsit D L ad
R L in eadem illa ratione, & ob proportionales ¢S ad g M, 4 .S ad
AP, &DSad DL ; erit,ex equo,ut gSad LA ita 4.5 ad BL
& DS ad RL; & mixtim, BL—-RL ad L/—BL utAS~-DS
ad g S—A4S. 1d est LR ad Bhut AD ad A g, ideoque ut B.D
ad gQ. Etvicissim BRad BDut Brad gQ, seu fhad fg. Sed
ex constructione linea B L eadem ratione secta fuit in 2 & R atque
linea /77 in G & H: ideoque est B R ad B D ut FH ad FG. Ergo

D

JLF

Srhestad fgut FH ad FG. Cum igitur sit etiam gz ad 47 ut M7
ad L7, idest,ut G/ ad /77, patetlineas F/, fiing &4 G & H
similiter sectas esse. Q. E. F.

In constructione corollarii hujus postquam ducitur Z X secans C £
in 7, producere licet 7 Zad V,utsit £V ad £ ut FH ad H7, &
agere V f parallelam ipsi 0. Eodem recidit si centro 7, intervallo
/I H, describatur circulus secans A0 in X, & producatur 7 X ad 7,
ut sit 7 ¥ zequalis 7 F, & agatur ¥ f ipsi B D parallela.

Problematis hujus solutiones alias Wrennus & Wallisius olim
excogitarunt.



LIBER PRIMUS. 103

PROPOSITIO XXIX. PROBLEMA XXI.

Trajectoriam specie datam describere, que a vectis quatuor positione
datis in partes secabitur, ordine, specie & proportione datas.

Describenda sit trajectoria, quae similis sit linex curve FG H 7,
& cujus partes, illius partibus G, G H, H7 similes & proportio-
nales, rectis 4 B & AD, AD & BD,BD & CE positione datis,
prima primis, secunda secundis, tertia tertiis interjaceant. Actis
rectis G, GH, HI, F/, describatur (per lem. xxvi) trapezium

JSghi quod sit trapezio FGH I simile, & cujus anguli £ g, 4,7
tangant rectas illas positione datas 4 B, 4 D, BD, CE, singuli
singulas dicto ordine. Dein circa hoc trapezium describatur trajec-
toria curvee lineee /G A 7 consimilis.

Scholtum.

Construi etiam potest hoc problema ut sequitur.  Junctis 7 G,
GH, HI, FI produc G F ad V, jungeque FH, 7G, & angulis
FGH, VF H fac angulos CA K, D AL =quales. Concurrant 4K,
AL cum recta BD in K & L, & inde agantur X M, L N, quarum
K M constituat angulum A4 K M =qualem angulo G 7, sitque ad
AK utest 7 ad G H; & L N constituat angulum 4L N equalem
angulo FH 7, sitque ad AL ut 77 ad FH. Ducantur autem 4 X,
KM AL, LN ad eas partes linearum 4 D, 4 K, A L, ut litere
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CAKMC, ALKA, DALND eodem ordine cum literis #GH I F
in orbem redeant; & acta M NV occurrat recte C £ in 7. Fac an-
* gulum 7 £ P z=qualem angulo /G F, sitque P £ ad E7 ut /G ad
G ; & per P agatur P Q f, qua cum recta 4 DL contineat angulum
PQE =qualem angulo #/G, recteque A B occurrat in /; & jungatur

fi. Agantur autem P E & P ad eas partes linearum CZ, P E,
ut literarum P £/ P & P E Q P idem sit ordo circularis qui literarum
FGHIF, & si super linea f7 eodem quoque literarum ordine con-
stituatur trapezium fg /7 trapezio /G H 7 simile, & circumscribatur
trajectoria specie data, solvetur problema.

Hactenus de orbibus inveniendis. Superest ut motus corporum
in orbibus inventis determinemus.

SECTIO VI.

De inventione motuun: in ovbibus datis.

PROPOSITIO XXX. PROBLEMA XXII.

Corporis in data trajectoria parabolica moti invenive locun: ad tempus

assignatum.

Sit S umbilicus & A4 vertex principalis parabole, sitque 4 A4S x M
@&quale arez parabolice abscindende APS, qua radio SP, vel post
excessum corporis de vertice descripta fuit, vel ante appulsum ejus
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ad verticem describenda est. Innotescit
quantitas aree illius abscindende ex tem-
pore ipsi proportionali. Biseca 4.5 in G,
erigeque perpendiculum G/ @quale 3 M,
& circulus centro /A, intervallo A7 .S de-
scriptus secabit parabolam in loco quesito
P. Nam, demissa ad axem perpendiculari

PO & ducta PH, est AGg+ GHg (=HPyq ’

=A O0—-AG: guad.+ P O—G H: quad) A &S &

=A0g9g+P0Og—2 GAO—2 GHXxPO+AGg+GHg. Unde
2GHxPO(=AO0g+P0Og—2 GAO)=A40g+% POg. Pro

. PO ..
A O g scribe 4 O x ZZ.%‘; & applicatis terminis omnibus ad 3 2 O

ductisque in 2 4.5, fiet s GHXxAS (=3 AOxPO+3 ASXPO
:A—Oié—?’i“—gxpoz 44 0;” SO P O=arew P O—SPO)
—aree APS. Sed GHerat 3 M, &inde$ GH x AS est 4 A5 x M.
Ergo area abscissa A4 P.S wqualis est abscindende 4 4.5x M.
Q.E.D.

Corol. 1. Hinc G H est ad A4 .S, ut tempus quo corpus descripsit
arcum A P ad tempus quo corpus descripsit arcum inter verticem 4
& perpendiculum ad axem ab umbilico .§' erectum.

Corol. 2. Et circulo 4 S P per corpus motum £ perpetuo transe-
unte, velocitas puncti /7 est ad velocitatem quam corpus habuit in
vertice A ut 3 ad 8; ideoque in ea etiam ratione est linea G /A ad
lineam rectam quam corpus tempore motus sui ab A4 ad £, ea cum
velocitate quam habuit in vertice 4, describere posset.

Corol. 3. Hinc etiam vice versa inveniri potest tempus quo corpus
descripsit arcum quemvis assignatum 4 P. Junge 4 P & ad medium
ejus punctum erige perpendiculum recte G /7 occurrens in /7.
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LEMMA XXVIIL

Nulla extat figura ovalis cujus area, vectis pro lubitn abscissa, possit
per @quationes numero teyminorum ac dimensionum finitas genevaliter

nveniye,

Intra ovalem detur punctum quodvis, circa quod ceu polum re-
volvatur perpetuo linea recta, uniformi cum motu, & interea in
recta illa exeat punctum mobile de polo, pergatque semper ea cum
velocitate, quae sit ut rectz illius intra ovalem quadratum. Hoc
motu punctum illud describet spiralem gyris infinitis. Jam si arez
ovalis a recta illa abscisse portio per finitam aquationem inveniri
potest, invenietur etiam per eandem zquationem distantia puncti a
polo, quae huic aree proportionalis est, ideoque omnia spiralis puncta
per ®quationem finitam inveniri possunt: & propterea recte cu-
jusvis positione date intersectio cum spirali inveniri etiam potest per
sequationem finitam.  Atqui recta omnis infinite producta spiralem
secat in punctis numero infinitis, & aquatio, qua intersectio aliqua
duarum linearum invenitur, exhibet earum intersectiones omnes
radicibus totidem, ideoque ascendit ad tot dimensiones quot sunt
intersectiones.  Quoniam circuli duo se mutuo secant in punctis
duobus, intersectio una non invenietur nisi per aquationem duarum
dimensionum, qua intersectio altera etiam inveniatur. Quoniam
duarum sectionum conicarum quatuor esse possunt intersectiones,
non potest aliqua earum generaliter inveniri nisi per @quationem
quatuor dimensionum, qua omnes simul inveniantur. Nam si inter-
sectiones ill& seorsim querantur, quoniam eadem est omnium lex
& conditio, idem erit calculus in casu unoquoque, & propterea ea-
dem semper conclusio, quea igitur debet omnes intersectiones simul
complecti & indifferenter exhibere. Unde etiam intersectiones
sectionum conicarum & curvarum tertize potestatis, eo quod sex
esse possunt, simul prodeunt per zquationes sex dimensionum,
& intersectiones duarum curvarum tertize potestatis, quia novem esse
possunt, simul prodeunt per @quationes dimensionum novem. Id
nisi necessario fieret, reducere liceret problemata omnia solida ad
plana, & plusquam solida ad solida. Loquor hic de curvis potestate
irreducibilibus. Nam si @quatio, per quam curva definitur, ad
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inferiorem potestatem reduci possit: curva non erit unica, sed ex
duabus vel pluribus composita, quarum intersectiones per calculos
diversos seorsim inveniri possunt. Ad eundem modum intersec-
tiones binz rectarum & sectionum conicarum prodeunt semper per
&quationes duarum dimensionum, ternze rectarum & curvarum
irreducibilium tertize potestatis per aquationes trium, quaternae
rectarum & curvarum irreducibilium quarte potestatis per aquationes
dimensionum quatuor, & sic in infinitum. Ergo rectee & spiralis
intersectiones numero infinitze, cum curva hac sit simplex & in curvas
plures irreducibilis, requirunt zequationes numero dimensionum &
radicum infinitas, quibus intersectiones omnes possunt simul exhi-
beri. Est enim eadem omnium lex & idem calculus. Nam si a polo
in rectam illam secantem demittatur perpendiculum, & perpendicu-
lum illud una cum secante revolvatur circa polum, intersectiones
spiralis transibunt in se mutuo, queque prima erat seu proxima, post
unam revolutionem secunda erit, post duas tertia, & sic deinceps :
nec interea mutabitur aquatio nisi pro mutata magnitudine quanti-
tatum per quas positio secantis determinatur. Unde cum quantitates
ille post singulas revolutiones redeunt ad magnitudines primas,
aquatio redibit ad formam primam, ideoque una eademque exhibebit
intersectiones omnes, & propterea radices habebit numero infinitas,
quibus omnes exhiberi possunt. Nequit ergo intersectio recte &
spiralis per @quationem finitam generaliter inveniri, & idcirco nulla
extat ovalis cujus area, rectis imperatis abscissa, possit per talem
aquationem generaliter exhiberi.

Eodem argumento, si intervallum poli & puncti, quo spiralis
describitur, capiatur Ovalis perimetro abscisse proportionale, probari
potest quod longitudo perimetri nequit per finitam zquationem
generaliter exhiberi. De ovalibus autem hic loquor qua non tangun-
tur a figuris conjugatis in infinitum pergentibus.

Corollarium.

Hinc area ellipseos, quae radio ab umbilico ad corpus mobile
ducto describitur, non prodit ex dato tempore, per @quationem fini-
tam ; & propterea per descriptionem curvarum geometrice rationalium
determinari nequit. Curvas geometrice rationales appello quarum
puncta omnia per longitudines quationibus definitas, id est, per

-



108 DE MOTU CORPORUM

longitudinum rationes complicatas, determinari possunt; ceterasque
(ut spirales, quadratrices, trochoides) geometrice irrationales. Nam
longitudines que sunt vel non sunt ut numerus ad numerum
(quemadmodum in decimo elementorum) sunt arithmetice rationales
vel irrationales, Aream igitur ellipseos tempori proportionalem
abscindo per curvam geometrice irrationalem ut sequitur.

PROPOSITIO XXXI. PROBLEMA XXIII.

Corporis in data trajectoria elliptica moti invenive locum ad tempus
assignatum.

Ellipseos 4 P B sit A vertex principalis, .S umbilicus, & O cen-
trum, sitque P corporis locus inveniendus. Produc O A4 ad G, ut sit
OGad OA4 ut 0OA ad OS. Erige perpendiculum G/, centroque O
& intervallo O G describe circulum G £ F, & super regula G A, ceu
fundo, progrediatur rota G £ F revolvendo circa axem suum, &
interea puncto suo A describendo trochoidem 4 L 7. Quo facto,
cape G K in ratione ad rote perimetrum G £ /G, ut est tempus,

H K

quo corpus progrediendo ab A descripsit arcum A P, ad tempus
revolutionis unius in ellipsi. Erigatur perpendiculum X" Z occurrens
trochoidi in Z, & acta L P ipsi K G parallela occurret ellipsi in
corporis loco quasito 2.

Nam centro O, intervallo O 4 describatur semicirculus 4 Q B,
& arcui 4 Q occurrat L P si opus est producta in Q, junganturque
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S0, 0Q. Arcui £FG occurrat O Q in F, & in eandem O Q de-
mittatur perpendiculum S R. Area 4 P S est utarea 4 Q.S, id est,
ut differentia inter sectorem O QA & triangulum OQ S, sive ut
differentia rectangulorum 3 OO0 x A Q0 & ¥+ OQ xS R, hoc est, ob
datam # O Q, ut differentia inter arcum 4 Q & rectam .S R, ideoque
(cum ezxdem sint datee rationes S/& ad sinum arcus 4 Q, 0.5 ad 04,
OA ad OG, AQ ad GF, & divisim A Q—SR ad G F—sinu
arcus A4 Q) ut G KX differentia inter arcum G / & sinum arcus A Q.
Q.E.D.

Scholiune.

Caeterum, cum difficilis sit hujus curvee descriptio, prestat solu-
tionem vero proximam adhibere. Inveniatur tum angulus quidam
B, qui sit ad angulum graduum 57.29578, quem arcus radio eequalis
subtendit, ut est umbilicorum distantia S/ ad ellipseos diametrum
A B; tum etiam longitudo quaedam L, qua sit ad radium in eadem

5 R 7 O H B

ratione inverse. Quibus semel inventis, problema deinceps confit
per sequentem analysin. Per constructionem quamvis, vel utcunque
conjecturam faciendo, cognoscatur corporis locus P proximus vero
ejus loco . Demissaque ad axem ellipseos ordinatim applicata P R,
ex proportione diametrorum ellipseos, dabitur circuli circumscripti
A Q B ordinatim applicata R Q, qua sinus est anguli 4 OQ ex-
istente 4 O radio, quaque ellipsin secat in 2. Sufficit angulum illum
rudi calculo in numeris proximis invenire. Cognoscatur etiam
“angulus tempori proportionalis, id est, qui sit ad quatuor rectos ut est
tempus, quo corpus descripsit arcum 42, ad tempus revolutionis
unius in ellipsi. Sit angulus iste N.  Tum capiatur & angulus D ad
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angulum B, ut est sinus iste anguli 4O0Q ad radium, & angulus E
ad angulum N—4 OQ+ D, ut est longitudo L ad longitudinem ean-
dem L cosinu anguli 4 OQ diminutam, ubi angulus iste recto minor
est, auctam ubi major. Postea capiatur tum angulus F ad angulum
B, ut est sinus anguli 4 OQ+E ad radium, tum angulus G ad
angulum N—A4OQ—E+F ut est longitudo L ad longitudinem
eandem cosinu anguli 4 O0Q+E diminutam ubi angulus iste recto
minor est, auctam ubi major. Tertia vice capiatur angulus H ad
angulum B, ut est sinus anguli 4 OQ+E + G ad radium; & angu-
lus I ad angulum N—A4 OQ—E~G+H, ut est longitudo L ad
eandem longitudinem cosinu anguli 4 O0Q+E + G diminutam, ubi

Qe 7
P
//
A 5 R 7 0 3

angulus iste recto minor est, auctam ubi major. Et sic pergere licet
in infinitum.  Denique capiatur angulus 4 O ¢ zqualis angulo 4 0 Q
+E+G+14+&c  Etex cosinu ejus O & ordinata p7, qua est ad
sinum ejus g7 ut ellipseos axis minor ad axem majorem, habebitur
corporis locus correctus . Si quando angulus N— 4 O Q4 D nega-
tivus est, debet signum+ipsius E ubique mutari in—, & signum
—in+. Idem intelligendum est de signis ipsorum G & I, ubi anguli
N~-4O0Q—-E+F, & N-AOQ~-E—-G+H negativi prodeunt.
Convergit autem series infinita 4 OQ+E+G+ 1+ &ec. quam celer-
rime, adeo ut vix unquam opus fuerit ultra progredi quam ad ter-
minum secundum E.  Et fundatur calculus in hoc theoremate, quod
area 4 P.S sit ut differentia inter arcum 4 Q & rectam ab umbilico
$' in radium O Q perpendiculariter demissam.

Non dissimili calculo conficitur problema in hyperbola.  Sit ejus
centrum O, vertex A, umbilicus .S & asymptotos O K. Cognoscatur
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quantitas arez abscindendz tempori proportionalis. Sit ea A, & fiat
conjectura de positione rectee S’ P, que aream A P .§ abscindat vere
proximam. Jungatur O P, & ab 4 & P ad asymptoton agantur A4 7,
P K asymptoto alteri paral-
lele, & per tabulam logarith-
morum dabitur area A/KP,
eique equalis area OP A4, P
qua subducta de triangulo
O P S relinquet aream ab-
scissam 4 P.S. Applicando
arez abscindendee A & ab-
scisse A P .S differentiam
duplam 2 A P S—2 A vel
2 A—2 APS ad lineam U
SV, que ab umbilico .S in © T oA 8
tangentem 7 P perpendicularis est, orietur longitudo chordae P Q.
Inscribatur autem chorda illa P Q inter 4 & P, si area abscissa AP.S
major sit area abscindenda A, secus ad puncti P contrarias partes: &
punctum Q erit locus corporis accuratior. Et computatione repetita
invenietur idem accuratior in perpetuum.

Atque his calculis problema generaliter confit analytice.  Verum
usibus astronomicis accommodatior est calculus particularis qui sequitur.
Existentibus 4 O, O B, O D semiaxibus ellipseos, & L ipsius latere

X Q

recto, ac D differentia inter semiaxem D

minorem O & lateris recti semissem

# L; quare tum angulum Y, cujus P
sinus sit ad radium ut est rectangulum

sub differentia illa D, & semisumma a 5 > B

axium A4 O+ O.D ad quadratum axis
majoris A £, tum angulum Z, cujus
sinus sit ad radium ut est duplum
rectangulum sub umbilicorum distantia
S H & differentia illa D ad triplum quadratum semiaxis majoris A4 O.
His angulis semel inventis; locus corporis sic deinceps determinabitur.
Sume angulum T proportionalem tempori quo arcus B P descriptus
est, seu motui medio (ut loquuntur) sequalem; & angulum V,
primam medii motus @quationem, ad angulum Y, zquationem maxi-
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mam primam, ut est sinus dupli anguli T ad radium; atque angulum
X, quationem secundam, ad angulum Z, xquationem maximam
secundam, ut est cubus sinus anguli T ab cubum radii. ~Angulorum
T, V, X vel summa T+ X+V, si angulus T recto minor est, vel
differentiz T+ X -V, si is recto D
major est rectisque duobus minor,
aqualem cape angulum 5/ P, motum P
medium equatum; & si A/ P occurrat
ellipsi in P, acta S'P abscindet aream al—
B S P tempori proportionalem quam-
proxime. Hac praxis satis expedita
videtur, propterea quod angulorum 7
perexiguorum V & X, in minutis
secundis, si placet, positorum, figuras duas tresve primas invenire
sufficit. Sed & satis accurata est ad theoriam planetarum. Nam in
orbe vel Martis ipsius, cujus zquatio centri maxima est graduum
decem, error vix superabit minutum unum secundum. Invento autem
angulo motus medii @®quati B A P, angulus veri motus B.SP &
distantia .S’ 2 in promptu sunt per methodum notissimam.

Hactenus de motu corporum in lineis curvis. ~ Fieri autem potest
ut mobile recta descendat vel recta ascendat, & qua ad istiusmodi
motus spectant, pergo jam exponere.

SECTIO VIL

De corporum ascensu & descensu vectilineo.

PROPOSITIO XXXII. PROBLEMA XXIV.

Posito quod vis centripeta sit veciproce proportionalis quadrvato
distantie locorum a centrvo, spatia definive que covpus vecta cadendo
datis temporibus describit.

Cas. 1. Si corpus non cadit perpendiculariter, describet id (per
corol. 1. prop. xmi) sectionem aliquam conicam cujus umbilicus
congruit cum centro virium. Sit sectio illa conica 4 R P B & um-
bilicus ejus .S. Et primo si figura ellipsis est; super hujus axe majore
A B describatur semicirculus 4 DB, & per corpus decidens transeat
recta D P C perpendicularis ad axem; actisque 0.5, P.§ erit area
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ASD aree A4S P, atque ideo etiam tempori
proportionalis. ~ Manente axe ./ A minuatur
perpetuo latitudo ellipseos, & semper manebit
area 4 S D tempori proportionalis. ~ Minuatur
latitudo illa in infinitum : & orbe 4 P B jam
coincidente cum axe 4B & umbilico .S cum
axis termino 5, descendet corpus in recta 4 C,
& area A B D evadet tempori proportionalis.
Dabitur itaque spatium A4 C, quod corpus de
loco A perpendiculariter cadendo tempore dato
describit si modo tempori proportionalis capi-
atur area 4 B0, & a puncto 2 ad rectam 4 5
demittatur perpendicularis D C. Q. £. /.

113

A

Cas. 2. Si figura illa & P B hyperbola est, describatur ad eandem

diametrum principalem 4 B hyperbola rectan-
gula B £ D: & quoniam aree C.S P, CBfP,
SPf B sunt ad areas CSD,CBED, SDEB,
singulee ad singulas, in data ratione alitudi-
num CP, CD; & area S P f B proportionalis
est tempori quo corpus /£ movebitur per
arcum P /B, erit etiam area SO £ 5 eidem
tempori proportionalis.  Minuatur latus rec-
tum hyperbolee & /7 in infinitum manente
latere transverso, & coibit arcus 2 /A cum
“recta €5 & umbilicus .§' cum vertice 5 & rec-
ta S0 cum recta BD. Proinde area LDED
proportionalis erit tempori quo corpus C recto |
descensu describit lineam CZ. Q. L. 1.
Cas. 3. Et simili argumento si figura

wm

R
I p 7})/
=
g

g /E/

R P B parabola est, & eodem vertice prin-
cipali 5 describatur alia parabola B £ D,
qua semper maneat data, interea dum para-
bola prior, in cujus perimetro corpus P
movetur, diminuto & in nihilum redacto ejus
latere recto, conveniat cum linea C B, fiet
segmentum parabolicum 5D £ B proportionale

st
B

tempori quo corpus

illud P vel C descendet ad centrum S'vel B. O, E. /.

H
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PROPOSITIO XXXIII. THEOREMA IX.

Positis jam inventts, dico quod corporis cadentrs velocitas in loco quovis
C est ad wvelocitatem covporis centro B intervallo B C circulum
describentis, in subduplicata ratione quam A C, distantia corporis
a circuli vel hyperbole rectangulae vertice ulteriorve A, habet ad
Jigura semidiametrun: principalemn x A B.

Bisecetur A B, communis utriusque fgure R P B, DE B dia-
meter, in O, & agatur recta P 7, qua tangat figuram R P B in P,
atque etiam secet communem illam diametrum 4 B (si opus est

T K

C
o+
O -4
S \
B - .................._._.-_...,..:"\9 Al

productam) in 7°; sitque S'¥ ad hanc rectam, & B O ad hanc
diametrum perpendicularis, atque figure R P B latus rectum ponatur
L. Constat per corol. 1x. prop. xvi. quod corporis in linea & P 5B
circa centrum .S moventis velocitas in loco quovis £ sit ad velocitatem
corporis intervallo S 2 circa idem centrum circulum describentis in
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subduplicata ratione rectanguli ¥+ L x .57 ad §'} quadratum. Est au-

tem ex conicis 4 C5 ad CPgut 2 A O ad L, ideoque 2—6‘—?%?——‘40

axquale L. Ergo velocitates ille sunt ad invicem in subduplicata

CPgxAOxSP
ACH

B O ut B0 ad 70, & composite vel divisim ut CB ad 7. Unde

vel dividendo vel componendo fit ZO—vel+ CO ad B O ut C 7T ad

BT idest, 4Cad A0 ut CPad BQ; indeque LLIXAOXSL

ACH
5 Qj;xozig;SP Minuatur jam in infinitum figurae
R P B latitudo C P, sic ut punctum P coeat cum puncto C, punc-
tumque .S cum puncto B, & linea S 2 cum linea 2 C, lineaque S ¥
cum linea BQ; & corporis jam recta descendentis in linea CZ
velocitas fiet ad velocitatem corporis centro & intervallo B C circulum

describentis, in subduplicata ratione ipsius BQ/Z XOI:EXCSP ad SYy¢
hoc est (neglectis qualitatis rationibus S” ad BC & BQg ad SYy)
in subduplicata ratione 4 Cad 4 Osive s A 5. Q. E. D.
Corol. 1. Punctis B & .S coeuntibus, fit 7Cad 7S ut ACad A4O.
Corol. 2. Corpus ad datam a centro distantiam in circulo quovis
revolvens, motu suo sursum verso ascendet ad duplam suam a
centro distantiam.

ratione ad $'Y gnad. Porro ex conicis est C O ad

&quale est

PROPOSITIO XXXIV. THEOREMA X.

R
S7 _figura BE D parabola est, dico

quod corporis cadentis velocitas
2 loco guovis C equalis est velo- P B /

cttati qua corpus centro B dimidio
intervalli sui B C circulum uni-
Jormuter describere potest. .

Nam corporis parabolam R P 5
circa centrum .S describentis voloci- ~
tas in loco quovis P (per corol. viL. B

\
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prop. xvi) aqualis est velocitati R

corporis dimidio intervalli .S 7 cir- /
culum circa idem centrum .S unifor-

miter describentis. Minuatur pa- b 5 /
rabolae latitudo C2 in infinitum '
eo, ut arcus parabolicus 2 f B cum
recta C B, centrum .S cum vertice
B, & intervallum .S 2P cum intervallo
B C coincidat, & constabit propo-
sitio. Q. E. D. s

PROPOSITIO XXXV. THEOREMA XI.
Iisdem positis, dico quod area figure DES, radio indefinito S D

descripla, wqualis sit arce quam corpus, radio dimidium lateris
vecti figure D ES aquante, civca centrum S uniforniter gyrando,
codent tempore describere potest.

Nam concipe corpus € quam minima temporis particula lineolam
Cc cadendo describere, & interea corpus aliud K, uniformiter in
circulo O A % circa centrum .§ gyrando, arcum K £ describere. Eri-
gantur perpendicula C D, ¢d occurrentia figure D ES in D, d.
Jungantur $' 0, S4, S K, S % & ducatur D d axi A S occurrens in 7,
& ad eam demittatur perpendiculum .S V.

Cas. 1. Jam si figura D £ circulus est vel hyperbola rectangula,
bisecetur ejus transversa diameter 4.5 in O, & erit SO dimidium
lateris recti. Et quoniam est 77Cad 7D ut Ccad Dd, & 77D ad
7Sut CDad SY, eritex @quo 7Cad 7S ut COx Ccad SY x Dd.
Sed (per corol. 1. prop. xxxmm) est 7 Cad 7S ut 4 Cad A4 O, puta
si in coitu punctorum /), & capiantur linearum rationes ultime.
Ergo AC est ad A0 seu SK ut COxCc ad S¥YxDd Porro
corporis descendentis velocitas in C est ad velocitatem corporis cir-
culum intervallo S C circa centrum .S describentis in subduplicata
ratione 4 C ad 4 O vel S K (per prop. xxxmr). Et hac velocitas ad
velocitatem corporis describentis circulum O K £ in subduplicata
ratione S A ad SC (per corol. vi prop. 1v) & ex aquo velocitas
prima ad ultimam, hoc est lineola C¢ ad arcum K Z in subduplicata
ratione 4 C ad .S’ C, id est in ratione 4 Cad CD. Quare est CD x
Cc xquale 4 Cx K4, & propterea A C ad SK ut 4 Cx K % ad
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SYVYxDd, indeque SKx Kk equale SVYxDd & 3 SKxK*Fk
@quale ¥ $Y x D d, id est area K .S £ aequalis areee S Dd.  Singulis

AT
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AN
\,
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\
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igitur temporis particulis generantur arearum duarum particule & .SZ,
& S Dd, quz, si magnitudo earum minuatur & numerus augeatur in
infinitum, rationem obtinent equalitatis, & propterea (per corollarium
lemmatis 1v) arez tote simul genita sunt semper ®quales. Q. Z. D.

Cas. 2. Quod si figura
D E S parabola sit, invenie-
tur esse ut supra COxCrc
ad S¥YxDdut 7Cad 7§,
hoc est ut 2 ad 1, ideoque #
CDx Ccaequale esse $ SV
x Dd. Sed corporis caden-
tis velocitas in C @qualis est
velocitati qua circulus inter-
vallo ¥ .5 C uniformiter des-
cribi possit (per prop. XXX1v).
Et hezc velocitas ad velocita-
tem qua circulus radio SA
describi possit, hoc est, lineola
Cc ad arcum K 4 (per corol.

e e

»/
//d
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VL. prop. 1v) est in subduplicata ratione S A ad i S C id est, in ratione
SKadi CD. Quare estt SK x K £ aquale 1 CDx (e, ideoque
equale ¥ SYxDd, hoc est, area K.S£ @qualis aree SDd, ut
supra. Q. L. D.

PROPOSITIO XXXVI. PROBLEMA

Corporis de loco dato A cadentis determinare tempora ..

descensus.

Super diametro 4 .S, distantia corporis a centro sub
initio, describe semicirculum A4 D.S, ut & huic aqualem
semicirculum O A"/ circa centrum .S. De corporis
loco quovis C erige ordinatim applicatam C D.
Junge SO, & aree A .S D xqualem constitue sectorem
OS K. Patet per prop. xxxv quod corpus cadendo
describet spatium A4 C eodem tempore quo corpus
aliud, uniformiter circa centrum .S gyrando, describere
potest arcum O K. Q. E. F. - —

K

PROPOSITIO XXXVII. PROBLEMA XXVI.

Corporis de loco dato sursum vel deorsum projecti definire tempora
ascensus vel descensus.

Exeat corpus de loco dato G secundum lineam G .S cum velocitate

q //
' = 0

quacunque.  In duplicata ratione hujus velocitatis ad uniformem in
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circulo velocitatem, qua corpus ad intervallum datum .S G circa cen-
trum .S revolvi posset, cape G A ad + A.S. Si ratio illa est numeri
binarii ad unitatem, punctum 4 infinite distat, quo casu parabola
vertice .5, axe S G, latere quovis recto describenda est. Patet hoc
per prop. Xxxxiv. Sin ratio illa minor vel major est quam 2 ad 1,
priore casu circulus, posteriore hyperbola rectangula super diametro
§ A describi debet. Patet per prop. xxxur. Tum centro .S, inter-
vallo @quante dimidium lateris recti, describatur circulus Z 4K, &
ad corporis descendentis vel ascendentis locum G, & locum alium
quemvis (, erigantur perpendicula G 7, C D occurrentia conice
sectioni vel circulo in 7 ac 2. Dein junctis .S 7, .S D, fiant segmen-
tis SELS, SEDS sectores /I SK, HSk ®quales, & per prop. Xxxv
corpus G describet spatium G C eodem tempore quo corpus A de-
scribere potest arcum K 4. Q. E. F.

PROPOSITIO XXXVIII. THEOREMA XIL

Postto quod vis centripeta proportionalis sit altitudini seu distantie
locorum a centro, dico quod cadentiune tempora, velocitates & spatia
descripta sunt avcubus, arcuumgue sinibus vectiss & sinibus versis
respective proporiionalia.

Cadat corpus de loco quovis 4 secundum 4
rectam A .5 ; & centro virium .§ intervallo
A S, describatur circuli quadrans A4 £, sitque
C D sinus rectus arcus cujusvis 4 D ; & cor- ¢ <
pus A, tempore 4 D, cadendo describit spa- \
tium A4 C, inque loco C acquiret velocitatem
CD. \

Demonstratur eodem modo ex propositione S £
X, quO propositio XXXII ex propositione X1 demonstrata fuit.

Corol. 1. Hinc ®qualia sunt tempora, quibus corpus unum de loco
A cadendo pervenit ad centrum .S, & corpus aliud revolvendo de-
scribit arcum quadrantalem A4 D £.

Corol. 2. Proinde ®qualia sunt tempora omnia quibus corpora de
locis quibusvis ad usque centrum cadunt. Nam revolventium tem-
pora omnia periodica (per corol. 111. prop. 1v) a:quantur.
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PROPOSITIO XXXIX. PROBLEMA XXVIIL

Posita cujuscungue generis vl centvipeta, & concessis  figuvarum
curvilinearum quadraturis, requivitur covporis wvecta ascendentis
vel descendentis tum velocitas in locis singulis, tum tempus quo corpus

ad locum quemuvis perveniet : Et contra.

De loco quovis 4 in recta 4 D E C cadat corpus £, deque loco
ejus £ erigatur semper perpendicularis £ &, vi centripetee in loco
illo ad centrum C tendenti pro- B .
portionalis : Sitque B F G linea \

curva quam punctum & perpetuo
tangit. Coincidat autem £ G ipso
motus initio cum perpendiculari /\

A B, & erit corporis velocitas / \
L/
[
18

in loco quovis £ ut recta, que
potest aream curvilineam A4 BG E.
Q.E. I G
In £ G capiatur £ A recta, \
quéa potest aream 4 B G E, reciproce AN
proportionalis, & sit V'L M linea - }
curva, quam punctum /7 perpetuo ' AN
tangit, & cujus asymptotos est recta ~
AZB producta; & erit tempus, quo
corpus cadendo describit lineam
AE, ut areacurvilinea A BT VIIE.
Q.E. I

Etenim in recta A £ capiatur
linea quam minima /£ date longi-
tudinis, sitque D L £ locus linex
EMIG, ubi corpus versabatur in [); & si ea sit vis centripeta, ut recta,
quee potest aream 4 5 G £, sit ut descendentis velocitas : erit area
ipsa in duplicata ratione velocitatis, id est, si pro velocitatibus in D &
£, scribantur V& V41, eritarea A BFD ut VV, &area 4 B G E
ut VV4+2 VI4+ 11 &divisim area D /G Eut2 VI+I1], ideoque

i)

C
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DFGE ut 2 VI+II1
DE DE

rationes sumantur, longitudo D £ ut quantitas

, id est, si prima quantitatum nascentium

2 V1 ideoque etiam
P

IxV

ut quantitatis hujus dimidium Est autem tempus, quo corpus

cadendo describit lineolam D £, ut lineola illa directe & wvelocitas
V inverse, estque vis ut velocitatis incrementum I directe & tempus
IxV
DE
hoc est, ut longitudo D F. Ergo vis ipsi D F vel E G proportionalis
facit ut corpus ea cum velocitate descendat, qua sit ut recta que
potest aream A B G E. Q. E. D.

Porro cum tempus, quo quealibet longitudinis datz lineola D £
describatur, sit ut velocitas inverse, ideoque inverse ut linea recta qua
potest aream A BFD; sitque DL, atque ideo area nascens
D L M E, ut eadem linea recta inverse : erit tempus ut area DL E,
& summa omnium temporum ut summa omnium arearum, hoc est
(per corol. lem. 1v) tempus totum quo linea A4 £ describitur ut area
tota A TVME. Q.E.D.

Corol. 1. Si P sit locus, de quo corpus cadere debet, ut urgente
aliqua uniformi vi centripeta nota (qualis vulgo supponitur gravitas)
velocitatem acquirat in loco 2 aqualem velocitati, quam corpus aliud
vi quacunque cadens acquisivit eodem loco /), & in perpendiculari
DF capiatur DR, que sit ad D F ut vis illa uniformis ad vim
alteram in loco D, & compleatur rectangulum P R Q, eique xqualis
abscindatur area A BF D, erit A locus de quo corpus alterum
cecidit. Namque completo rectangulo D RS ZE, cum sit area
ABFD ad aream DFGE ut VV ad 2 VI, ideoque ut + V ad I,
id est, ut semissis velocitatis totius ad incrementum velocitatis corporis
vi inzequabili cadentis ; & similiter area Z#Q R D ad aream DR S E
ut semissis velocitatis totius ad incrementum velocitatis corporis
uniformi vi cadentis; sintque incrementa illa (ob qualitatem tem-
porum nascentium) ut vires generatrices, id est, ut ordinatim applicate
D F, D R, ideoque ut arex nascentes /) FGE, DR SE ; erunt ex
a&quo arex tote A BF D, P QR D ad invicem ut semisses totarum
velocitatum, & propterea, ob @qualitatem velocitatum, @quantur.

inverse, ideoque si prime nascentium rationes sumantur, ut
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Corol. 2. Unde si corpus quodlibet de loco quocunque /2 data
cum velocitate vel sursum vel deorsum projiciatur, & detur lex vis
centripete, invenietur velocitas ejus in alio quovis loco ¢, erigendo
ordinatam ¢ g, & capiendo velocitatem illam ad velocitatem in loco

D ut est recta, quee potest rectan-
gulum P Q R D area curvilinea
D Fge vel auctum, si locus e est
loco D inferior, vel diminutum, si
is superior est, ad rectam qua po-
test rectangulum solum 2 Q R D.
Corol. 3. Tempus quoque inno-
tescet erigendo ordinatam ¢z reci-
proce proportionalem lateri quadra-
to ex PORD+vel-DFge &
capiendo tempus quo corpus de-
scripsit lineam D¢ ad tempus quo
corpus alterum vi uniformi cecidit
a P & cadendo pervenit ad D), ut
area curvilinea L m: ¢ ad rectan-
gulum 2 PO x DL. Namque
tempus quo corpus vi uniformi des-
cendens descripsit lineam £/ est
ad tempus quo corpus idem descrip-
sit lineam A Z£ in subduplicata
ratione P D ad P £, id est (lineola

1

“g

P
7
|
F A
|
e
E S HG
e }7}1,
c

D F jamjam nascente) in ratione 2D ad P D+%+ D E seu 2 PD ad
2 PD+DE, & divisim, ad tempus quo corpus idem descripsit
lineolam D £ ut 2 P D ad D £, ideoque ut rectangulum 2 7 D x
DL ad aream DL ME; estque tempus quo corpus utrumque
descripsit lineolam 2 £ ad tempus quo corpus alterum inaquabili
motu descripsit lineam D¢, ut area DL M E ad aream D Lme, &
ex aquo tempus primum ad tempus ultimum ut rectangulum 2 £/ x

DL ad aream D L e,
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SECTIO VIII.

De inventione ovbium in quibus covpora viribus quibuscunque centri-

petts agitata revolountur.

PROPOSITIO XL. THEOREMA XIIL

St corpus, cogente vi quacunque centripeta, moveatur wuicungue, &
corpus alind recta ascendat vel descendat, sintque corum velocitates in
aliguo @qualium altitudinum casu @quales, velocitates eorume in

omnibus equalibus altitudinibus erunt aguales.

Descendat corpus aliquod ab A4 per D, £, ad centrum C, &
moveatur corpus aliud a /7 in linea curva /A £ Centro C inter-
vallis quibusvis describantur circuli concentrici 2 /7, £ K recte
ACin D & E, curveque V' /K in /7 & K occurren- A
tes.  Jungatur /7 C occurrens ipsi A £ in NV, & in 1
/ K demittatur perpendiculum N 7°; sitque circum-
ferentiarum circulorum intervallum 2 £ vel / N quam /
minimum, & habeant corpora in D & 7/ velocitates /
equales. Quoniam distantize C0, C/ aquantur, erunt
vires centripetee in /) & / aquales. Exponantur ha
vires per @quales lineolas D £, /N, & si vis una o
I N (per legum corol. 2) resolvatur in duas NV 77 & K-
I T, vis N 7, agendo secundum lineam N 7" corporis |
cursui / 77K perpendicularem, nil mutabit velocitatem
corporis in cursu illo, sed retrahet solummodo cor-
pus a cursu rectilineo, facietque ipsum de orbis tan- g
gente perpetuo deflectere, inque via curvilinea 7 7K £ N
progredi. In hoc effectu producendo vis illa tota \
consumetur : vis autem altera / 7, secundum corporis \e
cursum agendo, tota accelerabit illud, ac dato tempore quam mini-
mo accelerationem generabit sibi ipsi proportionalem.  Proinde
corporum in 7 & 7 accelerationes xqualibus temporibus facta (si
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sumantur linearum nascentium DZE, /N, /K, 17, TA
N T rationes prime) sunt ut linea DZ, / 7: tem-
poribus autem inequalibus ut linex ille & tempora //
conjunctim.  Tempora autem quibus D £ & 7K
describuntur, ob ®qualitatem velocitatum sunt ut /
vie descripte D E & [ K, ideoque acceleratio-

nes in cursu corporum per lineas D FE & 7K, sunt /
w DE & [ 7, DE & /K conjunctim, id est ut
DE gquad. & I T x I K rectangulum. Sed rectangulum
I Tx7 K =quale est /N guadrafo, hoc est, ®quale
D E guad. & propterea accelerationes in transitu cor-
porum a D & 7/ ad £ & A =quales generantur.
Zquales igitur sunt corporum velocitates in Z & K : #
& eodem argumento semper reperientur zquales in
subsequentibus @qualibus distantiis. Q. £. D.

Sed & eodem argumento corpora ®quivelocia & aqualiter a cen-
tro distantia, in ascensu ad @quales distantias @qualiter retardabun-
tur. Q. FE.D.

Corol. 1. Hinc si corpus vel oscilletur pendens a filo, vel impe-
dimento quovis politissimo & perfecte lubrico cogatur in linea cur-
va moveri, & corpus aliud recta ascendat vel descendat, sintque
velocitates eorum in eadem quacunque altitudine zquales: erunt
velocitates eorum in aliis quibuscunque aqualibus altitudinibus
aquales. Namgque corporis penduli filo vel impedimento vasis abso-
lute lubrici idem prestatur quod vi transversa V7, Corpus eo
non retardatur, non acceleratur, sed tantum cogitur de cursu rec-
tilineo discedere.

Corol. 2. Hinc etiam si quantitas P sit maxima a centro distantia,
ad quam corpus vel oscillans vel in trajectoria quacunque revolvens,
deque quovis trajectoriz puncto, ea quam ibi habet velocitate sur-
sum projectum ascendere possit; sitque quantitas A distantia cor-
poris a centro in alio quovis orbitze puncto, & vis centripeta sem-
per sit ut ipsius A dignitas quelibet A*™, cujus index z—1 est
numerus quilibet # unitate diminutus; velocitas corporis in omni
altitudine A erit ut o/ P—A”, atque ideo datur. Namque velocitas
recta ascendentis ac descendentis (per prop. XXXIX) est in hac ipsa
ratione.
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PROPOSITIO XLI. PROBLEMA XXVIII.

Posita cujuscungue generis vi centripeta & concessis figurarvunt curvi-
lineavum quadvaturis, requivuntur tum (rajectovie in quibus
corpora movebuntur, tunt tempora motuum in trajectoriis tnventss.

Tendat vis quelibet ad centrum C & invenienda sit trajectoria
VIK# Detur circulus VR centro C intervallo quovis C IV de-
scriptus, centroque eodem describantur alii quivis circuli 7D, K E
trajectoriam secantes in / & K rectamque C/V in D & E. Age
tum rectam CAN /X secantem circulos K Z, VR in N & X, tum
rectam C KA YV occurrentem circulo R in V. Sint autem puncta
I & K sibi invicem vicinissima, & pergat corpus ab Vper 7 & K

P
v \ a
v X
y
R
. D 5/ R c
1 X
v F 4 -
\\\\‘\,
f \\
\\\l
ch

ad %; sitque punctum 4 locus ille de quo corpus aliud cadere
debet, ut in loco 2 velocitatem acquirat @qualem velocitati corporis
prioris in /. Et stantibus qua in propositione XXXIX, lineola 7 K,
dato tempore quam minimo descripta, erit ut velocitas, atque ideo
ut recta que potest aream ABF D, & triangulum 7/ C K tempori
proportionale dabitur, ideoque A AV erit reciproce ut altitudo 7 C,
id est, si detur quantitas aliqua Q, & altitudo 7 C nominetur A, ut
Q

= Hanc quantitatem A nominemus Z, & ponamus eam esse mag-
A
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nitudinem ipsius Q ut sit in aliquo casu \/ A BFD ad Z utest 7 K
ad ANV, & erit in omni casu / A BFD ad Zut/Kad AN, &

\
\!

o
ABFDadZZ uwt/Kgad KNg, &divisim A BFD—Z77Z ad ZZ
ut /N gquad. ad KN guad. ideoque JABFD—Z7Z ad Z seu -

% ut / NV ad KNV, & propterea A x A N xquale

Unde cum Y X x X Csitad A x AN ut CX¢ad AA, erit rectangu-

lum X YV'x X C aquale QxINxCX gzma’.. Igitur si in perpen-
AAJABFD-Z17

Q
2 JABFD—77

diculo D F capiantur semper D4, Dc ipsis

Qx CX guad.

2AA JABFD-117

linex a6, ac, quas puncta 4, ¢ perpetuo tangunt; deque puncto V
ad lineam A C erigatur perpendiculum F @ abscindens areas curvi-
lineas V. Dba, VDca, & erigantur etiam ordinate £z, £x: quo-
niam rectangulum D 4éx /N seu Dbz E ®quale est dimidio rectan-
guli Ax KV seu triangulo / CK; & rectangulum Dcx 7 N seu
Dcx E =quale est dimidio rectanguli ¥ X x X C seu triangulo
X CY, hoc est, quoniam arearum V' Déa, VIC xquales semper

equales respective, & describantur curva
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sunt nascentes particule DézZ, 7 CK, & arearum VDca, VCX
a@quales semper sunt nascentes particule Dcx E, X C Y, erit area
genita V' Db a =qualis arex genite J /7 C, ideoque tempori propor-
tionalis, & area genita 170 ca @qualis sectori genito /”C X. Dato
igitur tempore quovis ex quo corpus discessit de loco 7/, dabitur
area ipsi proportionalis V[ éa, & inde dabitur corporis altitudo
CDvel C7; & area V"D ca, eique ®qualis sector /7 CX una cum
ejus angulo /7 C/. Datis autem angulo /" C/ & altitudine C/ datur
locus 7, in quo corpus completo illo tempore reperietur. Q. £. /.

Corol. 1. Hinc maxima minimaque corporum altitudines, id est,
apsides trajectoriarum expedite inveniri possunt. Sunt enim apsides
puncta illa in quibus recta / C per centrum ducta incidit perpendicu-
lariter in trajectoriam [’/ K : id quod fit ubi recte /K & NK
@quantur, ideoque ubi area 4 5 F D xqualis est Z Z.

Corol. 2. Sed & angulus K/ /V, in quo trajectoria alicubi secat
lineam illam /7 C ex data corporis altitudine /7 C expedite invenitur ;
nimirum capiendo sinum ejus ad radium ut ANV ad /K, id est, ut
Z ad latus quadratum aree 4 B F .

Corol. 3. Si centro C & vertice principali 7~ describatur sectio
quelibet conica J”R .S, & a quovis ejus puncto A agatur tangens
R 7 occurrens axi infinitee pro- g
ducto C I/ in puncto 7°; dein
juncta C R ducatur recta C P, R
qua @qualis sit abscisse C 7,
angulumque V' CP sectori F'CR
proportionalem constituat; ten-
dat autem ad centrum C vis Ty
centripeta cubo distantize loco-
rum a centro reciproce propor-
tionalis, & exeat corpus de loco ©
V' justa cum velocitate secun-
dum lineam rectee C V7 perpen-
dicularem : progredietur corpus illud in trajectoria I/ Q quam
punctum P perpetuo tangit ; ideoque si conica sectio /RS hyperbola
sit, descendet idem ad centrum: sin ea ellipsis sit, ascendet illud
perpetuo & abibit in infinitum. Et contra, si corpus quacunque cum
velocitate exeat de loco /, & perinde ut incceperit vel oblique

v
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descendere ad centrum, vel ab eo
oblique ascendere, figura VR .S
vel hyperbola sit vel ellipsis,
inveniri potest trajectoria augen-
do vel minuendo angulum V' CP
in data aliqua ratione. Sed &,
vi centripeta in centrifugam versa,
ascendet corpus oblique in tra-
jectoria V' P Q, qua invenitur

. e
capiendo angulum V' C P sectori

elliptico V7 R C proportionalem,
& longitudinem C 2 longitudini

<

C T =qualem ut supra. Consequuntur haec omnia ex propositione
precedente, per curve cujusdam quadraturam, cujus inventionem, ut

satis facilem, brevitatis gratia missam facio.

PROPOSITIO XLII.

PROBLEMA XXIX.

Data lege vis contripete, requivitur motus corporis de loco dato,
data cum velocitate, sccundun: datam rectam egresst.

Stantibus quae in tribus propositionibus preecedentibus : exeat

N/
v v/
7 \/
E N EAN
N\
k 3 Z’/
AN
AN
C

corpus de loco 7 secundum lineolam /7 K, ea cum velocitate quam
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corpus aliud, vi aliqua uniformi centripeta, de loco # cadendo
acquirere posset in [ : sitque hzc vis uniformis ad vim, qua corpus
primum urgetur in /, ut D R ad D F. Pergat autem corpus versus
4; centroque C & intervallo C/ describatur circulus 4¢ occurrens
recte PD in ¢ & erigantur curvarum B Fg, abv, acw ordinatim
applicate eg, ¢v, ew. Ex dato rectangulo P DR (Q, dataque
lege vis centripetee qua corpus primum agitatur, datur curva linea
B Fg, per constructionem problematis xxvi, & ejus corol 1.
Deinde ex dato angulo C/ K datur proportio nascentium /A, K NV,
& inde, per constructionem prob. xxvim datur quantitas (), una
cum curvis lineis @b, acw: ideoque,” completo tempore quovis
Déwve datur tum corporis altitudo Ce vel C#4, tum area Dcwe,
eique =qualis sector X Cy, angulusque 7 C#4, & locus £ in quo
corpus tunc versabitur. Q. £. /.

Supponimus autem in his propositionibus vim centripetam in
recessu quidem a centro variafi secundum legem quamcunque, quam
quis imaginari potest, in equalibus autem a centro distantiis esse
undique eandem.  Atque hactenus motum corporum in orbibus
immobilibus consideravimus. Superest ut de motu eorum in orbi-
bus, qui circa centrum virium revolvuntur, adjiciamus pauca.

SECTIO IX.

De motu corporum in orbibus mobilibus, deque motu apsidum.

PROPOSITIO XLIII. PROBLEMA XXX,

Efficiendum est ut corpus in trajectoria gquacungue civea centrum
vivium revolvente pevinde moveri possit, atque corvpus aliud in
eadem trajectoria quiescente.

In orbe ¥ P K positione dato revolvatur corpus /> pergendo a V-
versus K. A centro C agatur semper Cp, que sit ipsi C P zqua-
lis, angulumque ¥ Cp angulo ¥ C P proportionalem constituat; &
area, quam linea Cp describit, erit ad aream »"C P, quam linea C 7
simul describit, ut velocitas linez describentis Cp ad velocitatem
lineze describentis C P ; hoc est, ut angulus V" Cp ad angulum V' C P,

ideoque in data ratione, & propterea tempori proportionalis. Cum
1
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area tempori proportionalis sit quam linea Cp in plano immobili
describit, manifestum est quod corpus, cogente juste quantitatis vi
centripeta, revolvi possit una cum punc- v

to  in curva illa linea quam punctum
idem p ratione jam exposita describit
in plano immobili. Fiatangulus "Cu
angulo P Cp, & linea Cu linee C V)
atque figura #Cp figure I/ C P ®qua-
lis, & corpus in p semper existens
movebitur in perimetro figure revol-
ventis # Cp, eodemque tempore de-
scribet arcum ejus #p quo corpus aliud
P arcum ipsi similem & aqualem VP
in figura quiescente J”P K describere
potest. Queratur igitur, per corollarium quintum propositionis VI,
vis centripeta qua corpus revolvi possit in curva illa linea quam
punctum p describit in plano immobili, & solvetur problema. Q.E.F.

‘'PROPOSITIO XLIV. THEOREMA XIV,

Differentia virium, quibus corpus in orbe quicscente, & corpus altud
i codem orbe revolvente agqualiter mwver: possunt, est in tviplicata

ratione communis altitudinis inverse.

Partibus orbis quiescentis VP, P K sunto similes & zquales orbis
revolventis partes #p, p£; & punctorum P, K distantia intelligatur
esse quam minima. A puncto £ in rectam p C demitte perpendicu-
lum £ 7, idemque produc ad #z, ut sit #2 7 ad Z# ut angulus V" Cp ad
angulum V' CP. Quoniam corporum altitudines PC & pC, K C,
& # C semper xquantur, manifestum est quod linearum P C & p C
incrementa vel decrementa semper sint zqualia, ideoque si corporum
in locis P & p existentium distinguantur motus singuli (per legum
corol. 2) in binos, quorum hi versus centrum, sive secundum
lineas P C, p C determinentur, & alteri prioribus transversi sint,
& secundum lineas ipsis £ C, p C perpendiculares directionem ha-
beant; motus versus centrum erunt aquales, & motus transversus
corporis p erit ad motum transversum corporis Z, ut motus angularis
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linee p C ad motum angularem linee £ C, id est, ut angulus V' Cp
ad angulum V' CP. lgitur eodem tempore quo corpus 2 motu suo
utroque pervenit ad punctum KA, corpus p @quali in centrum motu
@qualiter movebitur a p versus C, ideoque completo illo tempore
reperietur alicubi in linea # 47, qua per punctum £ in lineam p C
perpendicularis est; & motu transverso acquiret distantiam a linea
2 C, qua sit ad distantiam quam corpus alterum ~ acquirit a linea
P C, ut est motus transversus corporis p ad motum transversum
corporis alterius . Quare cum £7 qualis sit distantizze quam corpus
P acquirit a linea P, sitque m7 ad £7 ut angulus /" Cp ad angulum

V C P, hoc est, ut motus transversus corporis p ad motum transver-
sum corporis £, manifestum est quod corpus p completo illo tempore
reperietur in Joco m. Hzc ita se habebunt ubi corpora p & P
aqualiter secundum lineas p C & P C moventur, ideoque zqualibus
viribus secundum lineas illas urgentur. Capiatur autem angulus
#Cn ad angulum p C#£ ut est angulus V" Cp ad angulum V' CP,
sitque 2 C equalis £C, & corpus p completo illo tempore revera
reperietur in 7, ideoque vi majore urgetur quam corpus £, si modo
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angulus 7 C angulo £ Cp major est, id est si orbis % Z vel movetur
in consequentia, vel movetur in antecedentia majore celeritate quam
sit dupla ejus qua linea C' P in consequentia fertur; & vi minore
si orbis tardius movetur in antecedentia. Estque virium differentia
ut locorum intervallum 2z, per quod corpus illud p ipsius actione,
dato illo temporis spatio, transferri debet. Centro C intervallo
Cn vel C# describi intelligatur circulus secans lineas m7», m#n

productas in s & ¢ & erit rectangulum 2 z x 7 ¢ zequale rectangulo

mEXuS

m £ x m s, ideoque »2 # equale Cum autem triangula p C4£

mt
# Cn dato tempore dentur magnitudine, sunt Z» & =7, earumque

differentia m £ & summa s reciproce ut altitudo p C, ideoque
rectangulum 2 £ x m s est reciproce ut quadratum altitudinis p C. Est

& mt directe ut ¥ m ¢ id est, ut altitudo pC. Hea sunt primae

mEXms

rationes linearum nascentium; & hinc fit , id est lineola nas-

mi
cens m#, eique proportionalis virium differentia reciproce ut cubus

altitudinis p C. Q. E. D.
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Corol. 1. Hinc differentia virium in locis P & p, vel K & 4, est
ad vim qua corpus motu circulari revolvi possit ab R ad X eodem
tempore quo corpus £ in orbe immobili describit arcum P X, ut
lineola nascens #z 2 ad sinum versum arcus nascentis &£ K, id est ut
mkxms ad rk&q

mi
capiantur datae quantitates F, G in ea ratione ad invicem quam habet
angulus 7 CP ad angulum V' Cp, ut GG—=FF ad FF. Et prop-
terea, si centro C intervallo quovis C P vel Cp describatur sector
circularis ®qualis aree toti P C, quam corpus P tempore quovis
in orbe immobili revolvens radio ad centrum ducto descripsit :
differentia virium, quibus corpus 2 in orbe immobili & corpus g in
orbe mobili revolvuntur, erit ad vim centripetam, qua corpus ali-
quod, radio ad centrum ducto, sectorem illum eodem tempore, quo
descripta sit area J7 2 C, uniformiter describere potuisset, ut G G
—FFad FF. Namque sector ille & area p C £ sunt ad invicem ut
tempora quibus describuntur.

Corol. 2. Si orbis VPK ellipsis sit umbilicum habens C & apsidem
summam /; eique similis & aqualis ponatur ellipsis # 2 £, ita ut sit
semper p C @qualis P C, & angulus V" Cp sit ad angulum IV CP in
data ratione G ad F ; pro altitudine autem P C vel p C scribatur A,
& pro ellipseos latere recto ponatur 2 R : erit vis, qua corpus in el-

FF RGG-RFF

lipsi mobili revolvi potest, ut At T A & contra.  Expo-

natur enim vis qua corpus revolvatur in immota ellipsi per quanti-

tatem E—E & vis in V erit——FE———.

AA’ CV gquad.
circulo ad distantiam C 77 ea cum velocitate revolvi posset quam
corpus in ellipsi revolvens habet in /, est ad vim qua corpus in
ellipsi revolvens urgetur in apside V/, ut dimidium lateris recti ellip-

,vel ut mAxms ad »#4 quadratum; hoc est, si

Vis autem qua corpus in

RFF
seos ad circuli semidiametrum C V, ideoque valet CV o & vis,
RGG—-RFF
que sit ad hanc ut GG—FF ad FF, valet —— C Vg oStaue haec

vis (per hujus corol. 1) differentia virium in 7 quibus corpus £ in
ellipsi immota VP K, & corpus p in ellipsi mobili #p£ revolvuntur :
Unde cum (per hanc prop.) differentia illa in alia quavis altitudine A
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I

ad !
A cub. CV cub.
RGG—-RFF

cud.

~_—, qua corpus revolvi potest in ellipsi immobili V" P X, addatur

AA

excessus B_(}_AQ%;_F_F_; & componetur vis tota g-}—%ﬂ

qua corpus in ellipsi mobili #p £ iisdem temporibus revolvi possit.
Corol. 3. Ad epndem modum colligetur quod, si orbis immobilis

sit ad seipsam in altitudine C 77 ut , eadem dif-

ferentia in omni altitudine A valebit Igitur ad vim

VP K ellipsis sit centrum habens in virium centro C; eique similis,
@&qualis & concentrica ponatur ellipsis mobilis #p 4, sitque 2 R
ellipseos hujus latus rectum principale, & 2 T latus transversum sive
axis major, atque angulus } Cp semper sit ad angulum V CP
ut G ad F; vires, quibus corpora in ellipsi immobili & mobili
FFA & FFA
T cub. — T cub.

temporibus @qualibus revolvi possunt, erunt ut

RGG-RFF

respective.
A cub. p

+
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Corol. 4. Et universaliter, si corporis altitudo maxima C I nomi-
netur T, & radius curvature quam orbis /P K habet in V, id est
radius circuli @qualiter curvi, nominetur R, & vis centripeta, qua
corpus in trajectoria quacunque immobili /P A revolvi potest in

loco 7, dicatur , atque aliis in locis P indefinite dicatur X,

altitudine C P nominata A, & capiatur G ad F in data ratione anguli
V Cp ad angulum V/ CP: erit vis centripeta, qua corpus idem eos-
dem motus in eadem trajectoria # p 4 circulariter mota temporibus

. .. VRGG-VRFF
iisdem peragere potest ut summa virium X+ A cubd :

Corol. 5. Dato igitur motu corporis in orbe quocunque immobili,
augeri vel minui potest ejus motus angularis circa centrum virium
in ratione data, & inde inveniri novi orbes immobiles in quibus
corpora novis viribus centripetis gyrentur.

Corol. 6. lgitur si ad rectam C V posi- P .
tione datam erigatur perpendiculum VP /’-l
longitudinis indeterminate, jungaturque |
C P & ipsi @qualis agatur Cp, constituens
angulum 7 Cp, qui sit ad angulum V'CP
in data ratione; vis qua corpus gyrari po-
test in curva illa /g4, quam punctum p
perpetuo tangit, erit reciproce ut cubus
altitudinis Cp. Nam corpus P per vim *
inertize, nulla alia vi urgente, uniformiter progredi potest in recta
VP. Addatur vis in centrum C, cubo altitudinis CP vel Cp
reciproce proportionalis, & (per jam demonstrata) detorquebitur
motus ille rectilineus in lineam curvam Vp4  Est autem hac
curva Vp# eadem cum curva illa P Q in corol. 3 prop. XLI
inventa, in qua ibi diximus corpora hujusmodi viribus attracta
oblique ascendere.

])
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'PROPOSITIO XLV. PROBLEMA XXXI.

Orbium  qui  suni circulis maxime finitimi vequivuntur motus
apsidum.

Problema solvitur arithmetice faciendo ut orbis, quem corpus
in ellipsi mobili (ut in propositionis superioris corol. 2 vel 3)
revolvens describit in plano immobili, accedat ad formam orbis
cujus apsides requiruntur, & queaerendo apsides orbis quem corpus
illud in plano immobili describit. Orbes autem eandem acquirent
formam, si vires centripete quibus describuntur, inter se collata, in
a@qualibus altitudinibus reddantur proportionales. Sit punctum »
apsis summa, & scribantur T pro altitudine maxima CV, A pro
altitudine quavis alia CP vel Cp, & X pro altitudinum differentia
Cl'—CP; & vis, qua corpus in ellipsi circa umbilicum suum C (ut

. . F
in corol. 2) revolvente movetur, quaque in corol. 2 erat ut ——+

AA
RGG-RFF , id est ut FFA+RGG_RFF, substituendo T —X
A cub. A cub.
RGG—-RFF+TFF-FFX

pro A, erit ut . Reducenda similiter est

A cub.
vis alia queevis centripeta ad fractionem cujus denominator sit A cxé.
& numeratores, facta homologorum terminorum collatione, statuendi
sunt analogi. Res exemplis patebit.

LExempl. 1. Ponamus vim centripetam uniformem esse, ideo-

b. .
que ut A c , sive (scribendo T—X pro A in numeratore) ut
A cub.
Teub—3TTX+3TXX—~X cub.

; & collatis nu ini
A b meratorum terminis

correspondentibus, nimirum datis cum datis & non datis cum non datis,
fiet RGG—RFF+TFFad T c#b. ut—FFXad—3TTX +3TX X
—X cub. sive ut—FF ad—3TT+3TX—-XX. Jam cum orbis
ponatur circulo quam maxime finitimus, coeat orbis cum circulo ;

& ob factas R, T zquales, atque X in infinitum diminutam, ratlones
ultime erunt RGG ad T cxb. ut—FF ad— 3TT, seu GG ad
TTutFFad3TT, & vicissim GG ad FF ut TT ad 3 TT,id est,
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ut 1 ad 3 ; ideoque G ad F, hoc est angulus Cp ad angulum I CP,
ut 1 ad 4/3. Ergo cum corpus in ellipsi immobili, ab apside summa
ad apsidem imam descendendo conficiat angulum V' CP (ut ita
dicam) graduum 180; corpus aliud in ellipsi mobili, atque ideo in
orbe immobili de quo agimus, ab apside summa ad apsidem imam

descendendo conficiet angulum 7 Cp graduum Eigg: id ideo ob

N3

similitudinem orbis hujus, quem corpus agente uniformi vi centri-
peta describit, & orbis illius quem corpus in ellipsi revolvente
gyros peragens describit in plano quiescente.  Per superiorem
terminorum collationem similes redduntur hi orbes, non universaliter
sed tunc cum ad formam circularem quam maxime appropinquant.
Corpus igitur uniformi cum vi centripeta in orbe propemodum
circulari revolvens, inter apsidem summam & apsi‘dem imam con-
. 180
ficiet semper angulum 7 graduum, seu 103 g7. 55 m2. 23 sec. ad
centrum ; perveniens ab apside summa ad apsidem imam ubi semel
confecit hunc angulum, & inde ad apsidem summam rediens ubi
iterum confecit eundem angulum ; & sic deinceps in infinitum.
Exempl. 2. Ponamus vim centripetam esse ut altitudinis A digni-

”n

tas quelibet A" seu +—: ubi z—3 & % significant dignitatum indi-

As
ces quoscunque integros vel fractos, rationales vel irrationales, af-
firmativos vel negativos. Numerator ille A” seu T—X/* in seriem
indeterminatam per methodum nostram serierum convergentium

7 —7 X X Tr= &c. Et collatis

reducta, evadit T*—zn X T+
hujus terminis cum terminis numeratoris alterius RGG—RFF + TFF

—FFX it RGG—RFF+TFFad T"ut—FF ad—» T4

nn—un

2
X T &c. Et sumendo rationes ultimas ubi orbes ad formam cir-
cularem accedunt, it RGG ad T* wt—FF ad—#» T, seu GG
ad T ut FF ad » T», & vicissim GG ad F F ut T** ad » T~
id est ut 1 ad #, ideoque G ad F, id est angulus 7 Cp ad angulum
VCP, ut 1 ad /7. Quare cum angulus V' CP, in descensu cor-
poris ab apside summa ad apsidem imam in ellipsi confectus, sit
graduum 180; conficietur angulus ' Cp, in descensu corporis ab
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apside summa ad apsidem imam, in orbe propemodum circulari
quem corpus quodvis vi centripeta dignitati A** proportionali de-

- . 180 .
scribit, eequalis angulo graduum Tn & hoc angulo repetito cor-

pus redibit ab apside ima ad apsidem summam, & sic deinceps in
infinitum. Ut si vis centripeta sit ut distantia corporis a centro, id

A+ . . . .
est, ut A seu e erit 2 equalis 4 & 4/ » ®qualis 2 ; ideoque angu-

. . . . . 180
lus inter apsidem summam & apsidem imam zqualis —,~ &% seu

go g». Completa igitur quarta parte revolutionis unius corpus per-
veniet ad apsidem imam, & completa alia quarta parte ad apsidem
summam, & sic deinceps per vices in infinitum. Id quod etiam
ex propositione X manifestum est. Nam corpus urgente hac vi
centripeta revolvetur in ellipsi immobili, cujus centrum est in centro
virlum.  Quod si vis centripeta sit reciproce ut distantia, id est

2

. I . o . .
directe ut X SeU A3 erit 2 equalis 2, ideoque inter apsidem sum-

. . 180
mam & imam angulus erit graduum 72 seu 127 g7. 16 m. 45 sec. &

propterea corpus tali vi revolvens, perpetua anguli hujus repetitione,
vicibus alternis ab apside summa ad imam & ab ima ad summam
perveniet in wternum. Porro si vis centripeta sit reciproce ut

latus quadrato-quadratum undecimz dignitatis altitudinis, id est
1

4
reciproce ut A‘* ideoque directe ut — 3 seu ut -— erit z aqualis
p q A 1 A3 q

1 & 180
)

N
discedens & subinde perpetuo descendens, perveniet ad apsidem
imam ubi complevit revolutionem integram, dein perpetuo ascensu
complendo aliam revolutionem integram, redibit ad apsidem sum-
mam : & sic per vices in &ternum.

Ezxempl. 3. Assumentes m & » pro quibusvis indicibus dignitatum

3 g
altitudinis, & 4, ¢ pro numeris qu1busv1s datis, ponamus vim m cen-
éAm_*_cAu

tripetam esse ut ———"— id est, ut —--
A cub. A cub.

gr. ®qualis 360 gr. & propterea corpus de apside summa
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seu (per eandem methodum nostram serierum convergentium) ut
e m-me -
6T + cT—mb X T —pcXTH + —z—éXXT’”‘” + nn-n XX T &

2
A cub.
& collatis numeratorum terminis, fictt RGG—R FF 4+ TFF

ad 6T74+¢T" W—FF ademm b TrmpeTr 4 27" 5 Tos

2
nn-n

S ¢ X T &c. Et sumendo rationes ultimas qua prodeunt

ubi orbes ad formam circularem accedunt, fit GG ad 6 T+, T*,
ut FF ad mé T+ nc T, & vicissim GG ad FF ut 4 T* 4T
ad méT*7*4+nc¢T*  Qua proportio, exponendo altitudinem
maximam C / seu T arithmetice per unitatem, it GG ad F F ut
b+c ad mb+nc, ideoque ut 1 ad 173;-"—2 Unde est Gad F, id est
+¢
angulus V'Cp ad angulum V' C P, ut 1 ad/ ﬁ;{ﬂ Et propterea
¢

cum angulus 7 C P inter apsidem summam & apsidem imam in el-
lipsi immobili sit 180 g7. erit angulus 7" Cp inter easdem apsides, in

. . ) . Am + L.An
Orbe quem COTPUS Vi centrlpeta quantltatl —mé

proportionali

describit, aqualis angulo graduum 180/ btc Et eodem argu-
mb+mnc
.. . . o A" —cA” . sy .
mento s1 vis centripeta sit ut A b angulus inter apsides invenie-
cuo.

tur graduum 180 J—é_c—
mb—nc

casibus difficilioribus. Quantitas, cui vis centripeta proportionalis est,
resolvi semper debet in series convergentes denominatorem habentes
A cub.  Dein pars data numeratoris qui ex illa operatione provenit
ad ipsius partem alteram non datam, & pars data numeratoris hujus
RGG—-RFF+TFF—FF X ad ipsius partem alteram non datam
in eadem ratione ponenda sunt : Et quantitates superfluas delendo,
scribendoque unitatem pro T, obtinebitur proportio G ad F.

Corol. 1. Hinc si vis centripeta sit ut aliqua altitudinis dignitas,
inveniri potest dignitas illa ex motu apsidum; & contra. Nimirum
si motus totus angularis, quo corpus redit ad apsidem eandem, sit

Nec secus resolvetur problema in
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ad motum angularem revolutionis unius, seu graduum 360, ut nu-
merus aliquis 7 ad numerum alium 7, & altitudo nominetur A :

nn

o e e e NP nn
erit vis ut altitudinis dignitas illa A ”” ~, cujus index est
mm

— 3.
Id quod per exempla secunda manifestum est. Unde liquet vim
illam in majore quam triplicata altitudinis ratione, in recessu a centro,
decrescere non posse: Corpus tali vi revolvens deque apside
discedens, si cceperit descendere nunquam perveniet ad apsidem
imam seu altitudinem minimam, sed descendet usque ad centrum,
describens curvam illam lineam de qua egimus in corol. 3. prop. XLL
Sin ceeperit illud, de apside discedens, vel minimum ascendere;
ascendet in infinitum, neque unquam perveniet ad apsidem summam.
Describet enim curvam illam lineam de qua actum est in eodem
corol. & in corol. 6 prop. xLiv. Sic & ubi vis, in recessu a
centro, decrescit in majore quam triplicata ratione altitudinis, corpus
de apside discedens, perinde ut cceperit descendere vel ascendere,
vel descendet ad centrum usque vel ascendet in infinitum. At
si vis, in recessu a centro, vel decrescat in minore quam triplicata
ratione altitudinis, vel crescat in altitudinis ratione quacunque ;
corpus nunquam descendet ad centrum usque, sed ad apsidem imam
aliquando perveniet : & contra, si corpus de apside ad apsidem
alternis vicibus descendens & ascendens nunquam appellat ad
centrum ; Vvis in recessu a centro aut augebitur, aut in minore quam
triplicata altitudinis ratione decrescet : & quo citius corpus de apside
ad apsidem redierit, eo longius ratio virilum recedet a ratione illa
triplicata. Ut si corpus revolutionibus 8 vel 4 vel 2 vel 1% de
apside summa ad apsidem summam alterno descensu & ascensu redi-
erit ; hoc est, si fuerit 7 ad z ut 8 vel 4 vel 2 vel 13 ad 1, ideoque
o

ne e 64 16

1 1 1_ 4 1
—_ —3 3 —_ . . 3—
A% 7% vel AT Cvel A* T vel A7 id est, reciproce ut A° °% vel

1
— 3 valeat L-—g vel ——3 vel i—3 vel g—-gz erit vis ut

X 1 4
3— 3—7 3—7g . . . . .
A’ vel A© * vel A° °. Si corpus singulis revolutionibus re-
dierit ad apsidem eandem immotam; erit 7 ad » ut 1 ad 1,

”nn

ideoque A 77’ @qualis A seu AIA; & propterea decre-

mentum virium in ratione duplicata altitudinis, ut in preceden-
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tibus demonstratum est. Si corpus partibus revolutionibus unius
vel tribus quartis, vel duabus tertiis, vel una tertia, vel una quarta,
ad apsidem eandem redierit; erit # ad = ut £ vel § vel 3 vel  ad 1,

"
ideoque A™ " ’ equalis A5~ 3vel AT=3 vel A° vel A*;
& propterea vis aut reciproce ut A% vel A%, aut directe ut A° vel
A®. Denique si corpus pergendo ab apside summa ad apsidem sum-
mam confecerit revolutionem integram, & preeterea gradus tres, ideo-
que apsis illa singulis corporis revolutionibus confecerit in consequentia
gradus tres; erit #z ad # ut 363 g7». ad 360 g7. sive ut 121 ad 120,

nn 29523
. e 3 . - . .
ideoque A™™ ~erit aquale A" T***1; & propterea vis centripeta
S T1E31 713

reciproce ut A seu reciproce ut A*® proxime. Decrescit
igitur vis centripeta in ratione paulo majore quam duplicata, sed
que vicibus 59% propius ad duplicatam quam ad triplicatam
accedit.

Corol. 2. Hinc etiam si corpus, vi centripeta quea sit reciproce
ut quadratum altitudinis, revolvatur in ellipsi umbilicum habente in
centro virium, & huic vi centripetee addatur vel auferatur vis alia
quaevis extranea; cognosci potest (per exempla tertia) motus apsi-

dum qui ex vi illa extranea orietur: & contra. Ut si vis qua
I

corpus revolvitur in ellipsi sit ut N & vis extranea ablata ut ¢ A,

—cA* .. . ..
ideoque vis reliqua ut A—chr ”2 ; erit (in exemplis tertiis) & aqua-
cub.
lis 1, » =qualis 1, & 7z =qualis 4, ideoque angulus revolutionis

. . . I —
inter apsides zqualis angulo graduum 180 &/ 1=

1—4 ¢
illam extraneam esse 357.45 partibus minorem quam vis altera qua

corpus revolvitur in ellipsi, id est ¢ esse zites, existente A vel T

Ponamus vim

zquali 1, & 180 A/ L7¢ evadet 180 A/ 31545, seu 180.7623, id est,
1—4 ¢

180 g7. 45 m. 44 s. Igitur corpus de apside summa discedens, motu
angulari 180 g7. 45 7. 44 s. perveniet ad apsidem imam, & hoc
motu duplicato ad apsidem summam redibit: ideoque apsis sum-
ma singulis revolutionibus progrediendo conficiet 1 g7. 31 mz. 28 sec.
Apsis lunz est duplo velocior circiter.
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Hactenus de motu corporum in orbibus quorum plana per cen-
trum virium transeunt. Superest ut motus etiam determinemus in
planis excentricis,. =~ Nam scriptores qui motum gravium tractant,
considerare solent ascensus & descensus ponderum, tam obliquos in
planis quibuscunque datis, quam perpendiculares : & pari jure mo-
tus corporum viribus quibuscunque centra petentium, & planis
excentricis innitentium hic considerandus venit. Plana autem sup-
ponimus esse politissima & absolute lubrica ne corpora retardent.
Quinimo, in his demonstrationibus, vice planorum quibus corpora
incumbunt quaque tangunt incumbendo, usurpamus plana his parallela,
in quibus centra corporum moventur & orbitas movendo describunt.
Et eadem lege motus corporum in superficiebus curvis peractos
subinde determinamus.

SECTIO X.

De motu corporum in superficiebus datis, deque funipendulorum
mot  vecrproco.

PROPOSITIO XLVI. PROBLEMA XXXH1HI.

Posita cujuscungue generis vi centripeta, datogue tum vivium centro
Lum plano quocungue in quo corpus revolvitur, & concessis figurarum
curvilinearum gquadraturis: requivitur motus covporis de loco dato,
data cum velocitate, secundum rectam in plano tllo datam egressi.

Sit .S centrum virium, .S C distantia minima centri hujus a plano
dato, P corpus de loco P secundum rectam P Z egrediens, O cor-
pus idem in trajectoria sua revolvens, & PQR trajectoria illa, in plano
dato descripta, quam invenire oportet. Jungantur C'Q, O S, & si
in Q S capiatur .S’ /7 proportionalis vi centripetee qua corpus trahitur
versus centrum .S, & agatur V' 7 qua sit parallela CQ & occurrat
SCin T': vis SV resolvetur (per legum corol. 2) in vires S7, 7V ;
quarum .S 7" trahendo corpus secundum lineam plano perpendicula-
rem, nil mutat motum ejus in hoc plano. Vis autem altera 77
agendo secundum positionem plani, trahit corpus directe versus
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punctum C in plano datum, ideoque efficit, ut corpus illud in hoc
plano perinde moveatur, ac si vis S 7 tolleretur, & corpus vi sola
TV revolveretur circa centrum C in spatio libero.  Data autem vi
centripeta 7" V7 qua corpus Q in spatio libero circa centrum datum

o
a

n

C revolvitur, datur (per prop. XLI1I) tum trajectoria 7 Q K, quam
corpus describit, tum locus @, in quo corpus ad datum quodvis

tempus versabitur, tum denique velocitas corporis in loco illo O, &
contra. Q. FE. /1

PROPOSITIO XLVII. THEOREMA XV.

Posito quod vis centripeta proportionalis sit distantic corporis a centro;
corpora omnia in planis quibuscunque revolventia describent ellipses,
& revolutiones temporibus equalibus peragent ; quaeque moventur in
linets wectis, wltve citroque discurrvendo, singulas eundi & redeundi
periodos tisden: temporibus absolvent.

Nam, stantibus qua in superiore propositione, vis .S 7/, qua corpus
Q in plano quovis  Q R revolvens trahitur versus centrum .S, est ut
distantia .S Q; atque ideo ob proportionales SV & SQ, 7TV
& C Q, vis TV, qua corpus trahitur versus punctum C in orbis plano
datum, est ut distantia C Q. Vires igitur, quibus corpora in plano
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PQ R versantia trahuntur versus punctum C, sunt pro ratione distan-
tiarum zquales viribus quibus corpora undiquaque trahuntur versus
centrum .S; & propterea corpora movebuntur iisdem temporibus,
in iisdem figuris, in plano quovis 2 Q R circa punctum C, atque in

P

S

spatiis liberis circa centrum S, ideoque (per corol. 2 prop. x &
corol. 2 prop. xxxvIir) temporibus semper zqualibus, vel describent
ellipses in plano illo circa centrum C, vel periodos movendi ultro

citroque in lineis rectis per centrum C in plano illo ductis complebunt.
Q. E.D.

Stcholium.

His affines sunt ascensus ac descensus corporum in superficiebus
curvis. Concipe lineas curvas in plano describi, dein circum axes
quosvis datos per centrum virium transeuntes revolvi, & ea revolutione
superficies curvas describere; tum corpora ita moveri ut eorum
centra in his superficiebus perpetuo reperiantur. Si corpora illa
oblique ascendendo & descendendo currant ultro citroque; pera-
gentur eorum motus in planis per axem transeuntibus, atque ideo
in lineis curvis, quarum revolutione curve ille superficies genitae
sunt.  Istis igitur in casibus sufficit motum in his lineis curvis
considerare.
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PROPOSITIO XLVIII. THEOREMA XVI.

St rota globo extrinsecus ad angulos reclos insistat, & more rotavum
vevolvendo  progrediatur in  civculo maximo ; longitudo itineris
curvilinei, quod punctum quodvis in role perimetro datum, ex guo
globum tetigit, confecit, (quodgue cycloidens vel epicycloidem noniinare
licet) erit ad duplicatum sinum versum avcus dinded qui globum ex
eo tempore inter eundum rteligit, ut summa diainctvorum globi &
votw ad semidiametvum globi.

PROPOSITIO XLIX. THEOREMA XVIIL

Sz rola globo concavo ad weclos angulos intvinsccus insistat &
vevolvendo progrediatur in civculo maximo; longitudo itineris
curviliner quod punctum gquodvis in rote perimetro datum, ex quo
globum tetigit, confecit, erit ad duplicatum sinune vevsum avcus
dimidii qui globum {tofo hoc tempore inter eundume lteligit, wut
differentia diamctrorum globi & rotw ad semidiametrum globi.

Sit A B L globus, C centrum ejus, BP I/ rota ei insistens, £
centrum rote, B punctum contactus, & £ punctum datum in
perimetro rotz. Concipe hanc rotam pergere in circulo maximo
ABL ab A per B versus L, & inter eundum ita revolvi ut arcus
A B, P B sibi invicem semper @®quentur, atque punctum illud 2 in
perimetro rotae datum interea describere viam curvilineam 4 2.  Sit
autem 4 P via tota curvilinea descripta ex quo rota globum tetigit in
A, & erit vie hujus longitudo 4 P ad duplum sinum versum arcus
¥ PB, ut 2 CE ad CB. Nam recta CZ (si opus est producta)
occurrat rotz in V), junganturque CP, BP, EP, VP, & in CP
productam demittatur normalis /. Tangant P /, IV H circulum
in P & V concurrentes in A, secetque P /A ipsam V Fin G, &
ad V' P demittantur normales G 7, A/ K. Centro item C & intervallo
quovis describatur circulus zom secans rectam CP in #, rote

perimetrum B P in o, & viam curvilineam A 7 in #»z; centroque
K
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V' & intervallo Vo describatur circulus secans VP productam
in ¢.

Quoniam rota eundo semper revolvitur circa punctum contactus
B, manifestum est quod recta B P perpendicularis est ad lineam
illam curvam A4 P quam rotz punctum £ describit, atque ideo quod
recta VP tanget hanc curvam in puncto 2. Circuli zom radius
sensim auctus vel diminutus @quetur tandem distantiz C2P; &,
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ob similitudinem figuree evanescentis Promg & figure PFG VI,
ratio ultima lineolarum evanescentium Pw, P, Po, P g, id est,
ratio mutationum momentanearum curve A P, recte C P, arcus
circularis B P, ac recte VP, eadem erit qua linearum PV, PF, PG,
P [ respective. Cum autem V' Fad CF & V H ad CV perpendicu-
lares sint, angulique /& V' G, IV CF propterea @quales; & angulus
V' H G (ob angulos quadrilateri /77 VEP ad V & P rectos) angulo
CEP =qualis est, similia erunt triangula VA G, CEP; & inde
fletut EPad CEita HG ad HV seu HP & itaK/7ad K P, &
composite vel divisim ut €A ad CZ£ ita P/ ad P K, & duplicatis
consequentibus ut C B ad 2 CE ita P/ ad PV, atque ita Pg ad
P m. Estigitur decrementum linex VP, id est, incrementum linez
B V—V P ad incrementum linex curvae A4 P in data ratione C 5 ad
2 CE, & propterea (per corol. lem. 1v) longitudines B V—~V"P &
A P, incrementis illis genitee, sunt in eadem ratione. Sed, existente
BV radio, est V' P co-sinus anguli B VP seu ¥ B E P, ideoque
B V— I P sinus versus est ejusdem anguli; & propterea in hac rota,
cujus radius est 3 BV, erit BV — VP duplus sinus versus arcus + BP.
Ergo A P est ad duplum sinum versum arcus + B P ut 2 CE ad
CB. Q.E.D.

Lineam autem 4 P in propositione priore cycloidem extra
globum, alteram in posteriore cycloidem intra globum distinctionis
gratia nominabimus.

Corol. 1. Hinc si describatur cyclois integra 4.5 /Z & bisecetur
ea in .S, erit longitudo partis .S ad longitudinem /P (qua duplus
est sinus anguli /7 B P, existente £ B radio) ut 2 C £ ad C B, atque
ideo in ratione data.

Corol. 2. Et longitudo semiperimetri cycloidis 4.5 aquabitur
linez recte, que est ad rote diametrum £ Vut 2 C £ ad CA5.

PROPOSITIO L. PROBLEMA XXXIII.
Facerve ut corpus pendulum oscilletur in cycloide data.

Intra globum Q V.S, centro C descriptum, detur cyclois Q R .S
bisecta in £ & punctis suis extremis Q & .S superficiei globi hinc
inde occurrens. Agatur C R bisecans arcum QS in O, & produ-
catur ea ad A, ut sit C A4 ad CO ut CO ad CR. Centro C
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intervallo C A describatur globus exterior DA F, & intra hunc
globum a rota, cujus diameter sit .4 0, describantur duz semicycloides
AQ, AS, que globum interiorem tangant in Q & S & globo exteriori
occurrant in 4. A puncto illo A4, filo 4 P 7 longitudinem A R
@quante, pendeat corpus 7 & ita intra semicycloides 4 Q, A4S
oscilletur, ut quoties pendulum digreditur a perpendiculo 4 £, filum
parte sui superiore 4 P applicetur ad semicycloidem illam A4 £.§
versus quam peragitur motus, & circum eam ceu obstaculum flectatur,
parteque reliqua 7 7, cui semicyclois nondum objicitur, protendatur
in lineam rectam; & pondus 7 oscillabitur in cycloide data Q R .S.
O.E. F

C

Occurrat enim filum P 7" tum cycloidi Q .S in 7, tum circulo
Q O Sin V, agaturque C V' ; & ad fili partem rectam 2 7, e punctis
extremis P ac 7, erigantur perpendicula B P, 7" IV, occurrentia
recte C V' in B & JV. Patet, ex constructione & genesi simi-
lium figurarum A S, §' R, perpendicula illa 2 B, 7" W abscindere de
C VVlongitudines V' 2B, V' W rotarum diametris O A, O R xquales.
Est igitur 772 ad V' P (duplum sinum anguli /7 B P existente : B I/
radio)ut B W ad BV, seu 4 O+ 0O R ad A4 O, id est (cum sint C A
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ad CO, CO ad CR & divisim 4 O ad OR proportionales) ut CA4 +
CO ad CA, vel, si bisecetur BV in E,ut 2 CE ad CB. Proinde
(per corol. 1 prop. xrix) longitudo partis rectee fili 2 7" ®quatur
semper cycloidis arcui 2.5, & filum totum A4 P 7" @quatur semper
cycloidis arcui dimidio A4 P .S, hoc est (per corol. 2 prop. XLIX)
longitudini 4 R. Et propterea vicissim si filum manet semper @quale
longitudini 4 A& movebitur punctum 7 in cycloide data QRS. Q.£.D.

Corol. Filum A R equatur semicycloidi A4 .5, ideoque ad globi
exterioris semidiametrum 4 C eandem habet rationem quam similis
illi semicyclois S & habet ad globi interioris semidiametrum C O.

PROPOSITIO LI. THEOREMA XVIIL

S7 vis centripeta tendens undique ad globi centrum C sit in locis sin-
gulis ut distantia loct cujusque a centro, & hac sola vi agente cor-
pus T oscilletur (modo jan: descripto) in perimetro cycloidis QRS :
dico quod oscillationum utcungue inequalium equalia erunt tempora.

Nam in cycloidis tangentem 7 W infinite productam cadat
A

E

c
perpendiculum C X & jungatur C 7. Quoniam vis centripeta qua
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corpus 7 impellitur versus C est ut distantia C 7, atque .haec (per
legum corol. 2) resolvitur in partes C X, 7 X, quarum C X {mpellen-
do corpus directe a £ distendit filum P 7 & per ejus resistentiam
tota cessat, nullum alium edens effectum; pars autem altera 7°.X,
urgendo corpus transversim seu versus X, directe accelerat motum
ejus in cycloide; manifestum est quod corporis acceleratio, huic vi
acceleratrici proportionalis, sit singulis momentis ut longitudo 7°X,
id est, ob datas CV, W I/ iisque proportionales 7°X, 7 W, ut
longitudo 7" W, hoc est (per corol. 1 prop. xL1x) ut longitudo arcus

cycloidis 77R.  Pendulis igitur duobus 4 P 7, A ¢ de perpendiculo
A R inzqualiter deductis & simul dimissis, accelerationes eorum
semper erunt ut arcus describendi 7R, /R.  Sunt autem partes sub
initio descriptee ut accelerationes, hoc est, ut totae sub initio
describend, & propterea partes que manent describende &
accelerationes subsequentes, his partibus proportionales, sunt etiam ut
tote; & sic deinceps.  Sunt igitur accelerationes, atque ideo
velocitates genitee & partes his velocitatibus descriptae partesque
describendz, semper ut tote; & propterea partes describendz datam
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servantes” rationem ad invicem simul evanescent, id est, corpora
duo oscillantia simul pervenient ad perpendiculum A4 K.  Cumque
vicissim ascensus perpendiculorum de loco infimo R, per eosdem
arcus cycloidales motu retrogrado facti, retardentur in locis singulis
a viribus iisdem a quibus descensus accelerabantur, patet velocitates
ascensuum ac descensuum per eosdem arcus factorum zquales esse,
atque ideo temporibus @qualibus fieri; & propterea, cum cycloidis
partes due RS & R Q ad utrumque. perpendiculi latus jacentes sint
similes & azquales, pendula duo oscillationes suas tam totas quam
dimidias iisdem temporibus semper peragent. Q. Z. /.

Corol. Vis qua corpus 7  in loco quovis 7" acceleratur vel
retardatur in cycloide, est ad totum corporis ejusdem pondus in loco
altissimo .S vel Q, ut cycloidis arcus 7"/ ad ejusdem arcum S /2 vel

O R.

PROPOSITIO LII. PROBLEMA XXXIV.

Definive & velocitates pendulorum in locis singulis, & tempora quibus
tum oscillationes tote, tum singule oscillationum partes peraguntuy.

Centro quovis G, intervallo G /A cycloidis arcum K .S zquante,

A

K

PN 7

1 YH

d

describe semicirculum A K M semidiametro G K bisectum. Et si
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vis centripeta, distantiis locorum a centro proportionalis, tendat ad
centrum G, sitque ea in perimetro /77K exqualis vi centripete in
perimetro globi Q O.S ad ipsius centrum tendenti; & eodem
tempore quo pendulum 7" dimittitur e loco supremo S, cadat
corpus aliquod L ab A ad G: quoniam vires quibus corpora
urgentur sunt aquales sub initio & spatiis describendis 7R, L G
semper proportionales, atque ideo, si ®quantur 7R & L G, aquales
in locis 77 & L ; patet corpora illa describere spatia S'7, AL
zqualia sub initio, ideoque subinde pergere aqualiter urgeri, &
&qualia spatia describere.  Quare (per prop. XXXVII) tempus quo
corpus describit arcum .S 7" est ad tempus oscillationis unius, ut arcus
77, tempus quo corpus /7 perveniet ad Z, ad semiperipheriam

* A

d

KM, tempus quo corpus /7 perveniet ad J7. Et velocitas
corporis penduli in loco 7" est ad velocitatem ipsius in loco infimo &,
(hoc est, velocitas corporis /7 in loco Z ad velocitatem ejus in loco
G, seu incrementum momentaneum linee A Z ad incrementum
momentaneum lineze 7/G, arcubus /7, /K equabili fluxu crescenti-
bus) ut ordinatim applicata L/ ad radium GX, sive ut o/SRq. — 7Rq.
ad SR  Unde cum, in oscillationibus inzqualibus, describantur
aqualibus temporibus arcus totis oscillationum arcubus proportionales;
habentur, ex datis temporibus, & velocitates & arcus descripti in
oscillationibus universis. Quz erant primo invenienda.
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Oscillentur jam funipendula corpora in cycloidibus diversis intra
globos diversos, quorum diversz sunt etiam vires absolutz, descriptis:
&, si vis absoluta globi cujusvis Q O .5 dicatur V, vis acceleratrix
qua pendulum urgetur in circumferentia hujus globi, ubi incipit
directe versus centrum ejus moveri, erit ut distantia corporis penduli
a centro illo & vis absoluta globi conjunctim, hoc est ut COx V.
Itaque lineola A Y, qua sit ut hec vis acceleratrix COxV,
describetur dato tempore ; &, si erigatur normalis ¥ Z circumferentize
occurrens in Z, arcus nascens /7 Z denotabit datum illud tempus.
Est autem arcus hic nascens /7 Z in supduplicata ratione rectanguli
G H Y, ideoqueut /G HxCOxV. Unde tempus oscillationis
integree in cycloide QRS (cum sit ut semiperipheria A K M,
quz oscillationem illam integram denotat, directe; utque arcus /7 Z,
qui datum tempus similiter denotat, inverse) fiet ut G A directe &
JGHxCOxV inverse, hoc est, ob zquales GH & SR, ut

SR . AR .
Jm, sive (per corol. prop. L) ut Jm Itaque oscil-
lationes in globis & cycloidibus omnibus, quibuscunque cum viribus
absolutis facta, sunt in ratione qua componitur ex subduplicata ratione
longitudinis fili directe, & subduplicata ratione distantiz inter punctum
suspensionis & centrum globi inverse, & subduplicata ratione vis
absolutee globi etiam inverse. Q. Z. /.

Corol. 1. Hinc etiam oscillantium, cadentium & revolventium
corporum tempora possunt inter se conferri. Nam si rote, qua
cyclois intra globum describitur, diameter constituatur eequalis
semidiametro globi cyclois evadet linea recta per centrum globi
transiens, & oscillatio jam erit descensus & subsequens ascensus in
hac recta. Unde datur tum tempus descensus de loco quovis ad
centrum, tum tempus huic xquale quo corpus uniformiter circa
centrum globi ad distantiam quamvis revolvendo arcum quadrantalem
describit. Est enim hoc tempus (per casum secundum) ad tempus

R
semioscillationis in cycloide quavis Q £.S ut 1 ad Jﬁ——c .

Corol. 2. Hinc etiam consectantur quee Wrennus & Hugenius de
cycloide vulgari adinvenerunt. Nam si globi diameter augeatur
in infinitum : mutabitur ejus superficies sphearica in planum, visque
centripeta aget uniformiter secundum lineas huic plano perpendi-
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culares, & cyclois nostra abibit in cycloidem vulgi. Isto autem in
casu longitudo arcus cycloidis, inter planum illud & punctum
describens, xqualis evadet quadruplicato sinui verso dimidii arcus
rotze inter idem planum & punctum describens; ut invenit Wrennus :
Et pendulum inter duas ejusmodi cycloides in simili & aquali
cycloide temporibus @qualibus oscillabitur, ut demonstravit AHugenius.
Sed & descensus gravium, tempore oscillationis unius, is erit quem
Hugenzus indicavit.

Aptantur autem propositiones a nobis demonstrate ad veram
constitutionem terra, quatenus rote eundo in ejus circulis maximis
describunt motu clavorum, perimetris suis infixorum, cycloides extra
globum; & pendula inferius in fodinis & cavernis terre suspensa, in
cycloidibus intra globos oscillari debent, ut oscillationes omnes
evadant isochronz. Nam gravitas (ut in libro tertio docebitur)
decrescit in progressu a superficie terree, sursum quidem in duplicata
ratione distantiarum a centro ejus, deorsum vero in ratione
simplici.

PROPOSITIO LIII. PROBLEMA XXXV,

Concessts figurarum curvilineavum guadvaturis, inventve vives quibus
corpora in datis curvis lineis oscillationes semper isockronas
peragent.

Oscilletur corpus 7" in curva quavis linea S 7R Q, cujus axis sit
A R transiens per virium centrum C. Agatur 7 X qua curvam
illam in corporis loco quovis 7" contingat, inque hac tangente 77X
capiatur 7'} equalis arcui 7R, Nam longitudo arcus illius ex
figurarum quadraturis, per methodos vulgares, innotescit. De puncto
YV educatur recta ¥ Z tangenti perpendicularis. Agatur C 7" per
pendiculari illi occurrens in Z, & erit vis centripeta proportionalis
recte 72. Q. FE. I

Nam si vis, qua corpus trahitur de 7" versus C, exponatur per
rectam 7°Z captam ipsi proportionalem, resolvetur hac in vires 7'V,
Y Z; quarum ¥ Z trahendo corpus secundum longitudinem fili 2 7,
motum ejus nil mutat, vis autem altera 7'} motum ejus in curva
S TR Q directe accelerat vel directe retardat. Proinde cum hzc
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sit ut via describenda 7" R, accelerationes corporis vel retardationes
in oscillationum duarum (majoris & minoris) partibus proportio-
nalibus describendis, erunt semper ut partes ille, & propterea

A

o

facient ut partes ille simul describantur.

totas. Q. FE.D.

Corol. 1. Hinc si corpus 7, filo rectilineo
A T a centro A pendens, describat arcum
circularem S 7R Q, & interea urgeatur se-
cundum lineas parallelas deorsum a vi ali-
qua, qua sit ad vim uniformem gravitatis,
ut arcus 7R ad ejus sinum 7°NV: @qualia
erunt oscillationum singularum tempora.
Etenim ob parallelas 7°Z, 4 R, similia erunt
triangula 4 7N, Z 7Y ; & propterea 777
erit ad A 7 ut 7YV ad TN, hoc est, si

Corpora autem quea
partes totis semper proportionales simul describunt, simul describent

%

/A

Q
N L 7
_//
ity

gravitatis vis uniformis exponatur per longitudinem datam A4 7, vis
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7 Z, qua oscillationes evadent isochronz, erit ad vim gravitatis
A T,ut arcus 7R ipsi 7Y =qualis ad arcus A
illius sinum 7' V.

Corol. 2. Et propterea in horologiis, si
vires a machina in pendulum ad motum
conservandum impressa ita cum vi gravitatis :T//
componi possint, ut vis tota deorsum sem- \y,

/(ﬂ
N

per sit ut linea quea oritur applicando rec-
tangulum sub arcu 7R & radio 4 R ad
sinum 7"/, oscillationes omnes erunt iso-
chronz. _ %

PROPOSITIO LIV. PROBLEMA XXXVI.

Concessis _figurarum curvilinearum gquadraturis, invenire tempora,
quibus corpora vi qualibet centripeta in lineis quibuscungue curvis,
in plano per centrum virium transeunte descviptis, descendent
& ascendent.

Descendat corpus de loco quovis .S, per lineam quamvis curvam
S 7¢R in plano per virium centrum C transeunte datam. Jun-
gatur C.§ & dividatur eadem in par-
tes innumeras aquales, sitque Dd p
partium illarum aliqua. Centro C
intervallis CJD, Cd describantur
circuli D 7, d¢, linex curve S 7¢ R
occurrentes in 7~ & £ Et ex data
tum lege vis centripeta, tum altitu-
dine C.§ de qua corpus cecidit;
dabitur velocitas corporis in alia qua-
vis altitudine C 7" (per prop. XXXIX),
Tempus autem, quo corpus descri-
bit lineolam 7" ¢, est ut lineolee hujus
longitudo, id est, ut secans anguli
¢t T C directe, & velocitas inverse.
Tempori huic proportionalis sit or-
dinatim applicata DNV ad rectam CS c

lon
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per punctum 2 perpendicularis, & ob datam D4 erit rectangulum
Ddx DN, hoc est area DN nd, eidem tempori proportionale.
Ergo si P N sit curva illa linea quam punctum A perpetuo tangit,
ejusque asymptotos sit recta S Q rectz C.§ perpendiculariter
insistens : erit area SQ P N D proportionalis tempori quo corpus
descendendo descripsit lineam .S’ 7°; proindeque ex inventa illa area
dabitur tempus. Q.Z£.7.

PROPOSITIO LV. THEOREMA XIX.

S corpus movetuy in superficie quacunque curve, cujus axis pey
centrum vivium transit, & a covporve in axem demittatur perpen-
dicularis, eique parvallela & w@qualis ab axis puncto gquovis dato
ducatur: dico quod parallela illa aream lempori proportionalen:
describet.

Sit B K L superficies curva, 7 corpus in ea revolvens, S7K tra-
jectoria, quam corpus in eadem describit, .S initium trajectorie,
OM K axis superficiei curve,
7'V recta a corpore in axem
perpendicularis, O P huic
parallela & aqualis a puncto
O, quod in axe datur, educ-
ta; AP vestigium trajec-
toriz a puncto 2 in linez
volubilis O P plano 4 O P
descriptum ; 4 vestigii initi-
um puncto .S respondens;
7" C recta a corpore ad cen-
trum ducta; 7°G pars ejus
vi centripet, qua corpus
urgetur in centrum C, pro-
portionalis; 7" M recta ad
superficiem curvam perpen-
dicularis; 7'/ pars ejus vi
pressionis, qua corpus urget
superficiem vicissimque urgetur versus /7 a superficie, proportionalis ;

c
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P TF recta axi parallela per corpus transiens, & G/, / H recte a
punctis & & 7 in parallelam illam P A 7°F perpendiculariter demisse.
Dico jam, quod area 4 O P, radio O P ab initio motus descripta, sit
tempori proportionalis. Nam vis 7°G (per legum corol. 2) resol-
vitur in vires 7 F, FG; & vis 7/ in vires 7T H, H7. Vires autem
TF, T H agendo secundum lineam P F plano 4 O P perpendicu-
larem mutant solummodo
motum corporis quatenus
huic plano perpendicularem.
Ideoque motus ejus quatenus
secundum positionem plani
factus, hoc est, motus puncti
P, quo trajectorie vestigium
A P in hoc plano describitur,
idem est ac si vires 7 7,
TH tollerentur, & corpus
solis viribus # G, H 7 agi-
taretur; hoc est, idem ac st
corpus in plano A O P, vi
centripeta ad centrum O

tendente & summam virium F i
FG & HI =quante, des- ‘
criberet curvam A4 P. Sed \,\
vi tali describitur area 4 O P c

(per prop. 1) tempori proportionalis. Q. £. D.

Corol. Eodem argumento si corpus, a viribus agitatum ad centra
duo vel plurain eadem quavis recta C O data tendentibus, descri-
beret in spatio libero lineam quamcunque curvam S 7°; foret area
A O P tempori semper proportionalis.
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PROPOSITIO LVI. PROBLEMA XXXVIL

Concessis figurarum curvilinearum quadraturis, datisque tum lege vis
centripete ad centrum datum lendentis, tum superficie curva cujus
axis per centrum illud transit; invenienda est trajectoria quam
corpus in eadem superficie descvibet, de loco dato, data cum velocttate,
versus plagam in superficie tlla datam egressunt.

Stantibus quze in superiore propositione constructa sunt, exeat
corpus 7" de loco dato .S secundum rectam positione datam in
trajectoriam inveniendam S 7" &, cujus vestigium in plano Z L O sit
AP. Et ex data corporis velocitate in altitudine .S’ C, dabitur ejus
velocitas in alia quavis alti-
tudine 7°C. Ea cum velo-
citate dato tempore quam
minimo describat corpus tra-
jectoriae suz particulam 7%
sitque P p vestigium ejus in
plano A4 O P descriptum.
Jungatur Op, & circelli cen-
tro 7 intervallo 77 in
superficie curva descripti
vestigium in plano 4 O P sit
ellipsis p Q. Et ob datum
magnitudine circellum 774
datamque ejus ab axe CO
distantiam 7V vel PO, da-
bitur ellipsis illa p Q specie
& magnitudine, ut & positi-
one ad rectam P O. Cum-
que area P O p sit tempori proportionalis, atque ideo ex dato tempore
detur, dabitur angulus P Op. Et inde dabitur ellipseos & recte
Op intersectio communis p, una cum angulo OPp in quo trajec-
torie vestigum 4 Pp secat lineam OFP. Inde vero (conferendo

c
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prop. XL1 cum corol. suo 2) ratio determinandi curvam 4 Pp facile
apparet. Tum ex singulis vestigii punctis P, erigendo ad planum
A O P perpendicula P 7" superficiel curvee occurrentia in 7, dabuntur
singula trajectorize puncta 7. Q. Z. /. :

SECTIO XI.
De motu covporum viribus centripetis se mutuo pelentium.

Hactenus exposui motus corporum attractorum ad centrum
immobile, quale tamen vix extat in rerum natura. Attractiones enim
fieri solent ad corpora; & corporum trahentium & attractorum
actiones semper mutuze sunt & aquales, per legem tertiam: adeo
ut neque attrahens possit quiescere neque attractum, si duo sint
corpora, sed ambo (per legum corollarium quartum) quasi attractione
mutua, circum gravitatis centrum commune revolvantur: & si plura
sint corpora, qua vel ab unico attrahantur, & idem attrahant, vel
omnia se mutuo attrahant; heec ita inter se moveri debeant, ut
gravitatis centrum commune vel quiescat, vel uniformiter moveatur in
directum. Qua de causa jam pergo motum exponere corporum se
mutuo trahentium, considerando vires centripetas tanquam attrac-
tiones, quamvis fortasse, si physice loquamur, verius dicantur
impulsus.  In mathematicis enim jam versamur; & propterea, missis
disputationibus physicis, familiari utimur sermone, quo possimus a
lectoribus mathematicis facilius intelligi.

PROPOSITIO LVII. THEOREMA "XX.

Corpora duo se invicem trakentia descvibunt, & civcum commune
centrum gravitatss, & civcume se mutuo, figuras simles.

Sunt enim distantizz corporum a communi gravitatis centro
reciproce proportionales corporibus; atque ideo in data ratione ad
invicem, & componendo in data ratione ad distantiam totam inter
corpora.  Feruntur autem he distantiz circum terminum suum
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communem aquali motu angulari, propterea quod in directum semper
Jacentes non mutant inclinationem ad se mutuo. Linex autem
rect, quz sunt in data ratione ad invicem, & azquali motu angulari
circum terminos suos feruntur, figuras circum eosdem terminos
in planis, quae una cum his terminis vel quiescunt, vel motu quovis
non angulari moventur, describunt omnino similes.  Proinde
similes sunt figure, qua his distantiis circumactis describuntur.
Q.E. D.

PROPOSITIO LVIII. THEOREMA XXIL

St corpora duo wviribus quibusvis se mutuo trahunt, & interea
revolvuntur circa gravitatis centrum commune: dico quod figuris,
guas corpora sic mota describunt civcum sc mutuo, potest figura
stmilis & @qualis, civcum corpus allerutrum immotum, viridus
sisdem descrior.

Revolvantur corpora S, P circa commune gravitatis centrum C,
pergendo de S ad 7, deque P ad Q. A dato puncto s ipsis S P,
7 Q xquales & parallele ducantur semper sp, s¢; & curva pgo,
quam punctum p revolvendo circum punctum immotum s describit,
erit similis & eequalis curvis, quas corpora S, P describunt circum
se mutuo : proindeque (per theor. xx) similis curvis S7 & P Q V,

quas eadem corpora describunt circum commune gravitatis centrum
C: idque quia proportiones linearum SC, CP, & SP vel sp ad
invicem dantur.

Cas. 1. Commune illud gravitatis centrum C, per legum corol-
larium quartum, vel quiescit, vel movetur uniformiter in directum.

Ponamus primo, quod id quiescit, inque s & 2 locentur corpora
L
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duo, immobile in s, mobile in g, corporibus § & 2 similia & zqualia.
Dein tangant recte PR & p» curvas PO & pg in P& p, &
producantur CQ & s¢ ad R & ». Et ob similitudinem figurarum
CPRQ, sprgerit RQ ad ¢ ut CP ad sp, ideoque in data
ratione.  Proinde si vis, qua corpus £ versus corpus .5, atque ideo
versus centrum intermedium C attrahitur, esset ad vim, qua corpus
2 versus centrum s attrahitur, in eadem illa ratione data; ha vires
@qualibus temporibus attraherent semper corpora de tangentibus
PR, pr ad arcus P Q, pg¢ per intervalla ipsis proportionalia R Q,
7 ¢, ideoque vis posterior efficeret, ut corpus p gyraretur in curva
2 g v, quae similis esset curvee £ Q IV, in qua vis prior efficit, ut corpus
P gyretur; & revolutiones iisdem temporibus complerentur. At
quoniam vires ille non sunt ad invicem in ratione CP ad sp, sed
(ob similitudinem & equalitatem corporum § & s, P & 2, &
®qualitatem distantiarum S /P, sp) sibi mutuo zquales; corpora
equalibus temporibus @qualiter trahentur de tangentibus: & propterea,

ut corpus posterius p trahatur per intervallum majus 7 ¢, requiritur
tempus majus, idque in subduplicata ratione intervallorum; propterea
quod (per lemma decimum) spatia ipso motus initio descripta sunt
in duplicata ratione temporum.  Ponatur igitur velocitas corporis p
esse ad velocitatem corporis 2 in subduplicata ratione distantize sp
ad distantiam C P, eo ut temporibus, quz sint in eadem subduplicata
ratione, describantur arcus pg¢, P O, qui sunt in ratione integra : Et
corpora P, p viribus =qualibus semper attracta describent circum
centra quiescentia C & s figuras similes PQ V, pgv, quarum
posterior p gv similis est & zqualis figure, quam corpus 2 circum
corpus mobile .S describit. Q. £. D.

Cas. 2. Ponamus jam quod commune gravitatis centrum, una
cum spatio in quo corpora moventur inter se, progreditur unifor-
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miter in directum ; & (per legum corollarium sextum) motus omnes
in hoc spatio peragentur ut prius, ideoque corpora describent circum
se mutuo figuras easdem ac prius, & propterea figure p ¢ similes &
equales. Q. FE.D.

Corol. 1. Hinc corpora duo viribus distantize suz proportionalibus
se mutuo trahentia, describunt (per prop. x) & circum commune
gravitatis centrum, & circum se mutuo, ellipses concentricas ; & vice
versa, si tales figure describuntur, sunt vires distantiee proportionales.

Corol. 2. Et corpora duo, viribus quadrato distantiee sua reciproce
proportionalibus, describunt (per prop. x1, xm, xm) & circum
commune gravitatis centrum, & circum se mutuo, sectiones conicas
‘umbilicum habentes in centro, circum quod figura describuntur.  Et
vice versa, si tales figura describuntur, vires centripete sunt quadrato
distantiz reciproce proportionales.

Corol. 3. Corpora duo quavis circum gravitatis centrum commune
gyrantia, radiis & ad centrum illud & ad se mutuo ductis, describunt
areas temporibus proportionales.

PROPOSITIO LIX. THEOREMA XXII.

Corporum duorum S & P, crca commune gravitatis centrum C
revolventium, tempus periodicum esse ad tempus periodicum corports
alterutrius P, circa alterum immotum S gyrantis, & figuris, que
covpora civcum se mutuno describunt, figuram similem & equalem
describentis, in subduplicata ratione corporis altevius S, ad summam
covporum S+ P.

Namque, ex demonstratione superioris propositionis, tempora,
quibus arcus quivis similes 2 Q & p ¢ describuntur, sunt in subdupli-
cata ratione distantiarum CP & S P vel sp, hoc est, in subduplicata
ratione corporis .§ ad summam corporum S+/. Et componendo,
summz temporum quibus arcus omnes similes 2Q & p¢ describuntur,
hoc est, tempora tota, quibus figure tote similes describuntur, sunt in
eadem subduplicata ratione. Q. £. D.
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PROPOSITIO LX. THEOREMA XXIII.

St corpora duo S & P, vivibus quadrato distantie sue veciproce
proportionalibus, se mutuo trahentia, vevolvuntur circa gravitatis
centrum commune : dico quod ellipseos, quam covpus alterutrum P
hoc motu circa alterum S describit, axis principalis erit ad axem
principalem ellipseos, quam covpus idem P civca alterum gquiescens S
eodem tempore periodico describere posset, ut summa corporum
duovum S+ P ad primum duorum medie proportionalium inter hanc
summam & covpus illud alterum S.

Nam si descripte ellipses essent sibi invicem zquales, tempora
periodica (per theorema superius) forent in subduplicata ratione
corporis .§' ad summam corporum S'+/2. Minuatur in hac ratione
tempus periodicum in ellipsi posteriore, & tempora periodica evadent
aqualia; ellipseos autem axis principalis (per prop. Xv) minuetur in
ratione, cujus heec est sesquiplicata, id est in ratione, cujus ratio .S ad
S+ P est triplicata; ideoque erit ad axem principalem ellipseos
alterius, ut primum duorum medie proportionalium inter S+ 2P & .S
ad S+ /7. Et inverse, axis principalis ellipseos circa corpus mobile
descriptee erit ad axem principalem descriptee circa immobile, ut
S+ /P ad primum duorum medie proportionalium inter S+ 2 & .S.
Q. E.D.

PROPOSITIO LXI. THEOREMA XXIV.

St corpora duo viribus quibusvis se mutuo trahentia, neque alias
agitata vel impedita, quomodocungue moveantur; motus eorum
perinde se habebunt, ac si non trakerent se mutuo, sed utrumque a
corpore tertio n communi gravitatis centro constituto vivibus iisdem
trakeretur. Et virium trahentium eadem erit lex respectu distantie
corporum a centro illo communi atque respectu distantie totius inter

corpora.
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Nam vires illze, quibus corpora se mutuo trahunt, tendendo ad
corpora, tendunt ad commune gravitatis centrum intermedium ;
ideoque ezdem sunt, ac si a corpore intermedio manarent. Q.F.D.

Et quoniam datur ratio distantize corporis utriusvis a centro
illo communi ad distantiam inter corpora, dabitur ratio cujusvis
potestatis distantie unius ad eandem potestatem distantiz alterius ;
ut & ratio quantitatis cujusvis, quz ex una distantia & quantitatibus
datis utcunque derivatur, ad quantitatem aliam, qua ex altera
distantia, & quantitatibus totidem datis, datamque illam distantiarum
rationem ad priores habentibus similiter derivatur. Proinde si vis,
qua corpus unum ab altero trahitur, sit directe vel inverse ut
distantia corporum ab invicem; vel ut quelibet hujus distantiee
potestas; vel denique ut quantitas queevis ex hac distantia &
quantitatibus datis quomodocunque derivata : erit eadem vis, qua
corpus idem ad commune gravitatis centrum trahitur, directe itidem
vel inverse ut corporis attracti distantia a centro illo communi, vel
ut eadem distantiz hujus potestas, vel denique ut quantitas ex hac
distantia & analogis quantitatibus datis similiter derivata. Hoc est
vis trahentis eadem erit lex respectu distanti utriusque. Q.FE.D.

PROPOSITIO LXII. PROBLEMA XXXVIII

Corporum duorum, gque virtbus quadrato distantie sue weciproce
proportionalibus se mutuo trakunt, ac de locis datis demittuntur,

determinare motus.

Corpora (per theorema novissimum) perinde movebuntur, ac si
a corpore tertio in communi gravitatis centro constituto traherentur ;
& centrum illud ipso motus initio quiescet per hypothesin; &
propterea (per legum corol. 4) semper quiescet. ~ Determinandi sunt
igitur motus corporum (per prob. xxv) perinde ac si a viribus ad
centrum illud tendentibus urgerentur, & habebuntur motus corporum
se mutuo trahentium. Q. £. 7.
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PROPOSITIO LXIII. PROBLEMA XXXIX.

Corporum duorum, que viribus quadralo distantie sue weciproce
proportionalibus se mutuo trakunt, deque locis datis, secundum datas
rectas, datis cum velocitatibus exeunt, determinare motus.

Ex datis "corporum motibus sub initio, datur uniformis motus
centri communis gravitatis, ut & motus spatii, quod una cum hoc
centro movetur uniformiter in directum, nec non corporum mo-
tus initiales respectu hujus spatii. =~ Motus autem subsequentes
(per legum corollarium quintum, & theorema novissimum) perinde
fiunt in hoc spatio, ac si spatium ipsum una cum communi illo
gravitatis centro quiesceret, & corpora non traherent se mutuo,
sed a corpore tertio sito in centro illo traherentur.  Corporis igitur
alterutrius in hoc spatio mobili, de loco dato, secundum datam
rectam, data cum velocitate exeuntis, & vi centripeta ad centrum
illud _tendente correpti, determinandus est motus per problema
nonum & vicesimum sextum: & habebitur simul motus corporis
alterius circum idem centrum. Cum hoc motu componendus est
uniformis ille systematis spatii & corporum in eo gyrantium motus
progressivus supra inventus, & habebitur motus absolutus corporum
in spatio immobili. Q.Z£./.

PROPOSITIO LXIV. PROBLEMA XL.

Viribus quibus covpora se mutuo trakunt crescentibus in simplici
ratione distantiarum a centris: requivuntur motus pluvium cov-

porum inter se.

Ponantur primo corpora duo 7" & L commune habentia gravitatis
centrum /). Describent heec (per corollarium primum theore-
matis xx1) ellipses centra habentes in /), quarum magnitudo ex
problemate v innotescit.

Trahat jam corpus tertium .S priora duo 7" & L viribus accelera-
tricibus .S 7, §' L, & ab ipsis vicissim trahatur. Vis § 7" (per legum
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corol. 2) resolvitur in vires SD, D7; & vis SL in vires SD, D L.
Vires autem 0 7, D L, qua sunt ut ipsarum summa 7°Z, atque
ideo ut vires acceleratrices quibus corpora 7”& Z se mutuo trahunt,
additee his viribus corporum 7 & L, prior priori & posterior poste-
riori, componunt vires dis- L o ?T

tantiis 2 7" ac D L propor-

tionales, ut prius, sed viribus S@__*_‘._,C\ \p
prioribus majores; ideoque \\B
(per corol. 1 prop. x, & | \

corol. 1 & 8 prop. ) effi-
ciunt ut corpora illa descri-
bant ellipses ut prius, sed
motu celeriore. Vires reliqua
acceleratrices .S D & S D, actionibus motricibus SO x 7& SDx L,
qua sunt ut corpora, trahendo corpora illa @qualiter & secundum
lineas 777, L K, ipsi DS parallelas, nil mutant situs eorum ad invi-
cem, sed faciunt ut ipsa aqualiter accedant ad lineam /7 A ; quam
ductam concipe per medium corporis S, & linee D.S perpendicu-
larem. Impedietur autem iste ad lineam / A accessus faciendo ut
systema corporum 7° & L ex una parte, & corpus .S ex altera,
justis cum velocitatibus, gyrentur circa commune gravitatis centrum
C. Tali motu corpus .S, eo quod summa virium motricium SO x 7
& S D x L, distantize C .S proportionalium, tendit versus centrum C,
describit ellipsin circa idem C; & punctum /), ob proportionales
C.S, CD, describet ellipsin consimilem e regione. Corpora autem
7 & L, viribus motricibus SO x 7" & SD x L, prius priore, posterius
posteriore, axqualiter & secundum lineas parallelas 777 & L K, ut
dictum est, attracta, pergent (per legum corollarium quintum &
sextum) circa centrum mobile [ ellipses suas describere, ut prius.
Q.E. I

Addatur jam corpus quartum /), & simili argumento concludetur
hoc & punctum C ellipses circa omnium commune centrum gra-
vitatis B describere; manentibus motibus priorum corporum 7,
L & S circa centra D & C, sed acceleratis. Et eadem methodo
corpora plura adjungere licebit. Q. £. /.

Hec ita se habent, etsi corpora 7" & L trahunt se mutuo viribus
acceleratricibus majoribus vel minoribus quam quibus trahunt corpora
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reliqua pro ratione distantiarum. Sunto mutuz omnium attractio-
nes acceleratrices ad invicem ut distantie ductee in corpora trahentia,
& ex przcedentibus facile deducetur quod corpora omnia aqualibus
temporibus periodicis ellipses varias, circa omnium commune gravitatis
centrum A, in plano immobili describunt. Q. £. /.

PROPOSITIO LXV. THEOREMA XXV,

Corpora plura, quorum vives decrescunt in duplicata ratione distan-
Liarum ab eorundem centris, movert posse inter se in ellipsibus; &
radits ad umbilicos ductis aveas descvibere temporvibus proportionales

quam proxime.

In propositione superiore demonstratus est casus ubi motus plures
peraguntur in ellipsibus accurate. Quo magis recedit lex virium a
lege ibi posita, eo magis corpora perturbabunt mutuos motus ; neque
fieri potest, ut corpora, secundum legem hic positam se mutuo
trahentia, moveantur in ellipsibus accurate, nisi servando certam
proportionem distantiarum ab invicem. In sequentibus autem casibus
non multum ab ellipsibus errabitur.

Cas. 1. Pone corpora plura minora circa maximum aliquod ad
varias ab eo distantias revolvi, tendantque ad singula vires absolute
proportionales iisdem corporibus. Et quoniam omnium commune
gravitatis centrum (per legum corol. quartum) vel quiescit vel
movetur uniformiter in directum, fingamus corpora minora tam parva
esse, ut corpus maximum nunquam distet sensibiliter ab hoc centro :
& maximum illud vel quiescet, vel movebitur uniformiter in direc-
tum, sine errore sensibili; minora autem revolventur circa hoc
maximum in ellipsibus, atque radiis ad idem ductis describent areas
temporibus proportionales; nisi quatenus errores inducuntur, vel
per errorem maximi a communi illo gravitatis centro, vel per ac-
tiones minorum corporum in se mutuo. Diminui autem possunt
corpora minora, usque donec error iste, & actiones mutuz sint datis
quibusvis minores ; atque ideo donec orbes cum ellipsibus quadrent,
& arex respondeant temporibus, sine errore, qui non sit minor
quovis dato. Q. £. O.



Cas. 2. Fingamus jam systema corporum minorum modo jam
descripto circa maximum revolventium, aliudve quodvis duorum cir-
cum se mutuo revolventium corporum systema progredi uniformiter
in directum, & interea vi corporis alterius longe maximi & ad
magnam distantiam siti urgeri ad latus. Et quoniam zquales vires
acceleratrices, quibus corpora secundum lineas parallelas urgentur,
non mutant situs corporum ad invicem, sed ut systema totum,
servatis partium motibus inter se, simul transferatur, efficiunt :
manifestum est, quod ex attractionibus in corpus maximum nulla
prorsus orietur mutatio motus attractorum inter se, nisi vel ex attrac-
tionum acceleratricum inzqualitate, vel ex inclinatione linearum ad
invicem, secundum quas attractiones fiunt. Pone ergo attractiones
omnes acceleratrices in corpus maximum esse inter se reciproce ut
quadrata distantiarum; & augendo corporis maximi distantiam,
donec rectarum ab hoc ad reliqua ductarum differentice respectu
earum longitudinis & inclinationes ad invicem minores sint, quam
datze queevis; perseverabunt motus partium systematis inter se sine
erroribus, qui non sint quibusvis datis minores. Et quoniam, ob
exiguam partium illanim ab invicem distantiam, systema totum ad
modum corporis unius attrahitur; movebitur idem hac attractione ad
modum corporis unius; hoc est, centro suo gravitatis describet circa
corpus maximum sectionem aliquam conicam (vzz. hyperbolam vel
parabolam attractione languida, ellipsin fortiore) & radio ad maximum
ducto describet areas temporibus proportionales, sine ullis erroribus,
nisi quas partium distantie, perexigue sane & pro lubitu minuendz,
valeant efficere. Q. £. O.

Simili argumento pergere licet ad casus magis compositos in
infinitum.

Corol. 1. In casu secundo, quo propius accedit corpus omnium
maximum ad systema duorum vel plurium, eo magis turbabuntur
motus partium systematis inter se; propterea quod linearum a cor-
pore maximo ad has ductarum jam major est inclinatio ad invicem,
majorque proportionis inaqualitas.

Corol. 2. Maxime autem turbabuntur, ponendo quod attractiones
acceleratrices partium systematis versus corpus omnium maximum
non sint ad invicem reciproce ut quadrata distantiarum a corpore
illo maximo; prasertim si proportionis hujus inzqualitas major sit
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quam inequalitas proportionis distantiarum a corpore maximo. Nam
si vis acceleratrix, @qualiter & secundum lineas parallelas agendo,
nil perturbat motus inter se, necesse est, ut ex actionis inaequalitate
perturbatio oriatur, majorque sit, vel minor pro majore, vel minore
inzqualitate.  Excessus impulsuum majorum, agendo in aliqua cor-
pora & non agendo in alia, necessario mutabunt situm eorum inter
se. Et hac perturbatio addita perturbationi, quae ex linearum
inclinatione & inaqualitate oritur, majorem reddet perturbationem
totam. -

Corol. 3. Unde si systematis hujus partes in ellipsibus, vel circulis
sine perturbatione insigni moveantur; manifestum est, quod eazdem
a viribus acceleratricibus, ad alia corpora tendentibus, aut non
urgentur nisi levissime, aut urgentur aqualiter & secundum lineas
parallelas quamproxime.

PROPOSITIO LXVI. THEOREMA XXVL

St covpora tria, quovum wvires decrescunt in duplicata ratione dis-
lantiarum, se mutuo trahant ; & attractiones accelevatrices binorum
quorumicungue in ltevtium sint intev se veciproce ut quadrvata dis-
tantiarum; minora autem civca maximum revolvanturv: dico
quod interius civca intimum & maximum, radiis ad ipsunt ductss,
describet areas temporibus magis proportionales, & figuram ad
Sormam ellipseos umbilicum in concursu radiorum habentis magis
accedentem, si corpus maximum his attractionibus agitetur, gquam
st maximum illud vel a minoribus non attractum guiescat, vel multo
minus vel mullo magis attractum, aut multo minus aut multo magis
agitetur.

Liquet fere ex demonstratione corollarii secundi propositionis
pracedentis ; sed argumento magis distincto & latius cogente sic
evincitur. .

Cas. 1. Revolvantur corpora minora P & .S in eodem plano circa
maximum 7, quorum 2 describat orbem interiorem 2 4 B, & .S ex-
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teriorem £ S E. Sit SK mediocris distantia corporum P & §; &
corporis P versus .S attractio acceleratrix, in mediocri illa distantia,
exponatur per eandem. In duplicata ratione S A ad S P capiatur
SL ad S K, & erit S L attractio acceleratrix corporis P versus .S in
distantia quavis S 2. Junge P 7, eique parallelam age Z A7 occur-
rentem .S 7 in M/ ; & attractio .S L resolvetur (per legum corol. 2) in
attractiones S/, L M. Et sic urgebitur corpus P vi acceleratrice
triplici.  Vis una tendit ad 7, & oritur a mutua attractione corporum
7 & P. Hac vi sola corpus P circum corpus 7, sive immotum, sive
hac attractione agitatum, describere deberet & areas, radio P 7,
temporibus proportionales, & ellipsin cui umbilicus est in centro
corporis 7.  Patet hoc per prop. x1, & corollaria 2 & 3 theor. xx1.
Vis altera est attractionis L J/, qua quoniam tendit a P ad 7,

£

superaddita vi priori coincidet cum ipsa, & sic faciet ut arez etiamnum
temporibus proportionales describantur per corol. 3 theor. xx1. At
quoniam non est quadrato distantie 2 7 reciproce proportionalis,
componet ea cum Vi priore vim ab hac proportione aberrantem,
idque eo magis, quo major est proportio hujus vis ad vim priorem,
caeteris paribus. Proinde cum (per prop. x1, & per corol. 2 theor.
xx1) vis, qua ellipsis circa umbilicum 7" describitur, tendere debeat
ad umbilicum illum, & esse quadrato distantiz P 7" reciproce
proportionalis; vis illa composita, aberrando ab hac proportione,
faciet ut orbis 2 A4 B aberret a forma ellipseos umbilicum habentis
in 7°; idque eo magis, quo major est aberratio ab hac proportione ;
atque ideo etiam quo major est proportio vis secunde Z A/ ad
vim primam, czteris paribus. Jam vero vis tertia S/, trahendo
corpus P secundum lineam ipsi § 7" parallelam, componet cum
viribus prioribus vim, quz non amplius dirigitur a £ in 7'; quzque
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ab hac determinatione tanto magis aberrat, quanto major est
proportio hujus tertie vis ad vires priores, cateris paribus: atque
ideo qua faciet ut corpus 2P, radio 7P, areas non amplius
temporibus proportionales describat; atque ut aberratio ab hac
proportionalitate tanto major sit, quanto major est proportio Vis
hujus tertie ad vires cateras. Orbis vero P4 B aberrationem a
forma elliptica praefata hac vis tertia duplici de causa adaugebit,
tum quod non dirigatur a 2 ad 7, tum etiam quod non sit reciproce
proportionalis quadrato distantiee 2 7. Quibus intellectis, manifestum
est, quod arez temporibus tum maxime fiunt proportionales, ubi vis
tertia, manentibus viribus cateris, fit minima; & quod orbis P4 B
tum maxime accedit ad prefatam formam ellipticam, ubi vis tam
secunda quam tertia, sed precipue vis tertia fit minima, vi prima
manente,

Exponatur corporis 7" attractio acceleratrix versus .S per lineam
SV ; & si attractiones acceleratrices .S M, SNV zquales essent; hea,
trahendo corpora 7° & P zqualiter & secundum lineas parallelas, nil
mutarent situm eorum ad invicem. lidem jam forent corporum
illorum motus inter se (per legum corol. vi) ac si ha attractiones
tollerentur.  Et pari ratione si attractio SV minor esset attractione
S M, tolleret ipsa attractionis .S/ partem .SV, & maneret pars sola
MN, qua temporum & arearum proportionalitas & orbitze forma
illa elliptica perturbaretur. Et similiter si attractio SV major esset
attractione .S/, oriretur ex differentia sola // /V perturbatio propor-
tionalitatis & orbitee. Sic per attractionem SV reducitur semper
attractio tertia superior S/ ad attractionem A/ /V, attractione
prima & secunda manentibus prorsus immutatis : & propterea arex
ac tempora ad proportionalitatem, & orbita 2.4 B ad formam pre-
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fatam ellipticam tum maxime accedunt, ubi attractio A/ AV vel nulla
est, vel quam fieri possit minima; hoc est, ubi corporum P & 7
attractiones acceleratrices, factee versus corpus .5, accedunt quan-
tum fieri potest ad zqualitatem; id est, ubi attractio SV non est
nulla, neque minor minima attractionum omnium S/, sed inter
attractionum omnium .S/ maximam & minimam quasi mediocris,
hoc est, non multo major neque multo minor attractione S XK. Q.E.D.

Cas. 2. Revolvantur jam corpora minora £, .S circa maximum 7
in planis diversis; & vis L M, agendo secundum lineam P 7" in
plano orbite P A B sitam, eundem habebit effectum ac prius, neque
corpus P de plano orbite sue deturbabit. At vis altera N /W,
agendo secundum lineam quz ipsi S 7 parallela est (atque ideo,
quando corpus .S versatur extra lineam nodorum, inclinatur ad
planum orbitee P .4 B) prater perturbationem motus in longitudinem

. jam ante expositam, inducet perturbationem motus in latitudinem,
trahendo corpus 2 de plano suz orbitzz. Et hac perturbatio, in dato
quovis corporum P & 7 ad invicem situ, erit ut vis illa generans
M N, ideoque minima evadet ubi A/ /V est minima, hoc est (uti
jam exposui) ubi attractio S’V non est multo major, neque multo
minor attractione S XK. Q. FE.D.

Corol. 1. Ex his facile colligitur, quod, si corpora plura minora
P, S, R, &c. revolvantur circa maximum 7, motus corporis intimi
P minime perturbabitur attractionibus exteriorum, ubi corpus maxi-
mum 7" pariter a cateris, pro ratione virium acceleratricum, attra-
hitur & agitatur, atque catera a se mutuo.

Corol. 2. In systemate vero trium corporum 7, P, .S, si attrac-
tiones acceleratrices binorum quorumcunque in tertium sint ad invicem
reciproce ut quadrata distantiarum; corpus P, radio P 7, aream
circa corpus 7" velocius describet prope conjunctionem 4 & opposi-
tionem 5, quam prope quadraturas C, . Namque vis omnis qua
corpus P urgetur & corpus 7 non urgetur, quazque non agit
secundum lineam P 7" accelerat vel retardat descriptionem arez,
perinde ut ipsa in consequentia vel in antecedentia dirigitur. Talis
est vis VM. Hac in transitu corporis 2 a C ad A tendit in
consequentia, motumque accelerat; dein usque ad 2 in antecedentia,
& motum retardat; tum in consequentia usque ad 5, & ultimo in
antecedentia transeundo a B ad C.
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Corol. 3. Et eodem argumento patet quod corpus /P, cateris
paribus, velocius movetur in conjunctione & oppositione quam in
quadraturis.

Corol. 4. Orbita corporis P, cateris paribus, curvior est in qua-
draturis quam in conjunctione & oppositione. Nam corpora velociora
minus deflectunt a recto tramite. Et preeterea vis KL, vel NV M,
in conjunctione & oppositione contraria est vi, qua corpus 7 trahit
corpus P, ideoque vim illam minuit; corpus autem 7 minus deflectet
a recto tramite, ubi minus urgetur in corpus 7.

Corol. 5. Unde corpus P, caxteris paribus, longius recedet a
corpore 7" in quadraturis, quam in conjunctione & oppositione.
Hzc ita se habent excluso motu excentricitatis. Nam si orbita
corporis P excentrica sit, excentricitas ejus (ut mox in hujus corol. 9
ostendetur) evadet maxima ubi apsides sunt in syzygiis; indeque
fieri potest ut corpus £, ad apsidem summam appellans, absit longius
a corpore 7 in syzygiis quam in quadraturis.

Corol. 6. Quoniam vis centripeta corporis centralis 7, qua corpus
P retinetur in orbe suo, augetur in quadraturis per additionem
vis L M, ac diminuitur in syzygiis per ablationem vis KL, & ob
magnitudinem vis A L, magis diminuitur quam augetur; est autem
vis illa centripeta (per corol. 2 prop. 1v) in ratione composita ex
ratione simplici radii 7P directe & ratione duplicata temporis
periodici inverse : patet hanc rationem compositam diminui per
actionem vis A L ; ideoque tempus periodicum, si maneat orbis radius
7' P, augeri, idque in subduplicata ratione, qua vis illa centripeta
diminuitur : auctoque ideo vel diminuto hoc radio, tempus perio-
dicum augeri magis, vel diminui minus quam in radii hujus ratione
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sesquiplicata (per corol. 6 prop. 1v). Si vis illa corporis centralis
paulatim languesceret, corpus £ minus semper & minus attractum
perpetuo recederet longius a centro 7°; & contra, si vis illa augere-
tur, accederet propius. Ergo si actio corporis longinqui .S, qua vis
illa diminuitur, augeatur ac diminuatur per vices: augebitur simul
ac diminuetur radius 7 P per vices; & tempus periodicum auge-
bitur ac diminuetur in ratione composita ex ratione sesquiplicata
radii, & ratione subduplicata, qua vis illa centripeta corporis centralis
7, per incrementum vel decrementum actionis corporis longinqui .S,
diminuitur vel augetur.

Corol. 7. Ex praemissis consequitur etiam, quod ellipseos a corpore
P descripte axis, seu apsidum linea, quoad motum angularem,
progreditur & regreditur per vices, sed magis tamen progreditur,
& per excessum -progressionis fertur in consequentia. Nam vis qua
corpus P urgetur in corpus 7 in quadraturis, ubi vis /' /V evanuit,
componitur ex vi L M & vi centripeta, qua corpus 7 trahit corpus
P. Vis prior L M, si augeatur distantia / 7, augetur in eadem fere
ratione cum hac distantia, & vis posterior decrescit in duplicata
illa ratione, ideoque summa harum virium decrescit in minore quam
duplicata ratione distantize P 7, & propterea (per corol. 1 prop. XLv)
efficit ut aux, seu apsis summa, regrediatur. In conjunctione vero
& oppositione vis, qua corpus P urgetur in corpus 7, differentia est
inter vim, qua corpus 7 trahit corpus P, & vim K L ; & differen-
tia illa, propterea quod vis A L augetur quamproxime in ratione
distantiz P 7, decrescit in majore quam duplicata ratione distantie
P 7, ideoque (per corol. 1 prop. xiv) efficit ut aux progrediatur.
In locis inter syzygias & quadraturas pendet motus augis ex causa
utraque conjunctim, adeo ut pro hujus vel alterius excessu progre-
diatur ipsa vel regrediatur. Unde cum vis A L in syzygiis sit quasi
duplo major quam vis L M/ in quadraturis, excessus erit penes vim
K L, transferetque augem in consequentia. Veritas autem hujus &
preecedentis corollarii facilius intelligetur concipiendo systema cor-
porum duorum 7, P corporibus pluribus S, S, S, &c. in orbe £ S E
consistentibus, undique cingi. Namgque horum actionibus actio ipsius
7 minuetur undique, decrescetque in ratione plusquam duplicata
distantiz.
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Corol. 8. Cum autem pendeat apsidum progressus vel regressus
a decremento vis centripetee facto in majori vel minori quam du-
plicata ratione distantizz’ 7°P, in transitu corporis ab apside ima ad
apsidem summam; ut & a simili incremento in reditu ad apsid-
em imam; atque ideo maximus sit ubi proportio vis in apside
summa ad vim in apside ima maxime recedit a duplicata ratione
distantiarum inversa : manifestum est quod apsides in syzygiis suis,
per vim ablatitam K Z seu NM—L M, progredientur velocius,
inque quadraturis suis tardius recedent per vim addititiam Z A/. Ob
diuturnitatem vero temporis, quo velocitas progressus vel tarditas
regressus continuatur, fit haec inzequalitas longe maxima.

Corol. 9. Si corpus aliquod, vi reciproce proportionali quadrato
distantize suz a centro, revolveretur circa hoc centrum in ellipsi;
& mox, in descensu ab apside summa seu auge ad apsidem imam,
vis illa per accessum perpetuum vis novz augeretur in ratione plus-
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quam duplicata distantize diminutee : manifestum est quod corpus,
perpetuo accessu vis illius nove impulsum semper in centrum,
magis vergeret in hoc centrum, quam si urgeretur vi sola crescente in
duplicata ratione distantizz diminutz; ideoque orbem describeret
orbe elliptico interiorem, & in apside ima propius accederet ad
centrum quam prius. Orbis igitur, accessu hujus vis nove, fiet
magis excentricus. Si jam vis, in recessu corporis ab apside ima ad
apsidem summam, decresceret iisdem gradibus quibus ante creverat,
rediret corpus ad distantiam priorem, ideoque si vis decrescat in
majori ratione, corpus jam minus attractum ascendet ad distantiam
majorem & sic orbis excentricitas adhuc magis augebitur. Quare
si ratio incrementi & decrementi vis centripetz singulis revol-
utionibus augeatur, augebitur semper excentricitas; & contra,
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diminuetur eadem, si ratio illa decrescat. Jam vero in systemate
corporum 7, P, S, ubi apsides orbis 2 A4 B sunt in quadraturis, ratio
illa incrementi ac decrementi minima est, & maxima fit ubi apsides
sunt in syzygiis. Si apsides constituantur in quadraturis, ratio prope
apsides minor est & prope syzygias major quam duplicata distantiarum,
& ex ratione illa majori oritur augis motus directus, uti jam dictum
est. At si consideretur ratio incrementi vel decrementi totius in
progressu inter apsides, haec minor est quam duplicata distantiarum.
Vis in apside ima est ad vim in apside summa in minore quam
duplicata ratione distantiz apsidis summee ab umbilico ellipseos
ad distantiam apsidis ima ab eodem umbilico: & contra, ubi
apsides constituuntur in syzygiis, vis in apside ima est ad vim in
apside summa in majore quam duplicata ratione distantiarum. Nam
vires L M in quadraturis addite viribus corporis 7 componunt
vires in ratione minore, & vires A L in syzygiis subducte a viribus
corporis 7" relinquunt vires in ratione majore. Est igitur ratio
decrementi & incrementi totius, in transitu inter apsides, minima in
quadraturis, maxima in syzygiis: & propterea in transitu apsidum
a quadraturis ad syzygias perpetuo augetur, augetque excentricitatem
ellipseos ; inque transitu a syzygiis ad quadraturas perpetuo diminu-
itur, & excentricitatem diminuit.

Corol. 10. Ut rationem ineamus errorum in latitudinem, fingamus
planum orbis £.5 7" immobile manere; & ex errorum exposita causa
manifestum est, quod ex viribus NV M, M L, quee sunt causa illa tota,
vis M L agendo semper secundum planum orbis 2 4 B, nunquam
perturbat motus in latitudinem ; quodque vis A A/, ubi nodi sunt
in syzygiis, agendo etiam secundum idem orbis planum, non perturbat
hos motus; ubi vero sunt in quadraturis, eos maxime perturbat,
corpusque P de plano orbis sui perpetuo trahendo, minuit inclinatio-
nem plani in transitu corporis a quadraturis ad syzygias, augetque
vicissim eandem in transitu a syzygiis ad quadraturas. Unde fit
ut corpore in syzygiis existente inclinatio evadat omnium minima,
redeatque ad priorem magnitudinem circiter, ubi corpus ad nodum
proximum accedit. At si nodi constituantur in octantibus post
quadraturas, id est, inter € & A4, D & B, intelligetur ex modo
expositis, quod, in transitu corporis £ a nodo alterutro ad gradum

inde nonagesimum, inclinatio plani perpetuo minuitur; deinde in
M
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transitu per proximos 45 gradus, usque ad quadraturam proximam,
inclinatio augetur, & postea denuo in transitu per alios 45 gradus,
usque ad nodum proximum, diminuitur. Magis itaque diminuitur
inclinatio quam augetur, & propterea minor est semper in nodo
subsequente quam inprecedente. Et simili ratiocinio, inclinatio
magis augetur, quam diminuitur, ubi nodi sunt in octantibus alteris
inter 4 & D, B & C. Inclinatio igitur ubi nodi sunt in syzygiis est
omnium maxima. In transitu eorum a syzygiis ad quadraturas, in
singulis corporis ad nodos appulsibus, diminuitur; fitque omnium
minima, ubi nodi sunt in quadraturis, & corpus in syzygiis: dein crescit
iisdem gradibus, quibus antea decreverat; nodisque ad syzygias
proximas appulsis, ad magnitudinem primam revertitur.

Corol. 11. Quoniam corpus P, ubi nodi sunt in quadraturis,
perpetuo trahitur de plano orbis sui, idque in partem versus .S in
transitu suo a nodo C per conjunctionem 4 ad nodum D; & in

contrariam partem in transitu a nodo [ per oppositionem 7 ad
nodum C: manifestum est, quod in motu suo a nodo C corpus per-
petuo recedit ab orbis sui plano primo €2, usque dum perventum est
ad nodum proximum; ideoque in hoc nodo, longissime distans a plano
illo primo C D, transit per planum orbis £S5 7" non in plani illius
nodo altero [, sed in puncto quod inde vergit ad partes corporis
S, quodque proinde novus est nodi locus in anteriora vergens. Et
simili argumento pergent nodi recedere in transitu corporis de hoc
nodo in nodum proximum. Nodi igitur in quadraturis constituti
perpetuo recedunt; in syzygiis, ubi motus in latitudinem nil pertur-
batur, quiescunt; in locis intermediis, conditionis utriusque parti-
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cipes, recedunt tardius : ideoque, semper vel retrogradi, vel statio-
narii singulis revolutionibus feruntur in antecedentia.

Corol. 12. Omnes illi in his corollariis descripti errores sunt paulo
majores in conjunctione corporum 2, .S, quam in eorum oppositione ;
idque ob majores vires generantes NV M & M L.

Corol. 13. Cumque rationes horum corollariorum non pendeant
a magnitudine corporis .S, obtinent pracedentia omnia, ubi corporis
S tanta statuitur magnitudo, ut circa ipsum revolvatur corporum
duorum 7" & P systema. Et ex aucto corpore .S, auctaque ideo
ipsius vi centripeta, a qua errores corporis / oriuntur, evadent
errores illi omnes, paribus distantiis, majores in hoc casu quam in
altero, ubi corpus .S circum systema corporum & 7 revolvitur.

Corol. 14. Cum autem vires NV M, M L, ubi corpus .S longinquum
est, sint quamproxime ut vis SK & ratio 27 ad § 7 conjunctim,
hoc est, si detur tum distantia /2 7, tum corporis .S vis absoluta, ut
S 7T cub. reciproce; sint autem vires ille NV M, M L causz errorum
& effectuum omnium, de quibus actum est in praecedentibus corol-
lariis : manifestum est, quod effectus illi omnes, stante corporum
7 & P systemate, & mutatis tantum distantia .S 7" & vi absoluta
corporis S, sint quamproxime in ratione composita ex ratione directa
vis absolute corporis .S, & ratione triplicata inversa distantize .S 7.
Unde si systema corporum 7" & P revolvatur circa corpus longin-
quum S, vires ille NM, ML, & earum effectus erunt (per
corol. 2 .& 6, prop. 1v) reciproce in duplicata ratione temporis
periodici. Et inde etiam, si magnitudo corporis .S proportionalis sit
ipsius vi absolutee, erunt vires lle NM, ML, & earum effectus
directe ut cubus diametri apparentis longinqui corporis .S e corpore
T spectati, & vice versa. Namque ha rationes exdem sunt, atque
ratio superior composita.

Corol. 15. Et quoniam si, manentibus orbium £SE & PARB
forma proportionibus & inclinatione ad invicem, mutetur eorum
magnitudo & si corporum S & 7 vel maneant vel mutentur vires
in data quavis ratione, he vires (hoc est, vis corporis 7, qua
corpus P de recto tramite in orbitam £ 4 B deflectere, & vis corporis
S, qua corpus idem P de orbita illa deviare cogitur) agunt semper
eodem modo, & eadem proportione : necesse est ut similes & pro-
portionales sint effectus omnes, & proportionalia effectuum tempora ;
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hoc est, ut errores omnes lineares sint ut orbium diametri, angulares
vero iidem, qui prius, & errorum linearium similium vel angularium
equalium tempora ut orbium tempora periodica.

Corol. 16. Unde, si dentur orbium forma & inclinatio ad invicem,
& mutentur utcunque corporum magnitudines, vires & distantiz;
ex datis erroribus & errorum temporibus in uno casu, colligi possunt
errores & errorum tempora in alio quovis, quam proxime: sed
brevius hac methodo. Vires N M, M L, cxteris stantibus, sunt ut
radius 7P, & harum effectus periodici (per corol. 2 lem. x) ut
vires, & quadratum temporis periodici corporis £ conjunctim. Hi
sunt errores lineares corporis £, & hinc errores angulares e centro
7" spectati (id est, tam motus augis & nodorum, quam omnes in
longitudinem & latitudinem errores apparentes) sunt, in qualibet
revolutione corporis £, ut quadratum temporis revolutionis quam
proxime. Conjungantur he rationes cum rationibus corollarii 14,

& in quolibet corporum 7, P, .S systemate, ubi P circum 7 sibi
propinquum, & 7" circum .S longinquum revolvitur, errores angu-
lares corporis 2, de centro 7 apparentes, erunt, in singulis revolu-
tionibus corporis illius 2, ut quadratum temporis periodici corporis
P directe & quadratum temporis periodici corporis 7  inverse.
Et inde motus medius augis erit in data ratione ad motum medium
nodorum; & motus uterque erit ut tempus periodicum corporis P
directe & quadratum temporis periodici corporis 7 inverse. Au-
gendo vel minuendo excentricitatem & inclinationem orbis P4 B
non mutantur motus augis & nodorum sensibiliter, nisi ubi exdem
sunt nimis magne.
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Corol. 17. Cum autem linea L/ nunc major sit nunc minor quam
radius P 7, exponatur vis mediocris L M per radium illum P 7°;
& erit haec ad vim mediocrem S A vel SV (quam exponere licet
per S 7) ut longitudo P 7" ad longitudinem .S 7. Est autem vis
mediocris SV vel S 7, qua corpus 7 retinétur in orbe suo circum S,
ad vim, qua corpus P retinetur in orbe suo circum 7, in ratione
composita ex ratione radii .S’ 7" ad radium P 7, & ratione duplicata
temporis periodici corporis 2 circum 7 ad tempus periodicum corporis
T circum S. Et ex zquo, vis mediocris Z M ad vim, qua corpus
P retinetur in orbe suo circum 7 (quave corpus idem £, eodem
tempore periodico, circum punctum quodvis immobile 7" ad distantiam
P T revolvi posset) est in ratione illa duplicata periodicorum tem-
porum. Datis igitur temporibus periodicis una cum distantia P 7,
datur vis mediocris L M; & ea data, datur etiam vis M N
quamproxime per analogiam linearum P 7, M V.

Corol. 18. lisdem legibus, quibus corpus P circum corpus 7°
revolvitur, fingamus corpora plura fluida circum idem 7 ad zquales
ab ipso distantias moveri; deinde ex his contiguis factis conflari
annulum fluidum, rotundum ac corpori 7" concentricum; & singu-
lze annuli partes, motus suos omnes ad legem corporis /2 peragendo,
propius accedent ad corpus 7, & celerius movebuntur in conjunc-
tione & oppositione ipsarum & corporis .S, quam in quadraturis.
Et nodi annuli hujus, seu intersectiones ejus cum plano orbite
corporis .S vel 7, quiescent in syzygiis; extra syzygias vero move-
buntur in antecedentia, & velocissime quidem in quadraturis, tardius
aliis in locis. Annuli quoque inclinatio variabitur, & axis ejus
singulis revolutionibus oscillabitur, completaque revolutione ad
pristinum situm redibit, nisi quatenus per pracessionem nodorum
circumfertur.

Corol. 19. Fingas jam globum corporis 7, ex materia non fluida
constantem, ampliari & extendi usque ad hunc annulum, & alveo
per circuitum excavato continere aquam, motuque eodem peri-
odico circa axem suum uniformiter revolvi. Hic liquor per vices
acceleratus & retardatus (ut in superiore corollario) in syzygiis
velocior erit, in quadraturis tardior quam superficies globi, & sic fluet
in alveo refluetque ad modum maris.  Aqua, revolvendo circa globi
centrum quiescens, si tollatur attractio corporis S, nullum acquiret



182 DE MOTU CORPORUM

motum fluxus & refluxus. Par est ratio globi uniformiter progre-
dientis in directum, & interea revolventis circa centrum suum (per
legum corol. v) ut & globi de cursu rectilineo uniformiter tracti
(per legum corol. vi). Accedat autem corpus .S, & ab ipsius inzqua-
bili attractione mox turbabitur aqua. Etenim major erit attractio
aqua propioris, minor ea remotioris.  Vis autem Z A/ trahet aquam
deorsum in quadraturis, facietque ipsam descendere usque ad syzy-
gias; & vis AL trahet eandem sursum in syzygiis, sistetque descensum
ejus, & faciet ipsam ascendere usque ad quadraturas : nisi quatenus
motus fluendi & refluendi ab alveo aquz dirigatur, & per frictionem
aliquatenus retardetur.

Corol. 20. Si annulus jam rigeat, & minuatur globus, cessabit
motus fluendi & refluendi; sed oscillatorius ille inclinationis motus &
precessio nodorum manebunt. Habeat globus eundem axem cum
annulo, gyrosque compleat iisdem temporibus, & superficie sua con-
tingat ipsum interius, eique inhareat; & participando motum ejus,

M

compages utriusque oscillabitur, & nodi regredientur. Nam globus,
ut mox dicetur, ad suscipiendas impressiones omnes indifferens est.
Annuli globo orbati maximus inclinationis angulus est, ubi nodi sunt
in syzygiis. Inde in progressu nodorum ad quadraturas conatur is
inclinationem suam minuere, & isto conatu motum imprimit globo
toti. Retinet globus motum impressum, usque dum annulus conatu
contrario motum hunc tollat, imprimatque motum novum in con-
trariam partem : Atque hac ratione maximus decrescentis inclina-
tionis motus fit in quadraturis nodorum, & minimus inclinationis
angulus in octantibus post quadraturas; dein maximus reclinationis
motus in syzygiis, & maximus angulus in octantibus proximis. Et



LIBER PRIMUS. 183

eadem est ratio globi annulo nudati, qui in regionibus @quatoris vel
altior est paulo quam juxta polos, vel constat ex materia paulo
densiore. Supplet enim vicem annuli iste materiz in zquatoris
regionibus excessus. Et quanquam, aucta utcunque globi hujus vi
centripeta, tendere supponantur omnes .ejus partes deorsum, ad
modum gravitantium partium telluris, tamen pheznomena hujus &
precedentis corollarii vix inde mutabuntur; nisi quod loca maxi-
marum & minimarum altitudinum aqua diversa erunt. Aqua enim
jam in orbe suo sustinetur & permanet, non per vim suam centrifu-
gam, sed per alveum in quo fluit. Et preeterea vis Z A/ trahit aquam
deorsum maxime in quadraturis, & vis KL seu N M —L M trahit
eandem sursum maxime in syzygiis. Et hea vires conjuncte desinunt
trahere aquam deorsum & incipiunt trahere aquam sursum in
octantibus ante syzygias, ac desinunt trahere aquam sursum incipi-
untque trahere aquam deorsum in octantibus post syzygias. Et inde
maxima aque altitudo evenire potest in octantibus post syzygias, &
minima in octantibus post quadraturas circiter; nisi quatenus motus
ascendendi vel descendendi ab his viribus impressus vel per vim
insitam aquee paulo diutius perseveret, vel per impedimenta alvei
paulo citius sistatur.

Corol. 21. Eadem ratione, qua materia globi juxta zquatorem
redundans efficit ut nodi regrediantur, atque ideo per hujus incre-
mentum augetur iste regressus, per diminutionem vero diminuitur,
& per ablationem tollitur; si materia plusquam redundans tollatur,
hoc est, si globus juxta aquatorem vel depressior reddatur, vel
rarior quam juxta polos, orietur motus nodorum in consequentia.

Corol. 22. Et inde vicissim, ex motu nodorum innotescit consti-
tutio globi. Nimirum si globus polos eosdem constanter servat, &
motus fit in antecedentia, materia juxta sequatorem redundat; si in
consequentia, deficit. Pone globum uniformem & perfecte circi-
natum in spatiis liberis primo quiescere; dein impetu quocunque
oblique in superficiem suam facto propelli, & motum inde conci-
pere partim circularem, partim in directum. Quoniam globus iste
ad axes omnes per centrum suum transeuntes indifferenter se habet,
neque propensior est in unum axem, unumve axis situm, quam in
alium quemvis; perspicuum est, quod is axem suum, axisque incli-
nationem vi propria nunquam mutabit. Impellatur jam globus
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oblique, in eadem illa superficiei parte, qua prius, impulsu quocunque
novo; & cum citior vel serior impulsus effectum nil mutet, mani-
festum est, quod hi duo impulsus successive impressi eundem pro-
ducent motum, ac si simul impressi fuissent, hoc est, eundem, ac si
globus vi simplici ex utroque (per legum corol. 11) composita impulsus
fuisset, atque ideo simplicem, circa axem inclinatione datum. Et
par est ratio impulsus secundi facti in locum alium quemvis in
®quatore motus primi ; ut & impulsus primi facti in locum quemvis
in aquatore motus, quem impulsus secundus sine primo generaret;
atque ideo impulsuum amborum factorum in loca queacunque :
generabunt hi eundem motum circularem ac si simul & semel in
locum intersectionis zquatorum motuum illorum, quos seorsim
generarent, fuissent impressi. Globus igitur homogeneus & perfectus
non retinet motus plures distinctos, sed impressos omnes componit
& ad unum reducit, & quatenus in se est, gyratur semper motu
simplici & uniformi circa axem unicum, inclinatione semper inva-
riabili datum. Sed nec vis centripeta inclinationem axis, aut
rotationis velocitatem mutare potest. Si globus plano quocunque,
per centrum suum & centrum in quod vis dirigitur transeunte, dividi
intelligatur in duo hemispheria; urgebit semper vis illa utrumque
hemispheaerium eequaliter, & propterea globum, quoad motum rota-
tionis, nullam in partem inclinabit. =~ Addatur vero alicubi inter
polum & @quatorem materia nova in formam montis cumulata, &
hzec, perpetuo conatu recedendi a centro sui motus, turbabit motum
globi, facietque ut poli ejus errent per ipsius superficiem, & circulos
circum se punctumque sibi oppositum perpetuo describant. Neque
corrigetur ista vagationis enormitas, nisi locando montem illum vel
in polo alterutro, quo in casu (per corol. 21) nodi aquatoris pro-
gredientur; vel in @quatore, qua ratione (per corol. 20) nodi
regredientur; vel denique ex altera axis parte addendo materiam
novam, qua mons inter movendum libretur, & hoc pacto nodi vel
progredientur, vel recedent, perinde ut mons & heecce nova materia
sunt vel polo vel @quatori propiores.
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PROPOSITIO LXVII. THEOREMA XXVII.

Positis tisdem attractionum legibus, dico quod corpus exterius S, circa
interiorum P, T commune gravitatis centrum O, radits ad centrum
tllud ductss, describit areas temporibus magis proportionales & ovbem
ad formam ellipseos umbilicum in centro eodem habentis magis acce-

dentem, quam circa covpus intimum & maximum T, vadils ad ipsum
ductss, describere potest.

Nam corporis .S attractiones ver-
sus 7" & P componunt ipsius attrac-
tionem absolutam, quae magis dirigitur
in corporum 7" & £ commune gravi- s
tatis centrum O, quam in corpus
maximum 7, quaeque quadrato dis-
tantize SO magis est proportionalis
reciproce, quam quadrato distantize .S 7" ut rem perpendenti facile
constabit.

PROPOSITIO LXVIII. THEOREMA XXVIII.

Positis tisdem attvactionum legibus, dico quod covpus exterius S,
ctrea interiovum P & T commune gravitatis centrum O, rvadiis ad
centrum illud ductis, describit areas temporibus magis proportionales,
& orbem ad formam ellipseos umbilicum in centro eodem habentis
magis accedentem, st corpus intimum & maxinum his attvactionibus
perinde atque cetera agitetur, guam si id vel non attractum quiescat,
vel multo magis aut multo minus attvactum aut multo magis aut
multo minus agitetur.

Demonstratur eodem fere modo cum prop. Lxvi sed argumento
prolixiore, quod ideo pratereo.  Sufficeret rem sic astimare.
Ex demonstratione propositionis novissimz liquet centrum, in quod
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corpus .S conjunctis viribus urgetur, proximum esse communi cen-
tro gravitatis duorum illorum. Si coincideret hoc centrum cum
centro illo communi, & quiesceret commune centrum gravitatis
corporum trium; describerent corpus .S ex una parte, & commune
centrum aliorum duorum ex altera
parte, circa commune omnium cen-
trum quiescens, ellipses accuratas.
Liquet hoc per corollarium secun- s
dum propositionis Lvii collatum cum
demonstratis in prop. LxIv & LxV.
Perturbatur iste motus ellipticus ali- ,
quantulum per distantiam centri duorum a centro, in quod tertium .S
attrahitur.  Detur preterea motus communi trium centro, &
augebitur perturbatio. Proinde minima est perturbatio, ubi commune
trium centrum quiescit; hoc est, ubi corpus intimum & maximum
T lege caeterorum attrahitur : fitque major semper, ubi trium com-
mune illud centrum, minuendo motum corporis 7, moveri incipit, &
magis deinceps magisque agitatur.

Corol. Et hinc, si corpora plura minora revolvantur circa maxi-
mum, colligere licet quod orbite descriptz propius accedent ad
ellipticas, & arearum descriptiones fient magis @quabiles, si corpora
omnia viribus acceleratricibus, queae sunt ut eorum vires absolute
directe & quadrata distantiarum inverse, se mutuo trahant agitent-
que, & orbite cujusque umbilicus collocetur in communi centro
gravitatis corporum omnium interiorum (nimirum umbilicus orbitz
prime & intima in centro gravitatis corporis maximi & intimi; ille
orbite secund®, in communi centro gravitatis corporum duorum
intimorum ; iste tertiae, in communi centro gravitatis trium interiorum;
& sic deinceps) quam si corpus intimum quiescat & statuatur com-
munis umbilicus orbitarum omnium.

PROPOSITIO LXIX. THEOREMA XXIX

In systemate covporum plurium A, B, C, D, &c. si corpus aliguod
A trakit caetera ommia B, C, D, & viribus acceleratricibus que
sunt veciproce ut quadrata distantiarum a trakente; & corpus aliud
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B trakit etiam catera A, C, D, &c. viribus que sunt reciproce ut
quadrata distantiarum a trakente: erunt absolute covporum tvaken-
tium A, B vires ad invicem, ut sunt ipsa corpora A, B, quorum
sunt vives. ‘

Nam attractiones acceleratrices corporum omnium 5, C, D ver-
sus A, paribus distantiis, sibi invicem aquantur ex hypothesi; &
similiter attractiones acceleratrices corporum omnium versus 25,
paribus distantiis, sibi invicem @quantur. Est autem absoluta vis
attractiva corporis 4 ad vim absolutam attractivam corporis 5, ut
attractio acceleratrix corporum omnium versus 4 ad attractionem
acceleratricem corporum omnium versus /5, paribus distantiis; &
ita est attractio acceleratrix corporis B versus 4, ad attractionem
acceleratricem corporis 4 versus B. Sed attractio acceleratrix
corporis B versus A est ad attractionem acceleratricem corporis 4
versus B, ut massa corporis 4 ad massam corporis B, propterea
quod vires motrices, qua (per definitionem secundam, septimam &
octavam) sunt ut vires acceleratrices & corpora attracta conjunctim,
hic sunt (per motus legem tertiam) sibi invicem =quales. Ergo
absoluta vis attractiva corporis A est ad absolutam vim attractivam
corporis B, ut massa corporis .4 ad massam corporis B. Q. E. D.

Corol. 1. Hinc si singula systematis corpora A4, B, C, D, &c,,
seorsim spectata trahant caetera omnia viribus acceleratricibus, quae
sunt reciproce ut quadrata distantiarum a trahente; erunt corporum
illorum omnium vires absolute ad invicem ut sunt ipsa corpora.

Corol. 2. Eodem argumento, si singula systematis corpora A4, B,
C, D, &c. seorsim spectata trahant catera omnia viribus accelera-
tricibus, queae sunt vel reciproce, vel directe in ratione dignitatis
cujuscunque distantiarum a trahente, queve secundum legem quam-
cunque communem ex distantiis ab unoquoque trahente definiuntur;
constat quod corporum illorum vires absolutae sunt ut corpora.

Corol. 3. In systemate corporum, quorum vires decrescunt in
ratione duplicata distantiarum, si minora circa maximum in ellipsibus,
umbilicum communem in maximi illius centro habentibus, quam
fieri potest accuratissimis revolvantur; & radiis ad maximum illud
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ductis describant areas temporibus quam maxime proportionales :
erunt corporum illorum vires absolutee ad invicem, aut accurate aut
quamproxime, in ratione corporum; & contra. Patet per corol.
prop. Lxvii collatum cum hujus corol. 1.

Scholiaum.

His propositionibus manuducimur ad analogiam inter vires cen-
tripetas, & corpora centralia, ad qua vires ille dirigi solent. Ra-
tioni enim consentaneum est, ut vires, quae ad corpora diriguntur,
pendeant ab eorundem natura & quantitate, ut fit in magneticis.
Et quoties hujusmodi casus incidunt, estimandz erunt corporum
attractiones, assignando singulis eorum particulis vires proprias, &
colligendo summas virium.  Vocem attractionis hic generaliter
usurpo pro corporum conatu quocunque accedendi ad invicem : sive
conatus iste fiat ab actione corporum, vel se mutuo petentium,
vel per spiritus emissos se invicem agitantium; sive is ab actione
@theris, aut aéris, mediive cujuscunque seu corporei seu incorpo-
rei oriatur corpora innatantia in se invicem utcunque impellentis.
Eodem sensu generali usurpo vocem impulsus, non species virium
& qualitates physicas, sed quantitates & proportiones mathematicas
in hoc tractatu expendens, ut in definitionibus explicui. In mathesi
investigandz sunt virium quantitates & rationes ille, qua ex con-
ditionibus quibuscunque positis consequentur: deinde, ubi in phy-
sicam descenditur, conferendee sunt hea rationes cum phanomenis ;
ut innotescat quanam virium conditiones singulis corporum attracti-
vorum generibus competant. Et tum demum de virium speciebus,
causis & rationibus physicis tutius disputare licebit. Videamus igitur
quibus viribus corpora sphaerica, ex particulis modo jam exposito
attractivis constantia, debeant in se mutuo agere; & quales motus
inde consequantur.
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SECTIO XII.

De covporum sphericorum viribus attractivis.

+

PROPOSITIO LXX. THEOREMA XXX.

S7 ad spherice superficiei puncia singula tendant wvires @gquales
centripete decrescentes in duplicate vatione distantiavum a punctis:
dico quod corpusculum intra superficiem constitutum his viribus
nullam in partem attrakitur. )

Sit A7 K L superficies illa spherica, & P corpusculum intus con-
stitutum. Per P agantur ad hanc superficiem linee due 7 KX, 7L,
arcus quam minimos A 7, K L intercipientes; &, ob triangula AP/,
LPK (per corol. 3 lem. vi) similia,
arcus illi erunt distantiis /&7 P, L P pro-
portionales ; & superficiei spherice par-
ticulee queevis ad 7 & K L, rectis per
punctum AP transeuntibus undique ter-
minate, erunt in duplicata illa ratione.
Ergo vires harum particularum in corpus
P exercite sunt inter se @quales. Sunt
enim ut particule directe, & quadrata
distantiarum inverse. Et ha dua rationes
componunt rationem eequalitatis.  Attractiones igitur, in contrarias
partes xqualiter factz, se mutuo destruunt. Et simili argumento,
attractiones omnes per totam spheericam superficiem a contrariis
attractionibus destruuntur. Proinde corpus 2 nullam in partem his
attractionibus impellitur. Q. £. D.

PROPOSITIO LXXI. THEOREMA XXXI.

Lisdem positis, dico quod corpusculum extra sphericam superficiem
constitutum attrakitur ad centrum sphere, vi reciproce proportionali
quadrato distantie sue ab eodem centro.
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Sint A HK B, akkb =quales duz superficies spherice, centris
S, s, diametris 4 B, aé descripte, & P, p corpuscula sita extrin-
secus in diametris illis productis. Agantur a corpusculis linez
PHK, PIL, pkk, pil, auferentes a circulis maximis A H B,
akb, zquales arcus A K, hke & [L, 7/: et ad eas demittantur
perpendicula S D, sd; SE, se; IR, iv; quorum SD, sd secent P L,
#lin F & f Demittantur etiam ad diametros perpendicula 7 Q, 7.
Evanescant anguli DPE, dpe: & ob ®quales DS & ds, £S & es,
linee PE, PF & pe¢, pf & lineola D F, df pro xqualibus habe-
antur; quippe quarum ratio ultima, angulis illis D P E, dpe simul

evanescentibus, est aqualitatis. His itaque constitutis, erit 27 ad
PFut RIad DF, & pf ad pi utdf vel DF ad »z; & ex ®quo
PIxpfad PFxpiut RI ad »¢ hoc est (per corol. 3 lem. vir)
ut arcus 7/ /A ad arcum 274 Rursus P/ ad PSut/Qad SE &
psadpiut sevel SE adig; &exequo PIxpsad PSxpiut
I7Q ad 7g. Et conjunctis rationibus P 7 quad. xp fxps ad pi quad.
xPFxPS,ut THxIQ ad i.xig; hoc est, ut superficies circu-
laris, quam arcus / /7 convolutione semicirculi 4 KB circa diametrum
A B describet, ad superficiem circularem, quam arcus z/4 con-
volutione semicirculi @246 circa diametrum a4 describet. Et vires,
quibus he superficies secundum lineas ad se tendentes attrahunt
corpuscula P & p, sunt (per hypothesin) ut ipse superficies directe,
& quadrata distantiarum superficierum a corporibus inverse, hoc est,
ut pfxps ad PFxPS. Suntque ha vires ad ipsarum partes obli-
.quas, que (facta per legum corol. 11 resolutione virium) secundum
lineas P .S, ps ad centra tendunt,ut P/ ad PQ, & pzadpyg, id
est (eb similia triangula P/Q & PSF pig & psf)ut PS ad PF



LIBER PRIMUS. 191

& ps ad pf. Unde, ex =quo, fit attractio corpusculi hujus P

. . PFExpfxps
versus .S ad attractionem corpusculi p versus s, ut ———}TpS[-—L ad

PfXPFxPS

ps
mento vires, quibus superficies convolutione arcuum KL, £/ descripte
trahunt corpuscula, erunt ut ps guad. ad P.S guad. inque eadem
ratione erunt vires superficierum omnium circularium in quas utraque
superficies spherica, capiendo semper sd azqualem S2D & se
zqualem SZ, distingui potest. Et, per compositionem, vires totarum
superficierum spharicarum in corpuscula exercite erunt in eadem

ratione. Q.FE.D.

hoc est, ut ps guad. ad P.S gquad. Et simili argu-

PROPOSITIO LXXII. THEOREMA XXXIL

S? ad sphere cujusvis puncta singula tendant vives @quales centripete
decrescentes in duplicata ratione distantiarum a punctis; ac detur
tum sphere densitas, tum ratio diametri spherve ad distantiam
corpusculi a centro ejus: dico quod vis, qua corpusculum attrakitur,
proportionalis ertt semidiametro sphere.

Nam concipe corpuscula duo seorsim a spharis duabus attrahi,
unum ab una & alterum ab altera, & distantias eorum a spheararum
centris proportionales esse diametris sphararum respective, spharas
autem resolvi in particulas similes & similiter positas ad corpuscula.
Et attractiones corpusculi unius, factee versus singulas particulas
sphara unius, erunt ad attractiones alterius versus analogas totidem
particulas sphara alterius, in ratione composita ex ratione particu-
larum directe & ratione duplicata distantiarum inverse.  Sed
particule sunt ut sphare, hoc est, ingratione triplicata diametrorum,
& distantiz sunt ut diametri; & ratio prior directe una cum
ratione posteriore bis inverse est ratio diametri ad diametrum.
Q.ED. ‘

Corol. 1. Hinc si corpuscula in circulis, circa spheeras ex materia



192 DE MOTU CORPORUM

®qualiter attractiva constantes, revolvantur; sintque distantiz a
centris spheerarum proportionales earundem diametris : tempora
periodica erunt equalia.

Corol. 2. Et vice versa, si tempora periodica sunt equalia;
distantizz erunt proportionales diametris. Constant hzc duo per
corol. 3 prop. 1v.

Corol. 3. Si ad solidorum duorum quorumvis, similium & aqua-
liter densorum, puncta singula tendant vires eequales centripetz,
decrescentes in duplicata ratione distantiarum a punctis; vires, quibus
corpuscula, ad solida illa duo similiter sita, attrehentur ab iisdem,
erunt ad invicem ut diametri solidorum.

PROPOSITIO LXXIII.L. THEOREMA XXXIIL

St ad sphere alicujus date puncta singula tendant wquales vives
centripete decrescentes in duplicala ratione distantiorum a punctis:
dico quod covpusculum intrva spharam constitutum atirakitur vi
proportionali distantie sue ab ipsius centro.

In sphaera 4 BCD, centro S descripta,
locetur corpusculum 2; & centro eodem
S, intervallo .S 2, concipe spharam interi-
orem P £ (Q F describi. Manifestum est,
(per prop. Lxx) quod sphzricze superficies
concentricae, ex quibus spherarum diffe-
rentia 4 £ B F componitur, attractionibus
suis per attractiones contrarias destructis,
nil agunt in corpus P. Restat sola at-
tractio spheerae interioris PEQF. Et
(per prop. Lxx11) haec est ut distantia P.S. Q. E. D.

Scholium.

Superficies, ex quibus solida componuntur, hic non sunt pure
mathematicze, sed orbes adeo tenues, ut eorum crassitudo instar
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nihili sit; nimirum orbes evanescentes, ex quibus spheera ultimo
constat, ubi orbium illorum numerus augetur & crassitudo minuitur
in infinitum. Similiter per puncta, ex quibus linez, superficies, &
solida componi dicuntur, intelligend® sunt particule aquales mag-
nitudinis contemnendz.

PROPOSITIO LXXIV. THEOREMA XXXIV.

Lisdem positis, dico quod corpusculum extra sphavam constitutum
attrakitur vi veciproce proportionali quadrato distantie sue ab
ipsius centro. |

Nam distinguatur sphara in superficies sphericas innumeras
concentricas, & attractiones corpusculi a singulis superficiebus oriun-
de erunt reciproce proportionales quadrato distantizz corpusculi a
centro (per prop. Lxx1). Et componendo fiet summa attractionum,
hoc est attractio corpusculi in spheram totam, in eadem ratione.
O.ED.

Corol. 1. Hinc in zqualibus distantiis a centris homogenearum
sphararum attractiones sunt ut sphare. Nam (per prop. LXXI)
si distantiz sunt proportionales diametris sphararum, vires erunt
ut diametri. Minuatur distantia major in illa ratione; &, distantiis
jam factis @qualibus, augebitur attractio in duplicata illa ratione;
ideoque erit ad attractionem alteram in triplicata illa ratione, hoc est,
in ratione spheaerarum.

Corol. 2. In distantiis quibusvis attractiones sunt ut spherae
applicate ad quadrata distantiarum.

Corol. 3. Si corpusculum, extra spheram homogeneam positum,
trahitur vi reciproce proportionali quadrato distantize suz ab ipsius
centro, constet autem spheara ex particulis attractivis; decrescet vis
particulee cujusque in duplicata ratione distantiee a particula.

PROPOSITIO LXXV. THEOREMA XXXV.

St ad sphere date puncte singula lendant virves @quales centvipele,

decrescentes in duplicata vatione distantiarum a punctis ; dico gquod
N
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sphera quevis alia similaris ab eadem attrakitur vi veciproce
proportionali quadralo distantie centrovum.

Nam particulee cujusvis attractio est reciproce ut quadratum
distantize suz a centro sphara trahentis (per prop. rxxwv), &
propterea eadem est, ac si vis tota attrahens manaret de corpusculo
unico sito in centro hujus spheerze. Haec autem attractio tanta est,
quanta foret vicissim attractio corpusculi ejusdem, si modo illud a
singulis spheaere attractee particulis eadem vi traheretur, qua ipsas
attrahit. Foret autem illa corpusculi attractio (per prop. Lxx1v)
reciproce proportionalis quadrato distantiz suz a centro spherz;
ideoque huic zqualis attractio sphare est in eadem ratione. Q. E.D.

Corol. 1. Attractiones sphararum, versus alias sphaeras homoge-
neas, sunt ut sphara trahentes applicate ad quadrata distantiarum
centrorum suorum a centris earum, quas attrahunt.

Corol. 2. 1dem valet, ubi spheera attracta etiam attrahit. Namque
hujus puncta singula trahent singula alterius eadem vi, qua ab ipsis
vicissim trahuntur; ideoque cum in omni attractione urgeatur (per
legem 111) tam punctum attrahens, quam punctum attractum, gemina-
bitur vis attractionis mutuze, conservatis proportionibus.

Corol. 3. Eadem omnia, quae superius de motu corporum circa
umbilicum conicarum sectionum demonstrata sunt, obtinent, ubi
sphara attrahens locatur in umbilico, & corpora moventur extra
spheeram.

Corol. 4. Ea vero, que de motu corporum circa centrum conicarum
sectionum demonstrantur, obtinent ubi motus peraguntur intra
sphaeram.

PROPOSITIO LXXVI. THEOREMA XXXVL

St sphare in progressu a centro ad civcumferentiam (quoad materie
densitatem & vim altvactivam) utcungque dissimilarves, in progressu
vero per circuitum ad datam omnem a centro distantiam sunt
undique similaves ; & vis attractiva puncti cujusque decvescit in
duplicata ratione distantie corporis attracti : dico gquod vis fofa, qua
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hujusmodi spheva una attrokit aliam, sit veciproce proportionalis
quadralo distantie centrovum.

Sunto sphare quotcunque concentricze similares 4 B, CD, E F,
&c. quarum interiores additee exterioribus componant materiam
densiorem versus centrum, vel subducte relinquant tenuiorem; &
he (per prop. Lxxv) trahent sphzras alias quotcunque concentricas
similares G A, 7 K, L M, &c. singule singulas, viribus reciproce
proportionalibus quadrato distantize S'P. Et componendo vel divi-
dendo, summa virium illarum omnium, vel excessus aliquarum supra
alias; hoc est, vis, qua sphera tota, ex concentricis quibuscunque
vel concentricarum dif- A
ferentiis composita A4 B,
trahit totam ex concentri-

&3
X

cis quibuscunque vel con- 8 L
centricarum  differentiis S
compositam G /A ; erit in . M
eadem ratione. Augeatur K /
numerus spherarum con- v H
centricarum in infinitum B

sic, ut materize densitas una cum vi attractiva, in progressu a
circumferentia ad centrum, secundum legem quamcunque crescat vel
decrescat; &, addita materia non attractiva, compleatur ubivis densitas
deficiens, eo ut sphere acquirant formam quamvis optatam; & vis,
qua harum una attrahet alteram, erit etiamnum, per argumentum
superius, in eadem illa distantize quadratz ratione inversa. Q. ZE.D.

Corol. 1. Hinc si ejusmodi spheera complures, sibi invicem per
omnia similes, se mutuo trahant; attractiones acceleratrices singularum
in singulas erunt, in eequalibus quibusvis centrorum distantiis, ut
sphaere attrahentes.

Corol. 2. Inque distantiis quibusvis ineequalibus, ut sphere
attrahentes applicatz ad quadrata distantiarum inter centra.

Corol. 3. Attractiones vero motrices, seu pondera sphararum in
spheras erunt, in aqualibus centrorum distantiis, ut sphere attra-
hentes & attractz conjunctim, id est, ut contenta sub spheris per
multiplicationem producta.



196 DE MOTU CORPORUM

Corol. 4. Inque distantiis inzqualibus, ut contenta illa directe &
quadrata distantiarum inter centra inverse.

Corol. 5. Eadem valent, ubi attractio oritur a sphare utriusque
virtute attractiva mutuo exercita in spheeram alteram. Nam viribus
ambabus geminatur attractio, proportione servata.

Corol. 6. Si hujusmodi spherae aliqua circa alias quiescentes
revolvantur, singule circa singulas; sintque distantiz inter centra
revolventium & quiescentium proportionales quiescentium diametris ;
zqualia erunt tempora periodica.

Corol. 7. Et vicissim, si tempora periodica sunt @qualia; distantiz
erunt proportionales diametris.

Corol. 8. Eadem omnia, qua superius de motu corporum circa
umbilicos conicarum sectionum demonstrata sunt, obtinent; ubi
spheera attrahens, formee & conditionis cujusvis jam descriptz, locatur
in umbilico.

Corol. 9. Ut & ubi gyrantia sunt etiam spharse attrahentes,
conditionis cujusvis jam descriptee.

PROPOSITIO LXXVII. THEOREMA XXXVII.

St ad singula sphevarum puncta tendant vives centripete proporvtionales
distantits punctorum a corporibus attvactis : dico quod vis composita,
qua sphere due se mutuo trakent, est ut distantia inter centva

spherarum.

Cas. 1. Sit A E B F sphera; c—TT~E
S centrum ejus; P corpusculum
attractum, 2.4 S B axis sphere
per centrum corpusculi transiens;
E F, ¢f plana duo, quibus sphara
secatur, huic axi perpendicularia,
& hinc inde @qualiter distantia a
centro sphare; G, g intersec- f>~—___—F
tiones planorum & axis; & // punctum quodvis in plano ££. Puncti
H vis centripeta in corpusculum 2, secundum lineam P /A exercita,

B —_—

g s
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est ut distantia P /; & (per legum corol. 11) secundum lineam P G,
seu versus centrum .S, ut longitudo P &. Igitur punctorum omnium
in plano £ F, hoc est plani totius vis, qua corpusculum 2 trahitur
versus centrum .5, est ut distantia 2 G multiplicata per numerum
punctorum, id est, ut solidum quod continetur sub plano ipso £ F &
distantia illa 2 G. Et similiter vis plani ¢/, qua corpusculum P
trahitur versus centrum .S, est ut planum illud ductum in distantiam
suam £ g, sive ut huic eequale planum £/ ductum in distantiam
illam P g; & summa virium plani utriusque ut planum £ # ductum
in summam distantiarum P G + Pg, id est, ut planum illud ductum
in duplam centri & corpusculi distantiam P.S, hoc est, ut duplum
planum £/ ductum in distantiam 2.5, vel ut summa zqualium
planorum £ F+¢f ducta in distantiam eandem. Et simili argumento,
vires omnium planorum in sphara tota, hinc inde equaliter a
centro spheera distantium, sunt ut summa planorum ducta in dis-
tantiam P.S, hoc est, ut sphara tota & ut distantia 7.5 conjunctim.
Q. E.D.

Cas. 2. Trahat jam corpusculum P sphaeram 4 £ B F. Eteodem
argumento probabitur quod vis, qua sphera illa trahitur, erit ut
distantia P.S. Q. E D.

Cas. 3. Componatur jam sphera altera ex corpusculis innumeris
P ; & quoniam vis, qua corpusculum unumquodque trahitur, est ut
distantia corpusculi a centro sphzrz prime & ut sphzra eadem
conjunctim, atque ideo eadem est, ac si prodiret tota de corpusculo
unico in centro spheere ; vis tota, qua corpuscula omnia in sphera
secunda trahuntur, hoc est, qua sphera illa tota trahitur, eadem erit,
ac si sphara illa traheretur vi prodeunte de corpusculo unico in
centro sphaerae primae, & propterea proportionalis est distantiae inter
centra spherarum. Q. £. D.

Cas. 4. Trahant spherae se mutuo, & vis geminata proportionem
priorem servabit. Q. £..D.

Cas. 5. Locetur jam corpusculum p intra spheram 4 EBF; &
quoniam vis plani ¢/ in corpusculum est ut solidum contentum sub
plano illo & distantia pg; & vis contraria plani £/ ut solidum
contentum sub plano illo & distantia p G; erit vis ex utraque
composita ut differentia solidorum, hoc est, ut summa zqualium
planorem ducta in semissem differentiee distantiarum, id_ est, ut
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summa illa ducta in p.§ distantiam corpusculi a centro sphere.
Et simili argumento, attractio planorum
omnium £ Z, ¢f in sphera tota, hoc est, e/\E
attractio spheerese totius, est conjunctim ut
summa planorum omnium, seu sphera tota,
& ut .S distantia corpusculi a centro B 7 — A
sphere. Q. E.D.

Cas. 6. Et si ex corpusculis innumeris
# componatur spheera nova, intra spharam f\__/
priorem A £ B F sita; probabitur ut prius
quod attractio, sive simplex sphera -unius in alteram, sive mutua
utriusque in se invicem, erit ut distantia centrorum p.5. Q. £.D.

PROPOSITIO LXXVIII. THEOREMA XXXVIII.

St sphere in progressu a centro ad civcumferventiam sint utcunque
dissimilaves & inequabiles, in progressu vero per circuitum ad datam
omnem a centro distantiam sint undigue similares: & vis attractiva
Puncti cugusque sit ut distantia corporis attvacti; dico quod vis tota
qua hujusmodi spheve duw se mutuo trahunt sit proportionalis
distantie inter centra spherarum.

Demonstratur ex propositione precedente eodem modo, quo
propositio LXXVI ex propositione LxXv demonstrata fuit.

Corol. Quae superius in propositionibus x & rx1v de motu cor-
porum circa centra conicarum sectionum demonstrata sunt, valent ubi
attractiones omnes flunt vi corporum sphzricorum conditionis
jam descriptee, & attracta corpora sunt sphaerze conditionis ejusdem.

Scholium.

Attractionum casus duos insigniores jam dedi expositos; nimirum
ubi vires centripetee decrescunt in duplicata distantiarum ratione,
vel crescunt in distantiarum ratione simplici; efficientes in utroque
casu ut corpora gyrentur in conicis sectionibus, & componen-
tes corporum sphericorum vires centripetas eadem lege, in
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recessu a tentro, decrescentes vel crescentes cum seipsis : Quod est
notatu dignum. Casus ceteros, qui conclusiones minus elegantes
exhibent, sigillatim percurrere longum esset. Malim cunctos me-
thodo generali simul comprehendere ac determinare, ut sequitur.

LEMMA XXIX.

St describantur centro S civculus quilibet A E B, & centro P civeuli
duo EF, ef, secantes priovem in E, e, lincamgue PS in F, f;
& ad PS demitiantur perpendicula E D, ed: dico gquod, st
distantia arcuum E F, ef in infinitum minui intelligatur, ratio
ultima linee evanescentis D d ad lincam evanescentem F { ea sit, que
linee P E ad lincam P S.

Nam si linea Pe secet arcum £ in ¢; & recta £ ¢, quae cum
arcu evanescente £ e coincidit, producta occurrat recte P.S in 7;
& ab S demittatur in P £ normalis S G : ob similia triangula D T E,
dTe DES; erit Dd ad Ee, ut D7 ad TE,seu DE ad ES;

o

& ob triangula Ee¢g, ESG (per lem. vin & corol 3 lem. vi)
similia, erit £¢ ad eg,seu Ff, ut £S5 ad SG; &, ex =quo, Dd ad
Ffut DE ad SG; hoc est (ob similia triangula PDE, PG S)
utPEadPS. QED.
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PROPOSITIO LXXIX. THEOREMA XXXIX.

Si superficies 0b latitudinem infinite diminutam jamjam evanescens
EFfe, convolutione sui civca axem P S, describat solidum sphericum
concavo-convexum, ad cujus particulas singulas cegquales tendant
@quales vives centripele: dico quod vis, qua solidum illud trakit
corpusculum situm itn P, est in ratione composita ex vatione solidi
D E g x Ff, & ratione vis qua particula data in loco ¥ { traheret

idem corpusculum.

Nam si primo consideremus vim superficiei spheerice /£, qua
convolutione arcus /£ generatur, & a linea & ¢ ubivis secatur in 7
erit superficiei pars annularis, convolutione arcus #» £ genita, ut
lineola D4, manente sphere radio P £ (uti demonstravit 4#chi-
medes in lib. de Sphera & Cylindro). Et hujus vis, secundum line-
as PE vel Pr undique in super- .
ficie conica sitas exercita, ut haec RE
ipsa superficiei pars annularis ;
hoc est, ut lineola D 4, vel, quod
perinde est, ut rectangulum sub
dato sphera radio P £ &lineola eﬂ

* B
illa Dd: at secundum lineam T A\ s Do Ef /}

PSS ad centrum S tendentem

minor in ratione PD ad PE,

ideoque ut P Dx Dd. Dividi \/ 7

jam intelligatur linea D F in

particulas innumeras aquales, qua singule nominentur Dd; &
superficies /7 £ dividetur in totidem @quales annulos, quorum vires
erunt ut summa omnium 2D x/Dd, hoc est, ut 1 PFg—% P Dy,
ideoque ut D £ guad. Ducatur jam superficies /£ in altitudinem
Ff; &fietsolidi £F fe vis exercita in corpusculum P ut DEgx F f:
puta si detur vis quam particula aliqua data 7/ in distantia 7 F exer-
cet in corpusculum 2. At si vis illa non detur, fiet vis solidi £ Ffe
ut solidum D £ ¢ x 7 f & vis illa non data conjunctim. Q. £. D.
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PROPOSITIO LXXX. THEOREMA XL

St ad spherve alicujus ABE, centro S descripte, particulas singulas
@quales tendant wquales vires centripete, & ad spheve axem AB,
in quo corpusculum aliguod P locatur, evigantur de punctis singulis D
perpendicula D E, sphere occurrventia in E, & in 1psis capiantur

DE¢xPS

PE

sphere particula sita in axe ad distantiam P E exercet in

longitudines D N, que sint ut quantitas & vis, guam

corpusculum P, conjunctim: dico quod vis tofa, qua covpusculum
P trakhitur versus sphevam, est ut avea AN B comprehensa sub
axe sphere A B, & lnea curva A N B, guam punctum N per-
petuo tangit.

Etenim stantibus quee in lemmate & theoremate novissimo con-
structa sunt, concipe axem sphare 4 B dividi in particulas innu-

E

\

meras quales Dd, & spheram totam dividi in totidem laminas
spharicas concavo-convexas £ F fe; & erigatur perpendiculum & 7.
Per theorema superius vis, qua lamina £ £ fe trahit corpusculum 2,
est ut D E ¢ x Ff& vis particulz unius ad distantiam £ £ vel P F
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exercita conjunctim. Est autem (per lemma novissimum) D4 ad
Ffut PE ad P 8, & inde Ff wqualis 25327 . & DEgx Ff

PE
DEgxPS
PE
DEgxPS
PE
junctim, hoc est (ex hypothesi) ut DN x D d, seu area evanescens
DNnd.  Sunt igitur laminarum omnium vires, in corpus P exer-

citz, ut aree omnes D NN nd, hoc est, sphere vis tota ut area tota
ANB. Q.ED.

®quale Dd in , & propterea vis lamine £ F fe est ut

Ddin & vis particulee ad distantiam P F exercita con-

Corol. 1. Hinc si vis centripeta, ad particulas singulas tendens,
eadem semper maneat in omnibus distantiis, & fiat DN ut
DEgxPS

PE
area A N B.

Corol. 2. Si particularum vis centripeta sit reciproce ut distantia
DEgxPS

PEg
corpusculum 2 a sphzra tota attrahitur, ut area 4 NV 5.

Corol. 3. Si particularum vis centripeta sit reciproce ut cubus
DEgxPS
—5 s ; erit

PEgq
vis, qua corpusculum a tota spheera attrahitur, ut area 4 NV 5.

; erit vis tota, qua corpusculum a spheera attrahitur, ut
corpusculi a se attracti, & fiat DV ut

; erit vis, qua

distantize corpusculi a se attracti, & fiat DV ut
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Corol. 4. Et universaliter si vis centripeta ad singulas sphzre

particulas tendens ponatur esse reciproce ut quantitas V, fiat autem

DEgxPS

DN ut =5 L702
PExV

trahitur, ut area 4 N B.

; erit vis, qua corpuscylum a sphzra tota at-

PROPOSITIO LXXXI. PROBLEMA XLI.
Stantibus jam positis, mensuranda est arew A N B.

A puncto P ducatur recta P /7 spheram tangens in /A, & ad
axem P A B demissa normali A7/, bisecetur P/ in L; & erit
(per prop. xu1 lib. 2 elem.) PEg =quale PS¢+ SEg+2PSD.
Estautem SZ¢ seu SH g (ob similitudinem triangulorum SP A, SH7)
quale rectangulo 2.5 7. Ergo P E ¢ ®quale est contento sub P.S &
PS+S7+2S5D, hoc est, sub PS & 2L .S+2S5D, id est, sub
PS & 2L D. Porro D E guad. ®quale est SEg—SDg, seu SEg—

5
H
} B
P I & I S D
N

LSg+2SLD—-LDg idest,2 SLD~LDg—~ALB Nam
LSg—SEg seua LSg—SAg (per prop. vi lib. 2 elem.)
equatur rectangulo 4 L B.  Scribatur itaque 2 SLD—-L Dg—
ALZB pro DEyg; & quantitas D_______fézl\’fS,
larium quartum propositionis pracedentis est ut longitudo ordina-
2SLDxPS _
PExV

quze secundum corol-

tim applicate D AV, resolvet sese in tres partes
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[—’]D)—Zg;:—VP—S - éﬁ% : ubi si pro V scribatur ratio inversa
vis centripete, & pro P £ medium proportionale inter P .S &
2 L D; tres ille partes evadent ordinatim applicate linearum toti-
dem curvarum, quarum arex per methodos vulgatas innotescunt.
Q. E. F.

Exempl. 1. Si vis centripeta ad singulas spheeree particulas ten-

dens sit reciproce ut distantia; pro V scribe distantiam 2 £ ; dein

2 PSXxLDoproPEg & fiet DN ut SL— + LD — %.
Pone D N =qualem ejus duplo 2 SL~L D— ALLDB: & ordi-

nate pars data 2.5Z ducta in longitudinem .4 B describet aream
rectangulam 2 SZ x 4 B ; & pars indefinita Z D ducta normaliter
in eandem longitudinem per motum continuum, ea lege ut inter
movendum crescendo vel decrescendo zquetur semper longitudini
LBg—LAg
2
subducta de area priore 2 S L x 4 B relinquit aream SZ x 4 B.

L D, describet aream , 1d est, aream S Z x 4 B; quae

Pars autem tertia ducta itidem per motum localem norma-

B
LD’
liter in eandem longitudinem, describet aream ;; @
hyperbolicam ; qua subducta de area .S Z x
A B relinquet aream quaesitam 4 NV /B. Unde
talis emergit problematis constructio. Ad
puncta L, A, B erige perpendicula L/, A a,
B b, quorum Aa ipsi LB, & Bb ipsi L A
equetur. Asymptotis L/, L B, per puncta
a 6 describatur hyperbola 2 é. Et acta
chorda 4 a claudet aream @ 6 @ areze quasite 4 N B ®qualem.
Exempl. 2. Si vis centripeta ad singulas sphara particulas tendens
sit reciproce ut cubus distantie, vel (quod perinde est) ut cubus
P E cub. v
2A4Sqg pro ¥,
SLxASqg ASyqg
PSxLD ~— 2PS

~ b
3

J
B

LA

ille applicatus ad planum quodvis datum; scribe

dein2 PSx LD proPEg; & fiet DN ut
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ALBxASqg . . . )
~ P SxL Dy’ id est (ob continue proportionales .S, 4 S, S /)
LSI , ALBxST . .
ut ——y NWES 2LDg Si ducantur hujus partes tres

in longitudinem A4 5, prima generabit aream hyperboli-

cam; secunda ¥.S7 aream 4 Bx S/, tertia ALBxS51 aream

2L Dg
ALBxS7I ALBxS[ .
T4~ LB id est 24 B8x.S7Z De prima subdu-

catur summa secunde & tertie, & manebit 7, |a
area quasita 4N B. Unde talis emer-

git problematis constructio. Ad puncta
L, A, S, B erige perpendicula L/, 4 a, S's,

B b, quorum S's ipsi S/ &quetur, perque s
punctum s asymptotis L /, L B describatur H
hyperbola s 4 occurrens perpendiculis 4@, % B

Bbina&éb; & rectangulum 2 4 .57 sub-

ductum de area hyperbohca A asb B relinquet aream quaesitam 4 &V B.
Exempl. 3. Si vis centripeta, ad singulas sphere particulas ten-

dens, decrescit in quadruplicata ratione distantiz a particulis ;

. PEgq —
~—*L_proV,d ) t DN ut
ScnbezASmé.Pro ein /2P SxLDpro PE, & fie u

)]

> I A B
N
AN e
\‘//
ISgxSL 1 Slq I S[ngLB,x I

257 X JLD¢ 24281 JLDT 22SL T LDy
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Cujus tres partes ducte in longitudinem A4 B, producunt areas to-
. . 287g¢xSL, I 1 S/q ., T B JLA-
tidem, vzz. J257 in JIA” JLE stjm N/ L A;
SlgxALB. I _ I
3287 L Acub, L Bcub.

Et hee post debitam re-

ductionem fiunt g—%s‘—é, Slq, & S7Tg+ 2 iicjé’. Hz vero,
i
e I & 1 5D B
\_/q
subductis posterioribus de priore, evadunt 4‘;:25;5’. Proinde vis
S 7 cub.

tota, qua corpusculum P in sphare centrum trahitur, est ut

id est, reciproce ut P.S cub. x PZ1. Q.E. I
Eadem methodo determinari potest attractio corpusculi siti intra
spharam, sed expeditius per theorema sequens.

PI

PROPOSITIO LXXXII. THEOREMA XLI

In sphara centro S intervallo S A descripta, si capiantur S1, S A,
S P continue propovtionales: dico quod corpusculi intra spheram,
tn loco quovis 1, attractivo est ad attractionem ipsius extra spheram,
in loco P, in ratione composita ex subduplicata ratione distantiarum
a centro 1S, PS, & subduplicata ratione virvium centripetarum, in
locis illis P & 1, ad centrum tendentium.
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Ut, si vires centripetee particularum sphare sint reciproce ut
distantize corpusculi a se attracti; vis, qua corpusculum situm in 7
trahitur a spheera tota, erit ad vim, qua trahitur in P, in ratione
composita ex subduplicata ratione distantie S/ ad distantiam .S 7,
& ratione subduplicata vis centripete in loco 7, a particula aliqua
in centro oriunde, ad vim centripetam in loco £ ab eadem in
centro particula oriundam, id est, ratione subduplicata distantiarum
S/, SP ad invicem reciproce. Ha duz rationes subduplicate
componunt rationem aqualitatis, & propterea attractiones in 7 & P
a sphera tota facte =quantur. Simili computo, si vires particula-
rum sphzere sunt reciproce in duplicata ratione distantiarum, col-
ligetur quod attractio in / sit ad attractionem in P, ut distantia S P
ad sphare semidiametrum .S 4 : Si virgs ille sunt reciproce in tripli-

cata ratione distantiarum, attractiones in /7 & 2P erunt ad invicem
ut S P guad. ad S A guad. : Siin quadruplicata, ut S Pcub. ad S A4
cub. Unde cum attractio in 2, in hoc ultimo casu, inventa fuit
reciproce ut P.Scub. x P 7, attractio in [ erit reciproce ut .54 cub.
x P17, id est (ob datum S.A4 cub.) reciproce ut PZ. Et similis est
progressus in infinitum, Theorema vero sic demonstratur,

Stantibus jam ante constructis, & existente corpusculo in loco
DEgxPS
PExV
Ergo si agatur /£, ordinata illa pro alio quovis corpusculi loco 7,

. . DEgx[IS . .
mutatis mutandis, evadet ut “TEXV " Pone vires centripetas, e

quovis P, ordinatim applicata DV inventa fuit ut
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sphare puncto quovis' £ manantes, esse ad invicem in distantiis
ITE PE ut PE" ad /[E* (ubi numerus 7 designet indicem
. . DEgxPS
potestatum P E & 7E) & ordinate ille fient ut PEXPE &
DEgxIS
[EXTE™
ISxPExPE* Quoniam ob continue proportionales S/, SE,

S P, similia sunt triangula SPE, SE/, &indefit /£ ad PE ut

quarum ratio ad invicem est ut PSx/Ex/E* ad

/S ad SE vel SA; proratione /£ ad P E scribe rationem /.5 ad
S A ,; & ordinatarum ratio evadet P.Sx/E*ad SAxPE* Sed
P S ad .S A4 subduplicata est ratio distantiarum P.S, $7; & 7£* ad
P E* (ob proportionales / £ ad P £ ut 7.5 ad .S A) subduplicata est
ratio virium in distantiis 2.5, 7.5. Ergo ordinate, & propterea
arez quas ordinate describunt, hisque proportionales attractiones,
sunt in ratione composita ex subduplicatis illis rationibus. Q. £. D.

PROPOSITIO LXXXIII. PROBLEMA XLII.

Invenire ‘vim qua corpusculum in centro sphere locatum od eus
segmentum guodcungue attrakitur.

Sit P corpus in centro sphxre, & RB.S D segmentum ejus
plano R DS & superficie sphaerica £.5.S contentum.  Superficie
sphaerica £ F G centro P descripta secetur DB in F, ac distin-
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guatur segmentum in partes BREF G S, R
FEDG. Sit autem superficies illa non
pure mathematica, sed physica, profundi- E
tatem habens quam minimam. Nominetur
ista profunditas O, & erit hac superficies
(per demonstrata Archimedis) ut P F'x
D FxO. Ponamus praterea vires attracti-
vas particularum sphera esse reciproce ut
distantiarum dignitas illa, cujus index est
n,; & vis, qua superfictes £/ G trahit
corpus AP, erit (per prop. LXXIX) ut

~Q
"c‘

DEgx0O i est. ut 2 DFxO DFgxO

PF* "’ ’ P Fr PF* " G
Huic proportionale sit perpendiculum N
ductum in O; & area curvilinea B D/, s

quam ordinatim applicata /~/V in longitudinem D A8 per motum

continuum ducta describit, erit ut vis tota qua segmentum totum
R B.SD trahit corpus P. Q. E. /.

PROPOSITIO LXXXIV. PROBLEMA XLIIIL

Invenive vim, qua corpusculum, extra centrum sphere in axe segmenti
cujusvis locatum, attvakitur ab eodem segmento.

A segmento £ B K trahatur
corpus P in ejus axe 4 DB /\B
locatum.  Centro 2 interval- /"

lo P E describatur superficies
spharica £ F K, qua distingua-

tur segmentum in partes duas @
EBKFE & EFKDE.
Queratur vis partis prioris per
prop. LxXxXI & vis partis pos-

- terioris per prop. LxxxuIi; &
summa virium erit vis segmen-
titotivs EBKDE. Q.F. I

\\fj
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Scholium.

Explicatis attractionibus corporum spharicorum, jam pergere
liceret ad leges attractionum aliorum quorundam ex particulis
attractivis similiter constantium corporum; sed ista particulatim
tractare minus ad institutum spectat.  Suffecerit propositiones
quasdam generaliores de viribus hujusmodi corporum, deque motibus
inde oriundis, ob earum in rebus philosophicis aliqualem usum,
subjungere.

SECTIO XIII.

De corporum non sphericovum viribus attractivis.

PROPOSITIO LXXXV. THEOREMA XLII.

S? corporis attracts, ubi attrakents contiguum est, attractio longe fortior
sit, quam cum vel minimo intervallo separantur ab invicem : vives
particularum trakentss, in recessu covporis altvacti, decvescunt in
vatione plusquam duplicata distantiarum a particulis.

Nam si vires decrescunt in ratione duplicata distantiarum a parti-
culis ; attractio versus corpus spharicum, propterea quod (per prop.
LXX1V) sit reciproce ut qudratum distantiz attracti corporis a centro
sphera, haud sensibiliter augebitur ex contactu; atque adhuc minus
augebitur ex contactu, si attractio in recessu corporis attracti decrescat
in ratione minore. Patet igitur propositio de spheris attractivis.
Et par est ratio orbium spharicorum concavorum corpora externa
trahentium.  Et multo magis res constat in orbibus corpora interius
constituta trahentibus, cum attractiones passim per orbium cavitates
ab attractionibus contrariis (per prop. Lxx) tollantur, ideoque vel in
ipso contactu nulle sunt. Quod si spheris hisce orbibusque
sphericis partes qualibet a loco contactus remotz auferantur, &
partes nove ubivis addantur : mutari possunt figurae horum corporum
attractivorum pro lubitu, nec tamen partes addite vel subductz, cum
sint a loco contactus remota, augebunt notabiliter attractionis
excessum, qui ex contactu oritur. Constat igitur propositio de
corporibus figurarum omnium., Q. £. D,
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PROPOSITIO LXXXVI. THEOREMA XLIIIL

St particularum, ex gquibus corvpus attvactivum componitur, vives in
rvecessu corporis attracti decvescunt in triplicata vel plusquam
triplicala ratione distantiarum a particulis: attractio longe fortior
erit in contactu, quam cum attrakens & attractum intervallo vel
minimo separantur ab invicem.

Nam attractionem in accessu attracti corpusculi ad hujusmodi
sphaeram trahentem augeri in infinitum, constat per solutionem
problematis xr1 in exemplo secundo ac tertio exhibitam. Idem,
per exempla illa & theorema xirI infer se collata, facile colligitur
de attractionibus corporum versus orbes concavo-convexos, sive
corpora attracta collocentur extra orbes, sive intra in eorum cavi-
tatibus. Sed & addendo vel auferendo his sphaeris & orbibus
ubivis extra locum contactus materiam quamlibet attractivam, eo ut
corpora attractiva induant figuram quamvis assignatam, constabit
propositio de corporibus universis. Q.Z.D.

PROPOSITIO LXXXVII. THEOREMA XLIV.

S7 corpora duo sibi invicem similia, & ex materia @gqualiter attractiva
constantia, seorsim attvahant corpuscula sibi ipsis proportionalia &
ad se simililer posita: altractiones accelevatvices covpusculovum in
covpora fota evunt ut attractiones acceleratrvices covpusculorum in
eorum particulas lotis proportionales, & in totis similiter positas.

Nam si corpora distinguantur in particulas, qua sint totis propor-
tionales, & in totis similiter site; erit, ut attractio in particulam
quamlibet unius corporis ad attractionem in particulam correspon-
dentem in corpore altero, ita attractiones in particulas singulas primi
corporis ad attractiones in alterius particulas singulas correspondentes;
& componendo, ita attractio in totum primum corpus ad attractionem
in totum secundum. Q.FE.D.
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Corol. 1. Ergo si vires attractive particularum, angendo distantias
corpusculorum attractorum, decrescant in ratione dignitatis cujusvis
distantiarum ; attractiones acceleratrices in corpora tota erunt ut
corpora directe, & distantiarum dignitates ille inverse. Ut si vires
particularum decrescant in ratione duplicata distantiarum a cor-
pusculis attractis, corpora autem sint ut A4 cxb. & B cub. ideoque
tum corporum latera cubica, tum corpusculorum attractorum distantie

a corporibus, ut A4 & JZ: attractiones acceleratrices in corpora

. 6. . . .
erunt ut j;;j 7 ; ;ZZZ L id est, ut corporum latera illa cubica

A & B. Si vires particularum decrescant in ratione triplicata
distantiarum a corpusculis attractis; attractiones acceleratrices in

A cub. B cub. . .
corpora tota erunt ut T ond & T oad.’ id est, zquales. Si vires

decrescant in ratione quadruplicata ; attractiones in corpora erunt ut

A cud, & B cub. , id est, reciproce ut latera cubica 4 & B. Et sic
Agg. — Bygy.

in caeteris.

Corol. 2. Unde vicissim, ex viribus, quibus corpora similia trahunt
corpuscula ad se similiter posita, colligi potest ratio decrementi
virium particularum attractivarum in recessu corpusculi attracti; si

modo decrementum illud sit directe vel inverse in ratione aliqua
distantiarum.

PROPOSITIO LXXXVIII. THEOREMA XLV.

St particularum equalium corporis cujuscungue vives attractive sint
ut distantie locorum a particulis : vis corporis totius tendet ad ipsius
centrum gravitatis; & eadem erit cum vi globi ex materia consimili
& @quali constantis, & centrum habentis in ejus centro gravitalis.

Corporis RS 7" V particule A, B trahant corpusculum aliquod Z
viribus, quz, si particule zquantur inter se, sint ut distantiz A4 Z,
B Z; sin particulz statuantur inzquales, sint ut ha particule &
ipsarum distantie 4 Z, B Z conjunctim, sive (si ita loquar) ut ha
particulee in distantias suas 4 Z, BZ respective ductz. Et exponantur
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he vires per contenta illa Ax4 Z& BxBZ Jungatur A5, &
secetur ea in G ut sit 4 G ad B G ut particula B ad particulam 4;
& erit G commune centrum gravitatis particularum 4 & B. Vis
A x A Z (per legum corol. 11) resolvitur in vires A X GZ & Ax A G
&vis BxBZ in vires BxGZ & BxBG. Vires autem Ax A G
& B x B G, ob proportionales A R
ad B & B G ad 4 G, =quantur;
ideoque cum dirigantur in partes
contrarias, se mutuo destruunt.
Restantvires A x G Z & Bx G Z.
Tendunt hz ab Z versus centrum
G, & vim A+ Bx G Z compo-
nunt; hoc est, vim eandem ac si
particule attractivae 4 & B consis- vi T

terent in eorum communi gravitatis centro G, globum ibi componentes.

Eodem argumento, si adjungatur particula tertia C, & componatur
hujus vis cum vi A+ B x G Z tendente ad centrum G vis inde oriunda
tendet ad commune centrum gravitatis globi illius in G & particule
C; hoc est, ad commune centrum gravitatis trium particularum 4, 5,
C; & eadem erit, ac si globus & particula C consisterent in centro illo
communi, globum majorem ibi componentes. Et sic pergitur in infini-
tum. Eadem est igitur vis tota particularum omnium corporis cujus-
cunque R.S 7"V, ac si corpus illud, servato gravitatis centro, figuram
globi indueret. Q. £. D. :

Corol. Hinc motus corporis attracti Z idem erit, ac si corpus at-
trahens R .S 7" I” esset spharicum: & propterea si corpus illud attra-
hens vel quiescat, vel progrediatur uniformiter in directum ; corpus
attractum movebitur in ellipsi centrum habente in attrahentis centro
gravitatis.

PROPOSITIO LXXXIX., THEOREMA XLVL

87 corpora sint plura ex particulis equalibus constantia, guarum vires
sunt ut distantie locovum a singulis: vis ex omnium viribus compo-
sita, qua corpusculum gquodcunque trakitur, tendet ad trakentium
commune centrum gravitatis; & eadem evit, ac si trakentia illa,
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servalo gravitatis centro communi, cotvent & in globum jfor-
marentur.

Demonstratur eodem modo, atque propositio superior.

Corol. Ergo motus corporis attracti idem erit, ac si corpora tra-
hentia, servato communi gravitatis centro, coirent & in globum
formarentur. Ideoque si corporum trahentium commune gravitatis
centrum vel quiescit, vel progreditur uniformiter in linea recta; corpus
attractum movebitur in ellipsi, centrum habente in communi illo tra-
hentium centro gravitatis.

PROPOSITIO XC. PROBLEMA XLIV,

St ad singule civculi cujuscungue puncta tendant wvives @quales
centripete, crvescentes vel decvescentes in quacunque distantiavum
vatione: invenive vim, qua corpusculum attvakhitur wbivis posttum
in recta, que plano circuli ad centrum eus perpendiculariter
insistit.

Centro A4 intervallo quovis 4 D, in plano, cui recta A P perpen-
dicularis est, describi intelligatur circulus; & invenienda sit vis, qua
corpusculum quodvis £ in eundem attrahitur. A circuli puncto
quovis £ ad corpusculum attractum ™
P agatur recta P £. Inrecta P A ca-
piatur P £ ipsi P E ®qualis, & eriga-
tur normalis /K, que sit ut vis qua
punctum Z trahit corpusculum A.

Sitque / X L curva linea quam punc-

tum KA perpetuo tangit. Occurrat -
eadem circuli plano in Z. In P A P H
capiatur P /A xqualis P D, & eriga- :
tur perpendiculum /A / curve pre- P o
dictae occurrens in /; & erit corpus- -2

culi P attractio in circulum ut area 4 A /L ducta in altitudinem
AP QE.L

Etenim in 4 E capiatur linea quam minima £ ¢ Jungatur P,
& in PE, P A capiantur PC, P f ipsi P ¢ ®quales. Et quoniam
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vis, qua annuli centro A intervallo 4 £ in plano pradicto descripti
punctum quodvis £ trahit ad se corpus 2, ponitur esse ut /X,
& inde vis, qua punctum illud trahit corpus P versus A4, est ut
APxFK . .
——%T , & vis, qua annulus totus trahit corpus P versus A4, ut

APxFK . . .

annulus & —57 — conjunctim; annulus autem iste est ut rectan-
gulum sub radio 4 £ & latitudine £¢ & hoc rectangulum (ob
proportionales PE & A E, Ee¢ & CE) =quatur rectangulo P £ x
CE seu P ExFf; erit vis, qua annulus iste trahit corpus P versus
APxFK
A, ut P Ex Ff & ——P*-E——
FKx AP, sive ut area F K £/ ducta m 4 P. Et propterea summa
virium, quibus annuli omnes in circulo, qui centro 4 & intervallo
A D describitur, trahunt corpus P versus 4, est ut area tota

AHIKL ductain AP. Q.E. D.
Corol. 1. Hinc si vires punctorum decrescunt in duplicata distan-

conjunctim, id est, ut contentum £/ x

. . 1 .

tiarum ratione, hoc est, si sit # KX ut ——————— , atque ideo area
’ ’ PF quad.’ d

AHIKL ut —; erit attractio corpusculi P in circulum
PA PH’ P

P A
ut 1= 57 id est, ut —— Vi

Corol. 2. Et universaliter, si vires punctorum ad distantias D sint
reciproce ut distantiarum dignitas quelibet D* hoc est, si sit 7K

I . I 1
ut Dr’ ideoque area A A 7K L ut PP —

tio corpusculi 2 in circulum ut 1 P4 .
P A "2 P H ”—1
Corol. 3. Etsi diameter circuli augeatur in infinitum, & numerus
 sit unitate major; attractio corpusculi 7 in planum totum infinitum
P A4
P H n—1

-; erit attrac-

erit reciproce ut P A", propterea quod terminus alter

evanescet.
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PROPOSITIO XCI. PROBLEMA XLV.

Invenive attractionem covpusculi siti in axe solidi votundi, ad cujus
puncta singula ltendunt vives w@quales centripete in quacungue
distantiarvum ratione decvescentes.

In solidum D £ CG trahatur corpusculum A, situm in ejus axe
A B. Circulo quolibet R /.S ad R
hunc axem perpendiculari secetur /\E
hoc solidum, & in ejus semidiame- b
tro /S, in plano aliquo PALKZB
per axem transeunte, capiatur (per
prop. xc) longitudo # K vi, qua
corpusculum P in circulum illum
attrahitur, proportionalis. Tangat
autem punctum XA curvam lineam
LK, planis extimorum circulorum

AL & B 7 occurrentem in L & 7; & erit attractio corpusculi 2 in
solidum ut area LA B Q.FE. 1

Corol. 1. Unde si solidum D R __E
cylindrus  sit, parallelogrammo AN ]
ADE B circa axem A B revol- T
uto descriptus, & vires centripetae 3 2
in singula ejus puncta tendentes f e
sint reciproce ut quadrata distan- T
tiarum a punctis: erit attractio K
corpusculi 2 in hunc cylindrum ¢ 5 ¢

ut 4 B—PE+PD. Nam ordi- g
natim applicata # K& (per corol. 1 prop. xc) erit ut 1-—%. Hujus
pars 1 ducta in longitudinem A4 B, describit aream 1xA4ZB:

& pars altera % ducta in longitudinem P B, describit

aream 1 in PE—-DA (id quod ex curve L K7 qua-
dratura facile ostendi potest); & similiter pars eadem ducta
in longitudinem AP .4 describit aream 1 in P D—A D, ductaque
in ipsarum P B, PA differentiam 4 B describit arearum differentiam
1 in PE—~PD. De contento primo 1x.4 B auferatur con-



LIBER PRIMUS. 217

tentum postremum 1 in P E— P D, & restabit area L A B/ aqualis
1 in AB—PE+PD. Ergo vis, huic aree proportionalis, est
uwtAB~PE+PD,

Corol. 2. Hinc etiam vis innotescit, qua spharois 4 G 5 C attrahit
corpus quodvis 2, exterius in axe suo .4 B situm. Sit N K R M sectio
conica cujus ordinatim applicata £ R, ipsi P £ perpendicularis,
equetur semper longitudini 2 D, quae ducitur ad punctum illud
D, in quo applicata ista sphzroidem secat. A spheroidis verticibus
A, B ad ejus axem A B erigantur perpendicula 4 X, B M ipsis A P,
B P =zqualia respective, & propterea sectioni conice occurrentia in
K & M ; & jungatur K M auferens ab eadem segmentum K M R K.

B M

Sit autem.spheroidis centrum .S & semidiameter maxima S C: &

vis, qua spherois trahit corpus 2, erit ad vim, qua sphera diametro

ASxCSg—PSxKMRK
PSqg+CSg—ASyg

A B descripta trahit idem corpus, ut

ad A5 gt eodem computandi fundamento invenire licet

3 P .S quad.
vires segmentorum spharoidis.

Corol. 3. Quod si corpusculum intra sphzroidem in axe colloce-
tur; attractio erit ut ipsius distantia a centro. Id quod facilius hoc
argumento colligitur, sive particula in axe sit, sive in alia quavis
diametro data. Sit A4 G O F spharois attrahens, .S centrum ejus, &
P corpus attractum. Per corpus illud £ agantur tum semidiameter

S P A, tum recte due queevis D E, F G spharoidi hinc inde occur-
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rentes in D & E, F & G; sintque P CM, H L N superficies sphz-
roidum duarum interiorum, exteriori similium & concentricarum,
quarum prior transeat per corpus P, & secet rectas D £ & F G in
B & C, posterior secet easdem rectas in A,/ & K, L. Habeant
autem sphaeroides omnes axem communem, & erunt rectarum partes
hinc inde intercepte D P& B E, FP DF
&CGDH&ITE FK & L G sibi
mutuo zquales ; propterea quod recte
DE, PB & H 7 bisecantur in eodem
puncto, ut & recte /G, PC & K L.
Concipe jam D P F, EP G designare
conos oppositos, angulis verticalibus
DPF, EP G infinite parvis descriptos,
& lineas etiam 2D A, E [ infinite
parvas esse; & conorum particule spharoidum superficiebus
abscisse DH K F, G LITE, ob ®qualitatem linearum D H, E 7,
erunt ad invicem ut quadrata distantiarum suarum a corpusculo
P, & propterea corpusculum illud equaliter trahent. Et pari
ratione, si superficiebus spheroidum innumerarum similium con-
centricarum & axem communem habentium dividantur spatia D P F,
E°G CB in particulas, ha omnes utrinque zqualiter trahent corpus
P in partes contrarias. Aquales igitur sunt vires coni DPF
& segmenti conici £ G CB, & per contrarietatem se mutuo destruunt.
Et par est ratio virium materize omnis extra sphzroidem intimam
PCBM. Trahitur igitur corpus P a sola sphzroide intima P CB M,
& propterea (per corol. 3 prop. LXXII) attractio ejus est ad vim, qua
corpus A trahitur a sphzroide tota 4 G O D, ut distantia P.S ad
distantiam A4 .S. Q.E.D.

PROPOSITIO XCII. PROBLEMA XLVI

Dato corpore attvactivo, invenire rationem decvementi vivium centvi-
petarum in eus puncta singula tendentium.

E corpore dato formanda est sphezera vel cylindrus aliave figura
regularis, cujus lex attractionis, cuivis decrementi rationi congruens,
(per prop. LxxX, Lxxx1 & xcI) inveniri potest. Dein factis expe-
rimentis invenienda est vis attractionis in diversis distantiis, & lex
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attractionis in totum inde patefacta dabit rationem decrementi virium
partium singularum, quam invenire oportuit.

PROPOSITIO XCIII. THEOREMA XLVII.

St solidum ex una parte planum, ex veliguis autem partibus infini-
tum, constet ex particulis equalibus @qualiter attractivis, quarum
vives in rvecessu a solido decvescunt in vatione pofestalis cujus-
vis distantiarum plusquam quadrvatice, & vi solidi totius corpus-
culum ad utvamvis plani partem coustitutum trakatur: dico
quod solidi wvis illa attractiva, in vecessu ab eus superficie
plana, decvescet in ratione potestalis, cujus latus est distantia
corpusculi a plano, & index ternario minor quam index polestatis
distantiarum.

Cas. 1. Sit L G/ planum quo solidum terminatur. Jaceat solidum
autem ex parte plani hujus versus 7, inque plana innumera m A M,
nlIN,oKO,&c. ipsi GL

parallela resolvatur. Et e

primo collocetur corpus at- M N

tractum C _extra solidum. B . o .
Agatur autem C G H 7

planis illis innumeris per- & G H T K]

pendicularis, & decrescant
vires attractivae punctorum
solidi in ratione potestatis
distantiarum, cujus index sit
numerus 2z ternario non ¢ m n o

minor. Ergo (per corol. 3 prop. xc) vis, qua planum quodvis m A M
trahit punctum C, est reciproce ut C/A** In plano m H M ca-
piatur longitudo A M ipsi C A "* reciproce proportionalis, & erit
vis illa ut A M. Similiter in planis singulis / G L, » I N,
o K O, &c. capiantur longitudines G L, /N, K O, &c. ipsis
CG*, C I C K", &c. reciproce proportionales; & vires plan-
orum eorundem erunt ut longitudines capte, ideoque summa
virijum ut summa longitudinum, hoc est, vis solidi totius ut area
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G L O K in infinitum versus O X producta. Sed area illa (per notas
quadraturarum methodos) est reciproce ut C G*3, & propterea vis
solidi totius est reciproce ut CG*=. Q. E. D.

Cas. 2. Collocetur jam corpusculum g,

C ex parte plani /G L intra solidum, & v
capiatur distantia C X aqualis distantie
CG. Etsolidi pars L G /o K O, planis
parallelis /G L, 0 K O terminata, cor- & T

pusculum C in medio situm nullam in
partem trahet, contrariis oppositorum
punctorum actionibus se mutuo per
eequalitatem tollentibus. Proinde cor- ¢ 0
pusculum C sola vi solidi ultra planum O X siti trahitur. Hec autem
vis (per casum primum) est reciproce ut C A3 hoc est (ob &quales
C G, CK) reciproce ut CG*3. Q. E. D.

Corol. 1. Hince sisolidum L G 7 N planis duobus infinitis parallelis
L G, 7N utrinque terminetur; innotescit ejus vis attractiva, subdu-
cendo de vi attractiva solidi totius infiniti Z G K O vim attractivam
partis ulterioris V' ./ K O, in infinitum versus X O producte.

Corol. 2. Si solidi hujus infiniti pars ulterior, quando attractio ejus
collata cum attractione partis citerioris nullius pene est momenti,
rejiciatur : attractio partis illius citerioris augendo distantiam decrescet
quam proxime in ratione potestatis C G5,

Corol. 3. Et hinc si corpus quodvis finitum & ex una parte planum
trahat corpusculum e regione medii illius plani, & distantia inter
corpusculum & planum collata cum dimensionibus corporis attra-
hentis perexigua sit, constet autem corpus attrahens ex particulis
homogeneis, quarum vires attractivee decrescunt in ratione potestatis
cujusvis plusquam quadruplicate distantiarum; vis attractiva corporis
totius decrescet quamproxime in ratione potestatis, cujus latus sit
distantia illa perexigua, & index ternario minor quam index potestatis
prioris. De corpore ex particulis constante, quarum vires attractivae
decrescunt in ratione potestatis triplicate distantiarum, assertio non
valet; propterea quod, in hoc casu, attractio partis illius ulterioris
corporis infiniti in corollario secundo, semper est infinite major quam
attractio partis citerioris.
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Scholium.

Si corpus aliquod perpendiculariter versus planum datum trahatur,
& ex data lege attractionis queeratur motus corporis: solvetur
problema quarendo (per prop. XXXIX) motum corporis recta
descendentis ad hoc planum, & (per legum corol. 11) componendo
motum istum cum uniformi motu, secundum lineas eidem plano
parallelas facto. Et contra, si quaeratur lex attractionis in planum
secundum lineas perpendiculares facte, ea conditione ut corpus
attractum in data quacunque curva linea moveatur, solvetur problema
operando ad exemplum problematis tertii.

Operationes autem contrahi solent resolvendo ordinatim applica-
tas in series convergentes. Ut si ad -basem A in angulo quovis
dato ordinatim applicetur longitudo B, quee sit ut basis -dignitas

qualibet A " ; & queeratur vis qua corpus, secundum positionem
ordinatim applicate, vel in basem attractum vel a basi fugatum,
moveri possit in curva linea, quam ordinatim applicata termi-
no suo superiore semper attingit: Suppono basem augeri parte
quam minima O, & ordinatim applicatam A+ O[ * resolvo in

” w—rn 2 N

] . . -— m —  mm—mn —
seriem infinitam A * +; OA i O0A &c. at-

que hujus termino in quo O duarum est dimensionum, id est,
mn
. mm—mn . .
termino ———"2"OQA " vim proportionalem esse suppono. Est
2nn
m—217

PMTME A " vel quod perinde est, ut

igitur vis quesita ut
”w-—2 7

B ™. Ut si ordinatim applicata parabolam attingat,

mm—mn
nn
existente m =2, & z=1: fiet vis ut data 2 B°, ideoque dabitur.
Data igitur vi corpus movebitur in parabola, quemadmodum Ga/ileus
demonstravit. Quod si ordinatim applicata hyperbolam attingat,
existente m=0—1, & #n=1; fiet vis ut 2 A~ seu 2 B*: ideoque vi.
que sit ut cubus ordinatim applicate, corpus -movebitur in hyperbola,



222 DE MOTU CORPORUM

Sed missis hujusmodi propositionibus, pergo ad alias quasdam de

motu, quas nondum attigi.

SECTIO XIV.

De motu corporum minimorum, gque viribus centripetis ad singulas

magni alicujus corporis pavies tendentibus agitaniur.

PROPOSITIO XCIV.

THEOREMA XLVIII.

St media duo similaria, spatio planis parvallelis utringue terminato,
distinguantur ab invicem, & corpus in transitu per hoc spatium
attrakatur vel impellatur perpendiculariter versus medium alteru-

trum, neque wlla alia vi agitetur vel impediatur ; sit autem attractio,
in @qualibus ab utroque plano distantiis ad eandem ipsius partem

captis, wubique eadem: dico

quod sinus incidentie in planum

alterutrum erit ad sinum emevgentie ex plano altero in vatione data.

Cas. 1. Sunto A a, B4 plana duo parallela. Incidat corpus in
planum prius A4 & secundum lineam G /, ac toto suo per spatium

intermedium transitu attrahatur
vel impellatur versus medium
incidentize, eaque actione de-
scribat lineam curvam H /7, &
emergat secundum lineam 7 X.
Ad planum emergentie B &
erigatur perpendiculum 7 /7,
occurrens tum linea inciden-
tie G /A producte in M, tum
plano incidenti®z Aain R; &
linea emergentiee X 7 producta
occurrat Z M in L. Centro L
intervallo Z 7 describatur circu-

G
A\\?' R a

M

lus, secans tam Z M in P & Q, quam M 7 productam in &, & primo
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si attractio vel impulsus ponatur uniformis, erit (ex demoristratis
Galile:) curva H I parabola, cujus hzc est proprietas, ut rectangulum
sub dato latere recto & linea /M &quale sit M quadrato; sed & linea
H M bisecabitur in L. Unde si ad M / demittatur perpendiculum
L O, =quales erunt M/ 0, O R; & additis @qualibus O &V, O 7, fient
totee equales M N, 7/ R. Proinde cum 7 R detur, datur etiam M NV ;
estque rectangulum N A/ 7 ad rectangulum sub latere recto & 7 M,
hoc est, ad /Z Mg, in data ratione. Sed rectangulum N M 7 zquale
est rectangulo P M Q, id est, differentiee quadratorum ML ¢, & PLg
seu L /¢g; & H M ¢ datam rationem habet ad sui ipsius quartam
partem ML g: ergo datur ratio M Lg—L ITgad ML ¢, & conver-
tendo ratio L /g ad M L ¢, & ratio dimidiata L/ ad M L. Sedin
omni triangulo Z M 7, sinus angulorum sunt proportionales lateribus
oppositis. Ergo datur ratio sinus anguli incidentiee Z M/ &R ad sinum
anguli emergentie L /R. Q. E.D.

Cas. 2. Transeat jam corpus successive per spatia plura parallelis
planis terminata, 4 ¢ B, BécC, &c. & agitetur vi qua sit in sin-
gulis separatim uniformis, at in diver-
sis diversa; & per jam demonstrata, \ -

A
sinus incidentizz in planum primum .
A a erit ad sinum emergentiz ex plano ®
. . C 1
secundo B 4, in data ratione; & » d

hic sinus, qui est sinus incidentize in

planum secundum B4, erit ad sinum

emergentiz ex plano tertio Ce, in data ratione; & hic sinus ad sinum
emergentiz ex plano quarto Dd, in data ratione; & sic in infinitum :
& ex xquo, sinus incidentiz in planum primum ad sinum emergentiz
ex plano ultimo in data ratione. Minuantur jam planorum intervalla &
augeatur numerus in infinitum, eo ut attractionis vel impulsus actio,
secundum legem quamcunque assignatam, continua reddatur; &
ratio sinus incidentize in planum primum ad sinum emergentie ex
plano ultimo, semper data existens, etiamnum dabitur. Q. £. D,
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PROPOSITIO XCV. THEOREMA XLIX.

Iisdem positis; dico guod velocitas corporis ante incidentiam est ad
ejus velocitatem post emergentiam, ut sinus emergentie ad sinum
incidentice.

Capiantur 4 H, 7 d =quales, & erigantur perpendicula 4 G, 4 K
occurrentia lineis incidentizz & emergentiz G A, /K, in G & K.
In G H capiatur 7" A zqualis / KX, & ad planum A a demittatur nor-
maliter 7v. Et (per legum corol. 1) distinguatur motus corporis
in duos, unum planis 4 ¢, B4, Ce,

&c. perpendicularem, alterum iis- T
dem parallelum. Vis attractionis "
vel impulsus, agendo secundum lin-
v__\H

eas perpendiculares, nil mutat mo-

tum secundum parallelas, & prop- B
terea corpus hoc motu conficiet © ~_
equalibus temporibus @qualia illa D i ‘f

secundum parallelas intervalla, quae

sunt inter lineam 4 G & punctum

A, interque punctum / & lineam & X’; hoc est, zqualibus tempori-
bus describet lineas G A, 7K. Proinde velocitas ante incidentiam
est ad velocitatem post emergentiam, ut GA ad /K vel TH, id
est, ut 4 A vel /d ad v A, hoc est (respectu radii 77 H vel /K)
ut sinus emergenti ad sinum incidentize. Q. FE. D.

PROPOSITIO XCVI. THEOREMA L.

Lisdem positis, & quod motus ante incidentiam velocior sit quam
postea : dico quod corpus, inclinando lLincam incidentie, reflecte-

tur landem, & angulus veflexionis fiet wqualis  angulo
incidentice.

Nam concipe corpus inter parallela plana A4 a, B4, Ce¢, &c. de-
scribere arcus parabolicos, ut supra; sintque arcus illi 7 P, P Q,
Q R, &c. Et sit ealinez incidentie G /7 obliquitas ad planum pri-



ZIBER PRIMUS. ‘ 225

mum A a, ut sinus incidentize sit ad radium circuli, cujus est sinus,
in ea ratione quam habet idem sinus incidentize ad sinum emergen-
tie ex plano D4, in spatium DdeE: & ob sinum emergentie jam
factum aqualem radio, angulus emergentiz erit rectus, ideoque
linea emergentize coincidet cum plano D d. Perveniat corpus ad
hoc planum in puncto £; &

. . G Z
quoniam linea emergentie  \ e
coincidit cum eodem plano, A ~ " y a
perspicuum est quod corpus R —— 7//’—’/ y
non potest ultra pergere D - —— o

versus planum £e  Sed
nec potest idem pergere in linea emergentiz & 4, propterea quod per-
petuo attrahitur vel impellitur versus medium incidentize. Revertetur
itaque inter plana C¢, Dd, describendo arcum parabole QO & ¢, cujus
vertex principalis (juxta demonstrata Galilai) est in R; secabit
planum C¢ in eodem angulo in ¢, ac prius in O ; dein pergendo in
arcubus parabolicis ¢, /4, &c. arcubus prioribus O P, P A similibus
& wqualibus, secabit reliqua plana in iisdem angulis in p, 4, &c. ac
prius in P, /, &c. emergetque tandem eadem obliquitate in 4, qua
incidit in /. Concipe jam planorum 4 a, B4, Ce, Dd, Ee &e.
intervalla in infinitum minui & numerum augeri, eo ut actio attrac-
tionis vel impulsus secundum legem quamcunque assignatam continua
reddatur; & angulus emergentiz semper angulo incidentiz zqualis
existens, eidem etiamnum manebit xqualis. Q. £. D. A

Stclolimne.

Harum attractionum haud multum dissimiles sunt lucis reflexiones
& refractiones, facte secundum datam secantium rationem, ut invenit
Suellius, & per consequens secundum datam sinuum rationem, ut
exposuit Cartesius. Namque lucem successive propagari & spatio
quasi septem vel octo minutorum primorum a sole ad terram venire,
jam constat per phznomena satellitum ¥ouzs, observationibus diver-
sorum astronomorum confirmata. Radii autem in aére existentes
(uti dudum Grimaldus, lace per foramen in tenebrosum cubi-
culum admissa, invenit, & ipse quoque expertus sum) in transitu

suo prope corporum vel opacorum vel perspicuorum angulos
l)
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(quales sunt nummorum ex auro, argento & zre cusorum termini
rectanguli circulares, & cultrorum, lapidum aut fractorum vitro-
rum acies) incurvantur circum corpora, quasi attracti in eadem;
& ex his radiis, qui in transitu illo propius accedunt ad corpora
incurvantur magis, quasi magis attracti, ut ipse etiam diligenter
observavi. Et qui transeunt ad majores distantias minus incurvantur;
& ad distantias adhuc majores incurvantur aliquantulum ad partes
contrarias, & tres colorum fascias efformant. In figura designat s
aciem cultri vel cunei cujusvis 4 s B;
&gowog, fnunfemimedlsid
sunt radii, arcubus o w o, 7 % 22, m £ m,
/s / versus cultrum incurvati; idque
magis vel minus pro distantia eo-
rum a cultro. Cum autem talis in-
curvatio radiorum fiat in aere extra
cultrum, debebunt etiam radii, qui
incidunt in cultrum, prius incurvari in aere quam cultrum attingunt.
Et par est ratio incidentium in vitrum, Fit igitur refractio, non in
puncto incidentize, sed paulatim per continuam incurvationem radi-
orum, factam partim in aere antequam ctoa
attingunt vitrum, partim (ni fallor) in o
vitro, postquam illud ingressi sunt: uti in
radiis c£z¢, 67y b, a - xa incidentibus ad
7, ¢, p, &inter £ & 2, ¢ & y, & & x incur-
vatis, delineatum est. Igitur ob analogiam
qua est inter propagationem radiorum
lucis & progressum corporum, visum est
propositiones sequentes in usus opticos ; /
subjungere ; interea de natura radiorum © ¢ ¢

(utrum sint corpora necne) nihil omnino disputans, sed trajectorias
corporum trajectoriis radiorum persimiles solummodo determinans.

B SR
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PROPOSITIO XCVII. PROBLEMA XLVII

Posito guod sinus incidentie in superficiem aliguam sit ad sinum
emergentie in data ratione; guodgue itncurvatio vie covporum juxia
superficiem illam fiat in spatio brevissimo, quod wut punctum
considervari possit : determinare superficiem, quae covpuscula omnia
de loco dato successive manantia convergere faciat ad alium locum
datum.

Sit A locus a quo corpuscula divergunt; A locus in quem con-
vergere debent; CD E curva linea qua circa axem A4 5 revoluta
describat superficiem quesitam; 2, £ curvae illius puncta duo
quavis; & E£/F, EG perpendicula in corporis vias 4 D, DB demissa.
Accedat punctum 2 ad punctum £; & linee DF, qua 4D
augetur, ad lineam D G, qua D B diminuitur, ratio ultima er it eadem
quee sinus incidentie ad B
sinum emergentize. Datur
ergo ratio incrementi linez
AD ad decrementum linez
DB ; & propterea siin axe & ¢ XM B
A B sumatur ubivis punctum C, per quod curva CDZE transire
debet, & capiatur ipsius A4 C incrementum C M ad ipsius B C decre-
mentum C/V in data illa ratione, centrisque 4, B, & intervallis
A M, BN describantur circuli duo se mutuo secantes in /2 ;
punctum illud D tanget curvam quesitam C D E, eandemque ubivis
tangendo determinabit. Q. Z. /.

Corol. 1. Faciendo autem ut punctum A4 vel B nunc abeat in
infinitum, nunc migret ad alteras partes puncti C, habebuntur figure
il omnes, quas Carfesius in optica & geometria ad refractiones
exposuit. Quarum inventionem cum Carfesius celaverit, visum fuit
hac propositione exponere.

Corol. 2. Si corpus in superficiem quamvis C D, secundum line-
am rectam A D, lege quavis ductam incidens, emergat secundum
aliam quamvis rectam D K, & a puncto C duci intelligantur linez
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curve CP, CQipsis AD, DK
semper perpendiculares : erunt
incrementa linearum P D, Q D,
atque ideo linez ipse PD, 0D,
incrementis istis genitee, ut sinus
incidentizz & emergentie ad in- A
vicem : & contra.

PROPOSITIO XCVIII. PROBLEMA XLVIII

ITisdem positis, & circa axem A B descripta superficie quacunque
attractiva CD, regulari vel irvegulari, per quam covpora de loco
dato A exeuntia transive debent: invenire superficiem secundam

attractivam E F, que corpora illa ad locum datum B convergere
Sacat.

Juncta A4 B secet superficiem primam in C & secundam in Z,
puncto 2 utcunque assumpto. Et posito sinu incidentiz in superfi-
ciem primam ad sinum emergentizz ex eadem, & sinu emergentie
e superficie secunda ad sinum incidentize in eandem, ut quantitas
aliqua data M ad aliam datam N : produc tum 4 B ad G, utsit B G

ad CEL£ut M—N ad N; tum A D ad A, ut sit A H xqualis 4 G ;
tum etiam D Fad K, utsit D K ad DA ut Nad M. Junge K 5,
& centro [ intervallo D A describe circulum occurrentem K 5
productze in Z, ipsique D L parallelam age B F: & punctum #

tanget lineam £/, qua circa axem 4 B revoluta describet super-
ficiem queesitam, Q.FE.F.
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Nam concipe lineas C P, CQ ipsis 4 D, D F respective, & lineas
E R, E S ipsis /' B, F D ubique perpendiculares esse, ideoque Q.S
ipsi C £ semper equalem; & erit (per corol. 2 prop. xcvi) P D
ad Q0D ut M ad N, ideoque ut DL ad DK vel FB ad FK; &
divisimut DL —~FFBseu PH—PD—FZFB ad F'D seu FQ—Q D;
& composite ut P /—F B ad FQ, id est (ob xquales PH & CG,
OS & CE)CE+BG—FR ad CE~FS. Verum (ob propor-
tionales G ad CE & M—N ad N) estetiam CE+ B G ad CE
ut M ad N; ideoque divisim ~R ad /.S ut M ad N ; & propterea
(per corol. 2 prop. xcvi) superficies £ F cogit corpus, in ipsam
secundum lineam 2 F incidens, pergere in linea /R ad locum A.
Q.E.D.

Scholium. ’

Eadem methodo pergere liceret ad superficies tres vel plures.
Ad usus autem opticos maxime accommodata sunt figure spherice.
Si perspicillorum vitra objectiva ex vitris duobus spherice figuratis
& aquam inter se claudentibus conflentur; fieri potest ut a refrac-
tionibus aquz errores refractionum, quee fiunt in vitrorum superficiebus
extremis, satis accurate-corrigantur. Talia autem vitra objectiva
vitris ellipticis & hyperbolicis praferenda sunt, non solum quod
facilius & accuratius formari possint, sed etiam quod penicillos
radiorum extra axem vitri sitos accuratius refringant.  Veruntamen
diversa diversorum radiorum refrangibilitas impedimento est, quo
minus optica per figuras vel spharicas vel alias quascunque perfici
possit.  Nisi corrigi possint errores illinc oriundi, labor omnis in
caeteris corrigendis imperite collocabitur.
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LIBER SECUNDUS.

SECTIO L

De motu covporum quibus resistitur in ratione velocitatis.

PROPOSITIO I. THEOREMA 1.

Corporis, cui resistitur in vatione velocitatis, motus ex vesistentia
amissus est ut spatium movendo confectum.

AM cum motus singulis temporis particulis aqualibus amissus
sit ut velocitas, hoc est, ut itineris confecti particula: erit,
componendo, motus toto tempore amissus ut iter totum. Q. £, D.
Corol. Quare si corpus, gravitate omni destitutum, in spatiis liberis
sola vi insita moveatur; ac detur tum motus totus sub initio, tum
etiam motus reliquus post spatium aliquod confectum : dabitur
spatium totum quod corpus infinito tempore describere potest.  Erit
enim spatium illud ad spatium jam descriptum, ut motus totus sub
initio ad motus illius partem amissam.

LEMMA 1.
Quantitates differentits suis proportionales sunt continue proportionales.

Sit Aad A—B ut Bad B—C & C ad C—D &e., & .conver-
tendo fiet Aad ButBad C& Cad D &c. Q. E£.D.
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PROPOSITIO II. THEOREMA II.

St corpori resistitur in ratione velocitatis, & idem sola vi insita per
medium  similave moveatur, sumantuv autem tempora @qualia:
velocitales in principiss singulovum tempovum sunt in progressione
geometrica, & spatia singulis temporibus descripta sunt ut velocitaites.

Cas. 1. Dividatur tempus in particulas equales; & si ipsis
particularum initiis agat vis resistentizz impulsu unico, qua sit ut
velocitas : erit decrementum velocitatis singulis temporis particulis ut
eadem velocitas. Sunt ergo velocitates differentiis suis proportionales,
& propterea (per lem. 1 lib. 1) continue proportionales.  Proinde
si ex equali particularum numero componantur tempora quelibet
equalia, erunt velocitates ipsis temporum initiis, ut termini in
progressione continua, qui per saltum capiuntur, omisso passim zquali
terminorum intermediorum numero. Componuntur autem horum
terminorum rationes ex rationibus inter se iisdem terminorum
intermediorum equaliter repetitis, & propterea ez quoque rationes
composite inter se exzdem sunt. Igitur velocitates, his terminis
proportionales, sunt in progressione geometrica. Minuantur jam
equales illee temporum particule, & augeatur earum numerus in
infinitum, eo ut resistentiz impulsus reddatur continuus; & velocitates
in principiis @qualium temporum, semper continue proportionales,
erunt in hoc etiam -casu continue proportionales. Q. £. D.

Cas. 2. Et divisim velocitatum differentie, hoc est, earum partes
singulis temporibus amissa, sunt ut tote : spatia autem singulis
temporibus descripta sunt ut velocitatum partes amissz (per prop. I
lib 11) & propterea etiam ut tote. Q. £. D.

_ Corol. Hinc si asymptotis rectangulis A C,

C A describatur hyperbola B G, sintque 4 5, G

D G ad asymptoton A C perpendiculares, & el
exponatur tum corporis velocitas tum resistentia B

medii, ipso motus initio, per lineam quamvis da- ’/
tam A C, elapso autem tempore aliquo per lineam # b ¢
indefinitam DC': exponi potest tempus per aream 4 BG.D, & spatium
eo tempore descriptum per lineam 4D. Nam si area illa per motum




232 DE MOTU CORPORUM

puncti 2 augeatur uniformiter ad modum temporis, decrescet recta
D C in ratione geometrica ad modum velocitatis, & partes recte
A C =qualibus temporibus descripte decrescent in eadem ratione.

PROPOSITIO III. PROBLEMA 1.

Corpores, cui, dum in medio similavi recta ascendit wvel descendit,
resistituy i rvatione wvelocitatis, quodgue ab wuniformi gravitate
urgetur, definire motum.

Corpore ascendente, exponatur gravitas per datum quodvis
rectangulum B 4 C H, & resistentia medii initio ascensus per rectan-
gulum B4 D E sumptum ad . B '
contrarias partes recte I B. »
Asymptotis rectangulis A4 C,

CH, per punctum B describatur

hyperbola secans perpendicula K /
DE,dein G, g; & corpus ascen-

dendo tempore DGgd describet ¢ B //
spatium £Gyge, tempore DGBA G‘i—//}y//
spatium ascensus totius £ G B ; l ' :
tempore A B K/ spatium de- b 4 A 1 7 c
scensus B /7 K, atque tempore / K %7 spatium descensus K Ffk; &
velocitates corporis (resistentizz medii proportionales) in horum
temporum periodis erunt 4 B ED, A Bed nulla, A BFI, ABfi
respective ; atque maxima velocitas, quam corpus descendendo potest
acquirere, erit B4 C H.

Resolvatur enim rectangulum /

B A CH in rectangula innumera
Ak, K1 Lo, Mn, &c. que sint /

ut incrementa velocitatum aquali- ///
bus totidem temporibus facta; & 4
erunt nihil, 44, A7, Am, A n, s
— VALY s

&c. ut velocitates tote, atque ideo -

(per hypothesin) ut resistentix
medii principio singulorum tempo- A K LMN

s
\Y
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rum zqualium. Fiat 4 Cad A K vel ABHC ad A B%K ut vis
gravitatis ad resistentiam in principio temporis secundi, deque vi gravi-
tatis subducantur resistentize, & manebunt A BHC, KtH C, LI HC,
Mm H C, &c. ut vires absolutee quibus corpus in principio singu-
lorum temporum urgetur, atque ideo (per motus legem 1) ut in-
crementa velocitatum, id est, ut rectangula 4 £, K/, L m, M n, &c.
& propterea (per lem. 1lib. 11) in progressione geometrica. Quare
si recte K&, L/, Mm, Nn &c producte occurrant hyperbole
ing, 7, s ¢ &c. erunt aree A B¢ K, KgrL, LrsM, MstN, &e
eequales, ideoque tum temporibus tum viribus gravitatis semper
eequalibus analogee. Est autem area 4 B¢ K (per corol. 3 lem. vir
& lem. vt lib. 1) ad aream BAgut Kgad i £gseud Cad i 4K,
hoc est, ut vis gravitatis ad resistentiam in medio temporis primi.
Et simili argumento arexe ¢ K L », v L Ms, sM N ¢, &c. sunt ad
areas gk&/l», vims, smnt, &c. ut vires gravitatis ad resistentias in
medio temporis secundi, tertii, quarti, &c. Proinde cum arez
xquales BAKg, gKLvr, vL Ms, sMN ¢ &c. sint viribus gravi-
tatis analoge, erunt arexe B £g, gklr, rims, smnt, &c. resistentiis
in mediis singulorum temporum, hoc est (per hypothesin) velocita-
tibus, atque ideo descriptis spatiis analogae. Sumantur analogarum
summe, & erunt aree Blg, Blr, Bms, Bnt &ec. spatiis totis
descriptis analogee ; necnon aree A BgK, ABrL, ABsM,
A Bt N, &c. temporibus. Corpus igitur inter descendendum, tem-
pore quovis A B » L, describit spatium 5B /7, & tempore L »t N
spatium »/n¢ Q. E.D. Et similis est demonstratio motus expositi
in ascensu. Q. E. D.

Corol. 1. lgitur velocitas maxima, quam corpus cadendo potest
acquirere, est ad velocitatem dato quovis tempore acquisitam, ut
vis data gravitatis, qua corpus illud perpetuo urgetur, ad vim resisten-
tie, qua in fine temporis illius impeditur.

Corol. 2. Tempore autem aucto in progressione arithmetica, sum-
ma velocitatis illius maxime ac velocitatis in ascensu, atque etiam
earundem differentia in descensu decrescit in progressione geo-
metrica.

Corol. 3. Sed & differentie spatiorum, quee in aqualibus tem-
porum differentiis describuntur, decrescunt in eadem progressione
geometrica.
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Corol. 4. Spatium vero a corpore descriptum differentia est duo-
rum spatiorum, quorum alterum est ut tempus sumptum ab initio
descensus, & alterum ut velocitas, qua etiam ipso descensus initio
&quantur inter se.

PROPOSITIO 1IV. PROBLEMA 1II

Posito gquod vis gravitatis in medio aliguo similavi uniformis sit, ac
lendat perpendiculariter ad planum horvizontis; definive motum pro-
Jectilis itn eodem, vesistentiam velocitati propovtionalem patientis.

E loco quovis D egredia-
tur projectile secundum lineam
quamvis rectam D P, & per
longitudinem /2 P exponatur
ejusdem velocitas sub initio mo-
tus. A puncto P ad lineam
horizontalem 2 C demittatur
perpendiculum P C, & secetur
DCin A, utsitDAad AC
ut resistentia medii, ex motu in
altitudinem sub initio orta, ad Y, —
vim gravitatis; vel (quod pe-
rinde est) ut sit rectangulum
sub D4 & D P ad rectangu-
lum sub 4 C & C/P ut resisten-
tia tota sub initio motus ad vim  rg— /5
gravitatis.  Asymptotis D C, , / e
C P describatur hyperbola quz- ) P
vis G 778 S secans perpendi-
cula DG, ABin G & B; & B
compleatur parallelogrammum Z—] -
D G K C, cujus latus G X secet / ¢ \

A Bin Q. Capiatur linea N in » R & ¥
ratione ad QB qua DC sit ad CP; & ad recte D C punctum
quodvis R erecto perpendiculo A 7, quod hyperbole in 7, & rec-
tis EH, GK, DP in / t & V occurrat; in eo cape I » zqualem

=




LIBER SECUNDUS. 235

tGT TIE
N N
tile tempore D R 7°G perveniet ad punctum 7, describens curvam
lineam D7aF, quam punctum 7 semper tangit, perveniens autem
ad maximam altitudinem 2 in perpendiculo 4 B, & postea semper
appropinquans ad asymptoton 2, Estque velocitas ejus in puncto
. quovis 7 ut curva tangens » L. Q. E./.

Est enim N ad QB ut DCad CP seu DR ad RV, ideoque RV

D—————R;QB, & R7 (i est R V— V» seu 2EX Qlf“’G 7y
DRxAB—-RDGT .

N . Exponatur jam tempus per aream
RDG T, & (per legum corol. 1) distinguatur motus corporis in
duos, unum ascensus, alterum ad latus. Et cum resistentia sit ut
motus, distinguetur etiam heec in partes duas partibus motus pro-
portionales & contrarias: ideoque longitudo, a motu ad latus
descripta, erit (per prop. 11 hujus) ut linea D R, altitudo vero (per
prop. 11 hujus) ut area DR x AB—RDG 7, hoc est, ut
linea R 7. Ipso autem motus initio area DG 7" xqualis est rectan-
gulo DR x A Q, ideoque linea illa &7 (seu DExA BIGDR x4 Q)
tunc estad DRut A B—AQseua QB ad N,id est, ut CPad D C;
atque ideo ut motus in altitudinem ad motum in longitudinem sub ini-
tio. Cum igitur R semper sit ut altitudo, ac DR semper ut longitudo,
atque K7 ad DR sub initio ut altitudo ad longitudinem : necesse est ut
Ry semper sit ad DR ut altitudo ad longitudinem, & propterea ut corpus

moveatur in linea D7aF, quam punctum # perpetuo tangit. (Q.E.D.

Corol. 1. Est igitur R » aqualis DR;TA 5_ RZ?\IG T: ideoque

DRxAB
N
compleatur parallelogrammum A4 CP Y, jungatur D ¥ secans CP
in Z, & producatur R 7" donec occurrat 2 ¥ in X ; erit X » qualis
RDGT
N

Corol. 2. Unde si capiantur innumere C K, vel, quod perinde est,
innumere Z X in progressione geometrica; erunt totidem X # in

, vel, quod perinde est, cape & » ®qualem ; & projec-

&qualis

equalis

; id est, si

si producatur R 7"ad X ut sit £ X equalis

, & propterea tempori proportionalis.
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progressione arithmetica. ~ Et hinc curva D »a F per tabulam loga-
rithmorum facile delineatur.

Corol. 3. Si vertice [, diametro D G deorsum producta, & la-
tere recto quod sit ad 2 D P ut o
resistentia tota ipso motus ini-
tio ad vim gravitatis, parabola
construatur : velocitas quacum
corpus exire debet de loco D
secundum rectam /2, ut in me-
dio uniformi resistente describat

curvam [Dra F, ea ipsa erit qua- Fx—i
cum exire debet de eodem loco @
D, secundum eandem rectam
D P, ut in spatio non resistente 1 S W h
describat parabolam. Nam latus FJ/ ------------------------------ !L """""""""""" \ '
L. L
rectum parabola hujus, ipso mo- PR A FoooC
tus initio, est DV quad. ; & UV est (G I seu DRX Ti. Recta
Vr N 2N
autem que, si duceretur, hyperbolam G 7S tangeret in G, parallela
est ipsi D K, ideoque 7' ¢ est C—*——LDX?R, & N erat QFxDC BCXPD C. Et
propterea 7 est Df gz,i fo bC:P, id est (ob proportionales D R
DVgx CKxCP DV guad.
&DC,DV&DP - 27 grak.
, DV ) 2DPgxOF & latus rectum 7
.. 2DP B .
prodit E—E—]%{C—%— , id est (ob proportionales QB & CK, DA &
2DPgxDA .
AC) “ICwCP ideoque ad 2 DP, ut DPx DA ad CPx AC;

hoc est, ut resistentia ad gravitatem. Q.£.D.

Corol. 4. Unde si corpus de loco quovis D, data cum velocitate,
secundum rectam quamvis positione datam D 2 projiciatur; & re-
sistentia medii ipso motus initio detur : inveniri potest curva Dra F,
quam corpus idem describet. Nam ex data velocitate datur latus
rectum parabole, ut notum est. Et sumendo 2 2 P ad latus illud
rectum, ut est vis gravitatis ad vim resistentize, datur 2 2. Dein
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secando 2 Cin A, utsit CPxA Cad DPx D A .in eadem illa ra-
tione gravitatis ad resistentiam, dabitur punctum 4. Et inde datur
curva Dra F.

Corol. 5. Et contra, si datur Z
curva D »a F, dabitur & velo-
citas corporis & resistentia me-
dii in locis singulis ». Nam ex o
data ratione CPx A Cad DP
x D A, datur tum resistentia

medii sub initio motus, tum la- /
tus rectum parabole: & inde / f
datur etiam velocitas sub initio /

motus. Deinde ex longitudine
tangentis » Z, datur & huic pro-
portionalis velocitas, & veloci-
tati proportionalis resistentia in
loco quovis 7.

Corol. 6. Cum autem longi-
tudo 2 D P sit ad latus rectum
parabole ut gravitas ad resisten-
tiam in D, & ex aucta veloci-
tate augeatur resistentia in eadem
ratione, at latus rectum parabole *
augeatur in ratione illa duplicata: | / ]
patet longitudinem 2 D P au- b \
geri in ratione illa simplici, b R A ¥roc
ideoque velocitati semper proportionalem esse, neque ex angulo
C D P mutato augeri vel minui, nisi mutetur quoque velocitas.

Corol. 7. Unde liquet methodus determinandi curvam D7za /"
ex phenomenis quamproxime, & inde colligendi resistentiam & velo-
citatem quacum corpus projicitur. - Projiciantur corpora duo similia &
®qualia eadem cum velocitate, de loco D, secundum angulos diversos
CDP, CDp & cognoscantur loca 7, £, ubi incidunt in horizon-
tale planum 2 C. Tum, assumpta quacunque longitudine pro D P
vel D p, fingatur quod resistentia in /) sit ad gravitatem in ratione
qualibet, & exponatur ratio illa per longitudinem quamvis S M.
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Deinde per computationem, ex longitudine illa assumpta D P, in-

veniantur longitudines D %, D f, ac de ratione ij;:, per calculum

inventa, auferatur ratio eadem per experimentum inventa, & ex-
ponatur differentia per perpendiculum A /. Idem fac iterum ac ter-
tio, assumendo semper novam resistentie ad gravitatem rationem
S M, & colligendo novam differentiam A/ /. Ducantur autem
differentize affirmativee ad unam partem rectze S/, & negative ad

P

B

D r \ T\ [4]
N N
M M

N

alteram; & per puncta &V, V, N agatur curva regularis VNV N se-
cans rectam SM MM in X, & erit S X vera ratio resistentize ad
gravitatem, quam invenire oportuit. Ex hac ratione colligenda est
longitudo D F per calculum; & longitudo, que sit ad assumptam
longitudinem 2D P, ut longitudo D / per experimentum cognita ad
longitudinem D F# modo inventam, erit vera longitudo D P. Qua
inventa, habetur tum curva linea D7»aF quam corpus describit,
tum corporis velocitas & resistentia in locis singulis.
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Scholium.

Caterum, resistentiam corporum esse in ratione velocitatis,
hypothesis est magis mathematica quam naturalis, In mediis, qua
rigore omni vacant, resistentizz corporum sunt in duplicata ratione
velocitatum.  Etenim actione corporis velocioris communicatur
eidem medii quantitati, tempore minore, motus major in ratione
majoris velocitatis; ideoque tempore quali, ob majorem medii
quantitatem perturbatam, communicatur motus in duplicata ratione
major; estque resistentia (per motus leg. 1 & 1) ut motus com-
municatus. Videamus igitur quales oriantur motus ex hac lege
resistentize.

SECTIO 11

De motu corporum quibus rvesistitur in duplicata ratione velocitatum.

PROPOSITIO V. THEOREMA IIL

Sz corpori vesistitur in velocitatis vatione duplicate, & idem sola
vi insita per medium similave movetur; lempora vero sumaniur
in progressione geometrica @ minoribus leyminis ad majores pergente :
dico quod velocitates initio singulorum lemporum sunt in eadem
progressione geometvica inverse; & quod spatia sunt wqualia, que
stngulis lemporibus describuniur.

Nam quoniam quadrato velocitatis proportionalis est resistentia
medii, & resistentiee proportionale est decrementum velocitatis; si
tempus in particulas innumeras zquales dividatur, quadrata velo-
citatum singulis temporum initiis erunt velocitatum earundem
differentiis proportionalia. Sunto temporis particule ille 4 X, K L,
L M, &c. in recta CD sumptz, & erigantur perpendicula A4 B,
Kbfk, LI, Mm, &c. hyperbole B#%/m G, centro C asymptotis
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rectangulis C D, C/ descriptz, occurrentia in 5, £, £, m, &c. & erit
ABad Kkut CK ad CA, & divisim AB—-K/k ad KZut AK ad
CA, & vicissim A B—Kkad A K ut K#%ad CA,ideoque ut A B
wxKkad ABx CA. Unde, com AKX & AB x CA dentur, erit A5
—Kkut ABx Kk; & ultimo, ubi coeunt 48 & Kk, ut 459. Et
simili argumento erunt Kz— L/, LI/—Mm, &c. ut Kk quad. L{ quad.
&c. Linearum igitur A B, K%, L/, M m quadrata sunt ut earun-
dem differentizz; & idcirco, cum quadrata velocitatum fuerint
etiam ut ipsarum differentize, similis erit ambarum progressio. Quo
demonstrato, consequens est etiam ut g \

arez his lineis descriptee sint in pro-
gressione consimili cum spatiis quee
velocitatibus describuntur.  Ergo si
velocitas initio primi temporis 4 K
exponatur per lineam A B, & velo-
citas initio secundi A L per lineam
K#, & longitudo primo tempore
descripta per aream A K £25; velo-
citates omnes subsequentes expon-
entur per lineas subsequentes L/ M m, &c. & longitudines
descriptee per areas K/, Lm, &c. Et composite, si tempus totum
exponatur per summam partium suarum 4 M, longitudo tota
descripta exponetur per summam partium suarum A4 M m B. Con-
cipe jam tempus A4 A/ ita dividi in partes A K, KL, L M, &c. ut
sint CA4, CK, CL, CM, &c. in progressione geometrica; & erunt
partes illee in eadem progressione, & velocitates A B, K %, L 7, M m,
&c. in progressione eadem inversa, atque spatia descripta A4 £, K/,
L m, &c. wqualia. Q.E.D.

Corol. 1. Patet ergo quod, si tempus exponatur per asymptoti
partem quamvis .4 [, & velocitas in principio temporis per ordi-
natim applicatam 4 5, velocitas in fine temporis exponetur per
ordinatam D G, & spatium totum descriptum per aream hyperbo-
licam adjacentem A4 B G D ; necnon spatium, quod corpus aliquod
eodem tempore A D, velocitate prima 4 5, in medio non resistente
describere posset, per rectangulum 4 B x 4 D.

Corol. 2. Unde datur spatium in medio resistente descriptum,
capiendo illud ad spatium quod velocitate uniformi 4 5 in medio

o AKLYM T, D
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non resistente simul describi posset, ut est area hyperbolica A4 BGD
ad rectangulum 4 Bx A4 D.

Corol. 3. Datur etiam resistentia medii, statuendo eam ipso mo-
tus initio aqualem esse vi uniformi centripetz, qua in cadente
corpore, tempore A C, in medio non resistente, generare posset
velocitatem 4 B. Nam si ducatur B 7" que tangat hyperbolam in 5,
& occurrat asymptoto in 7°; recta A 7 zqualis erit ipsi 4 C, & tem-
pus exponet, quo resistentia prima uniformiter continuata tollere
posset velocitatem totam 4 B5.

Corol. 4. Et inde datur etiam proportio hujus resistentizz ad vim
gravitatis, allamve quamvis datam vim centripetam.

Corol. 5. Et vice versa, si datur proportio resistentizz ad datam
quamvis vim centripetam; datur tempus 4 C, quo vis centripeta
resistentiee zequalis generare possit velocitatem quamvis 4 B: &
inde datur punctum B per quod hyperbola, asymptotis C /A, C D,
describi debet; ut & spatium A4 B G D, quod corpus incipiendo
motum suum cum velocitate illa A4 B, tempore quovis A4 D, in
medio similari resistente describere potest.

PROPOSITIO VI. THEOREMA IV,

Corpora spharica homogenea & w@qualia, resistentits in duplicata
vatione velocitatum impedita, & solis viribus insitss tncitata, tenpori-
bus, que sunt reciproce ut velocitales sub initio, describunt sempper
equalic spatia, & amiltunt partes velocitatum proportionales

lolis.

Asymptotis rectangulis CD, CH ¥
descripta hyperbola quavis B 6 £ ¢ se- \B
cante perpendicula 4 B, a b, D E, de,
in B, 6, E, e, exponantur velocitates
initiales per perpendicula 4 B, D E, &
tempora per lineas 4 a, Dd. Estergo
ut 4« ad Dd ita (per hypothesin) DE
ad 4 B, & ita (ex natura hyperbolz)

CA ad CD; & componendo, ita Ca € A& I

ad Cd. Ergo aree ABba, DEecd hoc est, spatia descripta

Q
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aequantur inter se, & velocitates prime 4 B, D E sunt ultimis a4, de,
& propterea dividendo partibus etiam suis amissis 4 B—ad,
D E —d e proportionales. Q. E. D.

PROPOSITIO VII. THEOREMA V.

Corpora spherica quibus vesistitur in duplicata ratione velocitatum,
lemporibus, que sunt ut motus primi directe & vesistentie prime
inverse, amitient partes motuum proportionales totis, & spatia
describent temporibus istts & velocitatibus primis conjunctim pro-
portionalia.

Namque motuum partes amisse sunt ut resistentiz & tempora
conjunctim. Igitur ut partes illee sint totis proportionales, debebit
resistentia & tempus conjunctim esse ut motus. Proinde tempus
erit ut motus directe & resistentia inverse. Quare temporum par-
ticulis in ea ratione sumptis, corpora amittent semper particulas
motuum proportionales totis, ideoque retinebunt velocitates velocitati-
bus suis primis semper proportionales. Et ob datam velocitatum
rationem, describent semper spatia, qua sunt ut velocitates prime &
tempora conjunctim. Q. E. D.

Corol. 1. lgitur si aequivelocibus corporibus resistitur in duplicata
ratione diametrorum : globi homogenei quibuscunque cum veloci-
tatibus moti, describendo spatia diametris suis proportionalia, amit-
tent partes motuum proportionales totis. Motus enim globi cujusque
erit ut ejus velocitas & massa conjunctirh, id est, ut velocitas & cubus
diametri; resistentia (per hypothesin) erit ut quadratum diametri &
quadratum velocitatis conjunctim; & tempus (per hanc propositionem)
est in ratione priore directe & ratione posteriore inverse, id est, ut
diameter directe & velocitas inverse; ideoque spatium, tempori &
velocitati proportionale, est ut diameter.

Corol. 2. Si @quivelocibus corporibus resistitur in ratione sesqui-
plicata diametrorum : globi homogenei quibuscunque cum velocitati-
bus moti, describendo spatia in sesquiplicata ratione diametrorum,
amittent partes motuum proportionales totis.

Corol. 3. Et universaliter, si @quivelocibus corporibus resistitur in
ratione dignitatis cujuscunque diametrorum: spatia quibus globi
homogenei, quibuscunque cum velocitatibus moti, amittent partes
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motuum proportionales totis, erunt ut cubi diametrorum ad dignitatem
illam applicati.  Sunto diametri D & E; & si resistentiee, ubi
velocitates aquales ponuntur, sint ut D* & E”: spatia quibus globi,
quibuscunque cum velocitatibus moti, amittent partes motuum
proportionales totis, erunt ut D> & E3”  Et propterea globi
homogenei describendo spatia ipsis D3 & E3™ proportionalia,
retinebunt velocitates in eadem ratione ad invicem ac sub initio.

Corol. 4. Quod si globi non sint homogenei, spatium a globo
densiore descriptum augeri debet in ratione densitatis,  Motus enim,
sub pari velocitate, major est in ratione densitatis, & tempus (per
hanc propositionem) augetur in ratione motus directe, ac spatium
descriptum in ratione temporis.

Corol. 5. Et si globi moveantur in mediis diversis; spatium in
medio, quod ceateris paribus magis resistit, diminuendum erit in
ratione majoris resistentizz.  Tempus enim (per hanc propositionem)
diminuetur in ratione resistentie aucte, & spatium in ratione
temporis.

LEMMA 11

Momentum genitw @guatur momentis laterum singulorum generantium
in corundem lalerum indices dignitatum: & cogfficientia continue
ductis.

Genitam voco quantitatem omnem, qua ex lateribus vel terminis
quibuscunque in arithmetica per multiplicationem, divisionem, &
extractionem radicum ; in geometria per inventionem vel contentorum
& laterum, vel extremarum & mediarum proportionalium, sine
additione & subductione generatur.  Ejusmodi quantitates sunt
facti, quoti, radices, rectangula, quadrata, cubi, latera quadrata, latera
cubica, & similes. =~ Has quantitates, ut indeterminatas & instabiles,
& quasi motu fluxuve perpetuo crescentes vel decrescentes, hic
considero; & earum incrementa vel decrementa momentanea
sub nomine momentorum intelligo : ita ut incrementa pro momentis
addititiis seu affirmativis, ac decrementa pro subductitiis seu
negativis habeantur. Cave tamen intellexeris particulas finitas,
Particulee finitze non sunt momenta, sed quantitates ipsz ex momentis
genitz. Intelligenda sunt principia jamjam nascentia finitarum
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magnitudinum. Neque enim spectatur in hoc lemmate magnitudo
momentorum, sed prima nascentium proportio. Eodem recidit si
loco momentorum usurpentur vel velocitates incrementorum ac
decrementorum (quas etiam motus, mutationes & fluxiones quantita-
tum nominare licet) vel finitee quaevis quantitates velocitatibus hisce
proportionales.  Lateris autem cujusque generantis coefficiens est
quantitas, quae oritur applicando genitam ad hoc latus. :
Igitur sensus lemmatis est, ut, si quantitatum quarumcunque
perpetuo motu crescentium vel decrescentium A, B, C, &c. momenta,
vel his proportionales mutationum velocitates dicantur «, 4, ¢, &c.
momentum vel mutatio geniti rectanguli A B fuerite B+ 4 A, & geniti
contenti A B C momentum fuerit a BC+46A C+cA B: & genitarum

1 3 1 2
. . -1 —2 1
dignitatum A% A3 A% A% A® A® A’ A7, A", & A~z momenta
1 1 2 1
-1 1 : —2
2a A, 3aA% 4aA% raA T 3aA%1aA 7 2aA? —aAT,

—2a A% & — 1 a A ? respective. Et generaliter,” ut dignitatis

” n—mnt
(4

. 2= . 7 .
cujuscunque A ” momentum fuerit o aA ~ . Item utgenite

A? B momentum fuerit 2 aAB+46A?; & genite A® B* C* momentum
3

3a A B* CP4+406A* B* C*+2cA* B* C; & genite —g; sive

A* B momentum 3aA? B2 —24A% B®: & sic in cateris.

Demonstratur vero lemma in hunc modum.

Cas. 1. Rectangulum quodvis motu perpetuo auctum A B, ubi
de lateribus A & B deerant momentorum dimidia % & & % 4, fuit
A—iamnB—iéseu AB—2aB—-16A+1aéb; & quam primum
latera A & B alteris momentorum dimidiis aucta sunt, evadit A+3% @
in B+%4 seu AB+2aB+356A+1ab De hoc rectangulo
subducatur rectangulum prius, & manebit excessus @ B+4 A. Igitur
laterum incrementis totis & & &4 generatur rectanguli incrementum
aB+6A. Q. ED.

Cas. 2. Ponatur A B semper @quale G, & contenti ABC seu
G C momentum (per cas. 1) erit gC+¢G, id est (si pro G & g
scribantur AB & a B4+46A)aBC+46AC+c¢AB. Et par est ratio
contenti sub lateribus quotcunque. Q. £. D.
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Cas. 3. Ponantur latera A, B, C sibi mutuo semper ®qualia; &
ipsius A? id est rectanguli A B, momentum aB+4A erit 2 2 A,
ipsius autem A3 id est contenti A BC, momentum ¢ BC+46AC
4+¢AB erit 32A% Et eodem argumento momentum dignitatis
cujuscunque A" est za A", Q.E.D.

1. . ..
Cas. 4. Unde cum A in A sit 1, momentum ipsius x ductum

1

A

in A, una cum —— ducto in @ erit momentum ipsius 1, id est, nihil

A’

Proinde momentum ipsius & seu ipsius A~ est Et generaliter

I

. .. .
cum -— in A” sit I, momentum ipsius ductum in A” una cum

A An
1. o ..o 1
A 0 na A" erit nihil. Et propterea momentum ipsius A seu
na
A7 erit— Kn—; QE D

1, 1, .. 1 )
Cas. 5. Et cum A ? in A ® sit A, momentum ipsius A * ductum in

a

R . .. F U
2 A7 erit a, per cas. 3: ideoque momentum ipsius A * erit ]
2Az

1 7

sive @A °. Et generaliter si ponatur A * zquale B, erit A”™
azquale B”, ideoque ma A™ =quale 24 B*, & ma A™ xquale

» WI-—R

nbB seu nbA 7, ideoque’gaA * zequale 4, id est, aquale.

”

momento ipsius A . Q.E.D.

Cas. 6. lgitur genite cujuscunque A” B* momentum est momen-
tum ipsius A” ductum in B% una cum momento ipsius B”* ducto in
A~ id est ma A" B+ 26B* A™; idque sive dignitatum in-
dices 7 & » sint integri numeri vel fracti, sive affirmativi vel nega-
tivi Et par est ratio contenti sub pluribus dignitatibus. Q. £..D.

Corol. 1. Hinc in continue proportionalibus, si terminus unus datur,
momenta terminorum reliquorum erunt ut iidem termini multipli-
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cati per numerum intervallorum inter ipsos & terminum datum.
Sunto A, B, C, D, E, F continue proportionales ; & si detur terminus
C, momenta reliquorum terminorum erunt inter se ut —2 A,—B,
D, 2E, 3F.

Corol. 2. Et si in quatuor proportionalibus duz medie dentur,
momenta extremarum erunt ut ezedem extrema. Idem intelligendum
est de lateribus rectanguli cujuscunque dati.

Corol. 3. Et si summa vel differentia duorum quadratorum detur,
momenta laterum erunt reciproce ut latera.

Scholium.

In epistola quadam ad D. ¥. Collinzum nostratem 10 Decem. 1672
data, cum descripsissem methodum tangentium quam suspicabar
eandem esse cum methodo SZzsiz tum nondum communicata; sub-
junxi: Hoc est unum particularve vel corollavium potius methodi
genervalis, quee extendit se citva molestum ullum calculum, non modo
ad ducendum tangenies ad quasvis curvas sive geometvicas sive mechanicas
vel quomodocunque rectas lineas aliasve curvas wvespicientes, verum
etiam ad resolvendum alia abstvusiora problematum geneva de curvi-
tatibus, areis, longitudinibus, centris gravitatis curvarum &c. neque
(quemadmodune Huddenii methodus de maximas & minimis) ad
solas  restringitur @quationes illas que gquantitatibus suvdis sunt
immunes.  Hanc methodum intertexui alteri isti qua @quationum
exegesin instituo reduccndo eas ad series infinttas.  Hactenus epistola.
Et hzc ultima verba spectant ad tractatum quem anno 1671 de
his rebus scripseram.  Methodi vero hujus generalis fundamentum
continetur in lemmate praecedente.

PROPOSITIO VIII. THEOREMA VI.

St corpus in medio uniformi, gravitate wuniformiter agente, vecta
ascendat vel descendat, & spatium ftotum descriptum distinguatur
n paries equales, inque principiis singularum partium (addendo
vesistentiam medit ad vim  gravitalis, quando covpus ascendit,

vel subducendo ipsam quando corpus descendit) investigentur
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vives absolute ; dico quod virves tlle absolute sunt in ;Sfogresszone

geometrica.

Exponatur enim vis gravitatis per datam lineam A4 C; resistentia
per lineam indefinitam 4 A& ; vis absoluta in descensu corporis per
differentiam X C; velocitas corporis per lineam A P, que sit media
proportionalis inter 4 X & A C, ideoque in subduplicata ratione
resistentize ; incrementum resistentize data temporis particula factum
per lineolam AL, & contemporaneum velocitatis incrementum per
lineolam P Q; & centro C asymptotis rectangulis C.A4, C / describa-
tur hyperbola quaevis B /N .S, erectis perpendiculis 4 5, KN, L O
occurrens in 5, N, O. Quoniam A4 K est ut 4 P ¢, erit hujus mo-
mentum X L ut illius momen-
tum 24 PQ:id est,ut AP in
K C; nam velocitatis incremen-
tum P Q (per motus leg. 11)
proportionale est vi generanti
K C. Componatur ratio ipsius
K L cum ratione ipsius A /V, |
& fiet rectangulum KL x KN . | ; ;
ut 4 Px K Cx K N; hoc est, © S A
ob datum rectangulum A Cx K NV, ut 4 P. Atquiaree hyperbolice
K N OL ad rectangulum K L x K N ratio ultima, ubi coeunt puncta
K & L, est =qualitatis. Ergo area illa hyperbolica evanescens est
ut 4 P. Componitur igitur area tota hyperbolica 4 B O L ex par-
ticulis A’V O L velocitati A P semper proportionalibus, & propterea
spatio velocitate ista descripto proportionalis est. Dividatur jam area
illa in partes eequales A BMI, IMNK, KNOL, &c. & vires
absolute 4 C, /C, K C, L C, &c. erunt in progressione geometrica.
Q. E.D. Et simili argumento, in ascensu corporis, sumendo, ad
contrariam partem puncti A, zquales areas A Bmz, imnk, knol,
&ec. constabit quod vires absolutee 4 C, 7 C, £ C, /C, &c. sunt continue
proportionales. Ideoque si spatia omnia in ascensu & descensu capi-
antur zqualia; omnes vires absolute /C, £C, 1C, AC, I C, KC,
L C, &c. erunt continue proportionales. Q. £. D.

Corol. 1. Hinc si spatium descriptum exponatur per aream hyper-
bolicam 4 B N K; exponi possunt vis gravitatis, velocitas corporis
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& resistentia medii per lineas 4 C, 4 P & A K respective; & vice
versa.

Corol. 2. Et velocitatis maxima, quam corpus in infinitum de-
scendendo potest unquam acquirere, exponens est linea A4 C.

Corol. 3. lgitur si in data aliqua velocitate cognoscatur resistentia
medii, invenietur velocitas maxima, sumendo ipsam ad velocitatem
illam datam in subduplicata ratione, quam habet vis gravitatis ad
medii resistentiam illam cognitam.

PROPOSITIO IX. THEOREMA VIIL

Positis jam demonstratis, dico quod, si tangentes angulorum sectoris
crcularis & sectoris hyperbolici sumantur velocitatibus proportion-
ales, existente radio juste magnitudinis : erit tempus omne ascendend:
ad locum summum ut sector civeuli, & tempus ommne descendends a
loco summo ut sector hyperbole.

Recte A C, qua vis gravitatis exponitur, perpendicularis & @qua-
lis ducatur 4 D. Centro D semidiametro A4 D describatur tum
circuli quadrans A4 7 £, tum hyperbola rectangula 4 7”2 axem ha-
bens A4 X, verticem principalem 4, & asymptoton 2 C. Ducantur
Dp, D P, & erit sector circularis A4 ¢ 0 ut tempus omne ascendendi
ad locum summum; & sector hyperbolicus 4 7°D ut tempus omne
descendendi a loco summo: Si modo sectorum tangentes A 2,
A P sint ut velocitates.

Cas. 1. Agatur enim D v ¢ abscindens sectoris 4 D ¢ & trianguli
A D p momenta, seu particulas quam minimas simul descriptas ¢ D v
& gDp. Cum particule ille, ob angulum communem D, sunt in
DpxtDguad.

2D quad.
id est, ob datam £, utp————ézg)zi . Sed D quad. est A D quad. +
Ap quad. id est, A D quad. + A Dx Ak seu ADxCk; &gDp

estz 4D xpg. Ergo sectoris particula #D v est ut %%; id est,

duplicata ratione laterum, erit particula 7D v ut £
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ut velocitatis decrementum quam minimum p ¢ directe, & vis illa CZ
qua velocitatem diminuit inverse ; atque ideo ut particula temporis
decremento velocitatis respondens. Et componendo fit summa
particularum omnium #.0 v in sectore A D¢, ut summa particularum
temporis singulis velocitatis decrescentis 4 p particulis amissis p ¢
respondentium, usque dum velocitas illa in nihilum diminuta evanuerit;
hoc est, sector totus 4 D ¢ est ut tempus totum ascendendi ad locum
summum. Q.F.D.

Cas. 2. Agatur D Q V abscindens tum sectoris D .4 V, tum trian-
guli D A Q particulas quam minimas 70 V & PDQ; & erunt he
particulee ad invicem ut D 7¢g ad DPg,id est (si 7X & AP
parallelee sint) ut D Xgad D Agvel TXgad AP g & divisim ut
DXg—TXgad DAg—APg. Sed ex natura hyperbole D X ¢

4 .

— 7 Xgest AD g, & per hypothesin 4 Pgest ADx A K. Ergo
particule sunt ad invicem ut 4 Dgad A Dg—ADxA K ; id est,
utADad AD—A4 K seu AC ad CK : ideoque sectoris particula

TDV est j—D——Z—)—C’Q—]?—‘!L—C:; atque ideo ob datas A C & A D, ut
PO

——, id est, ut incrementum velocitatis directe, utque vis generans

CK



250 DE MOTU CORPORUM

incrementum inverse; atque ideo ut particula temporis incremento
respondens. Et componendo fit summa particularum temporis,
quibus omnes velocitatis A4 P particule P Q generantur, ut summa
particularum sectoris A4 7", id est, tempus totum ut sector totus.
Q.E.D.

Corol. 1. Hinc si A B =quetur quarte parti ipsius 4 C, spatium
quod corpus tempore quovis cadendo describit, erit ad spatium,
quod corpus velocitate maxima 4 C, eodem tempore uniformiter
progrediendo describere potest, ut area A4 BN K, qua spatium
cadendo descriptum exponitur, ad aream A4 7°J, qua tempus expo-
nitur, Nam cum sit 4 Cad 4 Put A P ad A K, erit (per corol. 1

E

lem. 11 hujus) L K ad PQ ut 2.4 K ad A P, hoc est, ut 2.4 P ad
AC &inde LKad s PQut APad tACvel AB; est & KN
ad ACvel AD ut AB ad CK ; itaque ex xquo LANO ad DPQ
utAPad CK. Sederat DPQad D7 VutCKad AC. Ergo
rursus ex &quo LA N Oestad D 7V ut AP ad A4 C; hoc est, ut
velocitas corporis cadentis ad velocitatem maximam quam corpus
cadendo potest acquirere. Cum igitur arearum A BN K & AT D
momenta LA NO & D TV sunt ut velocitates, erunt arearum
illarum partes omnes simul genite ut spatia simul descripta, ideoque
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arex tote ab initio genite 4 BN K & A 7D ut spatia tota ab
initio descensus descripta. Q. £. D.

Corol. 2. Idem consequitur etiam de spatio quod in ascensu
describitur. Nimirum quod spatium illud omne sit ad spatium, uni-
formi cum velocitate 4 C eodem tempore descriptum, ut est area
A B nk ad sectorem A D £,

Corol. 3. Velocitas corporis tempore A 7D cadentis est ad ve-
locitatem, quam eodem tempore in spatio non resistente acquireret,
ut triangulum 4 P D ad sectorem hyperbolicum A4 7°0D. Nam
velocitas in medio non resistente foret ut tempus 4 7.0, & in
medio resistente est ut 4 7, id est, ut triangulum A P D. Et ve-
locitates illee initio descensus aquantur inter se, perinde ut arez
ille 4 77D, A P D.

Corol. 4. Eodem argumento velocitas in ascensu est ad velocita-
tem, qua corpus eodem tempore in spatio non resistente omnem suum
ascendendi motum amittere posset, ut triangulum A p D ad sectorem
circularem A4 D, sive ut recta A p ad arcum A £

Corol. 5. Est igitur tempus, quo corpus in medio resistente ca-
dendo velocitatem 4 P acquirit, ad tempus, quo velocitatem maxi-
mam A C in spatio non resistente cadendo acquirere posset, ut sector
ADT ad triangulum A4 D C: & tempus, quo velocitatem A4 p in
medio resistente ascendendo possit amittere, ad tempus quo velocita-
tem eandem in spatio non resistente ascendendo posset amittere, ut
arcus A4 ¢ ad ejus tangentem A p.

Corol. 6. Hinc ex dato tempore datur spatium ascensu vel de-
scensu descriptum. Nam corporis in infinitum descendentis datur
velocitas maxima (per corol. 2 & 3 theor. v1 lib. 11) indeque datur
tempus quo corpus velocitatem illam in spatio non resistente cadendo
posset acquirere. Et sumendo sectorem A D 7 vel A D¢ ad trian-
gulum A4 D C in ratione temporis dati ad tempus modo inventum ;
dabitur tum velocitas 4 P vel 4 p, tum area A BN K vel A B#n#,
que est ad sectorem 4 D 7T vel AD¢ ut spatium quasitum ad
spatium, quod tempore dato, cum velocitate illa maxima jam ante
inventa, uniformiter describi potest.

Corol. 7. Et regrediendo, ex dato ascensus vel descensus spatio
ABunkvel AB N K, dabitur tempus A Dt vel AD 7.
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PROPOSITIO X. PROBLEMA III.

Tendat uniformis vis gravitatis divecte ad planum horizontis, sitque
vesistentia ut medii densitas & quadrvatum velocitatis conjunctim :
vequivitur tum medii densitas in locis singulis, quee facial ut corpus
in data quavis linea curva moveatur; tum corporis velocitas & medii
vesistentia in locts singulis.

Sit P Q planum illud plano schematis perpendiculare ; P 7 H Q
linea curva plano huic occurrens in punctis P & Q; G, H, 1, K
loca quatuor corporis in hac curva ab #/ ad Q pergentis; & G B,
HC 7D, KE ordinate quatuor parallele ab his punctis ad hori-
zontem demisse, & line horizontali P Q ad puncta B, C, D, E
insistentes; & sint 5C, CD, DE
distantize ordinatarum inter se Tt_\
@quales, A punctis G & A du- —F \E\EI%L
cantur recte G L, A N curvam N
tangentes in ¢ & //, & ordina-
tis C A, D7 sursum productis
occurrentes in L & N, & com-
pleatur parallelogrammum /7 C
D M. Et tempora, quibus cor- P B C D E Q
pus describit arcus G /A, ///, erunt in subduplicata ratione altitu-
dinum L A, N 7, quas corpus temporibus illis describere posset, a
tangentibus cadendo; & velocitates erunt ut longitudines descripte
G H, H T directe & tempora inverse. Exponantur tempora per T

& ¢, & velocitates per GTH & ]i[; & decrementum velocitatis
tempore / factum exponetur per G,IH fil, Hoc decrementum

oritur a resistentia corpus retardante, & gravitate corpus acceler-
ante. Gravitas, in corpore cadente & spatium NV /7 cadendo descri-
bente, generat velocitatem, qua duplum illud spatium eodem tem-
pore describi potuisset, ut Ga/lilexs demonstravit; id est, velocita-

I . . . .
: at in corpore arcum /7 / describente, auget arcum illum
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sola longitudine /7 /—/H N seu %—{f—}([ﬂ[ ; ideoque generat tan-
tum velocitatem i%[;{;j———j]v] . Addatur h=c velocitas ad decremen-

tum pradictum, & habebitur decrementum velocitatis ex resistentia
G H H7 I 2 M7 % N 7
T ¢ txHIT

gravitas eodem tempore in corpore cadente generet velocitatem

sola oriundum, nempe Proindeque cum

2 NT . . . . GH HI 2MIxNIT
: tent t ad t it Wil b il
; resistentia erit ad gravitatem ut T r + X7
2 NT txGH 2 MIx N7
244 T2 X AV L
ad p , sive ut T I+ 777 ad 2 V /.

Jam pro abscissis €5, CD, CE scribantur—o, o0, 20. Pro
ordinata C / scribatur -P, & pro M7 scribatur series quelibet
Qo+ Roo+So3+ &c.  Et seriei termini omnes post primum
nempe Roo+So*+ &c. erunt N/, & ordinate D/, EK, & BG
erunt P—Qo—Roo—-S0?—&c. P—2Qo—4Ro0—8S0 —
&c. & P+Qo—Roo+ S o®— &c. respective. Et quadrando diffe-
rentias ordinatarum B G~ CH & CH—-D /, & ad quadrata
prodeuntia addendo quadrata ipsarum /5 C, C' D, habebuntur arcuum
GH, HI quadrata o0+ QQo0o—2QR o> + &c. & oo+ Q Qoo

+2QR o+ &c.  Quorum radices o /1 + QO _?_Ql—,%,

o T+Q0 + ——-Q—R—(T(hj sunt arcus G A & H7. Preterea si ab

ordinata C A subducatur semisumma ordinatarum A& G ac D/,
& ab ordinata D 7/ subducatur semisumma ordinatarum C/H &
E K, manebunt arcuum G/ & H K sagitte Roo & Roo+3S¢%
Et he sunt lineolis Z Z & N 7 proportionales, ideoque in du-
plicata ratione temporum infinite parvorum T & #: & inde ratio

R+3So R+2So0 o IxGH 2MIx NI,
est &/ seu R & T —H 7+ — 7
substituendo ipsorum TI{" GH, HI, M7 & N7 valores jam in-

ventos, evadit 3 Séo J1+0QQ. Etcum 2 N/ sit 2 Roo, resi-
2 .
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3500
2R

stentia jam erit ad gravitatem ut 1+ QQad2Roo, id est,

ut3S J/1+0QQad4RR.
Velocitas autem ea est, quacum corpus de loco quovis /7,
secundum tangentem /A N egrediens, in parabola diametrum /A C

& latus rectum HNG sen 1+90 habente, deinceps in vacuo
NI R
moveri potest.
Et resistentia est ut medii densitas & quadratum velocitatis

conjunctim, & propterea medii densitas est ut resistentia directe &

e . . SJ1 ]
quadratum velocitatis inverse, id est, ut é——“/——_’-—Q——Q directe &

4RR
I—-}-—RQ—Q inverse, hoc est, ut RJ—IS——W—Q« O.E. I
Corol. 1. Si tangens /N producatur utrinque donec occurrat

ordinate cuilibet 4 /' in 7°: erit Zgaequalis J 1+ QO0, ideoque

in superioribus pro &/ 1 + Q Q scribi potest.  Qua ratione resistentia
erit ad gravitatem ut 3Sx /A 7 ad 4 RR x A C, velocitas erit
ut ALC{/ R’ & medii densitas erit ut ———s : ﬁ'?‘

Corol, 2. Et hinc, si curva
linea P/ H Q definiatur per T
relationem inter basem seu h%\\T
abscissam A4 C & ordinatim | HN
applicatam C /7, ut moris est; N\
& wvalor ordinatim applicate
resolvatur in seriem conver-
gentem : Problema per primos
seriei terminos expedite solve-
tur, ut in exemplis sequentibus.

Exempl. 1. Sit linea P F A Q semicirculus super diametro £ Q
descriptus, & requiratur medii densitas que faciat ut projectile
in hac linea moveatur.

Bisecetur diameter PQ in A ; dic AQ,n; AC,a; CH, ¢; &
CD,o: & erit DIg seu 4Q0g9g—~ADg=nn—aa—2a0—00,seu

£ C D E Q
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¢¢—2 ao—o0, & radice per methodum nostram extracta, fiet D /7=

ao 00 aaoo a o} ad o3 . .
£ — — — &c. Hic scribatur z# pro
e 2¢ 2¢° 2 ¢3 2 ¢

cetaa, & evadet D [=¢ — 4o _rrog _ anno — &ec.
e 2 e 2 68

Hujusmodi series distinguo in terminos successivos in hunc modum.
Terminum primum appello, in quo quantitas infinite parva ¢ non
extat; secundum, in quo quantitas illa est unius dimensionis ; tertium,
in quo extat duarum ; quartum, in quo trium est; & sic in infinitum.
Et primus terminus, qui hic est ¢ denotabit semper longitudinem
ordinate C/ insistentis ad initium indefinitee quantitatis o.

. - ao g ..
Secundus terminus, qui hic est — denotabit differentiam inter C /£

& DN, id est, lineolam M N, que abscinditur complendo
parallelogrammum A C.D M, atque ideo positionem tangentis /7 NV
semper determinat; ut in hoc casu capiendo M N ad A M ut est
_{z?o_ ad o, seu @ ad e. Terminus tertius, qui hic est —7%7—2—5; , designa-
bit lineolam 7/, qua jacet inter tangentem & curvam, ideoque
determinat angulum contactus /7 /A /V seu curvaturam quam curva
linea habet in A. Si lineola illa /N finitz est magnitudinis,
designabitur per terminum tertium una cum sequentibus in infinitum.
At si lineola illa minuatur in infinitum, termini subsequentes
evadent infinite minores tertio, ideoque negligi possunt.  Terminus
quartus determinat variationem curvature, quintus variationem
variationis, & sic deinceps.  Unde obiter patet usus non contemnen-
dus harum serierum in solutione problematum, qua pendent a

tangentibus & curvatura curvarum,

. . a0 nnoo annod .
Conferatur jam series ¢ — — — - — &c. cum ferie
e 2 ¢’ 2 ¢°

P—Qo—Roo—So03 —&c. & perinde pro P, Q, R & S scribatur ¢,

a nn ann ——— . aa 7
- —, & ——, & pro I scribatur /I-l-t seu —
2 20 2 &GP J1+QQ ee o &

o . . . a a
prodibit medii densitas ut P hoc est (ob datam z) ut ~» Seu

—?—fc—;, id est, ut tangentis longitudo illa /7 7, qua ad semidiametrum
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A F ipsi P Q normaliter insistentem terminatur: & resistentia erit
ad gravitatem ut 3 @ ad 2%, id est, ut 3.4 C ad circuli diametrum
P Q: velocitas autem erit ut ./ C/7Z. Quare si corpus justa cum

velocitate secundum lineam ipsi

P Q parallelam exeat de loco T‘\

F, & medii densitas in singulis ’ ¥oTa H]Q
locis A sit ut longitudo tangen- IN\

tis A 7, & resistentia etiam in
loco aliquo /A sit ad vim gravi-
tatis ut 3.4 C ad P Q, corpus
illud describet circuli quadran-
tem FH Q. Q.FE. L P y: B C D E Q

At si corpus idem de loco P, secundum lineam ipsi Z Q perpen-
dicularem egrederetur, & in arcu semicirculi 2/ Q moveri inciperet,
sumenda esset 4 C seu a ad contrarias partes centri 4, & propterea
signum ejus mutandum esset & scribendum — @ pro + @ Quo

. .. . @ . .
pacto prodiret medii densitas ut — ~ Negativam autem densitatem,

hoc est, qua motus corporum accelerat, natura non admittit: &
propterea naturaliter fieri non potest, ut corpus ascendendo a 7 de-
scribat circuli quadrantem £ 7. Ad hunc effectum deberet corpus a
medio impellente accelerari, non a resistente impediri.

Exempl. 2. Sit linea P F'Q parabola, axem habens 4 # horizonti
P Q perpendicularem, & requiratur medii densitas, que faciat ut
projectile in ipsa moveatur.

Ex natura parabole, rectangulum PDQ
aequale est rectangulo sub ordinata D/ & —
recta aliqua data : hoc est, si dicantur recta
lla 6; PC, a; PQ,c; CH, e; & CD,
o, rectangulum a+oinc—a—o seu ac—
aa—2 ao+co—oo0 xquale est rectangulo

ac—aa P A Db Q

6 in D 7, ideoque” D / zquale 7

c—2a 00 . . ..
B ke Jam scribendus esset hujus seriei secundus
c—2 a

. . . . o0
terminus —— 7 o pro Q o, tertius item terminus ~~ Pro Roo.
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Cum vero plures non sint termini, debebit quarti coefficiens S

evanescere, & propterea quantitas cui medii densitas

S
RJ1+QQ
proportionalis est, nihil erit. Nulla igitur medii densitate move-
bitur projectile in parabola, uti olim demonstravit Galileus.

0.E T

Exempl. 3. Sit linea A GK Vi~
hyperbola, asymptoton habens |
N X plano horizontali A K z X

perpendicularem ; & queratur
medii densitas, que faciat ut
projectile moveatur in haclinea.
Sit M X asymptotos altera,
ordinatim applicate D G pro-
ductz occurrens in V; & ex
natura hyperbole, rectangulum
X V in VG dabitur. Datur
autem ratio DN ad VX, & .
propterea datur etiam rectan-
gulum DN in VG. Sit illud JT
66: & completo parallelo- ¥ 4 ED K N
grammo DN X Z; dicatur BN, a; BD,o; N X, c; & ratio data

VZad ZX vel DN ponatur esse 717; Et erit D NV equalis a—o,

V G @qualis ;Zé_:é—o, Vz &qualis%za—o, &GDseuNX-VZ-VG
equalis ¢ 7 a+zZ 0— 64 Resolvatur terminus L in seriem
n 7 a—o a—o

convergentem é;é + 48 o+ %?o o+ i—?ﬁ &e. & fiet G D xqualis

aa
m b6 m b6 66 . bb . ..
t——a——+—0——0——0"—— ¢* &. Hujus seriei ter-
7 a 7 aa a? at

. e o6 . .
minus secundus — o—‘—lwousurpandus est pro Q o, tertius cum signo
72 a

b6 \ . . b6
mutato — o* pro Ro%, & quartus cum signo etiam mutato — 3
a at

R
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m b6
pro So3, eorumque coefficientes — — — é-b & 44 scribendz sunt
aa’ @ at

in regula superiore pro Q. R & S. Quo facto prodit medii densitas
6o
a4

ut seu ! id

J m m 2mbb + b ~/a/ 272 112 216 b + ﬁ

a+ —aa—
7Z7Z naa at 727 7 aa

est, si in V Z sumatur V'Y equalis VG, ut — Namque za &

XY

Z—Zzaa— L”-:Z—-—M + ﬁ sunt ipsarum X Z & Z YV quadrata. Resi-
stentia autem invenitur in ra- Vi~
tione ad gravitatem quam habet \
3X Y ad 2 VG; & velocitas Z———— 13X
ea est, quacum corpus in para- e
bola pergeret verticem G, dia-
metrum D G, & latus rectum
X——»%‘ad' habente.  Ponatur L
itaque quod medii densitates in e
locis singulis G sint reciproce Ve
ut distantiee X ¥, quodque resi-
tentia in loco aliquo G sit ad / (AN
gravitatem ut 3X Y ad 2¥YG ;
& corpus de loco A, justa cum e
velocitate emissum, describet S A Bb kN
hyperbolam illam 4 GA. Q.E. 1

Exempl. 4. Ponatur indefinite, quod linea A4 G K hyperbola sit,
centro X, asymptotis 47X, N X ea lege descripta, ut constructo
rectangulo X Z DN cujus latus Z D secet hyperbolam in & &
asymptoton ejus in ¥, fuerit }” G reciproce ut ipsius ZX vel DN
dignitas aliqua D NV* cujus index est numerus 7 : & queratur medii
densitas, qua projectile progrediatur in hac curva.

Pro BN, BD, N X scribantur A, O, C respective, sitque 2
ad X Zvel DN utdad ¢ & V' G zqualis =, & erit DN @qua-

b6
DN
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s A -0, V=, vyz="K=0, & GD su NX-VZ
6 . .
— VG =qualis C—[—ZA + {—ZIO——:——&:*”. Resolvatur terminus ille
e e A -0l
bo bbb  nbdd nwn + n
LT s X ”n - O
A_Or in seriem infinitam e + A + AT o b +
3 ad b6
TSI 4 00 &e ac fiet G D wqualis € — SA= T+
d nbéb +un+n + i+ 3un+2n
ZO—A”_HO—- > At 660 — CAS 66 O* &c. Hu-
. .. . 6o
jus seriei terminus secundus ‘_gf' O —%T;x O usurpandus est pro Q o,
3 2
tertiusz%é 6% O pro R ¢, quartus - +éi§:—i——';m 46 O3 pro
. . . S . .
So.  Et inde medii densitas W, in loco quovis G, fit
72+ 2
_ . . . .
s @AZ 2({”&&A — ideoque si in V' Z capiatur V'}
3 et T A BT A

aequalis 72 x V' G, densitas illa est reciproce ut X }.  Sunt enim A*
&%Az_za’ﬂéé 7272 6*

oA At A

ipsarum X Z & Z ¥V quadrata. Resisten-

>

Ayad 4 RR,

tia autem in eodem loco G fit ad gravitatem ut 3 S in

201+ 27 s .
Pl VG. Et velocitas ibidem ea ipsa est, quacum

corpus projectum in parabola pergeret, verticem G, diametrum

1+Q0 seu 2 XY guad. habente. O. Z£. 7.

nn+nin VG

id est,ut X Vad

G D & latus rectum

Scholiun:.
. .. . .. SxAC,
Eadem ratione qua prodiit densitas medii ut Rx g7 n corol-

lario primo, si resistentia ponatur ut velocitatis V dignitas queli-



260 DE MOTU CORPORUM

bet V* prodibit densitas medii TL‘
[ /‘F— \‘1 L 1
S Al e 4 A<l
ut —— . Et propterea :
R HT y, <
K
si curva inveniri potest ea lege, /
ut data fuerit ratio = ad / '
R~ { |
P A B C D E Q

-1, vel > d T bitur in hac curva in
ac Ron 2 1+ QQ|"": corpus movebitur

uniformi medio cum resistentia quae sit ut velocitatis dignitas V*.
Sed redeamus ad'curvas simpliciores.

Quoniam motus non fit in parabola nisi in medio non resistente,
in hyperbolis vero hic descriptis fit per resistentiam perpetuam ;
perspicuum est quod linea, quam projectile in medio uniformiter
resistente describit, propius accedit ad hyperbolas hasce quam ad
parabolam.  Est utique linea illa hyperbolici generis, sed qua circa
verticem magis distat ab asymptotis; in partibus a vertice remotiori-
bus propius ad ipsas accedit quam pro ratione hyperbolarum quas hic
descripsi. Tanta vero non est inter has & illam differentia, quin
illius loco possint ha in rebus practicis non incommode adhiberi.
Et utiliores forsan future sunt v

hze, quam hyperbola magis ac- \
curata & simul magis compo- Z——>X
sita. Ipsz vero in usum sic
deducentur.

Compleatur parallelogram-
mum XVYG7, & recta G7 v
tanget hyperbolam in G, ideo-

que densitas medii in G est
reciproce ut tangens G 7, &

velocitas ibidem ut o/ G Zg

GV’ a
resistentia autem ad vim gravi- //

) 2un+2n . g
tatis ut ¢ 7 ad —— in e
i+ 2 M A BD K N
GV

=]
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Proinde si corpus de loco A4 secundum rectam 4 /A projectum
describat hyperbolam A4 G K, & A A producta occurrat asymptoto
N X in A, actaque A7 eidem parallela occurrat alteri asymptoto
M X in 7: erit medii densitas in 4 reciproce ut A /A, & corporis

Hyq

A7
ad 2172 T2% 7:1_:'22 ®in 4 7. Unde prodeunt sequentes regulze.

Reg. 1. Si servetur tum medii densitas in 4, tum velocitas
quacum corpus projicitur, & mutetur angulus N A4 //; manebunt
longitudines 4 A, A7, A X. ldeoque si longitudines illz in aliquo
casu inveniantur, hyperbola deinceps ex dato quovis angulo NV 4 H
expedite determinari potest.

Reg. 2. Si servetur tum angulus NV A4 A, tum medii densitas in
A, & mutetur velocitas quacum corpus projicitur; servabitur longitudo
A H, & mutabitur A4 7 in duplicata ratione velocitatis reciproce.

velocitas ut 4/ , ac resistentia ibidem ad gravitatem ut 4 A

Reg. 3. Si tam angulus NV A A, quam corporis velocitas in A,
gravitasque acceleratrix servetur, & proportio resistentizz in A4 ad
gravitatem motricem augeatur in ratione quacunque; augebitur
proportio A4 A ad A 7 in eadem ratione, manente parabole predicta
Hyq

A
7" & propterea

latere recto, eique proportionali longitudine
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minuetur 4 A in eadem ratione, & 4 /7 minuetur in ratione illa
duplicata.  Augetur vero proportio resistentizz ad pondus, ubi vel
gravitas specifica sub @quali magnitudine fit minor, vel medii
densitas major, vel resistentia, ex magnitudine diminuta, diminuitur
in minore ratione quam pondus.

Reg. 4. Quoniam densitas medii prope verticem hyperbole major
est quam in loco A ; ut habeatur densitas mediocris, debet ratio
minime tangentium G 7" ad tangentem A // inveniri, & densitas in
A augeri in ratione paulo majore quam semisummae harum tangentium
ad minimam tangentium G 7.

Reg. 5. Si dantur longitudines 4 A, A7, & describenda sit
figura 4 G K : produc /N ad X, utsit /X ad 4/ utn+1ad 1,
centroque X & asymptotis M X, NV X per punctum A4 describatur
hyperbola, ea lege, ut sit 4 7 ad quamvis VG ut X V*ad X /7~

X

Reg. 6. Quo major est numerus #, eo’ magis accurate sunt ha
hyperbole in ascensu corporis ab 4, & minus accurate in ejus
descensu ad A”; & contra. Hyperbola conica mediocrem rationem
tenet, estque cateris simplicior. Igitur si hyperbolasit hujus generis,
& punctum K, ubi corpus projectum incidet in rectam quamvis A4 NV
per punctum .4 transeuntem, quéeeratur: occurrat producta 4 NV
asymptotis M X, N X in M & N, & sumatur N A ipsi A M zqualis.

Reg. 7. Et hinc liquet methodus expedita determinandi hanc
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hyperbolam ex phznomenis. Projiciantur corpora duo similia &
@equalia, eadem velocitate, in angulis diversis /A A, /2 A %, inci-
dantque in planum horizontis in A & £, & notetur proportio A A
ad A4 Siteadade Tum erecto cujusvis longitudinis perpendiculo
A 7, assume utcunque longitudinem A4 /7 vel A%, & inde collige
graphice longitudines 4 A, A %, per reg. 6.  Si ratio 4 K ad A %
sit eadem cum ratione & ad’¢, longitudo A /A recte assumpta fuit.
Sin minus cape in recta infinita .S 47 longitudinem S/ aqualem

assumpte 4 /H, & erige perpendiculum M NV equale rationum

differentize 57 ductze in rectam quamvis datam, Simili methodo
ex assumptis pluribus longitudinibus B

A H invenienda sunt plura puncta ‘\‘N\

N, & per omnia agenda curva linea s o S X T\I/!
regularis NNV X /V, secans rectam N\
SMAA in X. Assumatur demum l\f\
A H =qualis abscisse S’ X, & inde \

denuo inveniatur longitudo 4 A ; & longitudines, qua sint ad
assumptam longitudinem A7 & hanc ultimam 4 /, ut longitudo AA
per experimentum cognita ad ultimo inventam longitudinem A4 A
erunt vere ille longitudines 47 & A A, quas invenire oportuit.
Hisce vero datis dabitur & resistentia medii in loco A, quippe qua
sit ad vim gravitatis ut A4 /A ad 2 4 7. Augenda est autem densitas
medii per reg. 4 & resistentia modo inventa, si in eadem ratione
augeatur, fiet accuratior.

Reg. 8. Inventis longitudinibus A4 A, A X ; si jam desideretur
positio rectee 4 /7, secundum quam projectile, data illa cum velocitate
emissum, incidit in punctum quodvis A’: ad puncta 4 & A
erigantur recte 4 C, K/ horizonti perpendiculares, quarum A C

eorsum tendat, & aquetur ipsi A7 seu ¥ A/ X. Asymptotis 4 K,
K F describatur hyperbola, cujus conjugata transeat per punctum
C, centroque 4 & intervallo A4 /A describatur circulus secans
hyperbolam illam in puncto /7, & projectile secundum rectam A /7
emissum incidet in punctum AX. Q.Z£./. Nam punctum /7, ob
datam longitudinem /7, locatur alicubi in circulo descripto. Agatur
C H occurrens ipsis A K & K F, illi in £, huic in /; & ob
parallelas C H, M X & aquales 4 C, A7, erit A E xqualis 4 M,
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& propterea etiam xqualis K V. Sed CE est ad 4 E ut /7 / ad
K N, & propterea C £ & FH @quantur. Incidit ergo punctum 7
in hyperbolam asymptotis 4 A, A/ descriptam, cujus conjugata
transit per punctum C, atque ideo reperitur in communi intersectione
hyperbolee hujus & circuli descripti. Q. £, 0. Notandum est
autem quod hzc operatio perinde se habet, sive recta 4 AV horizonti
parallela sit, sive ad horizontem in angulo quovis inclinata : quodque
ex duabus intersectionibus /A, % duo prodeunt anguli N A A,
NAZk; & quod in praxi mechanica sufficit circulum semel
describere, deinde regulam interminatam C/7 ita applicare ad punctum
C, ut ejus pars £/, circulo & recte /7K interjecta, aqualis sit ejus
parti C £ inter punctum C & rectam A A site.

Quze de hyperbolis dicta sunt facile applicantur ad parabolas.
Nam si X' 4 G A parabolam designet quam recta X I/ tangat in
vertice X, sintque ordinatim applicatee /A4,
V'G ut qualibet abscissarum X 7, X'V /
dignitates X /”, X VV*; agantur X7, G 7, /V
A H, quarum X 7" parallela sit VG, & T .. /
G 7, A H parabolam tangant in G & A : e / ;
& corpus de loco quovis A, secundum
rectam 4 /7 productam, justa cum veloci- /
tate projectum, describet hanc parabolam, si
modo densitas medii, in locis singulis G,
sit reciproce ut tangens G 7. Velocitas
autem in G ea erit quacum projectile
pergeret, in spatio non resistente, in
parabola conica verticem G, diametrum [7¢G deorsum productam,

2G71yq
nn—nx VG

yda

& latus rectum habente. Et resistentia in G erit ad

27/t~

vim gravitatis ut G 7" ad 2z VG, Undesi NVAK lineam

7n—2
horizontalem designet, & manente tum densitate medii in 4, tum
velocitate quacum corpus projicitur, mutetur utcunque angulus
N A H; manebunt longitudines A A, A7, X, & inde datur
parabola vertex X, & positio rectee X /7, & sumendo VG ad 7 A ut
X I"*ad X 7* dantur omnia parabol® puncta G, per qua projectile
transibit,
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SECTIO IIL

De motu covporum quibus vesistitur partim in rvatione wvelocitatis,

partim in ¢gusdem vatione duplicata.

PROPOSITIO XI. THEOREMA VIII.

SU corpori rvesistitur partim in ratione velocitatis, partim in veloci-
tatis ratione duplicata, & idem sola wi insita in medio similari
movetur : sumantur aulem rtempora in progressione arithmetica ;
quantitates velocitatibus reciproce proportionales data guadam guan-

titate aucte, erunt in progvessione geometrica.

Centro C, asymptotis rectangulis C 4 D d & C /A, describatur
hyperbola B £ ¢, & asymptoto C /A parallele sint 4 B, DE, de. In
asymptoto C 0 dentur puncta 4,G: Et y
si tempus exponatur per aream hyperbo- B
licam A4 B £ D uniformiter crescentem ;
dico quod velocitas exponi potest per
longitudinem 2 F, cujus reciproca G D
una cum data C'G componat longitudi-
nem C /) in progressione geometrica cre-
scentem.

Sit enim areola D Eed datum temporis
incrementum quam minimum, & erit 2 d reciproce ut D £, ideoque

.

[ ——

]
G Jd

F

. . I .
directe ut CD. Ipsius autem =D decrementum, quod (per hujus

cD CG+GD

lem. 1) est Z?%&’ erit ut GDgseu GDg id est, ut ~GI—D+
CG . .
GDy Igitur tempore 4 B E D per additionem datarum particu-

I
GD
cum velocitate. Nam decrementum velocitatis est ut resistentia, hoc

in eadem ratione

larum £ D d ¢ uniformiter crescente, decrescit
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est (per hypothesin) ut summa duarum quantitatum, quarum una est

ut velocitas, altera ut quadratum velocitatis; & ipsius —— G D decre-
mentum est ut summa quantitatum ——— & ———— G uarum prior est
1 ior es
‘ a GD Ghg 1 P
ipsa ==, & posterior ——?G est ut-————: proinde - —, ob analogum
G ]) GLDyg G D A G D S
. . . NI .
decrementum, est ut velocitas. Et si quantitas G /), ipsi = reck
ra
proce proportionalis, quantitate data C G H |
augeatur; summa C/2), tempore 4 BED \B
uniformiter crescente, crescet in progres- F ~
sione geometrica. Q. Z. D. | \\JF:"
Corol. 1. Igitur si, datis punctis 4, G, fo
exponatur tempus per aream hyperboli- } I
cam A B E